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1. Bevezetés

Az utébbi évtizedben, a neurdlis hdl6zatok hatalmas fejlédésen mentek keresztiil, népszertisé-
giik egyre inkdbb nd, mar a mindennapi életben is haszndljuk a mesterséges intelligencidt. A
ChatGPT, az onvezetG autdk, a kép és hang general6 intelligencidk, a rendszamfelismerd kame-

2.z

rdk mind, ezt a jelenleg is fejlédésben 1évS technoldgidt hasznaljik.

Szakdolgozatomban hdrom f6 komponens jelenik meg. A gyakorlati komponensben bemuta-
tom a mesterséges neurdlis hdl6zatok alapjait, el§szor az elemi neuront, majd a hl6 szerkezetét.
Felvdzolom, hogy ezeket matematikailag milyen fiiggvényekkel reprezentdljuk, tovabba bemuta-
tom a gyakorlatban hasznalt backpropagation algoritmust a gradienst kiszamoldsara. Az elméleti
részben elGszor felvazolom a gradiens fogalmdt, a minimalis irdny egyértelmiiségét (3.1 Bizonyi-
tas sajat eredmény), majd a gradiens mddszert, és annak tulajdonsdgait. Itt a fix 1épéshosszisagi
mobdszer altal ad6dé gorbe konvergencidjat vizsgalom, ahol a 4.2 és 4.3 Bizonyitdsok is sajat
eredmények. Mindezek alapjan bemutatom a sztochasztikus gradiens mddszert, €s annak tulaj-
donsdgait. Megvizsgalom az iterdci6 konvergencidjat erdsen konvex majd altaldnos fiiggvények
esetén, ezeken beliil kitérek az konstans és valtoz6 1épéshosszisdgi mddszerekre. A dolgozat
utolso fejezetében, mutatok pér egyszerd szimuldcids példat a kordbbiakban leirtak bemutaté-
sdra. Az egyes komponenseken beliil, torekedtem arra, hogy egy fix formalizmust alkalmazzak
a konnyebb atlathatosag kedvéért.

A dolgozatomhoz meghatdrozé részben Léon Bottou, Frank E. Curtis, Jorge Nocedal - Opti-
mization Methods for Large-Scale Machine Learning [1] irodalmat haszndltam, tobbek kozott
a neurdlis hal6zatokat leird fliggvények bemutatdsahoz, a gradiens és a sztochasztikus gradiens
modszerek bevezetéséhez, illetve a sztochasztikus gradiens mddszer analiziséhez hasznalt felté-
telek, tételek, allitasok és lemmak is innen szarmaznak. Mindezeken tdl, tobb internetes forrast
is igénybe vettem a témakor megértéséhez, illetve a szimulédcidk értelmezéséhez. Az optima-
liz4cids eljarasokrol altaldnosan €s a dolgozatban fix 1épéshosszisagu gradiens mddszerként
definidlt Cauchy-mdédszerrdl [2] oldalon olvastam. A neurdlis hdlézatok tanitdsi gyakorlatarél
[3] oldalrdl tdjékozddtam, tovabba a backpropagation algoritmust a [S] vide6bdl értettem meg.
A szimulacidk elkészitéséhez [4] el6adas tartalmabdl indultam ki, a konkrét szimulaciés kodok
egy részének generdldsara, pedig a ChatGPT mesterséges intelligenciat haszndltam.



2. Neuralis halozatok

2.1. Elemi neuron

A gradiens, illetve sztochasztikus gradiens modszer egyik f6 alkalmazasi teriilete a neurdlis
halézatatok tanitdsa, optimalizdl4sa. Egy neurdlis hdlézategy f : R” — R™ fiiggvény, melynek
input értéke egy n-dimenzids vektor, mely a feldolgozandé adatot tartalmazza, output értéke egy
m-dimenzids vektor, mely az dltalunk elvart eredményt hordozza. A neurdlis hdl6zat tanitdsanal
az a feladatunk, hogy beéllitsuk a hdl6 bels6 paramétereit tigy, hogy az dltalunk definidlt feladatot
hajtsa végre. A hdldzat elemi neuronokbdl épiil fel melyeknek van k-db bemenete, ezekhez hozza
vannak rendelve w; stlyok. Jelolje a stlyvektort (sorvektor) w, a bemeneti vektort pedig jelolje x
(oszlopvektor). A neuron el&szor kiszdmolja w - x + b értéket, ahol b egy konstans eltolds, majd
atadja az aktivicios fiiggvénynek: [ : R — R. Ennek az értéke lesz a neuron kimeneti értéke.
A b konstanst dlatdban ugy reprezentdljak, hogy a bemeneti x vektor dimenzidjat novelik 1-el,
és ennek konstans 1 értéket adnak, igy b = wg1. Egy elemi neuront mutat az 1. dbra.

N

w?
@\)Z:Zwlxi+b y=1(2) —)@

é k

1. dbra. Elemi neuron k elemi bemenettel, wy, ..., wy silyokkal, b konstans eltoldssal, és [(z)
aktivécios fliggvénnyel.

Az aktivicios fiiggvényt a halo feladatanak fliggvényében vélasztjdk meg. A leggyakrabban
hasznalt tipusok az aldbbiak (2. dbra):

2 Y [(z) = max(0,z)(ReLU)
1| 1(z) = 17— (Szigmoid)
-35 -3 =25 -2 -15 -1 - 05 1 15 2 25 3 35 4 45
[(z) = tanh(z) 11
2

2. dbra. Szigmoid, ReLLU és tangens hiperbolikusz aktivacids fliggvények.



2.2. A neuralis halézat felépitése

A neurdlis hal6zat rétegekbe rendezett neuronokbdl épiil fel. Egy réteg minden neuronjanak
kimenete hozzad van kapcsolva a kovetkez$ réteg minden neuronjdnak bemenetére. Az Ossze
nem kotott neuronokat O sulyu éllel reprezentdljuk. A 3. dbrdn egy neurdlis hdlézatot lathatunk.
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Bemeneti réteg Rejtett réteg Kimeneti réteg

3. dbra. Neurdlis hal6zatok felépitése.

2.3. A neuralis halozatokat leir¢ fiiggvények

Jelolje ‘W, : RAG-D+1 5 RAWD+ 7 (§)-edik réteghez tartoz linedris leképezést, ahol d(i) az
i-edik réteg neuronjainak szdma, azaz ‘W, egy R4W+1Xd(=D+1 matrix melynek j-edik sora az

2 2

i-edik réteg, j-edik neuronjaba bemend €lek sulyait tartalmazza, bele€rtve a b ; konstans eltoldst.

w1 W12 - . . WildG-1)  Wh
w21 W12 .- . . W243i-1) Wh,
W; =
Wa@),1 W12 - - - Wd@i)d(i-1) @Why
0 o . . . 0 1

(@)
J
hoz tartozé koordinatajat. Jelolje L; : R4O+ — RO+ a7 (j)-edik réteg aktivacios fiiggvényét,
tovdbbd /; : R — R jelolje ennek j-edik koordindtafiiggvényét. Ekkor:

Legyen y\) € R4+ az i-edik réteg altal generdlt vektort, illetve y'” ennek a j-edik neuronj-

T
L; = [11 L . .. ld(i) 1]
Ezek alapjan felirhatjuk az (i — 1). és az (i). réteg kimenetei kozotti 6sszefiiggést:
Y = Li(WiytY)

6



Legyen a neurdlis hal6zatunk r rétegd, illetve legyen y(?) = x. Ekkor a f(x) az alabbi rekurziéval
irhato fel:

fx)y=y=y"
ahol ' ,
yO = LWy Dy i=1,..,r

A neurdlis halézat tanitdsdndl keressiik azokat a silyparamétereket, melyek az altalunk elvart

miikodést biztositjdk. Ehhez adottak olyan bemeneti vektrorok melyek esetén tudjuk az elvart
kimenet értéket. Tehdt adott egy S halmaz, melynek elemei (x;, y;) vektorparok. Ezt a halmazt
harom részre oszhatjuk, training set, validation set és test data set. A training set kdzvetleniil
a hélo6 tanitasdra szolgdl. Ezeket a vektorokat haszndljuk a minimum kereséséhez a gradiens,
illetve sztochasztikus gradiens eljardsokban. A validation set arra szolgdl, hogy ellendrizziik a
tanitds sordan, hogy miképp viselkedik a hédlé olyan adatok esetén, amelyet nem haszndlunk a
gradiens modszerben. Ezzel lehet elkeriilni az igynevezett overfittinget, amely esetén a training
set elemeire nagyon jo vdlaszt ad a hélg, ellenben mds vektorokra az elvartnél rosszabbat. Az a
célunk, hogy a hdl6 altalalnositson (generalization) és ne memorizdljon (memorization). A test
data set pedig a tanitds utdn haszndlt teszthalmaz, tehat olyan vektorok, amelyeket semmilyen
értelemben nem hasznéltunk a tanitési eljards soran.
Legyen e a haléban 1év§ élek és neuronok szamdnak Osszege és legyen n = d(0) + 1 azaz x;
input vektorok dimenzidja. Q € R jelolje az élek és eltoldsok paraméterezését, tovabba legyen
h(Q,x) : R — R™ ahol m = d(r) + 1, azaz az output vektor dimenzidja. h(,x) az f(x)
fliggvény értékét adja az f Q paraméterezése esetén. Célunk, hogy a halé altal adott eredmény
és az elvart eredmény kozotti eltérés minimélis legyen. Ennek a mérésére példaul alkalmas a
négyzetes hiba. Tehat keressiik:

mm{L Z ||h(Q, Xi) — y;”2 Qe Re}

151 (xi,y;)€R

minimadlis véarhat6 hibét. Erre ad egy megolddst a gradiens, illetve a sztochasztikus gradiens
modszer, melyet a kovetkezd fejezetekben mutatok be.



3. A gradiens
3.1. Minimalis irany

3.1. Definicid. Legyen g : R* — R differencidlhat6 fiiggvény, tovdbbd v € R" az aldbbi

hatarértéket:

i g(t+0ov) —g(1)
1m
5—0 o

a g fiiggvény ¢ pont beli v szerinti irdnymenti derivaltjanak nevezziik. Ezt az értéket megkap-
hatjuk Vg(7) - v alakban, ahol Vg a g fliggvény gradiense.

3.2. Definicié. Legyen g : R" — R differencidlhat6 fliggvény tovabba
vin = argmin{Vg(t)-v :||v|]| = 1,v € R"}. Ekkorav,, vektort a g fliggvény ¢ pont beli minimalis
irdnydnak nevezziik.

3.1. Allitas. Legyen g : R” — R differencidlhat fiiggvény és Vg (r) # 0. Ekkor v,, egyértelmd

I I Vg(1)
és értéke: — .
IV,

3.1. Bizonyitas. A Cauchy-Bunyakovsky—Schwarz (CBS) egyenlStlenség miatt tudjuk, hogy:
lx - y| < ||)c||2||y||2 tehat a lehetséges legkisebb érték, amit az egyenlStlenség megenged az:
V(1)

xX-y= —||x||2||y 5> tehdt vy, = el esetén :
ve() VeIl
—IVe@|,-1=—||Ve®|, Ivmlly < Vg()-vin = Vg(t)-— = - =—|[Ve®||,>
” 8( )”2 ” 8( )”2 Vmll2 g(1) v 8 ”Vg(t)Hz ”Vg(t)”z ” 8 |2
Vg(t)

azaz v, = valéban minimadlis irdny. A kovetkezGkben belatjuk, hogy ez egyértelmd.

NZCIE
Tegyiik fel, hogy 3v,,,v),, hogy v,, # v/, €és mindkett§ egyarant minimalis irdny, és v, =
Ve()
V@Il

. Ekkor az el6z6ek alapjan tudjuk, hogy:

Vm - Vg(t) = _”Vg(t)”z

és
v - Ve () = =[[Ve (0],
tovabbd legyen vp = v, — v/,
va - Vg(1) = (v = vy,) - Vg(0) = v - Vg (1) = vy, - Vg (1) = ~[|[Ve (1)]|, = (-[|Ve(1)]],) = 0
azaz vaLVg(t) ezért vp Lv,,-re is, tehat felhaszndlva a merGlegességet:

2 2 2 2 2
1=|[vills =lvi +valls =lvall +lvall; = 1 +llvall3

amibdl kovetkezik hogy: [|vall, =0 = vao =0 = v, = v/,, ami ellentmondas. O



3.2. Gradiens szamolasa backpropagation médszerrel

Szeretnénk kiszdmolni a hibafiiggvény gradiensét, azaz adott az elsé fejezetben targyalt (€2, x) :
Re*" — R™ fliggvény, és keressiik C(h(Q,x),y’") : R®*" — R gradiensét, ahol C a hibafiigg-
vény. Ebben az esetben x vektort paraméternek tekintjiik és a fiiggvény valtozoéi, ami szerint
keressiik a gradienst azok az w € Q sily értékek. Jelolje a)f,kv) az ‘W, leképezés (u, v) koordina-

tdjanak értékét. Kordbban lattuk, hogy:

h(Q,x) =y =y

ahol

YO = x

Y = Li( Wiy =1, r

(@ értéket, ami L; j-edik koordindtafiiggvényének kimeneti értéke. Ezt

i
szeretnénk derivalni w,(dkv) szerint. Tudjuk, hogy:

Tekintsiik elgszor y

d(i-1)+1
. - N . il
yy) _ lj(.’)(zﬁ.’)) _ ljl)(w;l)y(z Dy = lj(_z)( Zl wﬁlzn)’:(ﬁ ))
m=

Tehat a lancszabdly alapjdn, ahol k < i:

d(i-1)+1
NG 0 wy_ 9 o 0 -
= - 19 Z w I

dol) el el T gul)

rekurzi6 frhaté fel. Eszrevehetjiik, hogy csak a szummadban 1év6 tagok értékei fiiggnek wf,kv) -t6l,
ezért, ha k =i — 1, akkor:
0 G-1) _ _(i-1)
mlm =y
wm,v

azaz megegyezik az el6z3 réteg v-edik neuronjdnak aktivitdsaval. Ez azért nagyon el6ny0s, mert

2 2

a parcidlis derivaltak szdmoldsdndl minden rekurziéban az azt megel6z3 réteg szerinti derivaltak
rogton szdmolhatoak.

A backpropagation 1épései:
1. Kiszamoljuk C(h(LQ,x),y") -et, ezzel megkapjuk a y(i), 7z vektorokat minden i €
{1,2,...,r}.
2. Meghatirozzuk C(y(",y") parcidlis derivaltjait minden yﬁ.r) Jj€A{1,2...,d(r)} szerint.

3. Majd a fenti rekurzi6 segitségével meghatarozunk minden w ikg szerinti parcidlis derivéltat.



Tekintsiik az alabbi példit, amin bemutatom a backpropagation 1épéseit. A bemeneti és kiementi
vektoraink legyenek 2-2 dimenzidsak €s egyszertség kedvéért a b (bias) értékek legyenek fixen
0 értékiek elkeriilve igy a vektorok konstans 1-el val6 bévitését. Az aktivacids fiiggvény legyen
szigmoid (4 = 1): |

0
l+e 5

minden neuron esetén. Ennek az aktivicios fliggvénynek az a kiilonlegessége, hogy a derivaltja:

(D) Dy _
1;7(z;") =

DDy, (1 — 1D D)y = v . (] — @
=1;7(z;7) - (L=17(z;) = y; - (1 =y;7)

(@)

alaku, ezért z; értékek nélkiil is kiszdmolhat6. Hibaftiggvényiink legyen a kovetkezd:

Cyy) =|ly =y = 51 = ¥)>+ (v2 = ¥%)?

négyzetes hiba. A neurdlis hdl6zatunk pedig az aldbbi struktirdji:

(1) (2)
1

o'l =1
o Y117 Y1
N1
(0) , :
Y2 T o (1 e
22 7 Y2 22

4. abra. Példa neuralis halozat.

3
ﬁ)—yl

3
é)—)’2

Az y9, z( vektorok adottak. ElsS 1épésben szdmoljuk ki a hibafiiggvény parciélis derivaltjait
a halé kimeneti valtozdi szerint:

a ’ ’ 6 ’\2 7\2 ’
—C R R s = — — — =2 —
6y1 V1, ¥2, Y7 ¥3) 6y1((y1 YD+ (2 =¥5)7) =2(y1 —y))

0 0
C , , /, ry — — 2 o 2 =9 o
7 V1, ¥2,¥7.Y3) —8y2((y1 YD (2 =¥5)7) =2(y2—y5)

A kordbban bemutatott rekurzi6 és a lancszabdly alapjan pedig kiszamolhatjuk a silyok szerinti
derivaltakat:

0 ay,  d yy
C()’I,YZ y]ayz)_ y C()’I,YZ y]ayz) a (k) y C()’l,)’Z,yl,)’z) w(k)

ll,V
A 2. és 3. réteg kozotti silyok derivéljai:

oC

3 M\ .(3).(2
Pcl = 2()’( ) -yp( —yi )))’§ )yi ),
1,1
ocC 3 I .(3).(2
P (3)—2(y() yl)(l—y§ ))yi )yg),
12
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ocC

3 ’
= 2(y( e —y§

3))y(3) (2)

i
6w£3) 2l
aC 3 3) (2
(3)_2(y() yz)(l ))y()()
6a)2,
Az 1. és 2. réteg kozotti silyok derivaltjai:
aC 3 (3)\. (3 3 (3)\.(3) (3) 2\ (2) (1
=5 = (2087 -y -y el + 268 -3 (1 - PPl ) (1 - PP,
Oa)]’]
aoC 3 3 3 3) (3) 2\ (2) (1
5= (207 -3 =y el £ 268 -3 (= Y Pe)) (1 -y,
8w1’
aC 3 (3.3 3 3) (3) 2y (2) (1
5= (207 -3 =y Pel +2068) -3 (1 -y Pe) (1 -y,
0w2,
aC 3 B1.(3), (3 3 3) (3 2)\.(2) (1
p (2)=(2(y() YU =yl + 208 - ) (1 -y ())(1—y§))y§)y§)-
w
2,2

A gradiens médszer elsd fontos 1épése tehat a gradiens kiszamoldsa. A backpropagation al-

goritmusban jeloljiik a valtozokat az eddig definidlt mddon, tovdbba legyen: D; ; =

Gily = 3i<ck) Y az y(l) értékeket, Z pedig a Z() :

mazza az aktivicios fiiggvényeket (l](. )).

9C 4
= és
®

a]

értékeket tartalmazo halmaz, tovabba A tartal-

1 Algoritmus: Backpropagation

Funct BACKPROP(Q,Y,Z,A,C,d,r)

1: fori=1,...,d(r) do

> elég d(r)-ig iterdlni, mert d(r)+1 konstans nem érdekes
> kiszdmoljuk a C hibafiiggvény parcialis derivaltjait

> itt a rétegeken iterdlunk hétulrdl elére
> itt az i — 1-edik réteg neuronjain iteralunk
> itt az (i)-edik réteg neuronjain iteralunk

> ha az elsd elemnél tartunk akkor nem adjuk hozzd a korabbi

> itt az i — 1-edik réteg neuronjain iteralunk
> itt az (i)-edik réteg neuronjain iteralunk

2 D,;i=dCldy"”
3: end for
4: fori=r,...,1do
5: forj=1,....,d(i—1)+1do
6: fork=1,..,d(i)+1do
7: if £ = 1 then
értékét
8: Di—l,j = a)(l) dl(l)/a’z(’)
0: else
10: Di1j=Diyj+w) -dl [dz - D
11: end if
12: end for
13: end for
14: forj=1,....,d(i—1)+1do
15: fork=1,..,d(i)+1do
16: GV =Dy -y
17: end forj g
18: end for
19: end for

20: return G

> visszatériink a gradienssel

11



4. A batch gradiens médszer

4.1. A fix lépéshosszasagi gradiens modszer

A gradiens moédszer, az az eljards amellyel keressiik egy adott g : R” — R folytonosan
differencidlhato fiiggvény valamely lokdlis minimumat, illetve minimumhelyét. Tekintsiik az
aldbbi numerikus médszert:

Xpsl = Xp + Avy,
_ Vg(xn)
Ve Cen)[|

n

ahol A a Iépéskozt jeloli, azaz egymadst kovetSen A hosszisagu 1épést tesziink a minimalis
irdnyba. Az az intuicidnk, hogy ez az eljards kozeliteni fog valamely lokélis minimumhelyhez.
Nevezziik ezt a modszert fix 1épéshosszu gradiens modszernek.

4.2. A gorbe egyenletes konvergenciaja

4.1. Allitas. Legyen g : R” — R kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény, és tekintsiink
benne egy B(xg,r) zart hipergdmbét, ahol Vg(xg) # 0 Létezik olyan r, ahol Vx € B(xo,r)
Vg(x) # 0, tovabbd Vg(x) Lipschitz tulajdonsagi B(xo, r)-ben.

4.1. Bizonyitas. Vg(x) folytonos, ezért (Ve) (Ir) (Vx :|lx —xoll < 1) (]|Vg(x) - Vg(xo)” <
€). € = ||Vg(x0)|| valasztdssal adédik megfelels . Mivel g(® (x) folytonos, ezért (Vg(x))’ is
folytonos. B(xg, r) zart halmaz, igy a Weierstrass-tétel miatt”Vg(x)’” korlatos B(xg,r)-en, és
fel is veszi maximumat. A Lagrange egyenlGtlenség miatt Vx, y € B(xo,r) :

[Ve() - Ve < sup {l(Ve@y@-wll}< sup {l(Fe@] -] <
) zes(x,y)

z€s(x,y

< swp {lvg@y | -]l
)

Z€B(xq,r

tehdt L = sup,ep(y, ) {”(Vg (z))’” } érték megfelel a Lipschitz tulajdonsdghoz. O
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4.2. Allitas. Jelolje y,(ll)(t) : R — R? azt a folytonos torottvonalat, melyet a fix 1épéshosszi
gradiens médszer altal kapot x; pontokat koti ossze a g : R? — R kétszer folytonosan differenci-
alhat6 fiiggvényre alkalmazva, ahol A = [ /n. Legyen ez a gorbe ivhossz szerinti paraméterezésd,

tovabbd Vg(xo) # 0 és x € B(xo,r) : Vg(x) # 0. Ekkor (y,(,l)(t)) | < r fiiggvénysorozat

ne
egyenletesen konvergens.

4.2. Bizonyitas. Els6 1épésben nézziik meg egy A és egy 0 € [%, A] iteréci6 Viszonyét.A Az
abran (5. dbra) x; €s v; jeloli a A iteracié toréspontjait €s irdnyait, ehhez hasonléan y;, y;, y; és
Wibe, Wi, Wiki @ 0 1teracid toréspontjait €s irdnyait. Ut(’)bbib(:)l azért kell tobb, mert egy A iteracids
1épésben vdrhatGnan 2 & iterdcids 1épés torténik. d;, d;, d; pedig minden toréspontndl méri a
tdvolsagot a két iterdcié kozott.

(xo’ VO)

(Y1:Wibe)

G

1. wiki)

\ (y2, wabe = wigi)

5. ébra. Itererdcids 1épések.

Hatdrozzuk meg a toréspontokndl 1€vS tavolsdgok valtozdsat egy A iterdci6 lefutdsa alatt.
Ehhez hasznaljuk fel a Lipschitz tulajdonsdgot és a haromszog egyenlGtlenséget:

d; < H(xi +6:vi) — (yi +6w;)

di < H(Xi — i) +6:i(vi - Wi)‘

-

dy <l = yil + |8 vi = wo)

-

Cij < dl' + &Ld,‘,
d,

13



Hasonl6 médon adédik a tobbi tdvolsag is:
di < (5L + 1)d,,
divt < (5iL+ 1)d.

Azaz egy A iterdci6 alatt igy lehet feliilrdl becsiilni a tdvolsag valtozdsat:

divi < 8L+ 1)(SL + 1)(§;L + 1)d;.

Mivel feltettiik, hogy ¢ € [%, A] ezért majordlhatjuk a kifejezést az alabbi médon:

dis1 < (AL + 1)3d,'.

Az elsS A iterécio feliiltS] becsiilhetd AL-el igy:

d; < dy(AL +1)30D),
d; < AL(AL +1)30-D,

A = [/n alapjan pedig felirhatjuk a felosztds fiiggvényében a két iterdcié maximalis tdvolsagat:

[ 1
d, < =L(=L+1)3D,
n n
) 1 2 \3IL /] -3
dy < —L((T + 1)z—L) (—L+ 1) ,
n L n
d, < £L631L.

“n

A sorozat elemeit particionaljuk tigy, hogy han e [2%, 2k*1) akkor n a k-ik particiéba keriiljon.
Ekkor a haromszog egyenl6tlenségbdl adéddan a j-edik parcitié utdn, két iterdcié maximaélis
tavolsdga:

o 1
lL€3lL Z —,
k=j 2

1
3IL
[Le F

Tovabba: .
lim 1Le3’L2— =0,

k—c0 k=1

azaz a fiiggvénysorozat egyenletesen Cauchy-tulajdonsagu, tehdt egyenletesen konvergens.
Ezzel az allitast belattuk. O
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4.1. Kovetkezmény. Mivel y,gl) (7) folytonos Vn-re és (y,(/) (t)) N—> vy (1) egyenletesen, ezért

ne

vy (1) folytonos.

4.3. Allitas. A y!)(r) gorbe folytonosan differencialhatd, és (y!) (1))’ = _ 00w
(Ve @],

4.3. Bizonyitas. ElGszor vizsgéljuk meg a y,gl) (to+T) - y,gl) (7o) kiilonbséget olyan iteraciékban,
ahol A < T tehat az iterdcios 1épésiink mar kisebb mint a két pont kozotti gérbehossz. Nem
biztos, hogy az adott iterdcioban a kezd&pont toréspont is, hanem a toréspont 7y — ¢ értéknél
van, illetve az utolsé 1€pés nem feltétleniil A hosszisagui. Ezt jeloljiik ¢'-vel. A 1épések szama
legyen n + 2, ahol 1 darab A — ¢ hosszusagu kezdGlépést, n darab A hosszisagu altalanos 1€pést,
majd 1 darab ¢’ hosszisdgui befejez§ 1épést tesziink.

A y,(ll) (tp) pontbdl, ha az toréspont, akkor az irany amivel 1épiink el§szor az iteracidban:

Ve (f0)
Vel o)),

Vn,t() = _‘

Ha y,(ll)(to) nem toréspont, akkor az el6zd toréspontbdl szdmolt irdnyba 1€piink, csak kisebb
tdvolsagot az elsS 1épésben. Ekkor:

_ Ve (10 =9))
Ve(yy (10 - 8))
2

Vn,l‘() =

A haromszog egyenlStlenség miatt minden lépésben a kiszadmolt irdnyra igaz, hogy:

[V tora=6+k8) = Vigo|l, < (A =8 +kA)L.
Ebbdl kovetkezik, hogy minden koordindtéra teljesiil a kovetkezd:

(Vi (to+A—b+kA)i = Vitoi)® < (A =8+ kA)L)?,

[V, (tg+A=6+kAYi = Vigoil < (A =0+ kA)L.

Ebbdl kovetkezik, hogy:
Viigi — (A= 0+ kA)L < vy (1p+a—-6+kA)i < Vi + (A =0+ kA)L.

Ezek utén felirhatjuk az egész vektorra, hogy:

Vito — (A-06+ kA)L -1 < Vi (to+A=5+kA) < Vg + (A -0+ kA)L - 1.

A (Y (t0+T) =y (10)) kiilonbség fgy frhat fel (A — &), (6") az els6 és utolsé nem feltétleniil
teljes hosszu 1épés, (n) a teljes (A) hosszu 1€pések szama):

n
1 1 /
Y (to+T) =\ (10) = vy (A = 8) + (Z Vn,(z0+A—5+kA)A)+Vn,(z0+A—5+(n+1)A)5 -
=1

Becsiiljiik alulrdl és feliilrdl a szummaban 1€vS részt, az irdnyvektorokra adott egyenlStlenség
Osszeadasdval:

D Onig = (A=6+kAL 1A < > v pra-srkt)D < D (nsy + (A= 8+ KA)L - 1A,
k=1 k=1 k=1
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melybdl az aldbbi alsé és felsd becslés adddik:

+1 "
nAv, 1, — (nLA2 —nLSA + %LAZ)]I < Z Vi, (to+A=5+kA) DA
k=1
n
Z Vi, (to+A—6+kA)A < nAV, 1 + (nLA2 —nLoA +
k=1

nn+ D) a2y,

Mindezek alapjan tudjuk alulrdl és feliilrSl becsiilni Ay,gl)(to) = (y,(lD(to +T) - y,(,l)(to))
értéket. Felirjuk a kezdd 1épést, a szummdban 1évS A 1épések becslését, illetve az utolséd 1€pés
(6”) becslését is:

n(n+1)

Vit (A=8)+nAv, 1 —(nLA>—nLS A+ LAY 14,1, 8 —(A=6+(n+1)A)L&'1 < Ay (1),

nn+1)

Ay (1) < Visg (A=8)+nAv g +(nLA2—nLA+ LAY 14v,,1,6"+(A=6+(n+1)A)L5'1.

Tekintstik most csak a fels6 becslést, az alsé becslés ezzel megegyezik annyi kiilonbséggel, hogy
ott az 1 vektor egyiitthatdja ellentétes el§jeld:

n(n+1)

Ay (1) < visy (A= 6 +nA+6") + (nLA> = nLSA + LA’ +(A=6+ (n+1)A)L&)1.

Vegyiik észre hogy: A — 6 + nA + 6" =T, tovabba vezessiik be 77 = nA jelolést. Ekkor az aldbbi
egyenlethez jutunk algebrai atalakitdsok utdn:

1 3
Ay (10) < T + (EL(T')2 +L(GA= 3+ 00T+ L2 - 6))]1'

Tudvén, hogy § < A, 8" < Aés T’ < T, ezt feliilr6l becsiilhetjiik, (itt most felirjuk az alsé
becslést is ennek megfelelGen):

1 5 | 5
Vs T = L(ETZ +(GT+ 2A)A)]l < MY (t0) < vy T + L(ETZ +(5T+ 2A)A)]l.

()
Tudjuk, hogy v,, = —28n_(10=0) pfive] Vg(x) folytonos és y(t) is folytonos akkor

Vet a-on]
_ ¥80a ) ¢ folytonos. Felhaszndlva, ho D(t9) — yD (1) és A —> 0 miatt § —> 0
o], OMenes e T
2

kapjuk, hogy:

1
po o Ve (o=6) __ Ver"(w) _
im v,;, = lim =- l =— D = V4.
S TR I AE{CAR
Tovabba y\” (tg + T) — y D (ty +T) és:
1, 5 1., 5
y,S’)(r0)+vn,,0T—L(5T2+(§T+2A)A)11 < yD(104T) < y,S”(ro)+vn,toT+L(§T2+(§T+2A)A)11.
Vegyiik a hatarértékeket n — oo esetén, amikor A — 0 teljesiil:

1 1
y D (10) + vy, T — L§T21L <yD(tg+T) <y V(1) + v, T + LETZ]I.
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Ezekbdl felirhatjuk a differenciahdnyadost:

Vol = L3T°L _y(to+T) = y(to) _ vaT +L3T’1
T = T = T

Vagyis T — 0 hatdrértéket véve:

: 1 1 ’ . 1
Jim vy, — LoT1 < (yP(10)) < Jim vy, + LT,

Ve (yV(to))
Ve (y® ()|,

~ Ve(yD(1)) oo B
Ve (yD(20))]|, vy < (¥ (20))% < vy |

Ve (1))
Ve (y D (20))||,

(YD (1))} = -

Az bizonyitast alkalmazhatjuk hasonléképp (v (t))" -ra is, ezért:

Ve (y (1))

) g ) _ ) = — .
)= 0= ) = 2 ST

o1 Ve )
Mivel ~1 ST
belattuk. O

folytonos, ezért y(!)(¢) folytonosan differencidlhaté is. Ezzel az allit4st

4.2. Kovetkezmény. v () gorbe megolddsa az alabbi differencidlegyenletnek:

Ve (v (1))

t € [0,1], 7"(0) =xo, s ) = VgD,
2

Sikeriilt megmutatnunk, hogy a numerikus médszeriink, egy olyan gorbét kozelit, mely minden

pontjdban a legjobban csokkend irdnyba mutat. Intuitive lathatjuk, hogy ez a gorbe alkalmas
lokdlis minimumok meghatdrozdsdhoz, ezért az iterdcionk is alkalmas erre. A késGbbi fejeze-
tekben ennek preciz igazoldsat lathatjuk majd.
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4.3. A valtozo lépéshosszasagii gradiens modszer

Az iteraci6 sordn érdemes nem dllandé 1€péshosszisdgot valasztanunk. Intuitive ennek az az
oka, hogy az optimumtdl tavol, haladhatunk nagyobb Iépésekben, ellenben ahogy kozelitiink az
optimélis megoldas felé, egyre inkdbb finomitanunk kell a 1épések hosszat, hogy minél ponto-
sabb megoldast kapjunk.

Legyen g : R” — R folytonosan differencidlhat6 fliggvény és tekintsiik az alabbi numerikus
modszert:

X+l = Xk +Qp Vg

vi = =VG(xg)

ahol o a 1épéshosszok sorozata, illetve v az irdny, amelybe 1€piink az iterdciéban. Mivel a
1épéshosszok valtoznak, igy v, norméldsdra nincs sziikséglink. Nevezziik ezt a mddszert valtozé
1épéshosszisigu gradiens mdédszernek.

Ennek a moédszernek a konvergencidja az optimdlis megolddshoz a sztochasztikus gradiens
modszer konvergencidjanak egy specidlis esete, igy ebben a fejezetben erre kiilon nem tériink
ki.
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5. A sztochasztikus gradiens médszer

5.1. A modszer bemutatasa

Tekintsiik az aldbbi optimalizacids feladatot ahol g; : RY — Rés G : R? — R:
1 n
min{G(x) = — Zg,-(x) : x € RYY,
=

azaz szeretnénk minimalizdlni a g;(x) fiiggvények tapasztalati varhato értékét. A batch gradiens
mobdszer alkalmazdsa esetén G (x) gradiense az aldbbi alakban irhatd fel:

VG() =+ 3 Vo).
i=1

Abban az esetben, ha d és n nagy érték, akkor ennek a kiszdmoldsa nagyon nagy szadmitasi
koltséggel jar. A sztochasztikus gradiens alapétlete az, hogy ne vegyiik figyelembe a gradiens
szamoldsanal az Osszes g;(x) tagot, hanem csak nézziink egy S C {1,2,...,n} részhalmazt és
csak ezeket hasznaljuk fel a gradiens kiszdmolésa sordn. Tekintsiik ennek a részhalmaznak a
tapasztalati varhat6 értékét, és ennek gradiensét:

£ €{0,1}",

& = lies,

n

1
||§:||1 - gl('x)é:l’

Ge(x) =

an Vgi(x)é;.

1
g(x’ é:) = VG,;’-’()C) = |H
1 i=1

Legyen ay a lépéshosszok sorozata és &, pedig random véltozok sorozata. Az aldbbi iterdciot:
Xk+1 = Xk + Vi@

vi = —g(xk, &)

sztochasztikus gradiens médszernek nevezziik.
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5.2. Alapveté tulajdonsagok

5.1. Lemma. Legyen G : RY — R, folytonosan differencidlhaté fiiggvény, tovabbd, VG (x)
Lipschitz-folytonos. Ekkor teljesiil az alabbi egyenl6tlenség Vx, y € R? esetén:

1 2
G(y) <Gx)+VG(x)(y-x)+ ELHX - y||2 .
5.1. Bizonyitas. Irjuk fel G(y) értéket a Newton-Leibnitz-tétellel:

1 1
G(y) = G(x) + /0 W= gy = 60) + /0 VG (x +1(y — ) (x — y)di =

1
=G((x)+ VG(x)T(y - X) +/ (VG(x+1t(y - x))T - VG(x)T)(y —x)dt <
0

1
1
< G(x) +VG(x)T(y —X) +./0 Lt||y - x||2||y - x||2 dt = G(x)+ VG(X)T(y —X)+ §L||y — x||§ .0
A tovabbiakban feltessziik, hogy VG (x) Lipschitz-folytonos.

5.2. Lemma. A sztochasztikus gradiens mddszer teljesiti az aldbbi egyenlStlenséget:
1 2
B¢, [G(xk+1)] = G(xk) < =k VG (x) By, [g(xk, )] + ECU%LE&[]|8(X/<,§1<)||2]~
5.2. Bizonyitas. Felhaszndlva az 5.1 Lemma allitasat:

1
G(xr+1) — G(xx) < VG (x)T (a1 — 1) + §L||xk+1 — x5 <

1 2
<~k VG (x0) "8 (xk, €x) + 50 L|g (xi €0

1 2
B, [G(xk+1)] — G(xk) < =, VG (x) By, [g(xk, )] + EaiLEgk[“g(xk,fk)Hzl
Ezzel az allitast belattuk. O

Azért, hogy a konvergencidt biztositsuk, be kell vezetiink kritériumokat g (xy, &x) variancidja-
nak értékére. Definidljuk a variancidt az alabbi médon:

Ve, [8(xk, Ex)] = Egk[“g(xk,fk)”;] ~||Be, [g(xkafk)]”;-

Ahhoz, hogy allitasokat tudjunk megfogalmazni az iteraci6 konvergencidjaval osszefliggésben,
bevezetiink hdrom feltételt. Tegyiik fel, hogy az iteraciéban Vx; € H, ahol H nyilt halmaz tovdbba
H alulrél korlatos, azaz 3G, ¢ : Vx € H esetén G,y < x. Tovabba létezik ug > pu > 0és M > 0,
M, > 0, hogy Vk € N esetén teljesiilnek az aldbbi feltételek:

2
(AD): VG (x) B, [8(xk, £0)] = ][ VG ()3
(A2): ||Be, [g ek, €], < ma||VG (xi)]l,

(A3): Vg &)l < M+ My|VG (x5
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5.1. Allitas. Az (A1) — (A3) feltételek mellett alkalmas M > 0, Mg > 0 esetén igaz az
alabbi egyenlGtlenség:

Ee, [lg G €0|[1 < M+ Mg|[VG (x)]).

5.3. Bizonyitas. ElGszor hasznaljuk fel (A2)-as feltételt:

VIg(xr &0 = BglllgCcr £0|13) ~|[Bee L Ccr €01 = Be e Cons €021 = 12| VG eo)|f5

Majd erre alkalmazzuk az (A3)-as feltételt:

Ee, g (i €051 = 1EIVG o3 < VIg(ar, £0)] <

B, s (v 0[] - w5 IVG w0l < M+ My[VG (o
Ezekbdl kovetkezik hogy:

Ee, g (xe, €021 < M + MG | VG ()2,

ahol:
0 < u? SMV+,ué:MG.|:|

5.3. Lemma. Az (A1) — (A3) feltételek mellett teljesiilnek az aldbbi egyenlGtlenségek:
Eg [G(xx+1)] = G(xp) < —,UCYkHVG(Xk)HZ += @kLEgkmg(xk fk)”z

1 2 1
Eg [G(xk+1)] = G(xk) < —(u — EakLMG)a'k”VG(xk)Hz + EaiLM‘

5.4. Bizonyitas. Felhaszndlva az 5.2-es Lemmiat, illetve az (A1) feltételt:
Ee [G(xp41)] — G(xk) < —ax VG (xx) B, [g(xk, €] + = GkLEfkmg(xk fk)”z

2
VG (xk) Be, [8(xk, £ = VG (x5 »
amelybdl adodik, hogy:

Eg, [G(xks1)] = G(x) < —Mak||VG(Xk)||2+ akLEgkmg(Xk fk)”z :
Majd hasznaljuk fel az 5.1-es Allitdst, amelybdl mar egyszertien kapjuk hogy:
1
Eg [G(xks1)] — Gxg) < —(u— _akLMG)a’k”VG(xk)Hz"' ~a;LM.

A Lemmat belattuk. O
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5.3. A sztochasztikus gradiens vizsgalata erdsen konvex fiiggvények esetén

Ebben a fejezetben megvizsgéljuk a sztochasztikus gradiens mddszer konvergencidjit erdsen
konvex fiiggvények esetében.

5.1. Definicié. Legyen G : RY — R folytonosan differencidlhaté. G (x) erésen konvex fiigg-
vény, ha létezik ¢ > 0 amire:

G() = G+ VG (W) (v =) + 3l

egyenldség teljestil.
ElGszor bebizonyitjuk az aldbbi lemmadt, amit tobb bizonyitdsban fogunk a fenti konstans ¢
esetén haszndlni.

5.4. Lemma. Legyen G, a G(x) fiiggvény minimumhelye. Ekkor teljesiil az aldbbi egyenl&t-
lenség Vx € R esetén:

2¢(G(x) - G.) <[|[VG )3

5.5. Bizonyitas. Legyen ¢(y) = G(x) + VG (x)T(y — x) + %c”y - x||§ A ¢g(y) fliiggvény mini-
mumbhelye adott x esetén y. :=x — %VG(x) hiszen:

q'(»)=VGx) +c(y-x)=VGx) +cy—cx =0
esetén 1
x—-VG(x) =y.
c

Tovéabba:
q"(y) = cl,
ahol ¢ > 0 miatt ¢”(y) pozitiv definit, igy y. = x — %VG(x) valéban minimumbhely
G(x) - L|IVG (x)||; értékkel.
Legyen y. G minimumhelye, azaz G(y.) = G.. Ekkor G erdsen konvex tulajdonsdga miatt:

2
2’

G.>G(x)+VG(x) (y.—x) + %c”x vz G - %||VG(x)|

amibdl kovetkezik, hogy:
2
2¢(G(x) - G.) <[|[VGW)|; -
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Ebben a részben bebizonyitjuk az els§ konvergenciatételt a sztochasztikus gradiensrdl, fix
1épéshossz esetén. Intuitive lathatjuk, hogy ebben az esetben konvergencia az optimum egy
adott kornyezetére érvényes, azaz valamilyen e sugdron beliil lesziink az optimalis megoldastol.

Vezessiik be az aldbbi jelolést:
E[G(xk)] = E§1E§2“'E§k—1 [G(xk)]

5.1. Tétel. Legyen G(x) : R? — R tovdbbd VG (x) Lipschitz-folytonos, illetve teljesiiljenek
az (A1) — (A3) feltételek a sztochasztikus gradiens iterdcids pontjaira. A lépéshossz oy = &
legyen fix, és teljesiiljon az aldbbi feltétel:

O<a< .
G
Ekkor a véarhat6 eltérés az optimumtdl:
v LM aLM
E[G(x) — Gu] < T2 4+ (1 — dep) - 1(G(x1)—G - )
2cu 2cu

aLM
2cu

klim E[G(xx) — G.] <

5.6. Bizonyitas. Haszndljuk fel az 5.3-as és 5.4-es Lemmadkat, illetve a 1épéshosszrol sz616
feltételt:

B, [G(xi41)] - AZLM

2¢(G(x) = G,) < V||G(x)||2.

ElGszor hasznéljuk fel az 5.3-es Lemmit és a 1épéshosszrdl szo16 feltételt:

1
Be[G ()] = G ) < ~(u— 50 LMG)A|VG (x|} + 36°LM <

< —(u- EmLMG)a||VG(xk)||2 &*LM =

= ——,ua/”VG(xk)”2 AzLM

Most az 5.4-es Lemma alapjan:

1 2 1.
Eg [G(xk41)] — G(xg) < —E,uaHVG(xk)Hz + ECVZLM <

1 1 1
< —Eufﬂc(G(xk) -G, + 5dZLM = —udc(G(xg) — G,) + 5azLM.

Vonjunk le mindjét oldalbdl G .-ot majd atrendezés utan vegyik a teljes varhato értéket:

1

B [Gxin)] = Gu < G(xw) = G — pde(Gx) - G.) + 50°LM,
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1
B¢, [G(xk41)] = Gu < (1 — udc)(G(xg) = G.) + 5@ZLM,

E[G (xks1) — G+] < (1 — pu@c)E[G(xr) — G.] + %&ZLM.

Vonjunk le mindkét oldalbdl "QLCL” konstanst, amibdgl:

A

LM 1 LM
E[G(xks1) — Gu] = —— < (1 — pac)B[G (x;) — G,] + 26°LM — —— =
2cu 2 2cu
. alM
= (1 - o) (B[G (x0) - G.] - : )
cu

kovetkezik. Majd vigytik at a legutobb levont konstanst a jobb oldalra €s haszndljuk az el6z8
képlet iterdlt verzidjat:

ol M . alM
BIG (i) = Gl € =+ (1 = i) (BIG () = Gl - S )<
cu 2cu
LM LM
< ¢ +(1—,ud/c)k(G(x1)—G*—a/—).
2cu 2cu

Ezzel bizonyitottuk az egyenlStlenséget. Vegyiik észre, hogy a 1épéshosszrol sz6106 feltétel alap-
jén:
2c
0 < pac <

Haszn4ljuk fel hogy 0 < u? < My + ,uzG = Mg, amibdl:

2
0<pac< L < S«
LM; — L
Ezért: N
vLM LM LM
lim & +(1—,u&c)k(G(x1)—G*—a ): oL
k—oo0 2cu 2cu 2cu

Ezzel a tételt belattuk. O

Megfigyelhetjiik, hogy minél kissebb értéket valasztunk & értéknek, annal kissebb kornyezetébe
konvergalunk az optimalis megolddsnak. Ellenben ekkor (1 — ud@c) egyiitthaté néni fog, ezaltal
a konvergencia lassabb lesz. Ezen megfigyelésekbdl jon az otlet, hogy nem fix Iépéshosszisiagot
vdalasztunk, hanem az iterdci6é sordn médositjuk.

Jeloljik G, -val, az a 1épéshossz valasztas esetén azt a sugarat, amin beliilre ériink az optimadlis
értéktdl, azaz G, = % Vilasszunk egy a; kezdeti 1épéhosszt, amire teljesiil az 5.1 Tételben
eldirt feltétel, azaz 0 < @) < L#TG

Folytassuk addig a pontig az iteraciot ezzel a 1épéshosszal, amig E[G (xi,) — G.] < 2G,,. Tehat
Xk, jeloli azt az iterdcids pontot ahol ez bekovetkezik, ennek megfelelSen x;, = 1. Amint elértiik
ezt a hatdrt a; := 3'-re frissitjiik az iterdcios 1épést. Ezt dltaldnositva x;, az az iterdcié amelynél
elgszor E[G (xx,) — G.] < 2G,,_,. lletve a, = a12'~". Mivel:

o LM a2'LM

G
¢ 2cu 2cu

; 6]

r
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ezért: |
21" LM
lim Go, = lim === =

F—00 F—00 2c'u

0.

Ezzel az eljardssal varhat6an az optimumba konvergdl az iteracid. Felirhatjuk egy adott nagysagu
iterdcidkhoz tartozo 1€pésszamokat. Induljunk ki az 5.1-es Tétel dllitdsdbol, €s nézziik meg xy,
és xi,,, kozotti Osszefliggést:

LM
E[G(x;) — G.] < &
2cu

aLM )

+ (1 — acp)! (G(xl) -G, — 2en

Ebbdl xy, -bdl inditva xy,,, -ig:

a LM

E[G(kal) _G*] S 2
cp

a, LM ) @)

+ (1 — apep)kraFr (E[G(Xk,) -G.] - 2en

Hasznéljuk fel, hogy:
E[G(Xkr) - G*] < 2Ga/r_] = 4Gwr’

E[G(xk,,,) — G«] <2G,,.
Ezeket és az (1)-es formulat a (2)-ba helyettesitve kapjuk, hogy:
E[G(xt,,,) = G.] < Gq, + (1 — ayep) 175 (4G, — Gy,).
Tegyiik fel, hogy k, értéket ismerjiik. Azt is tudjuk hogy:

lim (1 —aycp)f7% =0.

kys1—00
Ezaltal 1étezik olyan k4| index amelyre:
Ga, + (1 — apep) 75 (4G, — G,) < 2G,, .
Becsiiljiik ennek segitségével a k., index értékét. Atrendezve a fenti egyenlStlenséget:

(1 - ayew) 174 (3G,,) < G,
1
(1 _ arcﬂ)kr+l_kr S =,
3
kyv1 — ky < log(%) x log(3)
r+

r < ~ =0(2").
log(1 —a,cu)  arcu )

Lathatjuk, hogy mindig amikor megfelezziik a 1épéshossziisagot, akkor a 1épészdm megdupldzo-
dik. Robbins és Monro [1] eredményei sokkal rugalmasabb feltételeket szabnak a konvergencia
biztositdsahoz:

[o0)
Z(lkzoo, Zai<oo.
k=1

00
k=1
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5.2. Tétel. Legyen G : RY — R folytonosan differencidlhaté és erdsen konvex. Tovdbba VG (x)
Lipschitz-folytonos €s a sztochasztikus gradiens iteracio teljesitse az (A1) — (A3) feltételeket.
Legyen minden k € N esetén:

B 1

= , hol > —, < .
@k v+k ano p cu “ LMg

Ekkor Vk € N esetén, a varhato eltérés az optimumtol:

E[G(x;) - G.] < y:k,
ahol: ,BZLM
y = max{m, (v + 1)(G(xp) — G*)}.

5.7. Bizonyitas. Haszndljuk fol, hogy oy LMg < a1 LMg < u : Vk € N, tovabba tekintsiik az
5.3-as és 5.4-es Lemmakat:

1
Eg [G(xp1)] = G(xk) < —(u — _a’kLMG)a'k”VG(xk)Hz + a/kLM

2¢(G(x) - G.) < V|G|

Mivel ay LM < u ezért:

1 2 1
B, [G(xirn)] = G(vk) < =(p = S0l MG)en||[VG (xi)|[, + S LM <

< ——uak”VG(xk)H2 + akLM

Felhasznéljuk az 5.4-es lemmat:

1 2 1
Eg, [G(xi41)] = Gxp) < _Ellak”VG(xk)Hz + 5 LM <

2ILM.

< —aep||G(xi) -
Vonjunk le mindkét oldalbol G .-ot és vegyiik a teljes varhato értéket:
1

E[G(xk+1) — G| < (1 — axcp)E[G (xx) — G] + 2CYkLM

Most teljes indukcidt alkalmazunk. k = 1 esetén v definicidja miatt igaz hogy:
vy
y+k y+1

]E[G(xl) - G*] <

Tegyiik fel, hogy egy adott k-ig igaz az 4llitdsunk és tekintsiik a k + 1-edik 1épést:

ﬁC,u)( v )+ B2LM

E[G(xk+1)_G*]S(1_)/+k y+k) 20y + k)2
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gy — 2
Felhaszndlva v definfcicjét kovetkezik, hogy —( 2253 )v + £2L: < 0 ebbol:

(vt k—PBcu BLM  (y+k-=1\  (Beu-1 BELM v
- (y + k)2 Jr+ (<y+k>2)v (<y+k)2)”2<y+k>2Sy+<k+1>‘

20y +k)?
Igy az 4llitdst beldttuk. O

27



5.4. A sztochasztikus gradiens vizsgalata altalanos fiiggvények esetén

Az alkalmazott teriileteken, mint példdul a neurdlis hdl6zatok esetén, sajnos nincs olyan sze-
rencsénk, hogy erdsen konvex fiiggvényekrdl beszéljiink. Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a
sztochasztikus gradiens médszert dltalanos fliggvényekre alkalmazva, fix és valtoz6 1épéshossz
esetén is, ahogy az el6z6 fejezetben lathattuk.

5.3. Tétel. Legyen G : RY — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény, mely teljesiti az
(A1) — (A3) feltételeket, tovabba legyen VG (x) mindeniitt Lipschitz folytonos. A 1épéshossz
a fix értékd, melyre:

A

O<a<

G
teljesiil. Ekkor az iterdcié pontjaiban teljesiil, hogy:

[Z||VG(xk)||2] K&LM 2(G(x2a mf)’

ebbdl kovetkezben:

m E[LS CGLM  2G(1) - Gay)  GLM
K@WE[E;”VG(xk)”i]SKh_H}m N ~Ging) _ |

H Kua 7

ahol G5 az (A1) — (A3) feltételeknél meghatdrozott als6 korlat.

5.8. Bizonyitas. Hasznéljuk fel az 5.3 Lemmat, illetve az & értékére kiszabott feltételt:
1
Eg [G(xp+1)] —E[G(xp)] < =(u - EOKLMG)CYENVG(XUHZ ZLM <

1 1
< —E,uaE[l|VG(xk)||2 G&*LM.

Hasznaljuk, hogy az el§zGeket 6sszeadva teleszkOpikus osszeget nyerilink, amibdl adédik, hogy:

G - Glo) < B{G )] ~ G < ~pas| Y w6 ek,
k=1

amibdl egyszerd atrendezéssel megkapjuk, hogy:

[Z”VG(xk)”z] KaLM 2(G(x113a mf).

Igy a tételt beldttuk. O
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5.4. Tétel. Legyen G : RY — R folytonosan differencilhaté fiiggvény mely teljesiti az
(A1) — (A3) feltételeket, tovabba legyen VG (x) Lipschitz folytonos. A 1épéshosszok sorozatat
jelolje ax melyre teljesiiljek az aldbbi feltételek minden k£ € N esetén:

ia’kzoo, Zai<00, 0<a’k<L]/;;G.

[o¢]
k=1 k:l

Legyen Ag = Zszl ay, ekkor:

K

: 2
Kh_n}oo E[Z ozk”VG(xk)”2 ] < 00
k=1
Felhaszndlva hogy ;" @) = oo adddik, hogy:

1 K
tim B|-— " ax[[VG(x); |= 0

=

5.9. Bizonyités Hasznaljuk fel az 5.3 Lemmat, tovdbbd, hogy az a; értékekre igaz hogy:
0 < ap < 737+ Az el6z8 bizonyitashoz hasonléan kapjuk, hogy:

Eg [G(xx+1)] —E[G(xx)] < —(u — %a’kLMG)a’kEmVG(Xk)”i] + %aiLM <

1 1
< —EluakEMVG(xk)“z + akLM

Ismét a fentieket 0sszeadva adddik, hogy:

K K
1 2 1
Ging = G(x1) <E[G(xk+1)] = G(x1) < ~5H Z aE[|[VG (x|, + ELM E az,
k=1 k=1

amibdl egyszerd atrendezéssel megkapjuk, hogy:

K

K
E[Z ak”VG(xk)”;]S TM Za’ + Z(G(Xl) - mf).

k:] k:1

Hasznéljunk fel, hogy 37;7 axi < oo amibdl mar lathatjuk, hogy a hatarérték:

K

Jim B[S ai[vG o |< o0

k=1

Igy a tételt belattuk. O
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6. Szimulacio

6.1. A batch gradiens gorbe egyenletes konvergencidjanak szimulalasa

A 4.1 fejezetben bebizonyitottuk, hogy megfelel§ simaségi tulajdonsdgi G : R — R fiigg-
vényen alkalmazott fix 1épéshosszisdgu gradiens mddszer dltal adédd folytonos tordttvonal
egyenletesen konvergens, hatdrértéke pedig vV (7). Szimuldljuk le Matlab segitségével ezt a
konvergenciit. Legyen most G fiiggvény G : R> — R és az 4ltaldnositds kedvéért:

10
G(x,y) = Z gi(x,y)
i=1

alakban frjuk fel, ahol g; : RZ—R:Vie€ {1,2,...,10}. A szimuldciéban alkalmazott fiigg-
vény(ek):

g1(x,y) = exp(0.5sin (2x) + 0.5 cos (2y)), g2(x,y) = sin (5x) cos (5y),

g3(x,y) = (¢ + %) sin (x) cos (y), ga(x,y) =In(1+(3x)> + (2)%),

gs(x,y) = (4% — 2472, g6(x, y) = 3sin (6 + y*) +0.2(x +y)?,
g7(x,y) = exp (0.2x% + 0.3y?) sin (2x +2y), gg(x,y) = (x + ) + (y = 1)* + 0.1 sin (5x),
go(x,y) = (x =2)2 + (y +3)> +0.5sin (3xy), gio(x,y) = tanh (xy) + 0.1(x? + y?).

A batch gradienst futtassuk le az aldbbi paraméterekkel, ahol / a gorbe hossza, (x1,y;) a
kezddpont, T a kiilonboz6 1épéshosszok esetén az iterdcidk szdma, a pedig a 1épéshossz:

=1,

(x1,y1) = (3,-3),

T e {1,2,4,8,16,32}.

a € {1,0.5,0.25,0.125,0.0625,0.03125}.

A belatott tétel alapjan, azt véarjuk, hogy a 1épéshossz csokkentésével a gorbénk egyre inkdbb
rasimul, egy sima gorbére. A 1épéshosszt minden lefuttatott batch gradiens utdn felezni fogjuk,
tehat exponencidlisan csokkentjiik, ebbdl adoddan arra szamithatunk, hogy viszonylag gyorsan
fog konvergalni ehhez a gorbéhez. A G fiiggvény komponenseit, ugy vdlasztottam meg, hogy
érzékeny legyen a 1épéshosszra, tartalmaz magasabb foku polinomokat, illetve trigonometrikus
tagokat.
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A Matlab szimuldci6 az aldbbi eredménnyel zarult (6. dbra):

-2.4

-2.5

2.7

Gradiens modszer — normalt irany, fix gorbehossz, tobb felbontas
¥r Kezdopont

—s— Futas 1 (T=1, a=1.0000)
o - Futas 2 (T=2, a=05000)
\ Futas 3 (T=4, a=0.2500)
—a— Futas 4 (T=8, a=01250)
Futas 5 (T=16, a=0.0625)
Futas 6 (T=32, a=00312)

Wk

21 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 29

6. dbra. A fix 1épéshosszisdgu batch gradiens gorbe konvergencidjanak szimul4cidja.

A szimuldci6 azt az eredményt adta, amire szamitottunk. Az els§ két batch gradiens, csupan
1 és 2 1épésbdl dllt, lathatjuk, hogy ez mennyire eltér a kozelitett gorbétdl. A 4. 5. és 6. kisebb
1épéshosszisagu futtatds pedig jol lathatéan simul rd a kozelitett gorbére.

A szimul4ciot megvaldsitd Matlab kodot megtekithetjiik a 7. 8. és 9. dbrdkon:

function gradient_descent_fixed_curve(g_funcs, x0, L, k, num_runs)
% g_funcs: 10 darab g_i(x, y) fuggveny (cell array)
% x0: kezdopont [x; V]
% L: teljes gorbehossz, amit egy futas alatt bejarunk
% k: osztasi tenyezo (pl. 2)
% num_runs: hany iteraciot fusson kulonbozo felbontassal

=}

= length(g_funcs); % fuggvenyek szama

7. ébra. Fix 1épéshosszisdgu batch gradiens konvergencia szimuldciés kdd. (1.részlet)
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figure;

clf;

hold on;

colors = lines(num_runs); % kulonbozo szinek minden futashoz

% A kezdopont kulon is megjelenik
plot(x0(1), x0(2), ’kp’, ’'MarkerSize’, 10, ’'MarkerFaceColor’, ’'y’,
’DisplayName’, ’Kezdopont’);

for run = 0: (hum_runs - 1)

T = kArun; % lepesek szama
alpha = L / T; % lepeshossz
x = x0; % kezdoopont minden futasnal

history = zeros(2, T + 1);
history(:, 1) = x0; % kezdoopont is benne van az utvonalban

for iter = 1:T
grad_total = zeros(2, 1);

% Gradiens kiszamitasa az osszes g_i(x,y) fuggvenyre
for i = 1l:n

grad_total = grad_total + numerical_gradient(g_funcs{i}, x);
end

grad_avg = grad_total / n;

% Iranygradiens normalizalasa (egyseg hosszusagu)
grad_dir = grad_avg / (norm(grad_avg) + le-12);

% Gradiens lepes
X = X - alpha * grad_dir;

% Taroljuk a lepest
history(:, iter + 1) = x;
end

% Utvonal megjelenitese
plot(history(l, :), history(2, :), '-o’,
"Color’, colors(run + 1, :),
"MarkerSize’, 4, ...
"DisplayName’, sprintf(’Futas %d (T=%d, \\alpha=%.4f)’, run + 1, T,
alpha));

% Pontok megjelolese (kezdoopont is benne van most mar)
for j = 1:min(4, sizeChistory, 2))
textChistory(l, j) + 0.02, history(2, j), sprintf(’%d’, j - 1),
"Color’, colors(run + 1, :), ’FontSize’, 8);

8. abra. Fix 1épéshossziisagu batch gradiens konvergencia szimuldcids kod. (2.részlet)
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end
end

% Abra beallitasok
xlabel(’x’); ylabel(’y’);

title(’Gradiens modszer, normalt irany, fix gorbehossz, tobb felbontas’);

legend show;
grid on;
end

function grad = numerical_gradient(f, x)
% Ketvaltozos fuggveny numerikus gradiense
h = le-6;
fx = £(x(1), x(2));
dfdx = (£(x(1) + h, x(2)) - fx) / h;
dfdy = (£(x(1), x(2) + h) - fx) / h;
grad = [dfdx; dfdy];
end

% 10 db celfuggveny
g_funcs = {

@(x, y) exp(0.5 * sin(2*x) + 0.5 * cos(2*y));
exponencialis

@(x, y) sin(5*x) .* cos(5*y);
gradiens, sima

@(x, y) (x.A2 + y.22) .* sin(x) .* cos(y);
szorzat, C2

@(x, y) log(l + (3*x).22 + (2%y).r2);
sima es Lipschitz gradfuggvenyu

@(x, y) (x.2M + y. M) - 2%(x.22).%(y.42);

@(x, y) 3*sin(x.A2 + y.72) + 0.2%(X + y).*2;
gradiensvaltas, sima

Q(x, y) exp(0.2*x.42 + 0.3*y.A2) .* sin(2*x + 2*y);
oszcillalo exponencialissal

@x, v) (x + 1).22 + (y - 1).2 + 0.1*sin(5%x);
hullamzas

@(x, v) (x - 2).22 + (y + 3).22 + 0.5*sin(3*x.%*y);
modulacioval

@(x, y) tanh(x.*y) + 0.1*(x.42 + y.A2);
laposodo szelek

};

x0 = [3; -3]; % Kezdopont

L =1.0; % Fix gorbehossz minden iteraciora
k = 2; % Lepesszam osztas

num_runs = 6; % Iteraciok kulonbozo T ertekkel

gradient_descent_fixed_curve(g_funcs, x0, L, k, num_runs);

hullamzo, sima
gyorsan valto
nemlinearis
logaritmikus, de

saddle-jellegu, C2
gyors

erzekeny,
aszimmetrikus +
parabola, trigonos

sima, nemlinearis,

9. dbra. Fix 1épéshosszisdgu batch gradiens konvergencia szimuldciés kdd. (3.részlet)
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6.2. A batch és a sztochasztikus gradiens konvergencidjanak szimulalasa

Ebben a fejezetben szimuldlni fogjuk, az optimumba valé konvergenciat valtozo 1épéshosszisig

esetén, mind a batch, mind a sztochasztikus gradiens esetén. Az el6z6 fejezethez hasonléan
legyen ismét G : R? — R fiiggvényiink az aldbbi alaku:

10
G(x,y) = ) gilx,y)
i=1

ahol g; fiiggvények az aldbbiak:

gi(x,y) = (x - 1>+ (y-2)% g(x,y) = (x+ 1)+ (y+1)%
g3(x,y) = sin(x) + cos(y), ga(x,y) = exp(0.1x* + 0.1y%),
gs(x,y) = x* +y7, g6(x.y) = (x —2)7 + (y+2)%,
g7(x,y) = In(1+x> +y%), gs(x.y) = (x+3)*+ (y - )%,
go(x,y) =xy +y7, g10(x,y) = x| + |y|.

A valtozo6 1épéshosszisdgot tobb mddszerrel is szamolhatjuk, néhdny ezen mddszerek koziil:

(M1): Inverse square root: @y = @k_| /\/z
(M2): Inverse time decay: a; = aj-1/(1 + Bk)
(M3): Exponential : @ = a_1 9% ahol § € (0, 1)

A szimul4cidt az inverse time decay mddszerrel fogjuk végezni, tovabbd az alabbi paramétereket
hasznaljuk:

n =100, (x1,y1) = (3,-3), B =0.05,
a1 = 0.1,

ahol » az iteracidok szama.

A sztochasztikus gradiens szimulédcidja esetén, minden iterdcioban véletlenszertien valasztunk
két fliggvényt a tiz koziil és aszerint szamoljuk majd ki a gradiens értékét. Ez azt jelenti, hogy
minden egyes iterdcidéban 10 gradiens kiszdmoldsa helyett, kettSt szamolunk ki, azaz a szdmitasi
koltsége egy 1épésnek otode a batch gradiens mddszeréhez képest. Nagy neurdlis hal6zatok
esetén, ez hatalmas el6nyt jelent, hiszem a backpropagation algoritmus végrehajtdsi szdma
toredéke a batch gradienséhez viszonyitva.
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Tekintsiik el6szor a batch gradiens szimulacié eredményét (10. dbra):

Batch gradiens szimulacio

051

-05F

,‘]5_

25t

10. abra. A batch gradiens konvergencidjanak szimulacidja.

Megfigyelhetjiik, hogy az batch gradiens kozelit egy lokdlis minimumhelyet a (0, 0) pont, egy
kicsi kornyezetében. Mivel a gradiens egy lokalis minimumhoz kozelitve megfelel§ simasagu
fliggvény mellett tart a nullaba, tovabba az a; szintén tart a nulldba, ezért a konkrét 1épéshossz,
amit 1€p az iteracid, 1€pésrdl 1épésre csokken.

Tekintstik most a sztochasztikus gradiens iterdciojat (11. és 12. dbra):

05 SGD szimulacio 05 SGD szimulacio

-05

-25 -2

0.5 0 05 1 15 2 25 05 0 05 1 1.5 2 25
x X

(a) Els6 szimulacio (b) Masodik szimulacié

11. abra. A sztochasztikus gradiens konvergencidjanak szimulacidja. (1-2)
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SGD szimulacio SGD szimulacio
05 05

05 0 05 1 15 2 25 05 0 05 1 15 2 25 3
X X

(a) Harmadik szimulacio (b) Negyedik szimulaci6

12. dbra. A sztochasztikus gradiens konvergencidjinak szimuldcidja. (3-4)

Ellentétben a batch gradiens mdédszerrel, itt a konkrét 1épéshosszok nem csokkennek 1épés-
6l 1épésre, hanem el6fordulhat novekedés is. Ennek az az oka, hogy nem vessziik figyelembe
az Osszes fliggvény szerinti gradiens értékét, ezért nagyobb mértékben térhetiink el a valédi
optimélis irdnytdl. Ezéltal a gradiens hossza konnyedén novekedhet is, ami ellenében hathat a
csokkend ay, értékeknek.

A batch gradiens adatai az 50., 75. és 100. iterdcidban:

- 50. iterdcid: x = -0.0554, y = -0.0680, 1épéshossz = 0.0286
- 75. iterdci6: x =-0.1118, y = -0.0001, 1é€péshossz = 0.0211

- 100. iterdcioé: x = -0.1344, y = -0.0000, 1é€péshossz = 0.0167

A sztochasztikus gradiens adatai az 50., 75. és 100. iterdcidban:

- 50. iterdcid: x = -0.1665, y = -0.0810, 1épéshossz = 0.0286
- 75. iterdcio: x = -0.3905, y = 0.0345, 1épéshossz = 0.0211
- 100. iteraci6: x = -0.3946, y = 0.0742, 1épéshossz = 0.0167
Az adatokbdl és a grafikonokbdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a sztochasztikus

gradiens mar az 50. iterdci6ban az optimum kozelében volt, majd elkezdett oszcilldlni az ennek
egy kis kornyezetében.
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Vizsgéljuk meg kétféleképpen, hogy az optimum kiilonboz8 € kornyezeteibe, a sztochasztikus
gradiens iterdcids pontainak hany szdzaléka esik. Futtassunk 10 sztochasztikus gradiens szi-
muldciot, és nézziik meg a szdzalékokat Osszességében (A verzid), masrészt pedig ugy, hogy
kikotjiik, hogy csak azokat az iterdcios pontokat vessziik figyelembe, amelyek utdn mar minden
iteracids pont benne van a kornyezetben (B verzid). Tekintsiik a szimul4cidok eredményét:

Epsilon kornyezet pontjai A

100 Epsilon kérnyezet pontjai B
R — 100 P ly pontj

s .
90 /r/ 90

80 Ve 80
70

60

40
30

20

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1
epsilon

15 2 2.5 3 35 4 45 5
epsilon

(a) "A" szimulacié (b) "B" szimulacié

13. dbra. Az epszilon kdrnyezet tartalmazas szimulécidja.

A diagramokrol leolvashatjuk, hogy a sztochasztikus gradiens hirtelen kezd el konvergdlni
az optimum felé, majd annak egy kornyezetében oszcilldl. Ez azt jelenti, hogy jelen esetben
0tod annyi gradienst kellett kiszdmolni ahhoz, hogy az optimélis megoldést viszonylag j6l meg-
kozelitsiik. A gyarkolati alkalmazdsokban, mint példdul a neurdlis hdlézatok esetén, elegendd
viszonylag kozel keriilni az optimumhoz, ebbdl lathatjuk, hogy miért is ilyen hatékony és egy-
ben a leggyakrabban haszndlt eszkdz a sztochasztikus gradiens modszer a neurdlis hdlézatok
tanitdsanal.
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A batch gradiens szimul4cié Matlab kédja (14., 15., 16. dbrédk):

function gradient_descent(g_funcs, x0, num_iters, alpha_0, step_type,
step_params)
% g_funcs: cell array, 10 darab g_i(x, y) fuggveny
% x0: kezdopont [x; V]
% num_iters: iteraciok szama
% alpha_0: kezdeti (vagy fix) lepeshossz
% step_type: ’fixed’, ’inv_sqrt’, ’inv_linear’, ’exp’, ’step_decay’
% step_params: lepeshossz tipusahoz tartozo parameterek

x = x0; % kezdopont
n = length(g_funcs); % fuggvenyek szama
history = zeros(2, num_iters+1); % pontok tarolasa

history(:, 1) = x0; % kezdopont is benne van az utvonalban

figure;

clf;

hold on;

% A kezdopont kulon is megjelenik

plot(x0(1), x0(2), ’kp’, ’'MarkerSize’, 10, ’MarkerFaceColor’, ’'y’,
’DisplayName’, ’Kezdopont’);

for iter = l:num_iters
grad_total = zeros(2, 1);

% Osszes g_i gradiense
for i = 1:n

grad_total = grad_total + numerical_gradient(g_funcs{i}, x);
end

% Atlag gradiens (nem kotelezo, de stabilabb)
grad_avg = grad_total / n;

% Lepeshossz szamitas
step_size = compute_step_size(step_type, alpha_0, iter, step_params);

% Frissites
X = X - step_size * grad_avg;

% Eredmeny mentese
history(:, iter+l) = x;

fprintf(’Iteracio %d: x = %.4f, y = %.4f, lepeshossz = %.4f\n’, iter,
x(1), x(2), step_size);
end

14. abra. Batch gradiens szimulécids kod. (1. részlet)
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% Abra kirajzolasa
plotChistory(l, :), history(2, :), '-o’, ’Color’, ’b’, ’MarkerSize’, 5,
’MarkerFaceColor’, ’'r’);
xlabel(’x’); ylabel(C’'y’);
title(’Batch gradiens iteracio’);
grid on;
end

function grad = numerical_gradient(f, x)
% Numerikus gradiens ketvaltozos fuggvenyhez
h = le-6;
fx = £(x(1), x(2));

dfdx = (£fx(1) + h, x(2)) - £fx) / h;
dfdy = (£(x(1), x(2) + h) - £x) / h;
grad = [dfdx; dfdy];

end

function alpha = compute_step_size(type, alpha_0, t, params)
% Lepeshossz szamitasa kulonbozo modszerek szerint
switch lower(type)
case ’fixed’
alpha = alpha_0;
case ’'inv_sqrt’
alpha = alpha_0 / sqrt(t);
case ’'inv_linear’
beta = getfield_or_default(params, ’beta’, 0.1);
alpha = alpha_0 / (1 + beta * t);
case ’exp
gamma = getfield_or_default(params, 'gamma’, 0.99);
alpha = alpha_0 * gamma’t;
case ’'step_decay’
gamma = getfield_or_default(params, ’'gamma’, 0.5);
k = getfield_or_default(params, ’'k’, 50);
alpha = alpha_0 * gamma*floor(t / k);
otherwise
error(’Ismeretlen lepeshossz tipusa: %s’, type);

end
end

function val = getfield_ or_default(structure, field, default)
% Ha egy mezo nem szerepel a strukturaban, visszaad alapertelmezett erteket
if isfield(structure, field)
val = structure. (field);
else
val = default;
end
end

15. dbra. Batch gradiens szimulécids kod. (2.részlet)
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% 10 darab g_i fuggveny definialasa
g_funcs = {
@, y) (x - D*2 + (y - 2)12;
Q(x, y) (x + 1)A2 + (v + 1)42;
@(x, y) sin(x) + cos(y);
@Q(x, y) exp(0.1*x42 + 0.1*yA2);
@(x, y) XA2 + yA2;
a(x, y) (x - 2)A2 + (y + 2)42;
@(x, y) log(l + xA2 + yA2);
Q(x, y) (x + 3)42 + (y - 1)r2;
alx, y) x *y + yr2;
@(x, y) abs(x) + abs(y);

15

% Parameterek

x0 = [3; -3]; % kezdopont
num_iters = 100; % iteraciok szama
alpha_0 = 0.1; % kezdeti lepeshossz
step_type = ’inv_linear’; % lepeshossz tipusa

step_params = struct(’beta’, 0.05); % parameter a lepeshosszhoz

% Futtatas
gradient_descent(g_funcs, x0, num_iters, alpha_0, step_type, step_params);

16. dbra. Batch gradiens szimulécids kod. (3.részlet)

A sztochasztikus gradiens szimuldcié Matlab kédja (17., 18., 19., 20. dbrak):

function stochastic_gradient_descent(g_funcs, x0, num_iters, alpha_@,
step_type, step_params)
% g_funcs: cell array, 10 darab g_i(x, y) fuggveny
% x0: kezdopont [x; V]
% num_iters: iteraciok szama
% alpha_0: kezdeti (vagy fix) lepeshossz
% step_type: ’fixed’, ’inv_sqrt’, ’inv_linear’, ’exp’, ’step_decay’
% step_params: lepeshossz tipushoz tartozo parameterek (pl. gamma, beta)

x = x0; % aktualis pont inicializalasa
n = length(g_funcs); % g_i fuggvenyek szama
history = zeros(2, num_iters); % iteracios eredmenyek tarolasa

17. abra. Sztochasztikus gradiens szimuldcids kod. (1.részlet)
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for

end

iter = l:num_iters
% Veletlenszeruen kivalasztunk ket kulonbozo fuggvenyt
idx = randperm(n, 2);

% Numerikus gradiens szamitasa a kivalasztott fuggvenyekre
gradl = numerical_gradient(g_funcs{idx(1)}, x);

grad2 = numerical_gradient(g_funcs{idx(2)}, x);

% Atlagolt gradiens
grad_avg = (gradl + grad2) / 2;

% Lepeshossz meghatarozasa az aktualis iteraciohoz

step_size = compute_step_size(step_type, alpha_0, iter, step_params);

% Frissites: uj pont szamitasa
X = X - step_size * grad_avg;

% Elmentjuk az aktualis pontot
history(:, iter) = Xx;

% Iteracios kiiras

fprintf(’Iteracio %d: x = %.4f, y = %.4f, lepeshossz = %.4f\n’, iter,

x(1), x(2), step_size);
end

% Eredmeny kirajzolasa

figure;

clf;

hold on;

%plotChistory(l, :), history(2, :), ’-0’);

plotChistory(l, :), history(2, :), ’-o’, ’Color’, ’b’, ’MarkerSize’,
’MarkerFaceColor’, ’'r’);

xlabel(’x’); ylabel(C’y’);

title(’SGD iteracio’);

grid on;

function grad = numerical_gradient(f, x)

end

% Ketvaltozos fuggveny numerikus gradiense (kozep-kulonbseggel)
h = le-6;
fx = £(x(1), x(2));

dfdx = (£x(1) + h, x(2)) - fx) / h;
dfdy = (£(x(1), x(2) + h) - £x) / h;
grad = [dfdx; dfdy];

5,

18. dbra. Sztochasztikus gradiens szimuldcids kod. (2.részlet)
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function alpha = compute_step_size(type, alpha_0, t, params)
% Lepeshossz szamitasa a kivalasztott modszer alapjan
switch lower(type)
case ’'fixed’
alpha = alpha_0;

case ’'inv_sqrt’
alpha = alpha_0 / sqrt(t);

case ’inv_linear’
beta = getfield_ or_default(params, ’beta’, 0.1);
alpha = alpha 0 / (1 + beta * t);

case ’exp’
gamma getfield_or_default(params, ’gamma’, 0.99);
alpha = alpha_0 * gamma‘t;

case ’'step_decay’
gamma = getfield_or_default(params, ’'gamma’, 0.5);
k = getfield_or_default(params, ’'k’, 50);
alpha = alpha_0 * gamma*floor(t / k);

otherwise
error(’Ismeretlen lepeshossz tipusa: %s’, type);
end
end

function val = getfield_ or_default(structure, field, default)
% Parameter alapertelmezett ertekkel, ha hianyzik a strukturabol
if isfield(structure, field)
val = structure. (field);
else
val = default;
end
end

% 10 darab celfuggveny definialasa
g_funcs = {
@, y) (x - D*2 + (y - 2)*2;
@(x, y) (x + A2 + (y + 1)A2;
@(x, y) sin(x) + cos(y);
@(x, y) exp(0.1*x42 + 0.1*yA2);
@(x, y) XA2 + yA2;
Qx, v) (x - 2)422 + (y + 2)*2;
@(x, y) log(l + xA2 + y*2);
Qx, v) (x + 3)42 + (y - 1)A2;
ax, y) x *y + yr2;
@(x, y) abs(x) + abs(y);

19. dbra. Sztochasztikus gradiens szimuldcids kod. (3.részlet)
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% Parameterek beallitasa

x0 = [3; -31; % Kezdeti pont

num_iters = 100; % Iteraciok szama

alpha_0 = 0.1; % Kezdeti lepeshossz

step_type = ’inv_linear’; % Lepeshossz tipusa: fixed, inv_sgrt, inv_linear,

exp, step_decay
step_params = struct(’beta’, 0.05); % Csak ha szukseges

% Futtatas
stochastic_gradient_descent(g_funcs, x0, num_iters, alpha_0, step_type,
step_params) ;

20. abra. Sztochasztikus gradiens szimuldcids kod. (4.részlet)

Az epszilon kornyezet tartalmazds szimulaciés kodja (21., 22., 23. dbrak):

function stoch_grad_test(g_funcs, x0, num_iters, alpha_0, step_type,
step_params, number_of_testruns, optimum, epsilon, eps_res)

%Inicializaljuk az eredmenyt tartalmazo matrixot
result_points(2,num_iters,number_of_testruns) = zeros();

for testrun = 1:number_of_testruns

%Beirjuk ez eredmenyek koze az aktualis SGD pontokat
result_points(:,:,testrun)=stochastic_gradient_descent(g_funcs, x0,
num_iters, alpha_0, step_type, step_params);
end

%Megnzezzuk, hogy az optimum kulonbozo kornyezeteiben hany iteracios pont
%van

%Letrehozzuk, a kulonbozo epszilonokhoz tartozo tombot
percentage_in_epsilon = zeros(2, eps_res);

%Ezzel a mertekkel pasztazzuk vegig az epszilon kornyezetet
eps_step = epsilon/eps_res;

%Aktualis epszilon ertek
eps_curr = epsilon;

%0sszes kiszamolt adat szama
num_of_datas = num_iters*number_of_testruns;

21. dbra. Az epszilon kornyezet tartalmazds szimuldcids kod. (1. részlet)
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%Megszamol juk hany pont van a kulonbozo kornyezetekben
for eps_count=1:eps_res
for i=1:number_of_testruns
for j=l:num_iters
if norm(optimum-result_points(:,j,i))<eps_curr
curr_data = percentage_in_epsilon(:,eps_count);
curr_data = [eps_curr, curr_data(2)+1];
percentage_in_epsilon(:,eps_count)=curr_data;
end

end
end
eps_curr = eps_curr-eps_step;
end

%Kiszamoljuk a szazalek erteket

for eps_count = l:eps_res
curr_data = percentage_in_epsilon(:,eps_count);
curr_data = [curr_data(l), curr_data(2)/num_of_datas*100];
percentage_in_epsilon(:,eps_count) = curr_data;

end

%Letrehozzuk, a kulonbozo epszilonokhoz tartozo tombot
percentage_in_epsilon2 = zeros(2, eps_res);

%Ezzel a mertekkel pasztazzuk vegig az epszilon kornyezetet
eps_step = epsilon/eps_res;

%Aktualis epszilon ertek
eps_curr = epsilon;

%Megszamol juk hany pont van a kulonbozo kornyezetekben
for eps_count=1:eps_res

percentage_in_epsilon2(:,eps_count)=[eps_curr,0];
for i=1:number_of_testruns
for j=num_iters:-1:1

if norm(optimum-result_points(:,j,i))<eps_curr
curr_data = percentage_in_epsilon2(:,eps_count);
curr_data = [eps_curr, curr_data(2)+1];
percentage_in_epsilon2(:,eps_count)=curr_data;

else
break;

end

end
end

22. dbra. Az epszilon kornyezet tartalmazas szimulacids kod. (2. részlet)
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eps_curr = eps_curr-eps_step;
end
%Kiszamoljuk a szazalek erteket

for eps_count = 1l:eps_res
curr_data = percentage_in_epsilon2(:,eps_count);
curr_data = [curr_data(l), curr_data(2)/num_of_datas*100];
percentage_in_epsilon2(:,eps_count) = curr_data;

end

%Kirajzoljuk az eredmenyt

figure;

clf;

hold on;

plot(percentage_in_epsilon(l, :), percentage_in_epsilon(2, :));
xlabel(’epsilon’); ylabel(’%’);

title(’Epsilon kornyezet pontjai A’);

grid on;

figure;

clf;

hold on;

plot(percentage_in_epsilon2(1l, :), percentage_in_epsilon2(2, :), ’'red’);
xlabel(’epsilon’); ylabel(’%’);

title(’Epsilon Afkrnyezet pontjai B’);

grid on;

end

% Parameterek beallitasa

x0 = [3; -31; % Kezdeti pont

num_iters = 100; % Iteraciok szama

alpha_0 = 0.1; % Kezdeti lepeshossz

step_type = ’inv_linear’; % Lepeshossz tipusa: fixed, inv_sqrt, inv_linear,

exp, step_decay
step_params = struct(’beta’, 0.05); % Csak ha szukseges
optimum = [-0.1634,0.0001];
number_of_testruns = 10;
epsilon 5;
eps_res 100;

stoch_grad_test(g_funcs, x0, num_iters, alpha_0, step_type, step_params,
number_of_testruns, optimum, epsilon, eps_res);

23. dbra. Az epszilon kornyezet tartalmazds szimulacids kod. (3. részlet)
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