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0. Bevezeto

A bevezett két alfejezetre tagoljuk. Az altalanos bevezetében a vizsgalt kérdéskort
tagabb perspektivabol mutatjuk be, a technikai bevezetében pedig azokat az alapvetd
jeloléseket és definiciokat foglaljuk 6ssze, melyeket késébb tovabbi magyarazatok nélkiil

hasznalunk majd.

0.1. Altalanos bevezets

Egy elsérendid A strukturat ultrahomogénnek neveziink, ha a véges (vagy végesen ge-
neralt) részstrukturai kozti izomorfizmusok mindig kiterjeszthetsk A egy automorfiz-
musava. A szakdolgozatban arra az esetre fokuszalunk, amikor A alaphalmaza meg-
szamlalhatoan végtelen. Megszdmlalhatoan végtelen, ultrahomogén struktirakat elég
konnyen konstrualhatunk: az[I.7] Tételben latjuk majd, hogy bizonyos véges strukti-
rak Fraissé-limeszei mindig ultrahomogének lesznek. Az ultrahomogén struktirak mo-
dellelméleti, véges (és megszamlalhatoan végtelen) kombinatorikai és csoportelméleti
modszerekkel vizsgalhatok, melyek sok esetben kapcsolatba hozhatok bizonyos metri-
kus terek elemi tulajdonsagaival. A téma szépségét és egyben nehézségét e kiillonbo6zo
teriiletek kozti kapcsolatok felismerése és kidolgozasa adja. Az ultrahomogén strukti-
rak tanulmanyozasa az 1950-es években, Fraissé kombinatorikus indittatasa vizsgéla-
taival kezd6dott meg, és jelenleg is igen aktiv. Az tjabb eredményekkel kapcsolatban
[5]-re utalunk.

A (véges nyelvii) megszamlalhatoan végtelen struktirak tisztéan logikai, modellel-
méleti szempontbdl is érdekesek, mert elméletiik megszamlalhatoan kategorikus (azaz
elméleteiknek izomorfia erejéig pontosan 1 megszamlalhatoan végtelen modellje van).
Ebben a szakdolgozatban a logikai irannyal nem foglalkozunk. A szakdolgozat célja ult-
rahomogén strukturakra (és azok véges részstruktiraira) vonatkozo néhéany klasszikus
eredmény bemutatasa a sziikséges fogalmak bevezetésétdl a bizonyitasok rekonstrukei-
6jaig.

Reészletesebben, a szakdolgozat 2l fejezetében az ultrahomogén struktirak automor-
fizmus-csoportjainak metrikus szerkezetét vizsgaljuk. Ultrahomogén strukturak auto-
morfizmus-csoportjain meg fogunk adni kiilonb6z6 metrikus tereket, melyekben az

automorfizmus-csoport miveletei folytonosak lesznek. Noha egy rogzitett ultrahomo-



gén struktira automorfizmus-csoportjan tobb ilyen természetesen ad6do metrika is van,
a . Allitasban be fogjuk latni, hogy a nyilt halmazok rendszere ezekben a metrikus
terekben ugyanaz (tehét topologiai szempontbol ezek a terek azonosak). A tovabbiak-
ban, ultrahomogén strukturak automorfizmus-csoportjaival kapcsolatban, a nyilt, zart,
strd, stb. kifejezések mindig e metrikus terek egyikére vonatkoznak (mindegy, hogy
melyikre, mert a nyilt halmazok, és ezért a zart, stird, stb. halmazok rendszere ezekben
a metrikus terekben mindig ugyanaz). Tovabba, a Tételben igazoljuk majd, hogy
ezek a metrikus terek teljesek (minden Cauchy-sorozat konvergens benniik).

A . fejezetben Hrushovski kiterjesztési tulajdonsagat vizsgaljuk, mely (ahogy azt
a . Definici6ban is részletezziik) egy véges strukturakbol allo K struktiraosztélyra
akkor all fenn, ha minden B € K-hoz van olyan C € K, hogy B beagyazhato C-be, és a
B részstrukturai kozti izomorfizmusok mindig kiterjeszthet6k C egy automorfizmusava.
A3l fejezet {6 eredménye a[3.4] Tétel bizonyitasanak rekonstrukcidja, mely ekvivalens
feltételt ad arra, hogy egy ultrahomogén A struktira sszes véges részstruktiaraibol allo
K osztaly mikor rendelkezik a kiterjesztési tulajdonsaggal. Ez az ekvivalens jellemzés
a2l fejezetben bemutatott metrikus terek segitségével adhaté meg. Részletesebben,
a [3.4 Tételbsl az deriil ki, hogy K akkor és csak akkor rendelkezik a kiterjeszté-
si tulajdonsaggal, ha A automorfizmus-csoportjaban a véges jellegii automorfizmusok
finiciora utalunk).

A [ fejezetben azt vizsgaljuk, hogy ultrahomogén strukturdk automorfizmus-
csoportjaiban hogyan konstruilhatok olyan stird halmazok, melyeknek minden eleme
véges jellegti. Konkrétabban, azt vizsgaljuk, hogy egyetlen véges jellegii automorfizmus-
nak (vagy automorfizmusok egy rogzitett hosszu véges sorozatéanak) milyen feltételek
mellett lesz stird a (csoportelméleti értelemben vett) konjugéltosztalya. A fejezet {6
eredményei a |4.4] és[4.6] Tételek bizonyitasainak rekonstrukcidja.

Az . fejezetben egy fontos speciélis ultrahomogén struktiran, a Rado-grafon (meg-
szamlalhatoan végtelen véletlen grafon) illusztraljuk a korabbi fejezetek absztraktabb
tételeit. A fejezet f6 eredménye Hrushovski tétele (azaz az Tétel) egyik bizonyita-
sanak rekonstrukcidja. Ezt a tételt sok kiilonb6z6 modon be lehet bizonyitani, mi a
Herwig-t61 és Lascar-tol szarmazé bizonyitast rekonstrualjuk, mely egy teljesen elemi

kombinatorikus megfigyelésen alapul.



Végiil alf] fejezetben réviden felidézziik [I] f6 eredményét, mely szerint a Rado-graf
automorfizmus-csoportjanak van olyan strd G részcsoportja, hogy G minden végesen
generéalt részesoportja véges marad (azaz G lokalisan véges csoport, mely stiri részhal-
maza a Rado-graf automorfizmus-csoportjanak).

Az alabbiakban roviden osszefoglaljuk azokat az alapvets jeloléseket és definiciokat,

melyeket kés6ébb tovabbi magyarézatok nélkiil haszndlunk majd.

0.2. Technikai bevezetd

A természetes szamok halmazat w-val jeloljiik. Ha A egy halmaz, és n € w, akkor "A
jeloli az A elemeibd] képezhets n-hossza sorozatok halmazéat.

A hasonlosagi tipus fogalmat ismertnek tekintjiik. Az L hasonlésagi tipus véges, ha
csak véges sok relacioszimbolum, fiiggvényszimbolum és konstansszimboélum szerepel
benne. A késébbiekben olyan hasonlésagi tipusokkal foglalkozunk, amelyekben csak
relacioszimbolumok vannak. Ha az L hasonlosagi tipusban az (R; : i € I) relacio-
szimboélumok szerepelnek, akkor egy L-tipust struktirdn egy A = (A, R)ic; alaki
struktirat értiink. Itt A az A alaphalmaza, és R olyan (tSbbvaltozos) relacié A-n,

melyet a nyelv szintjén R; jelol.

0.1. Definicié (Részstruktura). Legyen A egy L-tipusu struktura, aminek A az alap-
halmaza. Legyen B egy L-tipust struktura, aminek B az alaphalmaza. Azt mondjuk,
hogy A részstrukturaja B-nek, ha A C B, és ha R € L (mondjuk n-valtozos) relacio-
szimbolum, akkor R4 = RBEN™A. Jelolés: A < B.

0.2. Definicié (Izomorfizmus). Az A = (A, R*Y)pey és B = (B, RP)pey, struktirakat
izomorfnak nevezziik, ha van olyan f : A — B bijekci6, hogy minden (mondjuk n-

valtozos) R € L relacioszimbolumra és ay, ..., a,—1 € A-ra

(ag, ..., an_1) € R* < (flag), ..., f(an_1)) € RP.

Az f fiiggvényt A és B kozti izomorfizmusnak hivjuk. Ha f nem feltétleniil bijektiv,

akkor homomorfizmusnak nevezziik.

0.3. Definicié (Automorfizmus). Ha A = B, akkor az A és B kozti izomorfizmusokat A
automorfizmusainak nevezziik. A dsszes automorfizmusa csoportot alkot (a kompozicid

miiveletével), ezt a csoportot Aut(A)-val jeloljiik.
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Specialisan, legyenek G, H csoportok. Egy ¢ : G — H leképezést csoporthomomor-

1

fizmusnak neveziink, ha mtvelettarto: ¢(ab) = @(a)p(b) és p(a™') = ¢(a)~' minden

a,b € G-re.

Az A halmaz 6sszes permutécioinak csoportjat Sym(A)-val jeloljiik.

0.4. Definici6 (Palyak). Legyen G < Sym(A) és a € A. Ekkor a palyaja G szerint a
kovetkez6 modon definialhato: Og(a) ={b: 39 € G : g(a) = b} = {g(a) : g € G}.

0.5. Definicié (Metrika). Legyen M halmaz. Egy d : M x M — R* fliggvényt

metrikanak, vagy tavolsag-fliggvénynek neveziink, ha d-re teljesiilnek a kovetkezdk:
1. Minden z,y € M esetén d(x,y) = 0 ekvivalens azzal, hogy = = y.
2. Szimmetria: Minden z,y € M esetén d(z,y) = d(y, z).

3. Haromszog-egyenl6tlenség: Minden x,y,z € M esetén d(x,y) < d(x,z) +
d(z,y)-

0.6. Definicio (Metrikus tér). Az (M, d) part metrikus térnek nevezziik, ha d metrika
M felett.

0.7. Definicié (Uniform hipergrafok). Egy hipergraf akkor uniform, ha minden hipe-

réle ugyanannyi csiicsot kot Ossze.

A szakdolgozatot azzal folytatjuk, hogy a kovetkezs, 1. fejezetben az ultrahomogén

strukturakra vonatkozo specialis alapismereteket foglaljuk ossze.



1. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben [3] (Wilfrid Hodges "Model Theory" cimt konyve) hetedik fejezetét
alapul véve Osszefoglaljuk azokat az elGismereteket, definiciokat, allitasokat és tételeket,
amelyekre kés6bb sziikségiink lesz.

A fejezet {6 eredményei az Allitas és Tétel, melyek tisztéazzék, hogy bizonyos
megszamlalhatd A strukturak hogyan rekonstrualhatok végesen generélt részstrukti-
raik Osszességébdl.

Tovabbiakban A bedgyazhatd B-be, ha B-nek van A-val izomorf részstrukturaja.

Az ilyen izomorfizmusokat az A struktara B-be val6o bedgyazasanak nevezziik.

1.1. Definicié. Legyen K véges struktirak egy osztélya. K rendelkezik az 6roklédési
tulajdonsaggal, kozos beagyazasi tulajdonsaggal, amalgamacios tulajdonsiggal, ha az

alabbi feltételek koziil teljesiil a megfelels.

e Oroklédési tulajdonsag (HEP): Ha A € K és B részstruktiraja A-nak, akkor

B izomorf valamilyen K-beli struktaraval.

o K6z6s beagyazasi tulajdonsag (JEP): Ha A, B € K akkor létezik olyan
C € K, amelybe A és B is beledgyazhato.

e Amalgamacios tulajdonsag (AP): Ha A, B,C€ Kése: A—>Bésf: A—=C
beagyazasok, akkor 1étezik D € K, és g : B — D és h : C — D beédgyazéasok ugy,
hogy ge = hf.

Legyen L egy hasonloségi tipus. Innentdl kezdve K jelolje L-tipusu véges struktarak

egy osztalyéat.
1.2. Definicio. Age(A) az A végesen generalt részstrukturainak osztélya.

1.3. Allitas. Ha K = Age(A), akkor K nem iires, és teljesiilnek ra a HEP és JEP

tulajdonsagok.
Bizonyitds. Nyilvanvalo. O

A tovabbiakban az . Allitas megforditasat fogjuk vizsgalni, vagyis azt szeretnénk
tisztézni, hogy mely véges struktirakbol allo K osztalyok szarmaztathatok egy meg-
szamlalhato A struktira Osszes véges részstrukturajaként (azaz mely K osztélyokhoz

van olyan megszamlalhato A, hogy K = Age(A) tejesiiljon).
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Ezentul a megszamlalhato kifejezést a véges vagy megszamlalhatoan végtelen ese-

tekre hasznaljuk.

1.4. Allitas (7.1.1 Tétel [3]-ban). Tegyiik fel, hogy K megszamlalhato, amelyre teljesiil
HEP és JEP. Ekkor létezik olyan megszamlalhato A struktira, hogy K = Age(A).

Bizonyitds. ([3]-ban a 7.1.1 Tételhez tartozo bizonyitéas alapjan.)

Ha K véges, akkor az allitas trivialis, ezért feltessziik, hogy |K| = w. Mivel K
megszamlalhato, elemeit fel tudjuk sorolni. Legyen (A; : i < w) K elemeinek egy
felsorolasa. A kovetkezs bekezdésben definialni fogjuk strukturaknak egy (B; : i < w)
lancat, melyben mindegyik B; izomorf lesz K egy elemével.

ElGszor legyen By = Ay. Ha B; € K-t megkonstruédltuk, akkor a JEP tulajdonsag
segitségével keressiink olyan B’ strukturat K-ban, hogy B; és A;.1 is bedgyazhato
legyen B'-be. Ez a B’ legyen B;1;. Végiil legyen C = J,_,, Bi.

Mivel C megszamlalhatéan sok megszamlélhatd struktira unidja, C is megszam-
lalhato. A konstrukcié alapjan K minden eleme bedgyazhato C-be. Ha A valamely
végesen generalt részstruktiraja C-nek, akkor van olyan i, hogy B; tartalmazza A Gsszes
(véges sok) generatorat. Mivel B; € K, ezért A a HEP tulajdonsag szerint izomorf K
egy elemével. Tehat K = Age(C). O

Azt kaptuk, hogy véges struktirak egy megszamlalhaté K osztélya akkor és csak
akkor Age(A) alaku, ha K-ra teljesiilnek a HEP és JEP tulajdonsagok.

1.5. Definicié. f parcialis izomorfizmusa A-nak, ha Dom(f) C A, Ran(f) C A és f

izomorfizmus a Dom(f) és Ran(f) altal generalt részstruktiarak kozott.

1.6. Definicié. A D struktirat ultrahomogénnek nevezziik, ha a D végesen generalt

részstrukturai kozotti izomorfizmusok kiterjednek D egy automorfizmusava.

Az és [L4 Allitasok mintajara a kovetkezokben arra keresiink szitkséges és
elégséges feltételt, hogy véges strukturak egy megszamlalhaté K osztalya mikor all
el egy ultrahomogén struktira Osszes véges részstruktrurdjaként, azaz milyen K-ra
vonatkozo feltételek esetén létezik olyan megszamlalhato, ultrahomogén A, amelyre
K = Age(A).

1.7. Tétel (Fraissé tétele (7.1.2-es Tétel [3]-ban)). Legyen K véges struktirdknak egy

nem tres halmaza, amelyre teljesil HEP, JEP és AP. Ekkor létezik olyan L-tipusi D
struktira, hogy



* D[<w,
o K = Age(D),
e D ultrahomogén.

A D struktirdt K Fraissé-limeszének nevezzik; az[1.11. Lemma utdni megjegyzésben

latjuk majd, hogy a Fraissé-limesz izomorfia erejéig eqyértelmd.

A kovetkez részben az [I.7] Tétel bizonyitasat készitjiik el6. A bizonyitas az [I.12]

Lemma utén talalhato.

1.8. Definici6. A D struktarat gyengén homogénnek nevezziik, ha teljesiil a kovetkezd
feltétel: Ha A és B a D végesen generalt részstrukturai, A C B és f : A — D egy
beagyazas, akkor létezik egy olyan g : B — D beagyazas, amely kiterjeszti az f-t.

Az[1.1]] Lemma 2. pontjaban latjuk majd, hogy egy megszamlalhato strukttra ak-
kor és csak akkor ultrahomogén, ha gyengén homogén. A gyengén homogén strukturak
vizsgalata technikai szempontbol egyszertibb, ezért vezettiik be Sket. Végiil megjegyez-
ziik, hogy megszamlalhatonal nagyobb strukturak esetében az ultrahomogenités és a

gyenge homogenitas fogalma nem esik egybe.
1.9. Allitas. Ha D ultrahomogén, akkor D gyengén homogén is.

Bizonyitds. Tegyitk fel, hogy A C B C D és f : A — D beagyazas. Vilagos, hogy f
izomorfizmus A és f(A) kozott. Mivel D ultrahomogén, van olyan g € Aut(D), mely
kiterjeszti f-et. Azonban ekkor g|z : B — D egy, az f-et kiterjeszté bedgyazas. Ezért

D valéban gyengén homogén. O]

1.10. Lemma (7.1.3 Lemma [3]-ban). Legyenck C és D megszamlalhato L-tipust
strukturak. Tegyiik fel, hogy Age(C) C Age(D), és D gyengén homogén. Ekkor C
bedgyazhato D-be, s6t, C tetszbleges végesen generdlt részstruktirdjanak tetszéleges

D-be torténs beagyazasa kiterjeszthetd C-nek egy D-be torténd bedgyazéasara.

Bizonyitds. ([3]-ban a 7.1.3 Lemmahoz tartozé bizonyitas alapjan.)
Legyen Ay a C egy tetszbleges végesen generalt részstrukturaja, és legyen fy : Ag —
D egy beagyazas. A bizonyitas célja egy olyan f, : C — D beagyazas konstruélasa,

ami kiterjeszti fy-t.
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Mivel C megszamlalhato, ezért C = |, ., An, azaz megadhatd végesen generélt

n<w
részstrukturak nové unidjaként, kezdve Agp-val. Ezutan n-re vonatkozd rekurzidval
definidljuk beagyazasok egy f, : A, — D novekvs lancat. Az elsé fy bedgyazés adott.

Tegytik fel, hogy f,-t mar definidltuk. Mivel Age(D) tartalmazza Age(C)-t, ezért
létezik egy olyan g : A, ;1 — B izomorfizmus, ahol B a D egy részstruktiraja.

Ekkor f,g7! bedgyazza g(A,)-t D-be, és a gyenge homogenités miatt ez a bedgyazas
kiterjed egy h : B — D beagyazasra. Legyen f,.1 : A,.1 — D, fo,r1 = hg. Ekkor
fn € fos1. Ez az f, leképezések egy lancat definidlja. Legyen f, =, ., fn, €z lesz a

keresett beagyazas. O]
1.11. Lemma (7.1.4 Lemma [3]-ban).

1. Tegyiik fel, hogy C,D olyan L-tipusu struktirak, melyekre Age(C) = Age(D)
teljesiil. Tovabba tegyiik fel, hogy C és D megszamlalhatd és mindketts gyengén
homogén. Ekkor C izomorf D-vel. S6t, ha A egy végesen generalt részstruktiraja
C-nek és f : A — D egy beagyazas, akkor f kiterjeszthets egy C-bdl D-be képezs

izomorfizmussa.

2. Egy megszamlalhato D struktira akkor és csak akkor ultrahomogén (és igy

Fraissé-limesze Age(D)-nek), ha gyengén homogén is.
Bizonyitds. ([3]-ban a 7.1.4 Lemmahoz tartozé bizonyitas alapjan.)

1. Cis, D is elgallithato végesen generélt részstruktiraik névs unidjaként, legyenek

C = UnewCn €8 D =, o, Dn ilyen eldallitasok.

Feltehetjiik, hogy Cy = Ay. Rekurzidval meg fogjuk adni véges parcialis izomor-
fizmusok egy (f, : n € w) novd sorozatat tgy, hogy minden n € w-ra teljesiil

majd, hogy:

(a) Cn C Dom(fn),

(b) D,, C Ran(fp41)-
Legyen f, az allitds 1. pontjaban megadott f. Ha f, adott méar, akkor legyen
m olyan nagy, hogy D,, Ran(f,) részstrukturaja D,,-nek. Az [1.10, Lemma

bizonyitésahoz hasonléan C gyenge homogenitasa miatt f ! kiterjeszthets egy

g : D,, — C beagyazassa.
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Mivel C,,41 és Ran(g) véges, ezért van olyan k € w, hogy Cy-nak C, 41 és Ran(g)
is részstrukturaja. Az el6z6ekhez hasonléan, most D gyenge homogenitésat hasz-
nalva ¢! kiterjeszthets egy fni1 : Cx — D beagyazassa. Ezzel az (f,,n € w)

lancot teljesen felépitettiik ugy, hogy (a),(b) végig érvényben maradt.

A keresett izomorfizmus (J, ., fn lesz.

2. Az . Allitas alapjan az ultrahomogén struktarak gyengén homogének is. A
most igazolt 1. pontbdl ugy kiévetkezik a masik irdny, hogy C = D-t vessziik.

]

Az Lemmaval azt is belattuk, hogy izomorfia erejéig a Fraissé-limesz egyértel-
md. Most mar ratérhetiink az [I.7] Tétel bizonyitaséara, illetve a bizonyitast elkészits

lemmaéra.

1.12. Lemma. Tegyiik fel, hogy K-ra teljesiilnek a HEP, JEP és AP tulajdonségok.
Tegyiik fel tovabba, hogy AC B C D € K, és f: A— D beagyazas. Ekkor van olyan
D' € K, hogy D C D', és g: B— D beagyazas, ami Kiterjeszti f-et.

Bizonyitds. Vegylik fel kétszer a D strukturat, azaz legyen Dy = Dy = D. Legyen
f: A — Dy beagyazas és id : A — Dy az A identitésa.

Az amalgamacios tulajdonsag miatt létezik egy D' € K, illetve léteznek k : D; —
D', h : Dy — D’ figgvények gy, hogy idoh = fok. D'-t alkalmas izomorf masolatéval
helyettesitve feltehetjiik, hogy k a D; halmaz identitasfiiggvénye. Ekkor idoh = foid
is teljestil.

Legyen g = h|g. Ekkor g kiterjeszti f-et. O

Az 1.7 Tétel és bizonyitasa. Ha K véges strukturdk egy olyan megszamlélhato
osztélya, amelyre teljesiilnek a HEP, JEP és AP tulajdonsagok, akkor K-nak létezik
Fraissé-limesze, mely az Lemma bizonyitasa utani megjegyzés szerint izomorfia

erejéig egyértelmd.

Bizonyitds. Cél egy olyan D ultrahomogén struktura konstrualasa, amire Age(D) = K.

Ehhez D-t véges struktirak lancaként épitjiik fel.

1. lépés: Konstrukceio.

Felsoroljuk K elemeit: K = {&, € w}. Rekurzioval megadunk egy (D,, : n € w)
sorozatot gy, hogy:
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2. lépés:

1. D, e K,
2. Ha m < n, akkor &,, C D,,,

3. Hao A C B C D, és f: A— D, beagyazas, akkor van g : B — D,

bedgyazas ugy, hogy ¢ kiterjeszti f-et.

Dy legyen tetszSleges. Ha D,, megvan, akkor a JEP tulajdonsidg miatt létezik
olyan D/, amibe D,, és &, beagyazhato.

Az m Lemma ismételt alkalmazasaval tudunk taldlni olyan D,,; € K-t,
hogy minden A C B C D) strukturara és f : A — D] beagyazéasra létezik
g : B — D, bedgyazas ugy, hogy g kiterjeszti f-et. Fzzel a D, sorozatot
teljesen felépitettiik.

Legyen D =, ., Dn.

Gyenge homogenitas. Az [1.11] Lemma 2. pontja miatt az ultrahomogenitas

ellenérzéséhez elég azt belatni, hogy D gyengén homogén.

D gyenge homogenitasanak belatasahoz vegyiik D-nek A és B véges részstrukti-

rait gy, hogy A C B, tovabba legyen f : A — D beédgyazés.

Mivel A és B végesek, létezik olyan n, hogy A C B C D,,, illetve D,, tartalmazza
A képét is.

Ekkor az els6 1épésben megadott konstrukcié 3. tulajdonsaga miatt létezik olyan
g : B — D, bedgyazés, ami kiterjeszti f-et, tehat D = |J _ D, tényleg gyengén

new

homogén.

]

A teljesség kedvéért igazoljuk még, hogy véges struktiurdk végtelen lancaival "nem

lehet kikonvergalni" véges struktirak elére adott halmazaibol.

1.13. Lemma (7.1.6 Lemma [3|-ban). Legyen J végesen generalt L-tipust strukturak

halmaza és (D; : i < «) L-tipust struktirakbol allo lanc. Ha minden i < « ese-

tén Age(D;) C J, akkor Age(|J

D;) C J. Ha minden D;-re Age(D;) = J, akkor

<o

Age(U;< Di) = J.
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Bizonyitds. Elészor tegytik fel, hogy minden i < a-ra Age(D;) C J. Legyen A €

Age(lU;-, D) tetszéleges. Age(lJ,., Di) € J-hez elég megmutatni, hogy A € J.
Mivel A végesen generalt, és (D;,i < «) egy lanc, ezért van olyan i < «, melyre

teljesiil, hogy A részstrukturaja D;-nek, vagyis A € Age(D;). Ekkor A € J is teljesiil.
Kovetkezdnek tegyiik fel, hogy minden i < a-ra Age(D;) = J. Ekkor:

o J = Age(Dy) € Age(U;, Di).

<o

e az el6z6 bekezdés miatt Age(lJ,_, D;) C J.

<o T

Ezért Age(U,., Di) = J valoban teljesiil.

<o
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2. Automorfizmusok metrikus terei

Ebben a fejezetben megszamlalhato struktirdk automorfizmus-csoportjain megadhato
metrikdkat (tavolsagfiiggvényeket) fogunk vizsgalni. Latjuk majd, hogy tobb, eltérs
metrika is megadhato, de ezekben mindig ugyanazok a halmazok lesznek nyiltak (azaz
a metrikak altal meghatarozott topologidk ugyanazok lesznek).

AR, @ ésaz[f fejezetekben latjuk majd, hogy az ebben a fejezetben beveze-
tett és megvizsgalt metrikus terek hogyan segitenek annak megértésében, hogy egyes

(végtelen) ultrahomogén struktiurdk miként épithetsek fel véges részstrukturaikbol.

2.1. Definicié. Ha f véges parciélis izomorfizmus, akkor legyen
Ny :={g € Aut(A) : f C g}.

Azaz Ny az Osszes olyan g automorfizmusbol all, ami kiterjeszti f-et.
2.2. Allitas. A ultrahomogén akkor és csak akkor, ha tetszéleges f-re N ¢ nem fiires.
Bizonyitas.

= Ha A ultrahomogén és vesziink egy f véges parcialis izomorfizmust, az ultraho-
mogenitas miatt ki tudjuk azt terjeszteni egy automorfizmussa. Ezért az Ny nem

lesz tires.

< Ha tetsz6leges f véges parcialis izomorfizmusra Ny # (), akkor az pont azt jelenti,
hogy mindegyik esetben f-et legalabb egy automorfizmus kiterjeszti, tehat A

ultrahomogén.
O

2.3. Definici6. Legyen A megszamlalhato struktura. Automorfizmusok metrikus terei
alatt olyan metrikus tereket értiink, melyeknek a pontjai az automorfizmusok. A met-
rika a kovetkezd: legyen {a, : n € w} az A egy felsorolasa. Ha f # g automorfizmusai

A-nak, akkor legyen A(f,g) = min{n € w : f(a,) # g(a,)}, illetve f és g tavolsaga

legyen o(f,g) = A& il

Azaz kettd automorfizmus tavolsdgat ugy adjuk meg, hogy az elemeknek egy rog-

zitett sorrendjében vessziik a legels§ olyan elemnek az indexét, amire alkalmazva a
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vizsgalt két automorfizmust, eltérs képeket kapunk, majd vessziik ennek az indexnek a
reciprokat. Konnyen ellenérizhets, hogy ez valoban egy metrika, s6t ultrametrika lesz:
ha f, g, h automorfizmusai A-nak, akkor o( f,h) < max{o(f,g), 0(g,h)}.

Adodik, hogy két automorfizmus annal kozelebb van egyméshoz, minél hosszabb
kezddszeleten hatnak ugyanigy. Bar a konkrét tavolsag fligg A elemeinek felsorolasatol,
az nem fligg az elemek sorrendjétsl, hogy egy ilyen metrikus térben mik lesznek a nyilt
halmazok. Megjegyezziik, hogy metrikus térben minden nyilt halmaz elGallithaté nyilt

gombok unidjaként.

2.4. Allitas. Az elébbi metrikus terekben tetszéleges f-re N ¢ nyilt, ahol f véges

parcialis izomorfizmus. Az N; alakt halmazokat elemi nyilt halmazoknak nevezziik.
Bizonyitds. Nyilvanval6. O

2.5. Allitas. Automorfizmusok metrikus terében a nyilt halmazok mindig elemi nyilt
halmazok uni6i. Masképpen, ha u C Aut(A) nyilt, akkor van véges parcialis izomor-

fizmusoknak egy olyan F' halmaza, melyre

u = U Ny.
feF
Bizonyitds. Vesszik az automorfizmusoknak egy metrikus terét.

Tekintsiik a g automorfizmust, és legyen n > 0,n € w. Jeloljik G-vel a g ko-
zéppont, % sugari gombot. Ekkor g-t megszoritva {a; : i < n}-re, egy parcialis
izomorfizmust kapunk, és az Osszes olyan automorfizmus lesz g-hez %—nél kozelebb,
ami ezt a megszoritast kiterjeszti, azaz ha f-fel jeloljiik g-nek az els6 n elemre vett
megszoritasat, akkor Ny = G teljesiil.

Mivel u nyilt, minden A € w-hoz van egy olyan (), nyilt gobmb, hogy h € G, C
u. Az el6z6ek szerint mindegyik G, gémb Ny, alaka valamilyen f, véges parcialis
izomorfizmusra. Legyen F' = {f}, : h € u}. Ekkor u = {J;p Ny, ahogy éllitottuk.

Abban az esetben sem valtozik a nyilt halmazok rendszere, ha masképpen soroljuk
fel az elemeket, mivel minden esetben minden nyilt halmazt tgy kapunk meg, hogy az
adott felsorolas szerint az Gsszes automorfizmust megszoritjuk az Gsszes kezdGszeletre,

majd ezeknek vessziik az unioit. ]
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2.6. Lemma. Ha A megszamlalhato struktira, akkor Aut(A) zart részhalmaza A

Osszes permutacidinak metrikus tereiben.

Bizonyitds. Rogzitsiink Sym(A)-n (A sszes permutacioinak halmazan) egy, a [2.3| De-
finici6 szerinti metrikat, és legyen A tetsz6leges megszamlalhatd struktura. Azt kell
belatni, hogy Sym(A)\Aut(A) nyilt halmaz, azaz minden pontja bels§ pont.

Legyen tehat f € Sym(A)\Aut(A) tetszéleges. Ekkor f nem automorfizmusa A-
nak, ezért A nyelvében van egy (mondjuk n-valtozos) R relaciészimbolum, és vannak

Qp, -y Gp_1 € A elemek tugy, hogy

A E R(ag, ...,a,-1), de
A l7£ R(f(a0)7 ) f(an—l))'

Legyen g = fl{ao,...an_.}- Ekkor minden h € Nj-re

h(ao) = g(ao) = f(ao), - -,
h(an-1) = g(an-1) = f(an-1),

ezért A W= R(h(ag), ..., h(an—1)).
Tehét az ao, ..., a,—;1 elemek mutatjék, hogy IV, egyetlen eleme sem automorfizmusa
A-nak.
Azt kapjuk, hogy f € N, és N, olyan nyilt halmaz, melyre N, C Sym(A)\Aut(A),
azaz Sym(A)\ Aut(A) minden pontja belsé pont, ezért Sym(A)\ Aut(A) valoban nyilt.
O

A teljesség kedvéért megmutatjuk, hogy a 2.6, Lemma alabbi megforditéasa is igaz.

2.7. Tétel. Ha A megszamldlhato halmaz, és G zdrt részcsoportja Sym(A) (A dsszes
permutdcidinak) metrikus tereiben, akkor van olyan A struktira (melynek A az alap-

halmaza), hogy Aut(A) = G.

Bizonyitds. Legyen FF = {R C "A : n € w, R palyadja G-nek}, és legyen A az a
struktura, melynek A az alaphalmaza, és A alaprelacioi pontosan F' elemei.

Ekkor egyrészt G C Aut(.A), hiszen G minden eleme meg6rzi F' mindegyik elemét.
A bizonyitéas befejezéséhez ezért elég Aut(A) C G-t ellendrizni. Ehhez, ellentmondast

keresve, tegyiik fel, hogy van olyan f € Aut(A), melyre f ¢ G.
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Mivel G zart, f bels6 pontja G' komplementuménak, ezért van olyan g véges in-
jektiv figgveény, hogy az N, elemi nyilt halmazra f € N, és N, NG = ). Az utobbi
feltétel miatt Dom(g) és Ran(g) G-nek eltéré palyain vannak. Ugyanakkor g C f, az-
az f(Dom(g)) = Ran(g), tovabba f megérzi G pélyait (mert automorfizmusa A-nak).
Ezek szerint Dom(g) és Ran(g) G-nek ugyanazon a palyajan van. Ez az ellentmondas

mutatja, hogy Aut(A) C G. O

2.8. Tétel. Legyen A megszamldlhato struktira. Ekkor Aut(A) (bdarmely, a[2.3 Defi-
nicio szerinti metrikdval) teljes metrikus tér, azaz minden Cauchy-sorozat konvergens

benne.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt o metrikat A elemeinek az {a, : n € w} felso-
rolasabol kaptuk.

Tovabba tegytik fel, hogy (f, : n € w) az A automorfizmusainak egy Cauchy-
sorozata.

Ekkor minden n € w-hoz van olyan K, szam, hogy ha i,j > K,, akkor f; és f;
tavolsaga kisebb, mint %, azaz fil{ao,..ant = [il{ao,...an}- Specidlisan, ha i,j > K,,
akkor f;(a,) = f;j(an). Ezért minden n € w-hoz van olyan b,, € A, melyre teljesiil, hogy
minden i > K,-re f;(a,) = b,.

Legyen g : A — A, g(a,) = b,. Egyrészt az el6z6 bekezdés végén targyaltak miatt
(fn : n € w) pontonként konvergél g-hez, ezért a p metrika szerint is konvergal g-hez.
Masrészt g € Aut(A), mert a Lemma miatt Aut(A) zart, ezért tartalmazza az

(fn 1 n € w) sorozat Osszes torlodasi pontjat.

18



3. Hrushovski Tételkor

Legyen A megszamlalhato, ultrahomogén struktura. Ebben a fejezetben Aut(A) és
Age(A) néhany érdekes, tisztan véges kombinatorikus tulajdonsagéval foglalkozunk.
A fejezet {6 eredménye a [3.4] Tétel bizonyitdsanak rekonstrukcidja. A fejezetcimet

megmagyarazo definicioval kezdjiik.

3.1. Definici6é (Hrushovski-tulajdonséag). Legyen K véges struktiuraknak egy osztalya.
A K osztaly rendelkezik a Hrushovski tulajdonsaggal, ha a kévetkezd igaz: minden
A € K-ra van egy B € K ugy, hogy A C B, és A parciélis izomorfizmusai kiterjednek

B automorfizmusaiva.

A kovetkezSkben azt vizsgaljuk, hogy ha K-ra teljesiilnek a HEP, JEP és AP tulaj-
donségok, akkor K Fraissé-limeszének milyen tulajdonsaga lesz ekvivalens azzal, hogy

K-ra a Hrushovski-tulajdonség is teljesiil. A valaszt a[3.4] Tételben fogjuk megadni.

“ .0,

3.2. Definicio. Legyen G < Sym(A) és a € A. Ekkor a palyaja G szerint a kovetkezs
modon definialhaté: Og(a) ={b:3g € G : g(a) = b} ={g(a) : g € G}.

3.3. Definici6. Véges jellegti automorfizmusok:
Aut["™(A) = {f € "Aut(A) : Va € A : O (a) véges}.

3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy A ultrahomogén. Az aldbbi két dllitds ekvivalens lesz
ekkor:

1. Minden n € w-ra AutE™(A) sird Aut(A)"-ben.

2. Age(A)-ra teljesil a Hrushovski-tulajdonsdg.
Bizonyitds.

1 = 2: Tegyiik fel, hogy az 1. pont teljesiil. Vesziink egy Ay € Age(A) struktuarat,
és legyenek pq, ..., p, az Ay 0Osszes parcialis izomorfizmusai. Az 1. pont miatt a
véges jellegli automorfizmusok stirtin vannak, ezért létezik egy olyan (g1, ..., g,) €

AutE™m(A), amely kiterjeszti az dsszes p;i-t. Legyen

a=40 U Op gl

a€Dom(p)
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2=1:

Ezek a palyak végesek, mert (g;...g,) véges jellegi, igy A; is véges.

Végiil legyen A; az A; altal feszitett részstruktira A-ban, és f; = g;|4, minden
i =1,...,n-re. Ekkor mindegyik f; automorfizmusa lesz A;-nek, mert mindegyik
gi-t a (g1...gn) csoport bizonyos palyainak uni6jara szoritottuk meg.
Azt szeretnénk beldtni, hogy minden n € w-ra Autl’™(A) stird. Legyenek py, ..., pn
véges parcialis izomorfizmusok A-n. Legyen

Ag = U(Dom(pi) U Ran(p;))-

i=1

Mivel p véges, ezért Ag is véges lesz.

Legyen Ay az Ay altal feszitett részstruktira, igy Ay € Age(.A). Mivel minden p;
parcialis izomorfizmusa Ag-nak, a 2. pont miatt létezik A; € Age(A) tgy, hogy
Ap része Aj-nek, és léteznek olyan fi1, ..., fn1 € Aut(A;) automorfizmusok, hogy

minden ¢ < n-re f;; kiterjeszti p;-t.

Soroljuk fel A elemeit: A = {ay : k € w}. Rekurzivan épitiink egy

((AWHfl,mJ "'7fn,m) tm e (,U)

sorozatot.

Ha (A, fim, s fom) adott mar, akkor legyen B az A-nak A,, U {a,,} altal fe-
szitett részstruktirdja. B-re alkalmazva a 2. pontot azt kapjuk, hogy van olyan
A1 € Age(A) €8 flmity s fams1 € Aut(A), hogy B (és igy A,,) részstruktura-
ja A, i1-nek, és mindegyik f; .1 kiterjeszti fi-t. Ezzel az ((Am, frm, - fam) :

m € w) sorozatot teljesen felépitettiik. Ekkor a kovetkezdk teljestilnek:

(a) A, < A1, minden f; 41 kiterjeszti fi,,-t, és A, € Age(A),
(b) fim € Aut(A,,) minden i-re,

(c) minden k < m-re a; € A,,.

Végiil legyen f; oo = U, ey fims ahol i =1, ...,n. Ekkor (b) és (c) miatt mindegyik

fi automorfizmusa lesz A-nak, és f; kiterjeszti p;-t (a) miatt.
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Az [l fejezetben megadunk majd példakat olyan ultrahomogén strukturakra, me-
lyekre a[3.4] Tétel ekvivalens feltételei teljesiilnek. A legfontosabb ilyen példa a Rado-
graf (megszamlalhato véletlen graf) lesz, ezzel a . fejezetben részletesebben is fogunk
foglalkozni.

A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy az alabbi struktuiaosztalyok Fraissé-lime-

szeire is teljesiilnek a[3.4] Tétel ekvivalens feltételei:
o Az Osszes véges grafokbol allo osztély,
e az Osszes véges haromszogmentes grafokbol allo osztaly,
e adott n € w-ra az Osszes véges n-uniform hipergrafokbol allo osztaly.

Tovabbi példakkal kapcsolatban az b fejezetre utalunk.
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4. Gyengén generikus automorfizmusok

Ebben a fejezetben elégséges feltételt adunk a [3.4, Tétel 1. pontjanak teljesiilésére.
Ennek a fejezetnek a fSeredményei a[d.4] és[d.6] Tételek bizonyitasainak rekonstrukei-

oja.
4.1. Definicié. f € "Aut(A) gyengén generikus, ha
1. Minden a € A-ra O (a) véges (azaz f € Autl'm(A)), és

2. f konjugéltosztélya siirt (azaz, abban az esetben, ha f = (fy, fi,..., f) akkor
{97 fog. 97 119, 97 fum19) 1 9 € Aut(A)} stirt " Aut(A)-ben).

4.2. Allitas. Legyen n € w tetszéleges. Ha van gyengén generikus automorfizmu-
soknak egy n-hosszt rendszere (azaz létezik f € "Aut(A) gyengén generikus), akkor

AutEm(A) stirt " Aut(A)-ben.

Bizonyitds. ([7]-beli 4.3 Lemmé&hoz tartozo bizonyitas alapjan.)

El6szor azt mutatjuk meg, hogy Aut’™(A) zart konjugalasra. Ehhez legyen f =
(fo, s fno1) € Autl™(A), és legyen g € Aut(A) tetszdleges. Ekkor minden i < n-re
és a € A-ra

g ' (fi(a)) =g~ " fig”(a),

ezért g izomorfizmus az (A, fo, ..., fa_1) ¢ (A, g7  fog, ..., g7 fn_1g) struktirak kozott.
Emiatt (g7 fog, ..., g fuo19) = g7 fg € AutE™(A) is teljesiil.

Legyen (fo, f1, .- fa_1) € Aut(A) gyengén generikus. A gyengén generikus au-
tomorfizmusok definicidja 1. pontja alapjan ekkor (fo, fi,..., fa_1) € Autl™(A). A
bizonyitas elsé bekezdése szerint Autl™(A) zart konjugélasra, tehét tartalmazza
(fo, f1, - fo1) konjugéltosztalyat, igy afd.1] Definicié 2. pontja miatt AutL™(A) stiri
is. [

Megjegyezziik, hogy az el6z6 allitasnal tobb is igaz. Adott a € A-ra legyen T),(a) =
{F € "Aut(A) : O (a) véges}. Figyeljiik meg, hogy T,,(a) nyilt részhalmaza " Aut(A)-
nak a kovetkez6k miatt: ha f = (fy, ..., fa_1) € Tp(a), akkor a gy = fO|O?(a)7-'-;
g1 C Ty(a). Ezért T,,(a) tetszéleges

f pontja belsé pontja T,,(a)-nak. Tovabba Autf™(A) = ,c4 Tn(a), ezért Autl™(A)

In—1 = fn71|07(a) valasztéassal f € Ngy X ... X N,

elsall " Aut(A) megszamlalhato sok nyilt részhalmazanak metszeteként.
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A 2.8 Tétel szerint az automorfizmusok metrikus terei teljesek, ezért alkalmaz-
hat6 rdjuk Baire kategoria-tétele. Mivel Autf™(A) Gs-halmaz (azaz megszamlalhato
sok nyilt halmaz metszete), ezért ha van gyengén generikus automorfizmus-sorozat
"Aut(A)-ban, akkor Autl™(A) nemcsak, hogy stirti, hanem 2. kategoridju is (azaz
komplementuma lefedheté megszamlalhato sok sehol sem stird halmazzal).

A fejezet tovabbi eredményeinek igazoldsahoz sziikségiink lesz a kovetkezd technikai

elkésziiletre.

4.3. Allitas. Legyen f parcialis izomorfizmus, g € Aut(A). Ekkor

g ' fg=1{lg7"(a),g7 (1)) : (a,) € f} = g7'[f].

Azaz, egy parcialis izomorfizmuson a g-vel térténd konjugalas tigy hat, mintha ¢=1-t
koordinatanként alkalmaznank a parcialis izomorfizmusnak megfelel§ 2-valtozos relaci-

ora.

Bizonyitds. Legyen f parcialis izomorfizmus, g € Aut(A), A az alaphalmaz. Ekkor a

mésodik 1épésben az a = g~1(c) helyettesitést alkalmazva, ahol ¢ € A:

9 ' fg={{a,g7" fg(a)) :a € A} =
{{g7(c),g " fag (c)) :ce A} =
{97 (), 97 f(0)) :c€e Ay = g'[f].

Most mar ratérhetiink a fejezet egyik {6 eredményére.

4.4. Tétel (2.6 Tétel [6]-ban). Legyen A megszamldalhato ultrahomogén struktira. Az

alabbi kettd dllitds ekvivalens eqymdssal:

1. Létezik n-hosszi f € " Aut(A), melynek konjugdltosztdlya siri.

2. Minden hY, hy, ..., h2_1 hl | parcidlis izomorfizmushoz létezik olyan g automor-
fizmus, hogy h U g[h}], ..., h%_, U g[hl_,] mindegyike parcidlis izomorfizmus.

Bizonyitds. ([6]-ban a 2.6 Tételhez tartozé bizonyitas alapjan.)
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1 = 2: Legyenek hg = (h),...,h% ) és hy = (b}, ...,hl ) az A véges parciélis izomorfiz-
musai. Mivel f = (fy, ..., fa_1) gyengén generikus, létezik go, g1 € Aut(A) tgy,
hogy minden 7 < n és j < 2 esetén gj_lfigj € N,;, azaz hg C gj_lfigj amibdl

kovetkezik gjhzgj_l C fi. Legyen g =gy og1. A . Allitas alapjan
97 figs =g\ f] 6 gihlgrt = gilhl],

ezért minden 7 < n esetén g[hﬂ = (go_1 o gh)[hﬂ - go_l[fi]-
Azaz hY U g[h}] C g5 '[fi] = 90" figo € Aut(A).

Vagyis minden i < n esetén hY U g[h}] is az A egy véges parcidlis izomorfizmusa,

azaz ¢ teljesiti a 2. pontot.

2 = 1: f-et parciélis izomorfizmusok lancainak uniojaval fogjuk felépiteni.

Ehhez el@szor is rogzitjiik n-t, és A elemeinek egy felsorolasat: A = {a,, : m € w}.
Tovébba legyen {p,, : m € w} olyan, hogy B,, = (Pom; s Pn—1.m) Véges parcialis
:m € w} felsorolja " Aut(.A)

izomorfizmus sorozat gy, hogy {Np,,, X ... X Ny, ..

Osszes elemi nyilt halmazat.
Legyenek foo = ... = fu_10 = 0 (azaz a schol sem értelmezett fiiggvények).
Ha fom, ..., fn—1,m adott mar, akkor fo,,+1,..., fn—1,m+1-ket az alabbi lépésekkel
allitjuk els:
(a) A 2. pont miatt van olyan g automorfizmus, hogy minden i < n esetén
glpim] U fi,m parcialis izomorfizmus. Legyen f; = g[pim] U fim-

(b) A ultrahomogenitasa (precizebben, az ultrahomogenitassal ekvivalens gyen-
ge homogenités) miatt 1étezik olyan f;', parciélis izomorfizmus, ami kiter-
jeszti fi ,-et agy, hogy a,, € Dom(f/,,) és a,, € Ran(f{,,).

Legyen fims1 = [ Ezzel a ((fom, ., fa—1m) : m € w) sorozatot teljesen
felépitettiik.
Utolso lépésként legyen f; = U,,c,, fim minden i-re.

Mivel parciélis izomorfizmusok uniéi parcialis izomorfizmusok, ezért minden i-re

fi is parcialis izomorfizmus lesz. S&t, a (b) pont miatt Ran(f;) = Dom(f;) = A,
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igy a kapott f;-k automorfizmusok is. Tovabba, az (a) pont alapjan teljesiil, hogy
f = {fo, ..., fu_1) konjugaltosztalya stirti. Ezzel belattuk, hogy ezek az fi-k eleget

tesznek az 1. pontnak.
]

4.5. Megjegyzés. Legyen K véges struktirak egy olyan osztalya, melyre teljesiilnek
a HEP, JEP és AP tulajdonsagok. Tovabba legyen A a K osztaly (1.7, Tétel miatt

létezs) Fraissé-limesze, és legyen
K,={(B,f): B e K,Dom(f), Ran(f) C B, f parcialis izomorfizmusa B-nek}.

Konnyd meggondolni, hogy a [1.4, Tétel 2. pontja az n = 1 speciélis esetben
ekvivalens azzal, hogy K, rendelkezik a JEP tulajdonsiggal. Ezért a [£.4 Tételt

kiegészithetjiik azzal, hogy a kovetkezé 2 allitas ekvivalens:

1. Van olyan f € Aut(A), melynek konjugaltosztalya stirt,

2. K, rendelkezik a JEP tulajdonsaggal.

A részletekkel kapcsolatban a [4]-beli 1.1 Tételre utalunk, de ezeket a részleteket
itt nem idézziik fel, mert a fenti . Tétel altalanosabb (a . Tételben n tetszdleges
lehet).

A[4] Tételhez hasonloan jellemezhets gyengén generikus automorfizmusok létezése

is. Kovetkezs célunk ennek bemutatasa.

4.6. Tétel. Legyen A megszamldalhato ultrahomogén struktira. Ekkor a kovetkezd kettd

allitas ekvivalens eqgymdssal:

1. Létezik n-hosszi f € Aut(A), mely gyengén generikus.

2. (a) Autl™(A) sird " Aut(A)-ban, és

(b) minden hY,h,.....;h2 1, hl | parcidlis izomorfizmushoz létezik olyan g auto-

morfizmus, hogy hdU g[h}], ..., hS_, U g[h}

» 1| mindegyike parcidlis izomorfiz-

mus.

Bizonyitds. Rogzitsik n € w értékét.
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1= 2: A[l.2] Allitas szerint 1.-b6l kovetkezik 2.(a). Tovébbd, afd.1} Definici6 értelmében

2= 1:

a gyengén generikus f konjugaltosztalya stird. Ezért a . Tétel miatt 2.(b) is

teljesiil.

Ennek igazolasa a[f.4] Tétel bizonyitasahoz hasonlo. Ugyantgy, mint a[4.4 Tétel
bizonyitasaban, f-et parcialis izomorfizmusok lancainak unioiként épithetjiik fel.
A4 Tétel bizonyitasdhoz képest azt az extra feltételt is garantalnunk kell, hogy
minden a € A-ra O 7 (a) véges maradjon. Ezt a 2.(a) feltétellel tudjuk biztositani.
Részletesebben, ugyantugy, mint a [{.4, Tétel 2 = 1 irdnyanak bizonyitasaban,
rogzitsik n € w-t. Legyen A = {a,, : m € w} az A elemeinek egy felsorolésa,
és legyen {p,, : m € w} olyan, hogy {Npym X ... X Ny, ,.m : m € w} felsorolja

" Aut(A) 6sszes elemi nyilt halmazat.

Legyen foo = ... = fu_10 = 0. Ha fom, ..., fo-1,m adott mar, akkor legyen f;,
ugyanaz, ami a [1.4] Tétel bizonyitasanak (a) pontjaban szerepel. A [1.4 Tétel

bizonyitdsanak (b) pontjaban f/ -et A ultrahomogenitasat hasznalva kaptunk.
Ehelyett most a 2.(a) pontot alkalmazva taldlunk olyan h = (hg, ..., h,_1) €

Aut}["(A)-t, hogy minden i < n-re f],, C h.

Legyen D = J,_,(Dom(f;,,) U Ran(f;,,)) U{a}, és legyen R = {Jycp O@(b).

<n

Ezek utan
(b’) minden i < n-re legyen f; 11 = hilg.

Mivel h € Autf™(A), ezért R véges, és mivel R a (h) bizonyos palydinak az
uni6ja, ezért mindegyik h; automorfizmusa az (A-ban) R altal feszitett rész-
strukturanak.

Végiil minden i < n-re legyen f; = |, ,c., fin- Ekkor (b’) miatt Dom(f;) =
Ran(f;) = A, ezért f; € Aut(A). Tovabba, ugyantgy, mint a[4.4] Tétel bizonyi-
tasaban, f konjugaltosztalya siri lesz.

Végiil megmutatjuk, hogy minden a € A-ra O (a) véges. Ez a kovetkezk miatt
van igy: ha a € A, akkor van olyan m € w, hogy a = a,,. A konstrukciénk
(b’) pontja szerint O (am) = O (am). Azonban h € Autl™(A), ezért O g (am)

véges.
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5. A Rado-graf

Al ésHl fejezetekben altalaban vizsgaltuk az ultrahomogén struktirakat. Ismeretes
(illetve kénnyen ellendrizhetd), hogy a kovetkezd véges strukturaosztalyok rendelkeznek

a HEP, JEP és AP tulajdonsagokkal:

o Az Osszes véges grafokbol allo K osztaly,
e az Osszes véges, haromszogmentes grafokbol allo K3 osztély,

e adott n-re az Oszes olyan véges grafokbol allo K, osztaly, melynek nincs n-cstcsu

teljes részgrafja,

e az Osszes véges L-tipusu struktiarakbol allo K osztaly, ahol az L hasonlosagi

tipusban véges sok (akarhany-valtozos) relacioszimbolum van,

e Adott d € w-ra az 6sszes véges d-uniform hipergrafokbol allo osztély.

(Az els6 pontban megadott K osztalyrol alabb, az . Allitasban ellendrizziik is,
hogy rendelkezik a HEP, JEP és AP tulajdonségokkal).

Az[1.7 Tétel szerint a fenti struktiuraosztalyok mindegyikének van Fraissé-limesze.
Ebben a fejezetben az els6 pontban megadott K¢ Fraissé-limeszét fogjuk megvizsgélni,
illetve erre alkalmazzuk majd a3 és[d fejezetekben igazolt eredményeket.

Kovetkezs célunk Hrushovski tételének (a Tétel) igazolasa, mely szerint Kg
rendelkezik a Hrushovski-tulajdonsaggal. Ennek a Tételnek sok bizonyitasa ismert,
mi egy rovid, Herwingt&l és Lascartdl szarmaz6 kombinatorikus bizonyitast fogunk

rekonstrualni. Ehhez néhany el6készits 1épésre lesz sziikségiink.

5.1. Definicié. Legyen X véges halmaz, és legyen n € w. Ekkor az (X, n)-hez tartozo
L(X,n) Lascar-graf az a graf, melynek csucshalmaza V = [X]" = {a C X : |a| = n}
az X n-elemd részhalmazai, és minden a,b € V-re L(X,n)-ben pontosan akkor van él

a és b kozott, haa#bésanb 0.
5.2. Definicié. Az L(X,n) Lascar-graf egy H = (V, F) részgrafja tiszta részgraf, ha
e minden z € X-re [{a € V:z €a}| <2, és

e minden a #b € V-re lanb| <1.
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5.3. Lemma (4.3 Lemma [2]-ben). Tetsz6leges véges G = (V, E) grathoz van olyan

véges X halmaz és n € w, hogy G izomorf L(X,n) egy tiszta részgrafjaval.

Bizonyitds. Legyen n a G cstcsai fokszaménak maximuma, de legalabb 2. Legyen X
olyan véges halmaz, hogy F C X, és | X| > n|V|. Azt allitjuk, hogy G izomorf L(X,n)
egy tiszta részgrafjaval.

Legyen f : V — E, f(a) = {e € E : a € e}. Vilagos, hogy n és a hozza képest
elegendden nagy X valasztasa miatt minden a € V-re |f(a)] < n és vanolyan h: V —
[X]™ (ahol [X]™ az X Osszes n-elemi részhalmazat jeloli), melyre minden a # b € V

esetén teljesiilnek:
1. f(a) C hla),

2. h(a) — f(a) C X — E,

3. (h(a) = f(a)) N (h(b) — f(b)) = 0.

Ekkor az alabbiak miatt h bedgyazza G-t L(X,n)-be. A 3. pont alapjan h injektiv.
Tovabba legyen a # b € V tetszéleges csticsparja G-nek.

Ha {a,b} éle G-nek, akkor f(a)Nf(b) € {a, b}, ezért az 1. pont miatt h(a)Nh(b) # 0,
igy (h(a),h(b)) éle L(X,n)-nek.

Ha {a, b} nem éle G-nek, akkor f(a)Nf(b) = 0, és ezért a 3. pont miatt h(a)Nh(b) =
0, tehat (h(a),h(b)) nem éle L(X,n)-nek sem.

Végiil megmutatjuk, hogy h értékkészlete L(X, n) egy tiszta részgrafjat fesziti. Tet-
sz6leges © € X-re, ha v = {a,b} € E, akkor {c € V : {a,b} € h(c)} C {a,b}, illetve,
haz € X — E, akkor {c € V : z € h(c)} a 3. pont miatt legfeljebb 1-elemi. Ezért z-et
h értékkészletének legfeljebb 2 eleme tartalmazhatja.

Tovabba, ha a # b € V, akkor h(a) N h(b) C {{a,b}}, ezért h(a) N h(b) legfeljebb
l-elemt. Tehat G h szerinti képe valoban tiszta részgrafja L(X,n)-nek. O

5.4. Tétel (Hrushovski tétele). Az dsszes véges grafbol allo Kg osztalyra teljesil a

Hrushovski tulajdonsdg.

Bizonyitds. ([2]-ben a 4.4 Lemmahoz tartozo bizonyitas alapjan.) Legyen G = (V, E)
tetsz6leges véges graf. Az el6z6[5.3] Lemma szerint van olyan véges X halmaz ésn € w,
melyre G izomorf L(X,n) egy tiszta részgrafjaval. Ezért feltehets: G tiszta részgrafja

L(X,n)-nek.
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Legyen f a G egy parciélis izomorfizmusa. Célunk f-et kiterjeszteni L(X,n) egy
automorfizmusava. Mivel L(X,n) tiszta részgrafjainak részgrafjai is tiszta részgrafjai
L(X,n)-nek, ezért Dom(f) és Ran(f) is tiszta részgrafjai L(X,n)-nek.

Most megadjuk az X halmaz egy o permutéciojat. Ha x € X és van olyan a # b €
V', hogy x € anb, akkor {a,b} € E, ezért {f(a), f(b)} € E, ezért f(a)N f(b) 1-elemi.
Ez az egyetlen elem legyen «(z). Ez jol definialt, mert G tisztasidga miatt nincs olyan
masik a’' £ b € V., melyre x € o’ NV teljesiilne.

Ezutan dgy terjessziik ki a-t, hogy minden a € V-re a bijekcid legyen az

{r€a:(VoeV —{a}):x &b}, és
{refla):(vbeV —A{a}):z ¢ f(b)}

halmazok kozott.
Végiil terjessziik ki a-t az X egy permutéciojava, és legyen o : L(X,n) — L(X,n),
a*(a) = {a(z) : © € a}. Konnyen ellendrizhets, hogy a* egy, az f-et kiterjesztd

automorfizmusa L(X,n)-nek. O

Megjegyezziik, hogy az fejezet elején felsorolt strukturaosztalyok mindegyike

rendelkezik a Hrushovski-tulajdonsaggal.
5.5. Allitas. K-re teljesiilnek a HEP, JEP és AP tulajdonsagok.

Bizonyitds. A HEP tulajdonsag nyilvanvalo, hiszen véges grafok részstrukturai is véges
grafok.

A JEP tulajdonsag belatasahoz tegytik fel, hogy G = (Vi, Ey), Go = (Va, Ey) € K.
G1-et és Gao-t alkalmas izomorf mésolataikra cserélve feltehets, hogy cstucshalmazaik
diszjunktak: V1NV, = 0. Legyen H = (V1UV4, E1UFE5) az a graf, melynek cstcshalmaza
Vi UV, és élhalmaza Fy U Ey. Vildgos, hogy H € Kg, és hogy V) illetve V5 identi-
tasfiiggvénye G1-nek illetve Go-nek H-ba valé beledgyazasa. Ezért a JEP tulajdonséag
valoban teljesiil Kqg-re.

Az AP tulajdonség igazolasahoz tegyiik fel, hogy Go = (Vi Ey), G1 = (Vi, Ey),Ge =
(Vo, Bs) € Kg és f : Gy — Gy, g : Gy — G beagyazasok. Az el6z6 bekezdéshez
hasonléan Ggy-t, Gi-et, G-t alkalmas izomorf masolataikra cserélve feltehets, hogy

VinVy, =V, és f illetve g a megfelels identitasfiiggvények. Mint el6bb, H most is
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legyen a H = (V1UV,, E1UE,) graf. Konnyd meggondolni, hogy H a G, G, G5 keresett
Kg-beli amalgamja (az idy, : Gy — H, illetve idy, : Go — H beéagyazasokkal). O

Az Allitas szerint a K osztély kielégiti az . Tétel feltételeit, ezért létezik a

Fraissé-limesze.

5.6. Definicid. Az sszes véges grafokbol allo K osztély (az . Tétel és az .

Allitas miatt létezs) Fraissé-limeszét Rado-grafnak nevezziik, és Gr-el jeloljiik.

Most a [3] és [ fejezetek eredményeit felhasznalva belatjuk a Rado-graf néhany

érdekes tulajdonsagat.

5.7. Tétel. A Rado-grdf automorfizmuscsoportjiban a véges jelleqi utomorfizmusok

halmaza sird. Precizebben, minden n € w-ra Autl™(Gg) strd Aut(Gg)"-ben.

Bizonyitds. Az[5.4] Tétel miatt Kg-re teljesiil a Hrushovski-tulajdonsag, ezért a [3.4]

Tétel miatt minden n € w-ra Autf™™(Gg) sirid Aut(Gr)™-ben. O

A kovetkezs tétel szerint véges jellegii automorfizmusok egy stirt halmazét egyetlen

konjugéltosztallyal is el6 lehet allitani.

5.8. Tétel. Tetszdlegesn € w-ra Aut(Gg)"-ben van gyengén generikus f = (fo, ..., fo_1)

elem.

Bizonyitds. Azt fogjuk megmutatni, hogy a Gr Rado-grafra teljesiil a [£.4] Tétel 2.
pontja. Az Tétel miatt Aut!™(Gr) minden n-re siirii Aut(Ggr)"-ben. Ezért elég
megmutatni a kovetkez6t:

Han € wés hd, b}, ...,h® | hl | véges parcidlis izomorfizmusai Gz-nek, akkor G-

nek van olyan g automorfizmusa, hogy
h8 U g[htl)]a e hgq U g[h;fl]

mindegyike parcialis izomorfizmusa G g-nek.
A konstrukcié azon az észrevételen alapul, hogy ha k°, k! olyan parcilis izomorfiz-
musai Gr-nek, hogy sem Dom(k°) és Dom(k') sem Ran(k®) és Ran(k') csticsai kozott

nem futnak élek, akor £° U k' is parcilis izomorfizmusa G z-nek.
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Legyen G az a véges részgrafja G r-nek, melynek alaphalmaza:

J(Dom(h?) U Ran(h)).

<n

Hasonl6an, legyen Gy az a véges részgrafja G r-nek, melynek alaphalmaza:

J(Dom(h}) U Ran(h})).
i<n

Legyen H a G és G grafok diszjunkt unidja. Ekkor H € Kg = Age(GR) miatt H
beagyazhato G r-be.

Figyeljiik meg, hogy Gy és Gy is bedgyazhaté H-ba, és H-ban Gy képének egyetlen
cstcsabol sem megy él G képének egyetlen csticsdba se. G ultrahomogenitédsa miatt
feltehets, hogy Gy részgrafja H-nak.

Szintén G ultrahomogenitasa miatt van olyan g € Aut(Ggr), mely Gi-et H-nak a

G1-el izomorf részgrafjaba viszi. Azonban, ekkor
h8 U g[h(l)]u iy hg—1 U g[hi—ﬂ

mindegyike parcialis izomorfizmusa H-nak (és igy Gr-nek is), mert H-ban Gy (képe)

és G képe kozott nincsenek élek. Ezzel belattuk, hogy
ho U glhgl, -..s iy U gy, ]

mindegyike parcialis izomorfizmusa G g-nek, ezért a[L.6] Tétel miatt készen vagyunk.

]

Megjegyezziik tovabba, hogy az 5.8 Tétel tobb modon is élesithets. Az egyik ilyen
irdny a Allitas utani megjegyzésen alapul: az [5.8l Tételben szerepld gyengén
generikus (fo, ..., fn_1) konjugaltosztalya nemcsak strd, hanem 2. kategériaju is. A

masik erdsitési lehetéséggel kapesolatban a[6] fejezetre utalunk.
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6. A koherens Hrushovski-tulajdonsag

Az [5.7 Tételben lattuk, hogy a Rado-graf automofizmus-csoportjaban a véges jelle-
gii automorfizmusok halmaza stirf. Precizebben: minden n € w-ra Autf™(Gg) stird
Aut(GRr)™-ben. Ez azt jelenti, hogy Aut(Gr)"™ minden elemi nyilt részhalmazaban van

olyan f = (fo, ..., fa_1), hogy minden a € A-ra O, ;. ,y(a) véges, azaz
Va € A:|Oyy,..5. 1 (a)] < w.

Ennél valojaban tobb is igaz: Aut(G )™ minden elemi nyilt halmazaban olyan f =
(fo, ., fa—1) is van, hogy az f szerinti palyak mérete egy kozos hatar alatt maradnak,

azaz Va € A : Oy, 5 (a)] < w igy élesithets:
(%) van olyan k € w, hogy minden a € A-ra: |O,. . 1. 1)(a)| < k.

Ezt [I]-ben ugy lattak be, hogy igazoljak: Aut(Gg)-nek van olyan stri H részcso-
portja, melynek végesen generalt részcsoportjai végesek maradnak (azaz H lokalisan
véges).

Megjegyezziik, hogy a stirt, lokdlisan véges részcsoport 1étezése a Hrushovski-tulaj-
donsag egy erdsebb, "koherens" valtozataval all kapcsolatban. A részletekkel kapcso-
latban [8]-ra utalunk.

A szakdolgozat lezarasaként ebbdl a vizsgalati iranybol annyit mutatunk be, hogy

megadjuk a (x) feltétel egy ekvivalens alakjat.
6.1. Allitas. Ha f € "Aut(A), akkor ekvivalensek a kovetkezok:

L. (f) véges.

2. Létezik olyan N szédm, hogy minden a € A esetén |O 7 (a)| < N.
Bizonyitds. ([8]-beli 2.3 Megjegyzés alapjan.)

1 = 2: Legyen N a generalt csoport mérete: N = [(f)].

Mivel tetszbleges a € A-ra OF(a) = {f(a) : g € (f)}, és mivel véges sok
csoportelem van, ezért a-t csak véges sok (legfeljebb N darab) helyre tudjuk

vinni.
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2 = 1: Feltessziik, hogy a pélyak mérete kdzos korlat alatt marad.

Legyen X C A palyak unidja, és ¢ : (f) — Sym(X) a kovetkezé fiiggvény: a
csoport minden g elemét megszoritjuk X-re, azaz: p(g) = g|x. Ekkor ¢ egy

csoporthomomorfizmus lesz.

Ha egy elegendSen nagy, de véges X-et vesziink, akkor ez a homomorfizmus
egy beédgyazés lesz. Hogy tudjuk tgy valasztani az X-et, hogy az tényleg egy
bedgyazas legyen? A pélydkon definidlunk egy ekvivalenciarelaciot: két pélya
akkor ekvivalens, ha az altaluk feszitett részstrukturak izomorfak, és a palyakon

f pontonként ugyanugy hat.

Részletesebben, ha X és Y pélyak, akkor X és Y ekvivalens, ha a (B, g[x) ) €8
(C. gly) e struktirdk izomorfak, ahol Billetve C az A struktira X altal, illetve

Y altal feszitett részstrukturai.

Ha minden palya legfeljebb N elemt, akkor csak véges sok ekvivalenciaosztaly
van, mert egy N elemi struktura csak véges sokféle lehet izomorfia erejéig, és
ezen egy csoport szintén csak véges sokféle modon hathat. X-et valasszuk gy,

hogy az el6bbi ekvivalenciarelacionak egy reprezentans rendszere unidjat vessziik.

Ebben az esetben ¢ nem csak egy homomorfizmus lesz, hanem beédgyazas is.
Ekkor a generalt csoportot egy véges halmaz permutécionak csoportjaba agyaztuk

be, tehat a generalt csoport véges.
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Nyilatkozat

Alulirott Rigé Petra nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran MI alapu

eszkozoket nem alkalmaztam.
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