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1. Bevezetés

Vacsoravendégséget szerveziink hat ember szaméara. Megérkeznek mindannyian a helyszinre, de
méar ez a talalkozéas el6tt bizton allithatjuk, hogy az altalunk Gsszevéalogatott tarsasagbol ki
tudunk valasztani harom embert gy, hogy 6k mind a harman kolcsondsen ismerik egymast,
vagy épp ugy, hogy mindharman teljesen idegenek egymas szamara.

Ezt az allitast nem csak azért fogalmazhatjuk meg, mert rendkiviil iigyes moédon valogatjuk
meg a tarsasdgunkat, hanem egy altalanos érvényd matematikai igazsag htizodik meg mogotte,
amit ebben az egyszerii esetben tgy is megfogalmazhatnank, hogy a (3,3) Ramsey-szam nem
nagyobb, mint hat.

Frank Plumpton Ramsey brit filozofus, kozgazdéasz és matematikus 1928-ban publikalta
"On a problem of a Formal Logic" cimi dolgozatat, mely probléma a ’30-as évektdl kezdve
grafelméleti kontost is kapott Erdds Pal és Szekeres Gyorgy kozremiikodésének koszonhetSen.

Ebben a dolgozatban szeretnénk megismerkedni a Ramsey-tipusti problémak alapjaival,
amikor két szinnel szinezett éleken vizsgéljuk klikkeknek a jelenlétét, de az alapproblémakon
torténik, amikor klikkek helyett egyszint korok, vagy mas egyszeri strukturaju grafok létezésére

szeretnénk garanciat kapni tetszéleges élszinezés mellett.



2. Alapok

Emberek kozotti ismertséget konnyen reprezentalhatunk grafokkal. Minden egyes ember megfe-
leltethets a graf egy cstcsanak. Amennyiben két ember ismeri egymast, a grathoz vegyiik hozza
az 6ket reprezentald két cstcsot 6sszekots élt.

Itt jegyezziik meg, hogy (a mi leegyszertsitett modelliinkben) két ember kozott két féle kap-
csolat lehetséges: vagy ismerik egymaést, vagy pedig nem ismerik egymaéast (mivel az egyiranyu
ismertségeket kizarjuk). Ennek megfelelGen egy masik fajta reprezentacioval is dolgozhatunk.
Ha n embernek az ismertségi grafjat szeretnénk elkésziteni, akkor tegyiik ezt a kdvetkezSképpen:
Vegytink egy n csicsu teljes grafot (klikket), és szinezziik annak éleit két féle szinnel. Kékkel,
amennyiben a két cstcsa altal reprezentalt ember ismeri egymast, pirossal pedig akkor, ha nem
ismerik egymast.

Ekkor a bevezetében hallott allitast megfogalmazhatjuk igy:

2.0.1. allitas. Egy 6 csicsi teljes grafban (ahol minden csics kozott van €l) tetszdleges (piros

és kék szinnel vald) élszinezés esetén taldlunk piros vagy kék hdromsziget.

Ennek az allitasnak a bizonyitasdban a Dirichlet-féle skatulyaelv lesz segitségiinkre:

Bizonyitds. Vélasszuk ki az egyik csiicsot a grafbol. Ebbdl 5 él indul. A skatulyaelv szerint, ha
két szinnel szinezziik ezt az 6t élt, akkor lesz olyan szin, amellyel legaldbb harom élt szineztiink
ki.

Szimmetriaokokbdl feltehetjiik, hogy ez a szin a kék.

Most tekintsiink harom olyan cstcsot, amelybe a kitiintetett csticsunkbol kék él fut.

Ha megvizsgaljuk az ezek kozotti élek szinét, lathatjuk, hogy az nem lehet kék, mert akkor
megjelenne egy kék haromszog ezen két cstcs, illetve az els6 korben kitiintetett csticsunk altal
kifeszitve.

Azonban, ha mind a harom éliinket pirossal szinezziik (mivel kékkel nem lehet), akkor piros

haromszog jelenik meg az élszinezésiinkben. O

Vajon ugyanezt Ks-ben is megtehetnénk?
Jol lathato, hogy a skatulyaelvbél nem kovetkezik, hogy egy cstics lefogjon harom azonos
szind élt, hiszen itt egy-egy csticsnak csak 4 szomszédja van, ezért egy csiicsbol induldan csak

annyit tudunk biztosan, hogy lesz két él, amely ugyanolyan szint.

2.0.2. allitas. A K élszinezhetd olyan mddon két szinnel (pirossal vagy kékkel), hogy ne legyen

benne se kék, se piros hdromszog.

Bizonyitds. Az el6z6 bizonyitasban latottak alapjan tudjuk, hogy ha lenne olyan csticsunk,

amibdl harom ugyanolyan szint él indul ki, akkor sziikségszertien megjelenne egyszini (vagy
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szakszeriibb kifejezéssel élve: monokromatikus) haromszog. Emiatt minden cstcsbol két-két
piros és kék élnek kell futnia.

Az els6 cstucsbol induld élek szinezésekor szimmetria és a grafok izomorfidja miatt mindegy,
hogy pontosan melyik két él lesz piros, illetve kék.

Ezt kovetGen egy valasztasunk van, hogy hogyan szinezziik a grafot, onnantol kezdve minden
¢l a helyére kell, hogy keriiljon, igy megkapjuk a kdvetkezd szinezést, amiben valéban nincs se

kék, se piros hdromszog:

2.1. Definiciék és alapfogalmak

A bevezets két allitasban mar lattuk, hogy grafos eszkozokkel lehet jol értelmezni ezt a prob-
lémakort, és alkalmas bizonyitasokat adni a megfogalmazott allitasokhoz.

Emiatt szeretnénk precizebben meghatérozni ezeket a grafelméleti fogalmakat.

2.1.1. definicio. Legyen V # () alaphalmaz, E = {{u,v} | u,v € Viu # v} V kételemd
részhalmazainak a részhalmaza.
Ekkor azt mondjuk, hogy G = (V, E) (iranyitatlan) egyszerd graf, ahol V' a cstucsok, F pedig

az élek halmaza.

2.1.2. megjegyzés. E elemeire pedig a kovetkezd egyszerid jeloléssel hivatkozhatunk:

Amennyiben u,v € V, wv = vu = {u,v} € E.

2.1.3. definicio. G; = (W4, E1) és Gy = (Va, Ey) grafok izomorfak, amennyiben van olyan
f: Vi — V4 bijekeio, amire teljesiil, hogy uv € By <= f(u)f(v) € Es.
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2.1.4. definici6. Teljes grafnak vagy klikknek nevezziik azt a grafot, ahol minden csticspar él.
G = (V,E) ahol £ = {{u,v} | Yu,v € V,u # v}
Jel: K}, ahol k = |V|

2.1.5. definicié. G = (V, E) graf komplementerének hiviuk a G = (V, E) grafot, ahol E =
{{u,v} | Vu,v € Vu # v} \ E.

2.1.6. definici6é. G’ = (V', E') grafot G = (V, E) részgrafjanak nevezziik, amennyiben V' C V|
E' C E, tovabba Ve € E' : e NV’ = e (vagyis minden él a részgrafban két V’-beli csics kozott
fut, azaz (V', E') par valoban graf).

2.1.7. megjegyzés. Gyakran, amikor a graf egy részgrafjanak csiicshalmazara hivatkozunk, akkor

V' helyett, kontextusba ill6en csupan G’-t irunk.

2.1.8. definicio. G = (V, E) graf m-élszinezésének neveziink egy ¢ : E — {1,2,...,m}
fiiggvényt.

2.1.9. megjegyzés. m = 2 vagy 3 esetén hagyoményosan az élszinezd fiiggvény a {piros, kék},
illetve {piros, kék, z6ld} halmazokba képez.
Ilyen esetben hivatkozhatunk tugy egy élre, hogy az piros, kék vagy zold.

2.1.10. definici6é. Ha van egy élszinezésiink, monokromatikus (azaz azonos szint) élek halma-
zanak nevezziik az élek azon részhalmazait, amelyre igaz, hogy minden él ugyanolyan szind.

Az Osszes piros, kék, illetve i-edik szint tartalmazoé élhalmazokat E,, Ey, E;-vel jeloljiik.

2.1.11. definici6é. Ennek megfelelen tudunk beszélni monokromatikus részgrafrol is:

G’ = (V', E') monokromatikus részgraf, amennyiben részgraf és E/ monokromatikus élhalmaz.
Definialhatjuk tovabba specialis osztalyait a grafoknak, tobbek kozott koroket, utakat és fakat.

2.1.12. definicié. G = (V, E) grafot utnak nevezziik, ha van vyvyv3...v, permutécidja a csi-
csoknak, hogy viv; € E <= j=ix1,1<14,5<n.

Jel: P, (amennyiben az ut n cstucsbol n — 1 élbdl all).

Az ut hosszat ilyenkor az 6t alkoto6 élek szama hatarozza meg.

Beszéliink azonban két cstcs kozotti utakrol is:

U103 . . . Uy, sorozata a csicsoknak at vy és vy kozott, ha i # j esetén v; # v, és Vi <k —1:

Vvl € B

2.1.13. definicio. G = (V, E) grafot kornek nevezziik, ha barmely (egyetlen) élét elvéve utat
alkot.

Jel: Cly|

(v1, 9,03, ..., U, Upy1) cstcsok sorozataval hivatkozhatunk k hosszu korokre, amennyiben
V1UV3 . . Vg b, Vg = vy, és vpvy € E

k = 3 esetén haromszogrol, k = 4 esetén négyszogrél, egyébként pedig k-korrsl beszélhetiink.
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2.1.14. megjegyzés. Gyakran egy k csticsu korre tényleg gy hivatkozunk, hogy a cstcsok inde-
xelését sorba rendezziik olyan modon, hogy (vy, v, vs, . . ., vk, v1) kort alkosson.

[lyenkor mondhatjuk azt, hogy az indexeket Zj-belinek tekintjiik, ahol hagyomanyosan Z; =
{0,1,2,...k — 1} a k maradékosztéalyok additiv csoportjat jeloli, azaz az Gsszeadast k-val valo
maradékos Osszeadasnak tekintjiik, de O-t rendre helyettesithetjiik k-val a jobban olvashatoséag

kedvéért.

2.1.15. definicio. G = (V, E) grafot fanak nevezziik, amennyiben &sszefiiggd, és nincs benne
kor.
Egy n = |V| csucsu fat T),-el jeloliink, de fontos megjegyezniink, hogy ezek nem feltétleniil

izomorfak.

2.1.16. definicié. Azt mondjuk, hogy G = (V, E)) paros graf, ha létezik olyan Vi, V, particioja
V-nek, hogy minden él egy Vj-beli és egy Va-beli csticsot kot Ossze, azaz Ve € E : |eNV;| =
len Vs = 1.

Ekkor G = (V4, Vi, E)-ként is hivatkozhatunk erre a grafra.

2.1.17. definici6. G = (Vi, Vs, E) paros graf teljes, ha Vu € ViVo € Vo : uwv € E.

|Vi| = n és |Va| = m esetén a teljes paros grafot K, ,,-el jeloljik.

2.1.18. definici6. A graf egy cstucsanak fokdnak nevezziik azt, hogy mennyi él illeszkedik az
adott csucsra.
Jel: d(v) = [{e€ E | v € e}

2.1.19. definicié. Egy cstics szinezett foka az a szam, hogy hany adott szind él illeszkedik a
csucsra.

Jel: d,(v), di(v), di(v)

2.2. Alapveté Ramsey tételek

Ahogy a bevezetében lathattuk 6 cstuicsi az a legkisebb teljes gréaf, ahol barmely 2-élszinezésében
talalunk egy piros vagy kék szinid részgrafban haromszoget.

Felvetsdik a kérdés: Hogyan tudjuk ezt a feladatot altalanositani?

Az alapfeladatban haromszogrél beszéltiink, de a hdromszog valojaban egy harom csiicsu teljes
graf (azaz K3).

Tehat azt szeretnénk tudni, hogy létezik-e barmely £ > 3 természetes szamhoz egy olyan n,

hogy K, tetszéleges 2-élszinezésében van vagy piros vagy kék rész K graf.

2.2.1. allitas. Ha eqy adott k > 3-hoz létezik a fenti feltételnek megfeleld n szam, akkor létezik
eqy legkisebb ilyen ng, hogy Ym > ng-ra is teljesil a feltétel, de Ym < mng-ra van olyan 2-

élszinezés az m méretd klikkben, hogy nincs se piros, se kék Ky részgraf azon szinezés mellett.
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2.2.2. definici6. Amennyiben létezik ilyen ny szam, azt a k-adik Ramsey-szamnak nevezziik.
Jel: R(k) = ng

Ezzel az alapfeladat altalanositasanak elsd 1épését megtettiik, de nagyon gyorsan, és nagyon
természetesen fedezhetiink fel tovabbi altalanositasait a probléméanak, emiatt is hivatkozhatunk

Ramsey-problémakorként mindezekre a problémékra:
e Mi torténik akkor, ha nem csak két szinnel szineznénk a teljes grafot, hanem r db szinnel?

e Lehet-e, hogy nem mindenképp ugyanakkora méretii klikkeket szeretnénk talalni valame-
lyik szind részgrafbol, hanem a megfelel§ szinekhez més mas méretd részklikk létezését

vizsgalnank?

e Vizsgilhatunk-e mast, mint klikkek jelenlétét, példaul kordket — ami dolgozatunkban
nagyobb szerepet is kap majd —, vagy esetleg utakat, fakat, vagy egyéb struktiralis szem-

pontok alapjan csoportosithatd grafokat?
e Halmazelméleti oldalrél hogyan kozelithetjiik meg mindezt?

Ezek mind olyan kérdések, amelyek természetesen bontakoztak ki, el6bb a ’30-as években,
aztan a '70-es években, de még a mai napig is sziiletnek wjabb eredmények (v6. Erdés-Burr

sejtés igazoléasa)

2.2.3. definicié. Ramsey-szam:

R(k,1): A legkisebb klikk mérete, amelynek barmely 2-élszinezésében talalhato piros k& méretd
klikk, vagy kék [ méretd klikk.

R(ky, ko, ...ky): A legkisebb klikk mérete, amelynek barmely (m > 2) m-élszinezéshez létezik

olyan 7, hogy van benne k; méret ¢ szinid klikk.

Ezt a két definiciot tekintjiik a klasszikus eseteknek, ezért miel6tt tovabb 1épnénk a kiilonbo-
z6 altalanositasokra, tekintsiink ra arra, hogy milyen eredmények sziilettek ezen Ramsey-szamok
kapcsan.

Ramsey tétele, akir6l az egész problamakor a nevét kapta, mindossze ennyit mond Kki:
2.2.4. tétel (Ramsey, 1928). R(ky, ko, ...ky,) véges.

O eredetileg magat a kérdést nem is grafelméleti alapon, hanem inkabb halmazelméleti-
logikai struktirakkal kozelitette meg. Itt arr6l, hogy mi a pontos hatar, azt nem mondjuk ki,
de az biztos, hogy van hatar. Amolyan altalanositott skatulyaelvként is tekinthetiink ra.

A ’30-as években, amikor Erdgs Palék elkezdtek foglalkozni a kérdéssel egy geometriai-
kombinatorika feladat miatt, akkor adta magat, hogy grafon keresztiil vizsgéljak a problémat,

és igy meg tudtak hatarozni egy jol definidlhato fels§ korlatot:

2.2.5. tétel (Erdds-Szekeres, 1935 [1]). R(k,1) < (/7%
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Mindez azért mtikodhet, mert a Ramsey-szamok a binomialis egyiitthatokhoz hasonlé tu-

lajdonsaggal rendelkeznek:
2.2.6. lemma. R(k,l) < R(k—1,1)+ R(k,l—1)—1

Természetesen lathatod, hogy ez nem éles, mar elég kicsi eseteknél, rogton az R(3,4)-nél
elveszti az élességét a fels§ becslés.

Becsiilhetjiik azonban még durvabban is, exponenciélis moédon, cserébe igy jobban tudunk
beszélni a Ramsey-szam aszimptotikajarol. Kihasznalva, hogy a Pascal-haromszog n. soranak
Osszege 2", konnyen megkaphatod a kovetkezs fels hatar a diagonéalis (azaz k = [) esetben,

szintén Erdds és Szekeres nyomaban:
2.2.7. tétel. R(k, k) = R(k) < 4*

2.2.8. megjegyzés. Konstans szorzdval konnyedén lehet még farigesalni ezen a becslésen, de ennél
erGsebb javitasokat is sikeriilt elérni az évek folyaman.

Az exponencialis hatar alapjat azonban egészen a mult évig nem sikeriilt 4-r6l lecsokkenteni.
Egy 2023-as cikk (preprint)[3] szerz6i Campos, Griffith, Morris és Sahasrabudhe azonban azt
allitjak, hogy létezik olyan pozitiv konstans (> Els)ﬂ amivel ez csokkenthets, azaz elég nagy k
esetén:

1
de > — 4 —¢g)k
e > 128>0’ R(k) < ( £)

2.2.9. megjeqyzés. Fzt az aszimptotikus becslést még nagyobb mértékben sikeriilt javitani egy

évvel késébb, 2024-ben, de ez az eredmény sem jelent meg még folydiratban:
R(k) < 3,8 k)]

Ezek a fels§ hatarok akkor is érdekesek lennének szamunkra, ha minden (k,[) parra ismernénk
R értékét, mivel egy jol definidlhato fliggvénnyel becsiiljiik, de a valosagban még ennél is hasz-
nosabb, ugyanis 2-élszinezés esetében a mai napig bezardlag mindossze kilenc 3 < k <[ esetén
tudjuk R pontos értékét.

Az alabbi tablazatban lathatoak azok a Ramsey szamok félkovérrel szedve, amelyek pon-
tosan meg vannak hatarozva, a tobbi értékhez pedig a jelenleg kozismert legjobb (vagy kozel

legjobb) also-fels§ hatarok kertiltek, a teljesség igénye nélkiil.[5]

NI |3 4 5 6 7 8 9 10
3 |6 9 14 18 23 28 36 40-42
4 18 25 36-41 49-61 56-84  73-115  92-149
5 43-49 5887  80-143 101-216 126-316 144-442
6 102-165 113-298 132-495 169-780 179-1171
7 205-540

Ahogy lathatjuk, tobbek kozott mar R(5) meghatarozasa is nehézséget okoz. Ehhez kapcso-
lodik Erdés Pél egy hires mondasa:



JKépzeljik el, hogy az embernél sokkal hatalmasabb idegen faj landol a Foldon, és az R(5, 5)
értékét kovetelik, vagy elpusztitjdk a bolygot. Ebben az esetben hadra kéne fognunk minden
szamitogépet és matematikust, hogy megtalaljuk az értéket. De tegyiik fel, hogy ehelyett az
R(6, 6) értékére kivancsiak; ebben az esetben minden erénkkel meg kéne probalnunk legy6zni
sket.” [

Mindez azért van, mert méar onmagaban az, hogy eldontsiik egy n cstcst grafrol, hogy
van-e benne k méretd klikk, az NP-teljes feladat, ami azt jelenti — anélkiil, hogy mélyebben
belemennénk a szamitdstudomany tételeibe és definicidiba —, hogy amennyiben ismernénk ra
polinom idejii (azaz gyorsan futd) algoritmust, ami megoldja ezt a feladatot, akkor szamos
masik bonyolult feladathoz is talalhatnank olyan algoritmust, ami szintén ilyen gyorsan futna.
Ez 6nmagaban nem jelenti azt, hogy lehetetlen ilyen algoritmust talalni, de az elmult jo par
évtizedben nem sikeriilt ez soha senkinek, és amennyiben sikeriilne, az magaval hordozné azt,
hogy Osszeomlik rengeteg olyan rendszer, ami a titkositasoknél hasznélja ki pont azt, hogy
vannak olyan bonyolult feladatok, amik algoritmikusan belathat6 idén beliil nem megoldhatoak
(legalabbis jelen &llas szerint).

Emiatt valik valoban érdekes kérdéssé szamunkra, hogyha nem tudjuk meghatarozni a pon-

tos értékeket, akkor milyen altaldnos érvényt hatdrokat mondhatunk, feliilrél, valamint alulrol?

k

2.2.10. tétel (Erdss, 1947 [2]). R(k) > 2%

Erdss ezt a tételt az eredeti bizonyitasaban még nem az altala kidolgozott "véletlen mod-
szerrel" bizonyitotta, de kés6bb ez is elterjedt megoldésa lett ennek a feladatnak, ami ebben az
esetben azt jelenti, hogy egy véletlenszertien 2-élszinezett 22 méret klikkben pozitiv a valdszi-
ntisége, hogy talalunk piros vagy kék Kj-t.

Fontos megjegyezniink, hogy nem csak az R(k) szamokra — amelyeket hivhatunk diagonélis
Ramsey-szamoknak is — sikeriilt ilyenfajta korlatokat meghatarozni, hanem a diagonalison kiviil
es6 R(k,l) szamokra is, olyan modon, hogy k-t rogzitettnek tekintjiik, l-el pedig tartunk a

végtelenbe.

2.2.11. tétel (Shearer, 1991 [7] / Bohman-Keevash, 2020 [9] / Fiz Pontiveros-Griffiths-Morris,
2021 [10]).

1 12 12
(3o gy < RO < 4+

2.2.12. tétel (Li-Rousseau-Zang, 2001 [§]/ Mattheus-Verstraete, 2024 [11]).

< R(4,1) < (1 4 o(1))

log*(l)

ahol ¢ alkalmas pozitiv konstans.

log*(1)’

1Ezt az idézetet fellelhetjiik tobbek kozott ebben a tudoményos ismeretterjeszts konyvben:

Bruce Schechter: Agyam nyitva alll Erdés Pal matematikai utazasai



2.2.13. megjegyzés. R(4,1) alsé becslésére Erdgs Pal 1990-ben fogalmazta meg azt a sejtést,

hogy van olyan c¢q, co konstans, hogy R(4,1) > C1ﬁ, aminek bizonyitasaért 250$-os dijat

ajanlott fel. Ezt sikeriilt Mattheusnak és Verstraetenek belatniuk ¢y = 4-re 2024-ben.

2.2.14. tétel (Ajtai-Komlos-Szemerédi, 1980[6] / Bohman-Keevash, 2020). Ha k réogzitett, | >
k, akkor

l% lk—l
c1 (k) (log(l))%—ﬁ < R(k,1) < co(k) (log(1))F2



3. Kor-Ramsey-szamok

A Ramsey tétel hagyomanyos problémafelvetése teljes grafokrol szolt, azonban természetesen
adodott a kérdés, hogy klikkek helyett tekinthetiink-e mas grafokat, példaul kércket.

3.0.1. definici6é. Kor-Ramsey-szam:
C(k,1): A legkisebb klikk mérete, amelynek barmely 2-élszinezésében talalhato piros k hosszi
kor, vagy kék [ hosszi kor.

Lenne lehetdségiink a sima Ramsey-szamokhoz hasonléan tobb szinre is vizsgalni a kor-Ramsey-

szamokat, de ebben a dolgozatban két szinre szoritkozunk.
3.0.2. allitas. C(k, 1) = C(l, k)

Mivel C(k,l) szimmetrikus, gyakran konnyebb tgy hivatkozni ra, hogy a kisebbik index
szerepel az elsé helyen.

Mi torténik akkor, ha megvizsgaljuk C'(k,[) értékeit?
3.0.3. allitas. C'(3,3) = R(3,3) =6, hiszen C3 = K3
3.0.4. allitas. C(k,1) < R(k,1)

Az is teljesen vilagos, hogy C'(k, ) nem lehet nagyobb R(k,[)-nél, hiszen egy k méreti teljes
graf mindig tartalmaz k& hosszu kort.
Tovabba ebben a dolgozatban latni fogjuk, hogy a kor-Ramsey-szamok sokkal egzaktabbul

meghatarozhatoak, de ehhez alulrél kell kezdeniink az épitkezést.
3.0.5. allitas. C'(4,4) =6

Bizonyitds. R(3,3) > 5 bizonyitasahoz adott grafszinezés megadhatd C(4,4) > 5 belatasahoz
is tandnak.

Tekintstink tehat egy hat csucsu grafot. Azt szeretnénk megmutatni, hogy ebben lesz minden
szinezés esetén vagy piros vagy kék 4-kor.

Mivel C(3,3) = 6, biztosak lehetiink benne, hogy van minden élszinezésben piros vagy kék
haromszog.

Szimmetria miatt feltehetjiik, hogy piros szinti haromszog (ABC') van az élszinezésiinkben.

Két esetet vizsgaljunk meg:
1. A, B, C kozil van olyan csucs, aminek kék foka 3.
2. A, B, C cstcsok mindegyikének piros kifoka legalabb harom.
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Az alabbi abréan a két sorban e két esetet vizsgaltam végig, ahol az els§ opciot leszamitva
minden egyes él megszinezése ,kényszeritett moédon” tértént, azaz ha valamely élet mas szintire

szineztiik volna, akkor valamely feltétellel id6 eltt ellentmondésba keriiltiink volna:

A bizonyités teljes végiggondolasat innen az olvasora bizzuk, de lathato, hogy mindkét eset-
ben eljutottunk egy olyan élig, amelynek a nem pirosra-szinezhetGsége egy kék Cy megjelenését

eredményezte a szinezésiinkben, C'(4,4) < 6 valoban teljesiil. O]

3.1. C(3, n)

Altalanosabb képlet gyartasahoz vizsgaljuk meg elébb azt az esetet, ha C fiiggvény egyik val-
tozojat lerogzitjiik. Mit mondhatunk el C'(3,.)-r617

3.1.1. tétel (Chartrand-Schuster, 1971 [12]). C(3,n) =2n —1, han >4

Bizonyitds. 1. 1épés: C(3,n) > 2n — 2
Olyan szinezést keresiink, amiben nincs piros haromszog, se kék C,.
Ehhez vegyiink egy piros élekbdl allo K,,_;,_1-et, ennek a komplementerét pedig szinezziik
kékkel.
Lathato, hogy ekkor valéban nincs piros haromszogiink a szinezésben, mert egy paros graf élei
csak paros hosszu kort tudnak alkotni.
A kék élek pedig két fiiggetlen K,_q-et alkotnak ebben a szinezésben, amiben valoban nincs n
hossza kor.

2. 1épés: C(3,n) <2n—1
Ezt teljes indukcioval fogjuk belatni:
Elgszor is latnunk kell, hogy C(3,4) <7
Probaljunk meg kiszinezni egy 7 cstucsu teljes graf éleit tgy, hogy ne legyen benne se piros
haromszog, se kék négyszog. Mivel C(4,4) = 6, és 7 csucsu grafot akarunk kiszinezni kék
négyszog-mentesen, emiatt biztosak lehetiink abban, hogy lesz egy piros négyszog a szine-
zésiinkben. Tegyitik fel, hogy A, B,C, D csticsok feszitik ezt a négyzetet, olyan modon, hogy
AB,BC,CD,DA € E,. Ekkor AC' és BD € Ej, kiilonben ezen négy csucs altal alkotott rész-

grafban is lenne piros haromszog. Most tekintsiink egy A, B, C, D-t6l kiilonb6z6 cstcsokat.
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Ekkor azt allitjuk, hogy ezek egyikébdl mennie kell piros élnek az A, B, C, D cstcsok egyikébe,
ha el szeretnénk keriilni, hogy kék négyszoget talaljunk a szinezésben:

Indirekt tegyiik fel, hogy mégis, hogy {F, F, G} és {A, B, C, D} csucshalmazok kozott futé min-
den ¢l kék, azaz egy kéken szinezett K3 4-et alkotnak, aminek K5 része, ami pedig izomorf egy
Cy-el.

Tehat valoban sziikséges, hogy ezen élek kozott legyen olyan is, ami pirossal van szinezve.

Szimmetria miatt tekinthetjiik gy, hogy az F'C' él piros, ahogy az aldbbi abrén is mutatjuk.

Ekkor trividlisan adodik, hogy DF' és BF' éleket kékkel kell szinezniink, hiszen ha pirosak
lennének, akkor sorra DF'C' illetve BFC' piros haromszog lenne.

Ha most tekintjiik tovabba C' cstics szinezett fokszamat, lathatjuk, hogy d,(C) = 3.

Vajon C-bél mehet még ki piros é1?

Azt allitjuk, hogy nem mehet, mivel ha barmely v cstcsra d,(v) > 4, akkor biztosan talalnank
ennek a csucsnak, illetve a négy piros éllel hozza tartozo szomszédjabol alkotott részgrafban
egy piros haromszoget vagy kék négyszoget. Hiszen, ha e négy szomszéd kozott futna egyetlen
piros él, akkor maris talalunk piros haromszoget, ellenkezd esetben pedig egy kék 4-es klikket
talalunk, ami tartalmaz négy hossza kort is.

Tehat a C-bdl induld Gsszes eddig még nem szinezett élt kékkel kell szinezniink.
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Most tekintsiik az E és G cstucsokat a grafban, illetve a belSliink A-ba futo éleket.
Ha mindkét él kék lenne, akkor a C'EAG kor teljesen kék lenne, tehat az egyik él az FA és GA

koziil biztosan piros. (Szimmetria miatt mondhatjuk azt, hogy ez az él az FA.)

Ekkor azonban az AE, AD, AB élek piros volta miatt, hogy elkeriiljiik a piros haromszoget £ B

és ED éleket is kékkel kellene szinezniink.
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Viszont ebben az esetben BF DFE négyszog valna kékké, ami azt jelenti, hogy egy 7 csticsu teljes
graf élei tetsz6leges szinezésében el6 kell, hogy forduljon piros Cs vagy kék C.
Ezzel az indukcio alaplépését, hogy C(3,4) < 7 belattuk.

Ekkor tételezziik fel, hogy n = 4..k-ig igaz, hogy C(3,n) < 2n — 1.

Vizsgaljuk n = k + 1 esetét:

Tekintsiik ekkor a 2k + 1 méretd grafot, és vegyiik egy olyan szinezését, amiben nincs piros Cj.
Mivel C(3,k) < 2k — 1, és feltettiik, hogy a szinezésben nincs kék haromszog, emiatt kell, hogy
legyen kék Ci.

Ekkor a cstcsok halmazat két particiora oszthatjuk: az els§ halmazban legyenek azok a csu-
csok, amelyek benne vannak az altalunk kivalasztott egy konkrét k méretd kék korben. Je-
16ljiik ezt a halmazt Vj-val, és ennek elemeit vy, vs, ..., vgp-val, rdadésul olyan modon, hogy

Vi € Zy, : v;v;11 € Ei, a masik halmazt pedig jeloljiik Ug,q-€l, elemeit pedig wuq, us, ..., ugy1-€l.

(0.1) Ha Uy halmaz egy csicsabol menne két kék él a kék k-koriink két szomszédos csu-

cséba is, akkor rogton talalnédnk egy kéken szinezett k£ 4 1 hosszu kort.

(0.2) Konnyen lathato, hogy Vi és Uy kozott kell, hogy legyen kék él, hiszen ha nem len-
ne, akkor az Uy, halmazon beliili éleket mind kékkel kellene szinezni, hiszen egy ottani piros
¢l mindkét csticsa piros éllel lenne hozzéakotve barmely Vi-beli csticshoz, ami egy piros harom-
szoget adna a szinezéslinkben. Ekkor azonban az Uy, 1-en beliili élek szinezése egy k + 1 méretid

kék klikket adna, ami tartalmaz k 4+ 1 hossza két kort is.

(0.3) Ekkor vélaszthatunk egy ilyen kék élet, ami Vj és U,y halmazok kozott van. Ennek

két végpontjat jeloljiik v;-el és u;-vel az Gket tartalmazo particioknak megfelelGen.
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(0.4) w;v;_q és vy éleket ekkor pirossal kell szinezniink (B) miatt.

(0.5) Az Upyq \ {u;} halmazt jeloljiik Uy,q_q-el.

(0.6) u; és Ugi1—1 kozott kell, hogy legyen kék él, ahogy indirekt modon az alabbi abra is

mutatja szamunkra:

Legyen az egyik ilyen kék él w;u;, a tovabbiakban pedig jeloljitk az Ugqq \ {u;, u;} halmazt
Ugs1_o-vel.

Ekkor az ujv;_s és az u;vi4o €éleknek pirosnak kell lenniiik, kiilonben a % hossza kék korben le-
cserélhetd lenne a kettd hosszi vj1ov;41v; Gt a harom hossza vj1ouju;v; kék ttra, igy megjelenne

egy Ciy1 a szinezésiinkben.

(0.7) Most tekintsiik az w;v;_o és az u;v;, o éleket.

k = 4 esetén megeshet ugyan, hogy v;_o = 1,9, de ez nem okoz gondot a bizonyitasban.
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Ezen a ponton a bizonyitasban meg kell vizsgalnunk két esetet:

Els6 esetben feltételezziik, hogy e két él kozott van kékkel szinezett a jo szinezésben, masodik
esetben pedig azt tessziik fel, hogy egyikiik sem kékkel van szinezve, azaz mindketten pirosak.
Amennyiben arra jutunk, hogy mindkét esetben sziikséges, hogy piros haromszog hianyéaban

eléforduljon kék k + 1 kor, teljesiil az indukcios lépés és a tételt belattuk.

(1) Tekintsiik tehat az elsd esetet:

(1.1) Szimmetria miatt tetszdlegesen feltehetjiik, hogy az u;v;_o él kék.

(1.2) Ez a kék él sok élnek a szinezését determinalja, de fokuszaljunk az u;v; élre.

Ennek pirosnak kell lennie, kiilonben v;_ou;u;v-el egy ketté hosszi kék szakaszt lehetne athi-
dalni harom hosszan a kék korbél, ami £ 4 1 hossztura bévitené a kék kort.

(1.3) Ekkor azonban a v;_ov; élnek kell kéknek lennie, 1évén, hogy mindketten pirosan elérhet&ek

Uj—bél.

(1.4) wjvi4q €l is piros kell, hogy legyen, kiilénben v;_svju;ujvi41-vel tudnank névelni eggyel a
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kék kor hosszat.

(1.5) Ugyanez igaz a w;v;_3 élre is.

(1.6) Ekkor lathato, hogy k = 4 esetén, amikor vy = vz (us, v, V11, V1_1, V2, u;) alkot
k + 1 hosszu kék kort.

(1.7) k > 4 esetén a v;_3,v;_2,v;, v41 cstucsok kozotti élek szinezése kék Ky-et alkot. Tovabba
mind a négy cstcs a v, csticsbol is kéken latszodik (v,_o, v, a koron beliili él miatt, v;_3, v q

pedig az u; és v;_i-el alkotott haromszog miatt).

(1.8) Ez az 6t (a korben megszakitas nélkiil egymast kovets) csucs igy kék K5-6t alkot, amelyek
kozil kettének is (v,_o és vi-nek) kék szomszédja az u;, azaz ilyen modon is talalunk kék Cyyq-et

a szinezésben (példaul v;_3-bol érkezve a kort v;_ou;vv;_ 10141V 49...0,_4 sorrendben).

(2) Ezzel attérhetiink a masodik eset téargyalasara, amikor u;u;_o és u;v,o €l is pirosra van

szinezve.
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(2.1) Ebben az esetben mind w;v;_q és u;jvi4; éleknek is pirosaknak kell lenniiik, hiszen ha egyik
ezek kozil (szimmetria miatt feltehetjiik, hogy az ujv;4; él) kék lenne, akkor (v;4qu;u;v;45 dthi-
dalas miatt) v, su; piros kell, hogy legyen. Emiatt azonban a v, 3v;41 élnek kéknek kell lennie,

hisz u;-bdl nézve mindkét csics piros.

Ekkor a harom hosszt kék v;...v;_3 szakaszt tudjuk lecserélni a négy hosszt viu;u;v,_1v,—3 sza-

kaszra, hogy megtalaljuk a k£ + 1 hossza kék kortinket.

Tehat a kovetkezd szinezésben kell tovabb kutakodnunk:
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Most tekintsiik az u; és az U412 halmaz cstcsai kozott futo éleket.
Ezek koziil nem lehet ebben az esetben egy sem piros, mert ha lenne, akkor a vy 41 és vy
csticsoknak lenne kozos kék szomszédjuk, ami, mint kordbban lattuk, szintén nem megengedett

szinezés.

Ebbdl az kovetkezik, hogy minden él u; és az Uj41—o halmaz cstcsai kozott kék, tovabba minden
¢l vy 3 és az Upyq1_o halmaz cstcsai kozott piros. Ennek kovetkeztében azonban az U, o beli
csucsok kozott futd élek egy kék klikket kell, hogy alkossanak.
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Ha hozzavessziik Gjra az Ujy1-2 halmazhoz az w; csicsot, akkor egy & méretd kék klikket
alkotnak.

Ha u;-b&l menne barmely Uy 1o beli csiicshoz kék él, akkor ezeken az éleken egy k + 1 méretid
kék kort is be tudnank jarni. Azonban, ha piros él megy ezekbe a csicsokba, akkor szintén
ellentmondasra jutunk: tekintve egy ilyen w cstcs és a v, csiics kozott futod élt. Ha ez piros
lenne, akkor u;-vel kiegészitve piros haromszoget kapunk. Ha azonban kék, akkor lenne egy kék
ut u-bol uj-be vi4 1, vy, u-n keresztiil, de mivel ezen két csics egy & méretd klikkben is benne
van, ezért egy mésik, k£ — 3 hosszi az el6z6t6] diszjunkt utat is taldlhatunk, igy a ketts egytitt
alkot egy kék Ciq-et.

Ezzel belattuk, hogy a masodik eset szinezése esetén is talalunk piros C3 hianyaban kék C1-et,

20



igy teljesiil az indukcios feltevésiink, hogy:
C3,n)<2n-1
Tovabbé ahogy a bizonyitas els6 1épésében belattuk:
C3,n) >2(n—1)
Emiatt valoban igaz a tétel:
C(3,n)=2n—1

O

3.1.2. megjegyzés. Az imént latott bizonyitasra Chartrand-Schuster kicsit mas utat mutat, amit
cikkiikben csupan vézlatosan tartak az olvaso elé. Az altalam bemutatott bizonyitas az 6 vaz-

latukat kovetve teljes kortien lefed mindent, de kevesebb vizsgalando esettel dolgozik.

3.2. C(4, n), C(5, n) és C(6, 6)

Chartrand és Schuster 1969-es cikkiikben[I2] azonban nem csak C'(3,n) értékét, hanem C(4,n),
C(5,n), valamint C'(6,6) értékét is meghataroztak. Ezeket szeretnénk szemlézni, hogy egy picit

altalanosabb tétel bizonyitdsahoz is eljuthassunk az 6 eredményeik felhasznaléséaval:

6, han=14
3.2.1. tétel. C'(4,n) = 7, han=5

n+1, han>06

3.2.2. tétel. C(5,n) =2n—1, han>5

Emeljiik ki, hogy itt nem csupan egy felsé korlatot sikeriilt megadniuk a szerzéknek, ha-
nem pontosan tudték meghatarozni ezeket a kor-Ramsey-szamokat, ami az eredeti Ramsey-
szamokhoz képest nagy valtozas.

Az altaluk ekkor ismertetett kor-Ramsey-szam még a C'(6,6) volt, ami kés6bbiekben majd

segitségiinkre lesz:
3.2.3. allitas. C(6,6) =38

Az akkori allas szerint a diagonélis kor-Ramsey-szamok felsé becslésére is voltak eredmények,
melyek szintén lineéaris nagysagrendben mozogtak, de par éven beliil Faudree és Schelp minden

esetet lefedd képletet talaltak C'(n, m)-re, mellyel a kovetkezd pontban foglalkozunk.
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3.3. C(n, m)

3.3.1. tétel (Faudree-Schelp, 1973 [13]). n és m paritdsa szerint nézzik a kovetkezd eseteket:
(A) Ha3 <2k+1<m, (2k+1,m)# (3,3), akkor C(2k +1,m)=2m — 1
(B) Ha 4 <2k <2l, (2k,2l)# (4,4), akkor C(2k,2l) =2l +k —1

(204+1)+k—1, ha20+1> 22k
(C) Ha 4 <2k <20+ 1, akkor C(2k,2l + 1) =
22k — 1 kiilonben

Bizonyitds. Ebben a dolgozatban az (A) esetet szeretnénk belatni Faudree-Schelp cikkének
mentén, (B) és (C') bizonyitasat nem ismertetjiik. Ehhez tobb lemmat és segédtételt hivunk

segitségiil:

3.3.2. definicio. Legyen G = (V, F) graf, A C V,u € V, ekkor u A-beli szomszédainak szaméat
d 4(u)-val jeloljik.

3.3.3. definicid. Azt mondjuk, hogy u € V'\ A dominalja A-t, ha da(u) > %', illetve szigortian
dominalja A-t, ha ez szigoru egyenlGtlenséggel teljesiil.

Elszinezett grafban tudunk beszélni arrél, hogy egy cstics piros-dominal, kék-dominal, illetve
szigoruan piros- vagy kék-dominal egy cstcshalmazt, amennyiben az adott szinii monokroma-

tikus részgrafban dominélja, vagy szigoriian dominalja a cstcshalmazt.

3.3.4. lemma. Ha van | hosszi kér eqy G = (V, E) grdfban (C;), valamint eqy x € V' \ C}, amely
szigoruan domindlja Cy-t, akkor G-ben van Vj : 3 < j <1+ 1 j hosszu kor.

Bizonyitds (3.3.4. lemma). Tekintsiik z-et, amely szigortan dominans C; = (x1, s, ...,z x1)-
re.
Ekkor Vj € {3,4,...,[+ 1} esetén skatulyaelv miatt 3i; € Z;, hogy xx;, € E és xx;,1; o € E.

Ekkor (z,;,2i;41...%i+j—2,7) egy j hosszi kor.

22



3.3.5. lemma. Ha eqy G = (V, E) grdfban van két diszjunkt | és m hosszi kor
(C, = (x1,29,...21,21) €5 Cpy = (Y1,Y2, - - - Ym, Y1) ), valamint két csics x,y € V \ (C, U Cy,),
hogy x,y domindlja Cj-t és Cp,-et, tovdbbd x Cj-dominancidja szigori, akkor van G-ben

3,4,...(l+m+1) hosszi kér is.

Bizonyitds. Az el6z8 lemma miatt tudjuk, mivel z szigortian dominélja Cj-t, hogy van 3,4, .. .1+
1 hosszu kor a grafban.

Ekkor elég 5 <1+ 2 < j <1+ m + 1-re belatni, hogy van C; G-ben.

Vi>5 driseZ 0<r<l—1, 1<s<m:j=r+s+4

Mivel # dominans Cy,-re, I, = {i € Zy, | vy; € E'} halmaz legalabb % elemii.

Legyen I,,®s := {i+s mod m | i € I,,}, és hasonléan I,,,&(s—1) := {i+s—1 mod m |i € I,}.
Ekkor |Ip,| = |In @ 5| = |, ® (s — 1)| > &, 86t [(L, @ 5) U (I, © (s — 1)) > 7.

Tovabbé y dominalja C,,-et, ami miatt 3i' € (I, & s) U (I,, ® (s — 1)), hogy yy» € E.

Tehat 3¢ € Z,,, hogy xy; € E, tovabba yy, s € EV yy;1s—1 € E.

Hasonl6 moédon, de x szigort dominancidjat Cj-re is figyelembe véve lathato, hogy dp, q € 7,
hogy {zz,, yz,1r} C E, tovabba {zx,, yrs4ri1} C E.

Ekkor attol fiiggden, hogy yy;1s € E, vagy yy;1s—1 € F, de mindkét esetben mutatunk egy j
hossza kort.

Ha yyiis € E, akkor (2, Tp, Tpi1, - Tpir, Ys Yivs, Yits—1 - - Yir1, ¥i ) = Cj,

killonben (7, ¥q, Tg41, -+ - Tgrrt1, Yy Yirs—1, Yirs—2 - - - Yir1, Yi, ©) = Cj.

]

3.3.6. lemma. Ha egy teljes grdf adott 2-élszinezésében van kék Cy részgrdaf, és nincs benne piros
szint C,. részgraf tetszdleges 4 < r < m < [ esetén, akkor a szinezés mellett taldlunk kék C,,-et,

vagy Chi1-€t.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy m = [ — 2 esetén nincs se kék C)_; se kék C)_,.
Ha C) cstucsait a megszokott modon jeldljik (C) = (xy, za, ... 2y, 21)), akkor Vi € Zj-re

LiTit42, LiTit3 € Ep.
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Ekkor azonban, ha r = 2k, akkor (z1,xs,es,. .. %ok 1, Topro, Tog, Tok_2, - - - Ty, T1), illetve
r =2k + 1 esetén (x1,x3, Ts5, ... Togs1, L2k+3, Tok, L2k—2, Tok—4, - - - L4, T1) lesz 1 hosszl piros kor,

amellyel ellentmondéasra jutottunk.

Tehéat sziikséges, hogy legyen kék C)_; vagy C;_o a klikkben.
Ezt kiovetSen (a kék kor méretének megfelelden) I =1 —1V 1 —2-re és m’ = I’ — 2-re folytassuk

ezt a gondolatmenetet, amig m’ > r, igy ezt a lemmat is belattuk. O]

3.3.7. lemma. Ha egy teljes graf adott 2-élszinezésében van kék Cpy1 = (1,2, ... Typy1) 1€S2-

grdf, de nincs kék C,, benne, és valamely r(5 < r < m,m > 7) esetén nincs piros C,, akkor
(i) |{i € Zini1 | wizis € Ex}| > =

(i) Ha m pdros, akkor Vax € V' \ Cy,q1-re x szigorian domindlja Cy,41-et (mint csicshalmazt)

a klikk piros részgrdfjaban.

(i5i) Ha m pdratlan, akkor ¥Vx € V \ Cpi1-re x domindlja Cypy1 = {1,209, ... Ty Tyi1 }-
et (mint csucshalmazt) a klikk piros részgrdfjaban, valamint szigorian domindlja vagy
Vi ={z1,23,... Tm_o, Ty }-et vagy Vo = {x9, T4, ... Tpo1, Tmi1}-€t (szintén) a piros rész-
grafban.
(iv) VYr,y € V\ Cpy1,2y € By = x és y kozil csak az egyik lehet szigorian domindns Vi-re
(vagy Va-re) a kék részgrafban.
Bizonyitds.

(1) Mivel nincs C,, a kék részgrafban, emiatt Vi € Z,,11 27,40 € E,.
Amennyiben r < m, akkor Vi € Z,11, ;%43 € B, = Zipr_oTiyr+1 € Ej, kiilonben ezzel a két
éllel egyiitt megjelenne egy r hossza piros kor, amit feltettiink, hogy nincs a szinezésben.

Paros r esetén

(931', T2y Vitdy« + - Ligr—2, Tiqr41y Litr—1, Litr—3, - - LTi+5, Ti43, 931')7
paratlan r esetén pedig

($z‘> Li42, Titdy o - Litr—15 Litr41y Titr—2y Litr—4y - - Tit5, Tif3, 951)

alkotna piros r-kort.
Emiatt azonban a valéban legaldbb minden masodik 3-indextévolsagu csics kozott futd élnek
kéknek kell lennie.
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Tekintsiik most azt az esetet, amikor r = m.
Megint, az el6bbihez hasoné médon két 3-indextavolsagu csiics kozott futd élrsl szeretnénk
megmutatni, hogy nem lehetnek egyszerre pirosak.
Tekintsiik tehat I3, = {i € Zy,11 | xizir3 € E,} halmazt. Azt allitjuk, hogy nem lehet, hogy
egyszerre i’ és 1 + 2 € I3,
Ha ez teljesiilne, akkor a lemma (i) allitasat belattuk.
Tehat indirekt tegytik fel, hogy mégis van 7, hogy x;x;43 és Ti10%i45 € L.
Ekkor attol fiiggben, hogy » = m péros vagy paratlan, de mindkét esetben megmutathatjuk,
hogy van r hosszu piros kor a szinezésben.

Péros r esetén

(IEi, Li43y Lit1, Li—1y -+« y it 6y Litdy Tit2, Tig5, Lit7 -+ - Tj—2, IBZ)

egy r + 1 hosszi piros kort alkot. Mivel feltettiik, hogy nincs r hosszu piros kor, ezért x; 12,3
6s Tia%irs kék szind élek kellenek, hogy legyenek. Igy azonban x;,1x;_o-nek piros élnek kell
lennie, kiilonben (241, % 9, T 3, Ti—4,...Tits, Ti—1,Ti, Tip1) m hosszt kék kort alkotna (hisz
egyediil x5 marad ki). Hasonloan x;,3x;,¢ is piros kell legyen.

Igy azonban megkapjuk

(Ii+2, it 5y Lit7y o - Li—dy -2, Lit1y Ti—1, Li—35 + - -, Li46, Li+3, Ly, xi+2)

r hossza piros kort.
Paratlan r esetén hasonlé gondolatmenettel jutunk ellentmondasra, igy a 3-indextavolsagnu

élek legalabb fele valoban kék kell, hogy legyen.

(i) és (iii) Ehhez lényegében azt kell latnunk, hogy nem lehetséges, hogy barmely két C,, 1 1-beli
szomszédos csucsokat barmely x € V' \ C,,1-el 6sszekots két él egyszerre kék legyen.
Marpedig a lemma (7) allitasa kovetkezményeképp Vk € Zyo1 3J € Zpi1 \{k, k—1,k—2}, hogy
x;Tiy3 € Ly, igy amennyiben egyszerre xxy, és xxry € Ej kékek lennének, akkor megjelenne

egy kék C,, a szinezésben.
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Igy valéban teljesiil, hogy 2 { m + 1 esetén x szigortian piros-dominalja, illetve 2 | m + 1
esetén piros-dominalja C),,1-et. Tovabba V) vagy V5 koziil az egyiket szigortian piros-dominalja,
mivel ha az egyik halmazba x-bé6l vezetne k < mT“ db kék él, akkor a masikba kell, hogy menjen
legalabb k + 1 piros, és k+ 1, illetve mTH — k koziil az egyiknek biztosan szigoriian nagyobbnak
kell lennie, mint mTH fele.

Hatramaradt a (iv) allitas bizonyitasa:

Ha xy € FEj és x,y szigortan kék-dominalja Vi-et, akkor skatulyaelv miatt 3¢ € Z,,11 :
T, YTivs € Fy, igy pedig (z,y, Tiva, Tits, - .., i1, i, ) kék Cp,-et alkotna. n

3.3.8. lemma. Ha egqy K, teljes grif adott 2-élszinezésében van kék Cpq (m > 7), de nincs

benne kék C.,, akkor van benne piros r hosszi kér, ahol 5 < r < m, feltéve, hogy
(i) m pdros, és n > m+ 2, vagy
(1t) m pdratlan, és n > max{m +2,2r — 1}

Bizonyitas.

(i) Tekintstik az esetet, amikor m péros, és tegyiik fel indirekt modon, hogy nincs piros r-kor
semely 5 < r < m-re. Ekkor kék C), hianya miatt azonban kell, hogy legyen piros C,,.;. Ha
n > m+2, akkor van x € V' \ Cp,,41. Ekkor az el6z6 (3.3.7.) lemma miatt = szigortian dominans
Cyni1-Te a piros részgrafban. Igy azonban teljesiilnek a (3.3.4.) lemma feltételei [ = m + 1-re:
wHa van | hosszi kor eqy G = (V, E) grdfban (C;), valamint eqgy x € V' \ C, amely szigorian
domindlja Cy-t, akkor G-ben van Vj : 3 < j <1+ 1 j hosszi kér.”

Igy kell, hogy legyen a piros részgrafban 3 < r < m + 2 hosszi kor is, de ez ellentmond a

mostani feltevésiinknek, igy ezt az esetet kipipalhatjuk.

(71) Most vizsgaljuk a paratlan m esetét.
Ekkor kék (), hidnya azt jelenti, hogy van két mT“ hosszt piros kor az el6z8 lemmaban meg-
hatérozott V) és V, csticsokon. Jeloljiik tehat a kovetkezSképpen a C) = (x1,x3, ... Ty, 1) €8
Cy = (x2, 4, ... Tpy1, T2) piros koroket.
Ekkor az el6z6 (3.3.7) lemma (iii) allitasa miatt Vo € V'\ C,,41 szigorian piros-dominélja V;-et,
vagy Va-t.
Igy tekinthetjiik az m + 1-koron kiviili csticsoknak tekintsiik részhalmazait a kovetkezéképpen:
R; := {x € V '\ Cpy1 | @ szigortian piros-dominélja V;-t, de nem piros-dominélja V5_;-t} (ahol
i€ {1,2})
S :={x €V \ Cpy1 | x piros-dominélja mind Vj-et, mind Va-t}
Ekkor Ry, Ry, S valoban V' \ C,,41 egy particidjat alkotjak.

Mivel az R; beli csticsok nem piros-dominaljak V5_;-t, ezért az R; beli csiicsok szigorian
kék-dominaljak Vs_;-t, igy az el6z6 (3.3.7.) lemma (iv) allitdsa miatt Vz,y € R; : vy € E,,
hiszen ha egy ilyen xy él nem piros lenne, hanem kék, és mindkettd szigortan kék-dominéns

V3_;-re ellentmondést eredményezne.
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Tekintsiik most az S halmazt.
Ha S-nek lenne legalabb két eleme, akkor a (3.3.5.) lemméat C; := C, C,, := Cy-re, valamint
z,y € S C V\ (Cy UCCy)-re alkalmazva a kék részgrafban azt kapnank, hogy van 3 < j <
miL 4 mil 4] = m + 2, igy m hossza kek kor s, igy [S] < 1

Tekintsiik azokat az 5 < r-eket, amelyre teljesiil az n > 2r — 1 feltétel.
Ekkor

|Ri| + |Ro| +1 > |Ry| + |R2| +|S|>2r—1—(m+1)
N2
|R1| + |Ra| > 2r — (m+1) —2

Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy valamely i € {1,2}-re

m—+1
R|>r— ——1
|Ri| > 5
Amennyiben r < mT“ +1, a (3.3.4.) lemma alkalmazasaval a piros részgratban [ = mT“ esetre,

valamint tetszdleges V' \ C,,11-beli cstcs jelenléte mellett (hiszen (3.3.7) lemmanak (iii) allitéasa

szerint egy ilyen cstcs szigorian piros-dominélja az mTH méretd Vi-et vagy Va-t) azt kapjuk,
hogy a szinezésben van 3 < j < mT“ + 1 hosszu (igy 7 hosszt) piros kor is.
Igy feltehetjiik azt is, hogy r > mTH +1
Jeloljik el r*-al r — mT“ — 1> 1-et.
Amennyiben i = 1 vagy 2-re |R;| > r* 4+ 1 > 2, akkor mivel tetsz6leges 11,y € R; szigortian

piros-dominalja V;-t, ezért skatulyaelv miatt van j index, hogy z; € V;, és y12;, 92242 € E,.

Igy azonban osszeilleszthets a Cj-ben Tjro €s x; kozott halado mT“, valamint az R;-ben y; és ys
kozott halado r*+1 =r— mT“ cstcsu piros ut, amelyek Gsszeillesztésével piros r-kort kapnank.
Igy sem R, sem R, mérete nem lehet nagyobb r*-nal.
Ha S iires lenne, akkor azonban az RyURy = V' \ C,,;1 mérete nem haladna meg 2r—1—(m+1)-
et, igy feltehetjiik, hogy |S| = 1, 86t |Ry| = |Rs| = r* = r—"1—1. Tovabba S egyetlen csticséra,
s-re szimmetria miatt feltehetjiik, hogy szigortian piros-dominalja Vi-et.
Ry cstucsait jeloljiik ekkor yq, o, . .., y+-al.
Vizsgéaljuk meg azt az esetet, ha Ry és Vo kozott van piros él (szimmetria miatt jelolhetjiik
valamely j index mellett y;z9j-€l).
Mivel s piros-dominans Vs-re, van kozottiik piros €l, igy alkalmas [ valasztasaval szyj1) € E,.
Tovabbé tetszbleges k : 0 < k < mTH —1ésu:1<wu<r*hoz van olyan i : 0 < i < index
skatulyaelv miatt, hogy swai11 €8 YuTa@isk)+1 € Ep, hiszen y, és s szigorian domindlja V;-et.
Igy egyik oldalrél s cstcs felsl, masik oldalrol Ry cstcsaival dssze tudjuk kotni piros élekkel

a O] és Cy korok egy-egy k + 1 és [ + 1 hosszu piros lancét, hogy

(57 L2415 L2>i4+1)+15 « - « s L2>i4+k)+1s Yur Yu—15 - - -, Y1, L25, L2(j+1)5 « - - 5 L2(j+1); 5)

egy 1+ (k+1)+u+ (I + 1) hosszu piros kort alkot.
Mivel k és u tetszbleges megvalaszthato, r pedig nagyobb, mint mT“ +1, [ fiiggvényében tudjuk
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tigy valasztani 6ket, hogy 1+ (k + 1) 4+u+ (14 1) := r. Igy amennyiben R; és V, kozott lenne
piros él, az élszinezésben lenne piros r-kor is.

Emiatt feltehetjiik, hogy Ry és V5 kozott az Osszes él kékre van szinezve.
Ekkor azonban 1évén, hogy Ry Osszes csicsa piros-dominans C,,1-re minden R; és V; kozotti
élnek pirosnak kell lennie.

Mivel s szigortian piros-dominélja Vi-et, van olyan ¢ index skatulyaelv miatt, hogy sxq;_q és

SToi41 € Ep, ami azt eredményezi, hogy (s, T2i41, To(it1)41, - - - s T2i-1, 5) €gY m7“+1 hosszu piros
kort alkot.
Ha ehhez hozzavessziik, hogy R; egy r* =r — ’”TH — 1 méret piros részklikket alkot, akkor Cy

s-el kib6vitett korét xq;11 és we;y 3 kozott tudjuk tovabb béviteni R; csicsaival ’”T“ +14+r*=r
hosszi piros korré, igy az indirekt bizonyitasunkban immaér teljes az ellentmondas, ezzel a
lemmat belattuk. O

3.3.9. segédtétel (Bondy, 1969 [14]). Ha G = (V, E) grafban |V| = n, valamint |E| > #,

akkor G-ben talalhat6 [ hosszi kor, minden 3 <[ < "T*?’ esetén.

Ennek a segédtételnek segitségével (melyet itt nem bizonyitunk) tudjuk belatni a kiovetkezd

lemmaét:

3.3.10. lemma. Egy 2m — 1 csicsi teljes grdf eqy 2-élszinezésében ha (m —1)? kék- és m(m —1)
piros €l van, tovdbbd ha van olyan 3 < r < m, hogy nincs a piros részgrdafban r hosszu kor,

akkor kell, hogy legyen m hosszi kor a kék részgrdfban.

Bizonyitds. Tekintsiik a graf egy tetszéleges csticsat v € V-t, majd e v nélkiili 2m — 2 méretd
részklikket (ugyanazzal az élszinezéssel). Ebben a részgrafban tovabbra sincs r hosszu piros
kor.

Ekkor az el6bbi segédtételiink miatt, ha a (2m — 2) cstucsu részgrafunknak lenne legalabb

(2m—2)2+1
4

piros kor is. Emiatt a részgrafban legfeljebb (m — 1)? piros él lehet, ami azt indukalja, hogy a

= (m — 1)? 4  piros ¢le, akkor lenne benne 3 <1 < m igy r) hosszu

< g ¢
testz6leges v € V-re d,(v)-nek pedig legalabb m — 1-nek kell lennie, hiszen az eredeti grafban
(m — 1) +m — 1 piros él van.

Tovabba legalabb m db csticsnak a piros-foka nem is haldhatja meg m — 1-et, kiilénben az
osszegiik meghaladné a piros élek szamanak kétszeresét: > dy(v) > (m—1)(m—1)+m-m =
om(m —1) + 1> 2|E,|. <

Tekintsiink m ilyen csticsot. Mehet-e kozottiik piros é17

Indirekt tegyiik fel, hogy van két cstics vy, va, hogy d,(vi) = dp(v2) = m — 1 és vivg € E,.
Tekintsiik az e két cstcs, valamint ezek altal lefogott élek elhagyasaval kapott részgrafot.
Ebben tovabbra sincs r» méretd piros kor, igy a kapott 2m — 3 cstucsu részgrafban kevesebb,

w =m?—3m+2+ % piros él lehet csupan.

mint
Azonban igy az eredeti grafunkban ezeken tdl mindossze a vy és vy altal lefogott, szitaval

Osszeszamolt 2(m — 1) — 1 piros él lenne, de a ketts Osszesen legfeljebb m(m — 1) — 1 élet adna
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ki, ami szembe megy az eredeti feltételeinkkel, tehat azt kapjuk, hogy nincs igy vy, v9, hogy a
koztiik mend él is piros legyen.
Ekkor azonban kapunk ebbdél az m db m — 1 piros-fokti cstcsbol egy kék klikket, amiben

természetesen taldlhatd m hosszu kék kor is, ezzel bizonyitottuk a lemmat. O]

3.3.11. segédtétel (Erdss-Gallai, 1959). [15] Amennyiben valamely [ > 3 esetén |E| > (Z_I)("T_I)H
egy G grafban (ahol n a szokasos modon a cstuicsok szamaét jeloli), akkor a grafban van legalabb

| hosszu kor.

Mindezekkel a lemméakkal és segédtételekkel felfegyverkezve most méar ratérhetiink a (3.3.1)
tétel (A) allitasanak bizonyitaséra.

Ehhez egy kicsit erésebb dolgot szeretnénk kimondani és belatni:
3.3.12. tétel. Ha m > r > 3, feltéve, hogy (m,r) # (3,3), akkor C'(m,r) <2m — 1

Bizonyitds. Tekintsiik az m > r > 6 esetet, hiszen korabban méar r < 5-re Chartrand és Schuster
cikke alapjan lattuk, hogy ez igaz. Szintén az 6 eredményiik, hogy C(6,6) = 8, emiatt még azt
is feltehetjiik, hogy m > 7.

Indirekt médon tegytik fel, hogy van olyan 2-élszinezése egy 2m — 1 cstcsu klikknek, hogy

nincs se kék m-kor, se piros r kor benne.

(2m—1)24+1
4

= m + 1-ig tetszbleges méretd piros kor, igy piros

Ekkor a (3.3.9.) segédtételt alkalmazva, ha a grafban kevesebb, mint =m(m—1)+;

piros él lehet, kiilonben lenne benne
C, is.

Ha pont m(m—1) piros él lenne, akkor teljesiilnének az el6z6 (3.3.10.) lemmanak a feltételei,

2m—143
2

ami miatt kellene, hogy legyen m hosszu kék kor a szinezésben, igy ellentmondasra jutunk.
Tehat kevesebb, mint m(m — 1) piros él lehet csak egy jo szinezésben, ami viszont azt jelenti,
hogy tobb, mint (m — 1)? kék él van a 2m — 1 méret klikkiinkben.
Ekkor azonban hasznalhatjuk Erdds és Gallai eredményét a (3.3.11.) segédtételbdl, | = m >

3 esetén a kék részgrafra, hiszen (m — 1) +1 > (mfl)(%;*l*l)ﬂ = (m — 1) + 3, ami azt

eredményezi, hogy a grafban van legaldbb m hosszu kék kor. Szeretnénk azonban azt hinni az
indirekt feltétel mellett kitartva, hogy kék ), nincs benne, hanem csupan annal nagyobb, [
méretd kék kor.

Ebben az esetben a segitségiinkre siet a (3.3.6)-os lemma, amely azt mondja ki, ha egy klikk
2-élszinezésében van kék (), és nincs benne piros C,., akkor tetszéleges 4 < r < k < [ esetén
van az élszinezésben kék Cy, vagy kék Criq1. k = m alkalmas valasztasaval azt kapjuk, hogy a
most vizsgalt élszinezésben kell, hogy legyen kék C,, 14

Igy teljesiilnek a (3.3.8.) lemma feltételei mind paros, mind péaratlan m esetén, hiszen
m > T-et feltettiik, van a szinezésben kék C),.1, de nincs kék C),, tovabbd n = 2m — 1 >
max {m + 2,2r — 1}, igy kell, hogy legyen 5 < r < m meéret piros kor, amivel ellentmondésra

jutunk, igy a tétel bizonyitast nyert. O

Amennyiben r pératlan, a 2m — 1 cstcs szigora felsé hatar is lesz, hiszen 2m — 2 mérett

klikk esetén tekintsiik azt a 2-élszinezést (amit mar korabban C'(3,n)-nél is lattunk), hogy egy
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K —1,m—1 teljes paros részgrafot pirosra, az dsszes tobbi élt pedig kékre szinezilink, akkor abban

nem lehet paratlan piros kor, és nincs m — 1-nél nagyobb kék-0sszefiiged részgraf, azaz

C(2k+1,m)=2m—1
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4. Kitekintés tovabbi grafokra

A kor-Ramsey-szamokat megvizsgalva lathattuk, hogy azoknak a hagyomaéanyos értelembe vett
Ramsey-szamokkal szemben pontosan ismerhetjiik az értékeit.

Azonban a Ramsey-szamok definiciojat ki tudjuk még jobban terjeszteni:

4.0.1. definicié. R(G1,Gs,...,G,,) legyen az a szam, amely cstcsu teljes graf tetszéleges

m-élszinezéséhez talalhato olyan i hogy az . szind részgrafnak van G;-vel izomorf részgrafja.
Példaul vehetjiik tetszGleges k cstcsu fa, és egy [ csticsu klikk Ramsey szadmat:
4.0.2. tétel (Chvatal, 1977 [16]). R(Ty, K) = (k—1)({—1)+1

Bizonyitds. Ennek bizonyitasa viszonylag egyszertien torténik: Egy k mérett fa jelenlétét bizto-
sitja egy k méretd Osszefliged részgraf is. Emiatt adodik az 6tlet, hogy k — 1-es piros-Osszefiiggd
csoportokat. Itt behtizhatunk minden élet pirossal, hiszen igy még mindig nem kapunk nagyobb
méreti piros fat, tovabbé vehetiink 6sszesen [ — 1 ilyen diszjunkt cstiicshalmazt. Ha az Osszes
tobbi élet kékkel szinezziik, akkor egy olyan grafszinezést adtunk meg a (k — 1)(I — 1) mérett
teljes grafon, amelyben nincs se k méretii piros fa, sem [ méreti kék klikk. Ezzel az als6 hatart
meg is talaltuk.

Az alépés var még rank, hogy belassuk, egy (k—1)(I—1)+1 cstcst grafban minden szinezés
esetén vagy van kék Ty vagy piros K.

Tegyiik fel, hogy nincs kék T}, egy adott szinezésben. Ez azt jelenti, hogy egy kék-Gsszefiiggsd
cstcshalmaz legfeljebb k— 1 méretii lehet. Igy skatulyaelv miatt a csticsokat legalabb [ diszjunkt
(maximum k — 1 méretii) kék-0sszefiiggs halmazba tudjuk rendezni, tgy, hogy ezek kozott csak
piros él mehet.

Ha minden csoportbdl kivéilasztunk egy-egy cstcsot, akkor az ezek altal alkotott részgraf

egy piros klikk lesz, amely legalabb [ mérett. O]

4.0.3. megjegyzés. Bar ez a bizonyitasbol egyenes médon nem kovetkezik, de ugyanezt az als6-

és felss hatart kapjuk, ha Tj-t Py-ra, vagyis egy k hosszui ttra cseréljiik.[19]

S6t, Bondy és Erdés megmutattak, hogy I-hez viszonyitva elég nagy k-ra, nevezetesen k > [

esetén k méretd korre és [ mérettd klikkre is ugyanez marad a Ramsey-szam:
4.0.4. tétel (Bondy-Erdss, 1973 [17]). R(Cy, K;) = (k— 1) — 1)+ 1, hak > 1* — 2

Azonban Faudree és Schelp sejtése szerint ez joval tobb (k,l) parra igaz. Elég csupan azt
megkovetelniink, hogy k > [ > 3, tovabba (k,l) # (3, 3):

4.0.5. sejtés (Faudree-Schelp, 1978 [18]). R(Ck, K;) = (k—1)(I — 1)+ 1, ha k > 1 > 3, de
(k1) # (3,3)

4.0.6. megjegyzés. Ez a sejtés 3 < k < T-re igazolt is.[19]
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4.1. Burr-Erdés sejtés

Felmeriil a kérdés, hogy tetszéleges ,egyszert strukturaja” grafok esetében mit mondhatunk az
altalanositott Ramsey szamokrol.

Ahhoz, hogy ezt a problémat meg tudjuk fogni, sziikségiink van egy olyan tulajdonséagra,
amellyel ki tudjuk fejezni azt, hogy egy graf egyszerd strukturaju”. Konnyen felvetédik a lehe-
tGség, hogy egy graf csticsainak maximaélis fokszamét nézziik. Ha a korokre gondolunk, akkor
ott minden fokszam 2. Utak esetében szintén a legnagyobb fokszam 2, azonban faknal ez mar
elromlik, mert ott egészén n — 1-ig terjedhet egy csiics fokszama.

Ezt a tulajdonsagot azért mégiscsak érdemes megvizsgalni. Jeloljiik A(G)-vel egy graf ma-
ximalis csticsszamat. Mit mondhatunk ekkor R(G) = R(G, G)-r6l A(G) fiiggvényében?

Ha tekintjiik azokat a grafokat, melyek cstcsainak maximaélis fokszdma 2, akkor a kovetkezd

allitast lathatjuk be viszonylag konnyedén:
4.1.1. allitas. Egy n csicsi G grdaf esetén ha A(G) = 2, akkor R(G) < 3n

Bizonyitds. A(G) = 2 azt jelenti, hogy G Osszefiiggé komponensei csak utak vagy korok lehet-
nek.

Faudree és Schelp eredményeit (3.3.1. tétel) figyelembe véve hasznélhatjuk a

C(n,m) < 2max{n, m} felsé becslést C(n, m)-re.

Tovabba belathato, hogy R(P,, P,,) < R(P,,C,,) < C(n,m), hiszen egy C,, magaba foglal
n hosszu utat is.

Amennyiben G 6sszefiiggs, akkor emiatt R(G) < 2n < 3n.

G Osszefliggd komponenseinek szamara alkalmazzunk most teljes indukciot:

Két komponens esetén (ahol az egyik n, a masik pedig m cstucsbol all) tekintsiik a 3(n +m)
csuesu teljes graf tetszéleges 2-élszinezését.

Itt biztosan taldlunk n hosszi piros vagy kék kort (és egyben utat is).

A maradék 2n + 3m csicsbol alkotott teljes részgrafban sziikséges, hogy legyen m hosszu
piros vagy kék kor, amely fiiggetlen az el6z6t6l. Amennyiben a két kor ugyanolyan szind, akkor
meg is volnank, hisz G' egy példédnya megtalalhato lenne az adott szind részgrafban.

Amennyiben ez a két kor kiilonb6z6 szind, példaul a C,, kék, C,, pedig piros, akkor a maradék
2n + 2m cstcson, kihasznélva, hogy 2n + 2m > C'(n, m), talalunk piros C,-t vagy kék C,,-et.

Az indukcits 1épésben tegyiik fel, hogy a legfeljebb k& komponensbdl allo grafokra igaz az

allitasunk.

Most tekintsiink egy k+1 komponensbdl allo grafot, ahol a komponensek mérete ny, no, ..., ngiq

Ugyanugy indulunk, mint k& = 2 esetében. Tudjuk, hogy a 3(2?;1 n;) csucsu teljes graf
szinezésében taldlunk monokromatikus C),,-et. Ezt tekinthetjiik tetszés szerint kéknek.

A maradék 2n; +3( f;l n;) csucson talalunk egy ettdl fliggetlen kék vagy piros Cp,-t, majd
a maradék csticsokon ezektdl fiiggetlen monokromatikus C,,,-at, és ezt folytatva k4 1-ig kapunk

egymastol paronként fiiggetlen piros vagy kék C, -t.
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Ha ezek mind azonos szintek, akkor megvolnank. Ha nem, akkor valasszunk két inde-
xet (p,r), amelyekhez tartozo korok kiilonbozs szintiek. A k + 1 kortsl tovabbra is maradt
23 n,) > C(ny,n,) = C(n,,n,) figgetlen csics, ami azt jelenti, hogy valamelyikbsl (le-
gyen p) mind piros, mind kék, egymastol fliggetlen példany is talalhato a 3(2?;1 n;) csicst
teljes graf szinezésében.

Ekkor tekintsiik G-nek a maradék k komponensbdl allo részgrafjat, G’-t. Az indukcios fel-
tevés miatt azonban a kék és piros C,, -t6l fiiggetlen maradék 3|G’| 4 n, csticson vett piros-kék
szinezésben biztosan lesz egyszint példanya G'-nek, ehhez pedig csak a megfelel6 szintd Cy, -t

kell hozzavenni, hogy megkapjuk G-t a szinezésben. O]

Mi torténik azonban akkor, ha megemeljiik a maximalis fokszamot? Erre adtak véalaszt Chvatal

és szerzGtarsai:

4.1.2. tétel (Chvatal-Rodl-Szemerédi-Trotter, 1983 [20]). Vd € N* ¢, € R csak a d-tdl fiiggd
konstans, hogy VG = (V, E) eqyszerd grif esetén, ha A(G) = d,n = |V|, akkor R(G) < ¢qn

Ez azt jelenti, hogy a maximalisan d fokszdmmal rendelkezd grafok Ramsey-széma a csticsszam
fiiggvényében linearis, ellentétben példaul a teljes grafokkal, ahol a cstcsok szédméanak fiiggvé-

nyében exponencialisan né a Ramsey-szam, mint azt a 2.2.7. és 2.2.10. tételekben targyaltuk.

4.1.3. megjegyzés. A négy szerzd, Chvatal, Rodl, Szemerédi és Trotter egy gyengébb valtozatat
lattak be Stefan Burr és Erdds Pal nevezetes sejtésének, ami a grafoknak egy bévebb csaladjara

mondta ki, hogy azok Ramsey-szdma lineéaris.

Ahogy fentebb emlitettiik, példaul a fak esetén, melyek jol érzékelhetGen egy ,egyszert” strukti-
raju grafnak szamitanak, a maximalis fokszam nem j6 mérdje az G ,egyszertiségiiknek”. Emiatt

definidljuk a kévetkezs fogalmat:

4.1.4. definicio. Egy G = (V, E) egyszerii graf d-degeneralt, ha G 0sszes részgrafjaban van
legalabb egy cstics, melynek fokszama legfeljebb d.

A definici6 alapjan példaul a fak és utak is 1-degeneraltnak, a kérok 2-degeneraltnak, mig K,
k—1-degeneraltnak szamitanak (igy utobbiakat nem is soroljuk az ,egyszeri struktiaraju” grafok
kozé).

4.1.5. sejtés (Burr-Erdss, 1973 [21] [22]). Vd € N* 3¢, € R csak a d-t6l fiiggs konstans, hogy
VG = (V, E) egyszert graf esetén, ha G d-degeneralt, akkor R(G) < cqn

Ennek a sejtésnek a bizonyitasdhoz tették meg az els6 nagy lépést Chvatal és tarsai, és az
elmilt évtizedekben sziilettek kisebb-nagyobb eredmények a sejtés megoldasara, mig 2017-ben

Choongbum Lee elGéllt a kovetkezs tétel bizonyitaséval:

4.1.6. tétel (Choongbum Lee, 2017 [23]). Jc € R, hogy Vd, r € Nt -ra, tetszdleges d-generdlt, és
r-szinezhetd G = (V, E) grdf esetén, melynek csicsainak szima legaldbb 2727 R(G) < 227 |V|
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4.1.7. megjegyzés. Egy d-degeneralt graf cstcsai szinezhetGek d+ 1 szinnel, igy a Lee altal adott
formula segitségével talalhatunk minden d-hez alkalmas, csak a d-t6l fliggs konstansot (pozitiv
¢ esetén r helyére d + 1-et, negativ ¢ esetén 1-et helyettesitve), mely teljesiti Burr és Erdds
sejtését.

4.1.8. megjegyzés. Lee cikkének végén megemliti, hogy Burr és Erdds sejtését lehet altalanositani
R(G1,Gy)-re, ahol a G1,Gy grafok degeneréltsaga helyett egy ahhoz kapcsolodd fogalom, a
grafok arboricitasa fliggvényében marad linearis a két graf cstucsainak egyiittesen vett szamat

tekintve. Ennek bizonyitasa még varat magéra. [23]
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\chapter{Bevezetés}}

Vacsoravendégséget szervezünk hat ember számára. Megérkeznek mindannyian a helyszínre, de már ez a találkozás előtt bizton állíthatjuk, hogy az általunk összeválogatott társaságból ki tudunk választani három embert úgy, hogy ők mind a hárman kölcsönösen ismerik egymást, vagy épp úgy, hogy mindhárman teljesen idegenek egymás számára.

Ezt az állítást nem csak azért fogalmazhatjuk meg, mert rendkívül ügyes módon válogatjuk meg a társaságunkat, hanem egy általános érvényű matematikai igazság húzódik meg mögötte, amit ebben az egyszerű esetben úgy is megfogalmazhatnánk, hogy a $(3,3)$ Ramsey-szám nem nagyobb, mint hat.

Frank Plumpton Ramsey brit filozófus, közgazdász és matematikus 1928-ban publikálta "On a problem of a Formal Logic" című dolgozatát, mely probléma a '30-as évektől kezdve gráfelméleti köntöst is kapott Erdős Pál és Szekeres György közreműködésének köszönhetően.

Ebben a dolgozatban szeretnénk megismerkedni a Ramsey-típusú problémák alapjaival, amikor két színnel színezett éleken vizsgáljuk klikkeknek a jelenlétét, de az alapproblémákon túllépve a lehetséges általánosítási irányokon belül részletesebben tárgyaljuk majd, hogy mi történik, amikor klikkek helyett egyszínű körök, vagy más egyszerű struktúrájú gráfok létezésére szeretnénk garanciát kapni tetszőleges élszínezés mellett.



\chapter{Alapok}
Emberek közötti ismertséget könnyen reprezentálhatunk gráfokkal. Minden egyes ember megfeleltethető a gráf egy csúcsának. Amennyiben két ember ismeri egymást, a gráfhoz vegyük hozzá az őket reprezentáló két csúcsot összekötő élt.\\
Itt jegyezzük meg, hogy (a mi leegyszerűsített modellünkben) két ember között két féle kapcsolat lehetséges: vagy ismerik egymást, vagy pedig nem ismerik egymást (mivel az egyirányú ismertségeket kizárjuk). 
Ennek megfelelően egy másik fajta reprezentációval is dolgozhatunk.\\
Ha $n$ embernek az ismertségi gráfját szeretnénk elkészíteni, akkor tegyük ezt a következőképpen: 
Vegyünk egy $n$ csúcsú teljes gráfot (klikket), és színezzük annak éleit két féle színnel. Kékkel, amennyiben a két csúcsa által reprezentált ember ismeri egymást, pirossal pedig akkor, ha nem ismerik egymást.\\
Ekkor a bevezetőben hallott állítást megfogalmazhatjuk így:
\begin{all}
Egy 6 csúcsú teljes gráfban (ahol minden csúcs között van él) tetszőleges (piros és kék színnel való) élszínezés esetén találunk piros vagy kék háromszöget.
\end{all}
\noindent Ennek az állításnak a bizonyításában a Dirichlet-féle skatulyaelv lesz segítségünkre:
\begin{biz}
Válasszuk ki az egyik csúcsot a gráfból. Ebből 5 él indul. A skatulyaelv szerint, ha két színnel színezzük ezt az öt élt, akkor lesz olyan szín, amellyel legalább három élt színeztünk ki.\\
Szimmetriaokokból feltehetjük, hogy ez a szín a kék.\\
Most tekintsünk három olyan csúcsot, amelybe a kitüntetett csúcsunkból kék él fut.\\
Ha megvizsgáljuk az ezek közötti élek színét, láthatjuk, hogy az nem lehet kék, mert akkor megjelenne egy kék háromszög ezen két csúcs, illetve az első körben kitüntetett csúcsunk által kifeszítve.\\
Azonban, ha mind a három élünket pirossal színezzük (mivel kékkel nem lehet), akkor piros háromszög jelenik meg az élszínezésünkben. \qed
\end{biz}

\noindent Vajon ugyanezt $K_5$-ben is megtehetnénk?

Jól látható, hogy a skatulyaelvből nem következik, hogy egy csúcs lefogjon három azonos színű élt, hiszen itt egy-egy csúcsnak csak 4 szomszédja van, ezért egy csúcsból indulóan csak annyit tudunk biztosan, hogy lesz két él, amely ugyanolyan színű.

\begin{all}
    A $K_5$ élszínezhető olyan módon két színnel (pirossal vagy kékkel), hogy ne legyen benne se kék, se piros háromszög.
\end{all}
\begin{biz}
    Az előző bizonyításban látottak alapján tudjuk, hogy ha lenne olyan csúcsunk, amiből három ugyanolyan színű él indul ki, akkor szükségszerűen megjelenne egyszínű (vagy szakszerűbb kifejezéssel élve: monokromatikus) háromszög. Emiatt minden csúcsból két-két piros és kék élnek kell futnia.\\
    Az első csúcsból induló élek színezésekor szimmetria és a gráfok izomorfiája miatt mindegy, hogy pontosan melyik két él lesz piros, illetve kék.\\
    Ezt követően egy választásunk van, hogy hogyan színezzük a gráfot, onnantól kezdve minden él a helyére kell, hogy kerüljön, így megkapjuk a következő színezést, amiben valóban nincs se kék, se piros háromszög:
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{K5ellenpl.jpg}
    \end{figure}
    \qed
\end{biz}



\section{Definíciók és alapfogalmak}

A bevezető két állításban már láttuk, hogy gráfos eszközökkel lehet jól értelmezni ezt a problémakört, és alkalmas bizonyításokat adni a megfogalmazott állításokhoz.\\
Emiatt szeretnénk precízebben meghatározni ezeket a gráfelméleti fogalmakat.

\begin{defn}
    Legyen $V \neq \emptyset$ alaphalmaz, $E = \{\{u, v\} \mid u, v \in V, u \neq v\}$ $V$ kételemű részhalmazainak a részhalmaza.\\
    Ekkor azt mondjuk, hogy $G=(V, E)$ (irányítatlan) egyszerű gráf, ahol $V$ a csúcsok, $E$ pedig az élek halmaza.
\end{defn}

\begin{megj}
    $E$ elemeire pedig a következő egyszerű jelöléssel hivatkozhatunk:\\
    Amennyiben $u, v \in V$, $uv=vu=\{u, v\} \in E$.
\end{megj}

\begin{defn}
    $G_1=(V_1, E_1)$ és $G_2 = (V_2, E_2)$ gráfok izomorfak, amennyiben van olyan $f: V_1 \rightarrow V_2$ bijekció, amire teljesül, hogy $uv \in E_1 \iff f(u)f(v) \in E_2$.
\end{defn}

\begin{defn}
    Teljes gráfnak vagy klikknek nevezzük azt a gráfot, ahol minden csúcspár él.\\
    $G = (V, E)$ ahol $E = \{\{u, v\} \mid \forall u, v \in V, u \neq v\}$\\
    Jel: $K_k$, ahol $k=\lvert V \rvert$
\end{defn}

\begin{defn}
    $G=(V, E)$ gráf komplementerének hívjuk a $\overline{G}=(V, \overline{E})$ gráfot, ahol $\overline{E}=\{\{u, v\} \mid \forall u, v \in V, u \neq v\}\setminus E$.
\end{defn}

\begin{defn}
    $G'=(V', E')$ gráfot $G=(V, E)$ részgráfjának nevezzük, amennyiben $V' \subseteq V$, $E' \subseteq E$, továbbá $\forall e \in E': e \cap V' = e$ (vagyis minden él a részgráfban két $V'$-beli csúcs között fut, azaz $(V', E')$ pár valóban gráf).
\end{defn}

\begin{megj}
    Gyakran, amikor a gráf egy részgráfjának csúcshalmazára hivatkozunk, akkor $V'$ helyett, kontextusba illően csupán $G'$-t írunk.
\end{megj}

\begin{defn}
    $G=(V, E)$ gráf $m$-élszínezésének nevezünk egy $c: E \longrightarrow \{1, 2, \ldots, m\}$ függvényt.
\end{defn}
\begin{megj}
    $m=2$ vagy $3$ esetén hagyományosan az élszínező függvény a $\{\text{piros}, \text{kék}\}$, illetve $\{\text{piros}, \text{kék}, \text{zöld}\}$ halmazokba képez.\\
    Ilyen esetben hivatkozhatunk úgy egy élre, hogy az piros, kék vagy zöld.
\end{megj}

\begin{defn}
    Ha van egy élszínezésünk, monokromatikus (azaz azonos színű) élek halmazának nevezzük az élek azon részhalmazait, amelyre igaz, hogy minden él ugyanolyan színű.\\
    Az összes piros, kék, illetve $i$-edik színt tartalmazó élhalmazokat $E_p, E_k, E_i$-vel jelöljük.
\end{defn}

\begin{defn}
    Ennek megfelelően tudunk beszélni monokromatikus részgráfról is:\\
    $G'=(V', E')$ monokromatikus részgráf, amennyiben részgráf és $E'$ monokromatikus élhalmaz.
\end{defn}

\noindent Definiálhatjuk továbbá speciális osztályait a gráfoknak, többek között köröket, utakat és fákat.

\begin{defn}
    $G=(V, E)$ gráfot útnak nevezzük, ha van 
    $v_1v_2v_3...v_n$ permutációja a csúcsoknak, hogy $v_iv_j \in E \iff j=i\pm 1, 1 \leq i, j \leq n$.\\
     Jel: $P_n$ (amennyiben az út $n$ csúcsból $n-1$ élből áll).\\
     Az út hosszát ilyenkor az őt alkotó élek száma határozza meg.\\
     Beszélünk azonban két csúcs közötti utakról is:\\
     $v_1v_2v_3\ldots v_k$ sorozata a csúcsoknak út $v_1$ és $v_k$ között, ha $i \neq j$ esetén $v_i \neq v_j$, és $\forall i\leq k-1 : v_iv_{i+1} \in E$.
\end{defn}

\begin{defn}
    $G=(V, E)$ gráfot körnek nevezzük, ha bármely (egyetlen) élét elvéve utat alkot.\\
    Jel: $C_{\lvert V \rvert}$\\
    $(v_1, v_2, v_3, \ldots, v_k, v_{k+1})$ csúcsok sorozatával hivatkozhatunk $k$ hosszú körökre, amennyiben \\ $v_1v_2v_3\ldots v_k$ út, $v_{k+1}=v_1$, és $v_kv_1 \in E$.\\
    $k=3$ esetén háromszögről, $k=4$ esetén négyszögről, egyébként pedig $k$-körről beszélhetünk.
\end{defn}

\begin{megj}
    Gyakran egy $k$ csúcsú körre tényleg úgy hivatkozunk, hogy a csúcsok indexelését sorba rendezzük olyan módon, hogy $(v_1, v_2, v_3, \ldots, v_k, v_1)$ kört alkosson.

    Ilyenkor mondhatjuk azt, hogy az indexeket $\mathbb{Z}_{k}$-belinek tekintjük, ahol hagyományosan $\mathbb{Z}_{k}=\{0, 1, 2, \ldots k-1\}$ a $k$ maradékosztályok additív csoportját jelöli, azaz az összeadást $k$-val való maradékos összeadásnak tekintjük, de $0$-t rendre helyettesíthetjük $k$-val a jobban olvashatóság kedvéért.
\end{megj}

\begin{defn}
    $G=(V, E)$ gráfot fának nevezzük, amennyiben összefüggő, és nincs benne kör.\\
    Egy $n=\lvert V \rvert$ csúcsú fát $T_n$-el jelölünk, de fontos megjegyeznünk, hogy ezek nem feltétlenül izomorfak.
\end{defn}

\begin{defn}
    Azt mondjuk, hogy $G=(V, E)$ páros gráf, ha létezik olyan $V_1, V_2$ partíciója $V$-nek, hogy minden él egy $V_1$-beli és egy $V_2$-beli csúcsot köt össze, azaz $\forall e \in E : \lvert e\cap V_1 \rvert = \lvert e\cap V_2 \rvert=1$.\\
    Ekkor $G=(V_1, V_2, E)$-ként is hivatkozhatunk erre a gráfra.
\end{defn}

\begin{defn}
    $G=(V_1, V_2, E)$ páros gráf teljes, ha $\forall u\in V_1 \forall v \in V_2 : uv \in E$.
    \\
    $\lvert V_1 \rvert = n$ és $\lvert V_2 \rvert = m$ esetén a teljes páros gráfot $K_{n,m}$-el jelöljük.
\end{defn}


\begin{defn}
    A gráf egy csúcsának fokának nevezzük azt, hogy mennyi él illeszkedik az adott csúcsra.\\
    Jel: $d(v)=\lvert \{e\in E \mid v \in e\} \rvert$
\end{defn}

\begin{defn}
    Egy csúcs színezett foka az a szám, hogy hány adott színű él illeszkedik a csúcsra.\\
    Jel: $d_p(v)$, $d_k(v)$, $d_i(v)$
\end{defn}


\section{Alapvető Ramsey tételek}

Ahogy a bevezetőben láthattuk $6$ csúcsú az a legkisebb teljes gráf, ahol bármely 2-élszínezésében találunk egy piros vagy kék színű részgráfban háromszöget.\\
Felvetődik a kérdés: Hogyan tudjuk ezt a feladatot általánosítani?\\
Az alapfeladatban háromszögről beszéltünk, de a háromszög valójában egy három csúcsú teljes gráf (azaz $K_3$).\\
Tehát azt szeretnénk tudni, hogy létezik-e bármely $k\geq 3$ természetes számhoz egy olyan $n$, hogy $K_n$ tetszőleges 2-élszínezésében van vagy piros vagy kék rész $K_k$ gráf.

\begin{all}
    Ha egy adott $k\geq 3$-hoz létezik a fenti feltételnek megfelelő $n$ szám, akkor létezik egy legkisebb ilyen $n_0$, hogy $\forall m\geq n_0$-ra is teljesül a feltétel, de $\forall m < n_0$-ra van olyan 2-élszínezés az $m$ méretű klikkben, hogy nincs se piros, se kék $K_k$ részgráf azon színezés mellett.
\end{all}

\begin{defn}
    Amennyiben létezik ilyen $n_0$ szám, azt a $k$-adik Ramsey-számnak nevezzük.\\
    Jel: $R(k)=n_0$
\end{defn}

Ezzel az alapfeladat általánosításának első lépését megtettük, de nagyon gyorsan, és nagyon természetesen fedezhetünk fel további általánosításait a problémának, emiatt is hivatkozhatunk Ramsey-problémakörként mindezekre a problémákra:
\begin{itemize}
    \item  Mi történik akkor, ha nem csak két színnel színeznénk a teljes gráfot, hanem $r$ db színnel?
    \item Lehet-e, hogy nem mindenképp ugyanakkora méretű klikkeket szeretnénk találni valamelyik színű részgráfból, hanem a megfelelő színekhez más más méretű részklikk létezését vizsgálnánk?
    \item Vizsgálhatunk-e mást, mint klikkek jelenlétét, például köröket -- ami dolgozatunkban nagyobb szerepet is kap majd --, vagy esetleg utakat, fákat, vagy egyéb struktúrális szempontok alapján csoportosítható gráfokat?
    \item Halmazelméleti oldalról hogyan közelíthetjük meg mindezt?
\end{itemize}
Ezek mind olyan kérdések, amelyek természetesen bontakoztak ki, előbb a '30-as években, aztán a '70-es években, de még a mai napig is születnek újabb eredmények (vö. Erdős-Burr sejtés igazolása)

\begin{defn}
    Ramsey-szám:\\
    $R(k, l)$: A legkisebb klikk mérete, amelynek bármely 2-élszínezésében található piros $k$ méretű klikk, vagy kék $l$ méretű klikk.
    \\
    $R(k_1, k_2, ... k_m)$: A legkisebb klikk mérete, amelynek bármely ($m \geq 2$) $m$-élszínezéshez létezik olyan $i$, hogy van benne $k_i$ méretű $i$ színű klikk.
\end{defn}

Ezt a két definíciót tekintjük a klasszikus eseteknek, ezért mielőtt tovább lépnénk a különböző általánosításokra, tekintsünk rá arra, hogy milyen eredmények születtek ezen Ramsey-számok kapcsán.

Ramsey tétele, akiről az egész problámakör a nevét kapta, mindössze ennyit mond ki:

\begin{tetel}[Ramsey, 1928]
    $R(k_1, k_2, ... k_m)$ véges.
\end{tetel}

Ő eredetileg magát a kérdést nem is gráfelméleti alapon, hanem inkább halmazelméleti-logikai struktúrákkal közelítette meg. Itt arról, hogy mi a pontos határ, azt nem mondjuk ki, de az biztos, hogy van határ. Amolyan általánosított skatulyaelvként is tekinthetünk rá.

A '30-as években, amikor Erdős Pálék elkezdtek foglalkozni a kérdéssel egy geometriai-kombinatorika feladat miatt, akkor adta magát, hogy gráfon keresztül vizsgálják a problémát, és így meg tudtak határozni egy jól definiálható felső korlátot:

\begin{tetel}[Erdős-Szekeres, 1935 \cite{Erdős-Szekeres}] 
    $R(k, l) \leq \binom{k+l-2}{l-1}$   
\end{tetel}

Mindez azért működhet, mert a Ramsey-számok a binomiális együtthatókhoz hasonló tulajdonsággal rendelkeznek:

\begin{lemma}
    $R(k, l) \leq R(k-1, l)+R(k, l-1)-1$
\end{lemma}

Természetesen látható, hogy ez nem éles, már elég kicsi eseteknél, rögtön az $R(3,4)$-nél elveszti az élességét a felső becslés.

Becsülhetjük azonban még durvábban is, exponenciális módon, cserébe így jobban tudunk beszélni a Ramsey-szám aszimptotikájáról. Kihasználva, hogy a Pascal-háromszög $n.$ sorának összege $2^n$, könnyen megkapható a következő felső határ a diagonális (azaz $k=l$) esetben, szintén Erdős és Szekeres nyomában:

\begin{tetel}
    $R(k,k) = R(k) < 4^k$
\end{tetel}

\begin{megj}
    Konstans szorzóval könnyedén lehet még farigcsálni ezen a becslésen, de ennél erősebb javításokat is sikerült elérni az évek folyamán.\\
    Az exponenciális határ alapját azonban egészen a múlt évig nem sikerült $4$-ről lecsökkenteni.\\
    Egy 2023-as cikk (preprint)\cite{Campos} szerzői Campos, Griffith, Morris és Sahasrabudhe azonban azt állítják, hogy létezik olyan pozitív konstans $(\geq \frac{1}{128})$, amivel ez csökkenthető, azaz elég nagy $k$ esetén:
    $$\exists \varepsilon \geq \frac{1}{128} > 0, \quad R(k) < (4-\varepsilon)^k$$ 
\end{megj}

\begin{megj}
    Ezt az aszimptotikus becslést még nagyobb mértékben sikerült javítani egy évvel később, 2024-ben, de ez az eredmény sem jelent meg még folyóiratban:
    $$R(k)<3,8^{k+o(k)}\cite{Norin}$$ 
\end{megj}

\noindent Ezek a felső határok akkor is érdekesek lennének számunkra, ha minden $(k, l)$ párra ismernénk $R$ értékét, mivel egy jól definiálható függvénnyel becsüljük, de a valóságban még ennél is hasznosabb, ugyanis 2-élszínezés esetében a mai napig bezárólag mindössze kilenc $3\leq k \leq l$ esetén tudjuk $R$ pontos értékét.

Az alábbi táblázatban láthatóak azok a Ramsey számok félkövérrel szedve, amelyek pontosan meg vannak határozva, a többi értékhez pedig a jelenleg közismert legjobb (vagy közel legjobb) alsó-felső határok kerültek, a teljesség igénye nélkül.\cite{tablazat}
\begin{table}[H]
    \centering
    \begin{tabular}{c|cccccccc}
         $k\diagdown l$ & 3 & 4 & 5  & 6  & 7  & 8  & 9 & 10\\ \hline
         3 & \textbf{6} & \textbf{9} & \textbf{14} & \textbf{18}& \textbf{23} & \textbf{28} & \textbf{36} & 40-42\\
         4 &  & \textbf{18} & \textbf{25} & 36-41 & 49-61 & 56-84 & 73-115 & 92-149 \\
         5 &  &  & 43-49 & 58-87 & 80-143 & 101-216 & 126-316 & 144-442  \\
         6 &   &   &       & 102-165 & 113-298 & 132-495 & 169-780 & 179-1171\\
         7 &   &   &       &         & 205-540 & $\cdots$ & & \\
    \end{tabular}
\end{table}
Ahogy láthatjuk, többek között már $R(5)$ meghatározása is nehézséget okoz. Ehhez kapcsolódik Erdős Pál egy híres mondása:\\
„Képzeljük el, hogy az embernél sokkal hatalmasabb idegen faj landol a Földön, és az R(5, 5) értékét követelik, vagy elpusztítják a bolygót. Ebben az esetben hadra kéne fognunk minden számítógépet és matematikust, hogy megtaláljuk az értéket. De tegyük fel, hogy ehelyett az R(6, 6) értékére kíváncsiak; ebben az esetben minden erőnkkel meg kéne próbálnunk legyőzni őket.”
\footnote{Ezt az idézetet fellelhetjük többek között ebben a tudományos ismeretterjesztő könyvben:\\
Bruce Schechter: Agyam nyitva áll! Erdős Pál matematikai utazásai} 

Mindez azért van, mert már önmagában az, hogy eldöntsük egy $n$ csúcsú gráfról, hogy van-e benne $k$ méretű klikk, az NP-teljes feladat, ami azt jelenti -- anélkül, hogy mélyebben belemennénk a számítástudomány tételeibe és definícióiba --, hogy amennyiben ismernénk rá polinom idejű (azaz gyorsan futó) algoritmust, ami megoldja ezt a feladatot, akkor számos másik bonyolult feladathoz is találhatnánk olyan algoritmust, ami szintén ilyen gyorsan futna. Ez önmagában nem jelenti azt, hogy lehetetlen ilyen algoritmust találni, de az elmúlt jó pár évtizedben nem sikerült ez soha senkinek, és amennyiben sikerülne, az magával hordozná azt, hogy összeomlik rengeteg olyan rendszer, ami a titkosításoknál használja ki pont azt, hogy vannak olyan bonyolult feladatok, amik algoritmikusan belátható időn belül nem megoldhatóak (legalábbis jelen állás szerint).

Emiatt válik valóban érdekes kérdéssé számunkra, hogyha nem tudjuk meghatározni a pontos értékeket, akkor milyen általános érvényű határokat mondhatunk, felülről, valamint alulról?

\begin{tetel}[Erdős, 1947 \cite{Erdős}]
    $R(k) > 2^\frac{k}{2}$
\end{tetel}

Erdős ezt a tételt az eredeti bizonyításában még nem az általa kidolgozott "véletlen módszerrel" bizonyította, de később ez is elterjedt megoldása lett ennek a feladatnak, ami ebben az esetben azt jelenti, hogy egy véletlenszerűen 2-élszínezett $2^\frac{k}{2}$ méretű klikkben pozitív a valószínűsége, hogy találunk piros vagy kék $K_k$-t.%IHLETTE

Fontos megjegyeznünk, hogy nem csak az $R(k)$ számokra -- amelyeket hívhatunk diagonális Ramsey-számoknak is -- sikerült ilyenfajta korlátokat meghatározni, hanem a diagonálison kívül eső $R(k, l)$ számokra is, olyan módon, hogy $k$-t rögzítettnek tekintjük, $l$-el pedig tartunk a végtelenbe.

\begin{tetel}[Shearer, 1991 \cite{Shearer} / Bohman-Keevash, 2020 \cite{Bohman} / Fiz Pontiveros-Griffiths-Morris, 2021 \cite{Fiz}]
    $$\left( \frac{1}{4}-o(1) \right) \frac{l^2}{log(l)}\leq R(3, l) \leq \left( 1+o(1) \right) \frac{l^2}{log(l)}$$    
\end{tetel}

\begin{tetel}[Li-Rousseau-Zang, 2001 \cite{Li}/ Mattheus-Verstraete, 2024 \cite{Mattheus}]
    $$c \cdot \frac{l^3}{log^4(l)}\leq R(4, l) \leq \left(1+o(1)\right)\frac{l^3}{log^2(l)},$$ ahol $c$ alkalmas pozitív konstans.
\end{tetel}

\begin{megj}
    $R(4,l)$ alsó becslésére Erdős Pál 1990-ben fogalmazta meg azt a sejtést, hogy van olyan $c_1, c_2$ konstans, hogy $R(4, l)>c_1\frac{l^3}{log^{c_2}(l)}$, aminek bizonyításáért 250\$-os díjat ajánlott fel. Ezt sikerült Mattheusnak és Verstraetenek belátniuk $c_2=4$-re 2024-ben.
\end{megj}

\begin{tetel}[Ajtai-Komlós-Szemerédi, 1980\cite{AKS} / Bohman-Keevash, 2020]
    Ha $k$ rögzített, $l\geq k$, akkor
    $$c_1(k)\frac{l^\frac{k+1}{2}}{(log(l))^{\frac{k+1}{2}-\frac{1}{k-2}}}\leq R(k, l) \leq c_2(k)\frac{l^{k-1}}{(log(l))^{k-2}}$$
\end{tetel}


\chapter{Kör-Ramsey-számok}

A Ramsey tétel hagyományos problémafelvetése teljes gráfokról szólt, azonban természetesen adódott a kérdés, hogy klikkek helyett tekinthetünk-e más gráfokat, például köröket. 

\begin{defn} Kör-Ramsey-szám:\\
    $C(k, l)$: A legkisebb klikk mérete, amelynek bármely 2-élszínezésében található piros $k$ hosszú kör, vagy kék $l$ hosszú kör.
\end{defn}

\noindent Lenne lehetőségünk a sima Ramsey-számokhoz hasonlóan több színre is vizsgálni a kör-Ramsey-számokat, de ebben a dolgozatban két színre szorítkozunk.

\begin{all}
    $C(k, l)=C(l, k)$
\end{all}

Mivel $C(k, l)$ szimmetrikus, gyakran könnyebb úgy hivatkozni rá, hogy a kisebbik index szerepel az első helyen.

Mi történik akkor, ha megvizsgáljuk $C(k, l)$ értékeit?

\begin{all}
    $C(3,3)=R(3,3)=6$, hiszen $C_3 \cong K_3$
\end{all}

\begin{all}
    $C(k, l) \leq R(k, l)$
\end{all}

Az is teljesen világos, hogy $C(k, l)$ nem lehet nagyobb $R(k, l)$-nél, hiszen egy $k$ méretű teljes gráf mindig tartalmaz $k$ hosszú kört.

Továbbá ebben a dolgozatban látni fogjuk, hogy a kör-Ramsey-számok sokkal egzaktabbul meghatározhatóak, de ehhez alulról kell kezdenünk az építkezést.

\begin{all}
    $C(4,4)=6$
\end{all}

\begin{biz}
    $R(3,3)>5$ bizonyításához adott gráfszínezés megadható $C(4, 4)>5$ belátásához is tanúnak.\\
    Tekintsünk tehát egy hat csúcsú gráfot. Azt szeretnénk megmutatni, hogy ebben lesz minden színezés esetén vagy piros vagy kék $4$-kör.\\
    Mivel $C(3,3)=6$, biztosak lehetünk benne, hogy van minden élszínezésben piros vagy kék háromszög.\\ 
    Szimmetria miatt feltehetjük, hogy piros színű háromszög ($ABC$) van az élszínezésünkben.\\
    Két esetet vizsgáljunk meg:
    \begin{enumerate}
        \item $A, B, C$ közül van olyan csúcs, aminek kék foka $3$.
        \item $A, B, C$ csúcsok mindegyikének piros kifoka legalább három.
    \end{enumerate}
    Az alábbi ábrán a két sorban e két esetet vizsgáltam végig, ahol az első opciót leszámítva minden egyes él megszínezése ,,kényszerített módon'' történt, azaz ha valamely élet más színűre színeztük volna, akkor valamely feltétellel idő előtt ellentmondásba kerültünk volna:
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=1\textwidth]{C44.png}
    \end{figure}
    A bizonyítás teljes végiggondolását innen az olvasóra bízzuk, de látható, hogy mindkét esetben eljutottunk egy olyan élig, amelynek a nem pirosra-színezhetősége egy kék $C_4$ megjelenését eredményezte a színezésünkben, $C(4, 4) \leq 6$ valóban teljesül.
    \qed
\end{biz}

\section{C(3, n)}

Általánosabb képlet gyártásához vizsgáljuk meg előbb azt az esetet, ha $C$ függvény egyik változóját lerögzítjük. Mit mondhatunk el $C(3, .)$-ról?

\begin{tetel}[Chartrand-Schuster, 1971 \cite{Chartrand}]
    $C(3, n)=2n-1$, ha $n \geq 4$ 
\end{tetel}


\begin{biz}
    1. lépés: $C(3, n)>2n-2$
    
    \noindent Olyan színezést keresünk, amiben nincs piros háromszög, se kék $C_n$.\\
    Ehhez vegyünk egy piros élekből álló $K_{n-1,n-1}$-et, ennek a komplementerét pedig színezzük kékkel.\\
    Látható, hogy ekkor valóban nincs piros háromszögünk a színezésben, mert egy páros gráf élei csak páros hosszú kört tudnak alkotni.\\
    A kék élek pedig két független $K_{n-1}$-et alkotnak ebben a színezésben, amiben valóban nincs $n$ hosszú kör.
    
    2. lépés: $C(3, n)\leq 2n-1$\\
    Ezt teljes indukcióval fogjuk belátni:\\
    Először is látnunk kell, hogy $C(3, 4)\leq 7$\\
    Próbáljunk meg kiszínezni egy 7 csúcsú teljes gráf éleit úgy, hogy ne legyen benne se piros háromszög, se kék négyszög.
    Mivel $C(4,4)=6$, és 7 csúcsú gráfot akarunk kiszínezni kék négyszög-mentesen, emiatt biztosak lehetünk abban, hogy lesz egy piros négyszög a színezésünkben.
    Tegyük fel, hogy $A, B, C, D$ csúcsok feszítik ezt a négyzetet, olyan módon, hogy $AB, BC, CD, DA \in E_p$. Ekkor $AC$ és $BD \in E_k$, különben ezen négy csúcs által alkotott részgráfban is lenne piros háromszög.
    Most tekintsünk egy $A, B, C, D$-től különböző csúcsokat.\\
    Ekkor azt állítjuk, hogy ezek egyikéből mennie kell piros élnek az $A, B, C, D$ csúcsok egyikébe, ha el szeretnénk kerülni, hogy kék négyszöget találjunk a színezésben:\\
    Indirekt tegyük fel, hogy mégis, hogy $\{E, F, G\}$ és $\{A, B, C, D\}$ csúcshalmazok között futó minden él kék, azaz egy kéken színezett $K_{3,4}$-et alkotnak, aminek $K_{2,2}$ része, ami pedig izomorf egy $C_4$-el.\\
    Tehát valóban szükséges, hogy ezen élek között legyen olyan is, ami pirossal van színezve.
    Szimmetria miatt tekinthetjük úgy, hogy az $FC$ él piros, ahogy az alábbi ábrán is mutatjuk.
    
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c34_2.png}
    \end{figure}
    
    \noindent Ekkor triviálisan adódik, hogy $DF$ és $BF$ éleket kékkel kell színeznünk, hiszen ha pirosak lennének, akkor sorra $DFC$ illetve $BFC$ piros háromszög lenne.\\
    Ha most tekintjük továbbá $C$ csúcs színezett fokszámát, láthatjuk, hogy $d_p(C)=3$.\\
    Vajon C-ből mehet még ki piros él?\\
    Azt állítjuk, hogy nem mehet, mivel ha bármely $v$ csúcsra $d_p(v)\geq 4$, akkor biztosan találnánk ennek a csúcsnak, illetve a négy piros éllel hozzá tartozó szomszédjából alkotott részgráfban egy piros háromszöget vagy kék négyszöget. Hiszen, ha e négy szomszéd között futna egyetlen piros él, akkor máris találunk piros háromszöget, ellenkező esetben pedig egy kék 4-es klikket találunk, ami tartalmaz négy hosszú kört is.\\
    Tehát a $C$-ből induló összes eddig még nem színezett élt kékkel kell színeznünk.
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c34_5.png}
    \end{figure}
    \noindent Most tekintsük az $E$ és $G$ csúcsokat a gráfban, illetve a belőlünk $A$-ba futó éleket.\\
    Ha mindkét él kék lenne, akkor a $CEAG$ kör teljesen kék lenne, tehát az egyik él az $EA$ és $GA$ közül biztosan piros. (Szimmetria miatt mondhatjuk azt, hogy ez az él az $EA$.)

    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c34_7.png}
    \end{figure}
    \noindent Ekkor azonban az $AE, AD, AB$ élek piros volta miatt, hogy elkerüljük a piros háromszöget $EB$ és $ED$ éleket is kékkel kellene színeznünk.
    
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c34_8.png}
    \end{figure}
    
    \noindent Viszont ebben az esetben $BFDE$ négyszög válna kékké, ami azt jelenti, hogy egy 7 csúcsú teljes gráf élei tetszőleges színezésében elő kell, hogy forduljon piros $C_3$ vagy kék $C_4$.\\
    Ezzel az indukció alaplépését, hogy $C(3, 4)\leq 7$ beláttuk.\\
    \\
    Ekkor tételezzük fel, hogy $n=4..k$-ig igaz, hogy $C(3, n)\leq 2n-1$.\\
    Vizsgáljuk $n=k+1$ esetét:\\
    Tekintsük ekkor a $2k+1$ méretű gráfot, és vegyük egy olyan színezését, amiben nincs piros $C_3$.\\
    Mivel $C(3, k) \leq 2k-1$, és feltettük, hogy a színezésben nincs kék háromszög, emiatt kell, hogy legyen kék $C_k$.\\
    Ekkor a csúcsok halmazát két partícióra oszthatjuk: az első halmazban legyenek azok a csúcsok, amelyek benne vannak az általunk kiválasztott egy konkrét $k$ méretű kék körben. Jelöljük ezt a halmazt $V_k$-val, és ennek elemeit $v_1, v_2, ..., v_k$-val, ráadásul olyan módon, hogy $\forall i \in \mathbb{Z}_{k}: v_iv_{i+1} \in E_k$, a másik halmazt pedig jelöljük $U_{k+1}$-el, elemeit pedig $u_1, u_2, ..., u_{k+1}$-el.\\
    \\
    (0.1) Ha $U_{k+1}$ halmaz egy csúcsából menne két kék él a kék $k$-körünk két szomszédos csúcsába is, akkor rögtön találnánk egy kéken színezett $k+1$ hosszú kört.\\
    \\
    (0.2) Könnyen látható, hogy $V_k$ és $U_{k+1}$ között kell, hogy legyen kék él, hiszen ha nem lenne, akkor az $U_{k+1}$ halmazon belüli éleket mind kékkel kellene színezni, hiszen egy ottani piros él mindkét csúcsa piros éllel lenne hozzákötve bármely $V_k$-beli csúcshoz, ami egy piros háromszöget adna a színezésünkben. Ekkor azonban az $U_{k+1}$-en belüli élek színezése egy $k+1$ méretű kék klikket adna, ami tartalmaz $k+1$ hosszú két kört is.\\
    \\
    (0.3) Ekkor választhatunk egy ilyen kék élet, ami $V_k$ és $U_{k+1}$ halmazok között van. Ennek két végpontját jelöljük $v_l$-el és $u_i$-vel az őket tartalmazó partícióknak megfelelően.\\
    \\
    (0.4) $u_iv_{l-1}$ és $u_iv_{l+1}$ éleket ekkor pirossal kell színeznünk (B) miatt.\\
    \\
    (0.5) Az $U_{k+1} \setminus \{ u_i \}$ halmazt jelöljük $U_{k+1-1}$-el.\\
    \\
    (0.6) $u_i$ és $U_{k+1-1}$ között kell, hogy legyen kék él, ahogy indirekt módon az alábbi ábra is mutatja számunkra:
    
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c3nG2.png}
    \end{figure}
    
    \noindent Legyen az egyik ilyen kék él $u_iu_j$, a továbbiakban pedig jelöljük az $U_{k+1} \setminus \{u_i, u_j\}$ halmazt $U_{k+1-2}$-vel.\\
    Ekkor az $u_jv_{l-2}$ és az $u_jv_{l+2}$ éleknek pirosnak kell lenniük, különben a $k$ hosszú kék körben lecserélhető lenne a kettő hosszú $v_{l\pm 2}v_{l\pm 1}v_l$ út a három hosszú $v_{l\pm 2}u_ju_iv_l$ kék útra, így megjelenne egy $C_{k+1}$ a színezésünkben.\\
    \\
    (0.7) Most tekintsük az $u_iv_{l-2}$ és az $u_iv_{l+2}$ éleket.\\
    $k=4$ esetén megeshet ugyan, hogy $v_{l-2}=v_{l+2}$, de ez nem okoz gondot a bizonyításban.
    
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c3n_0_7.png}
    \end{figure}
    
    \noindent Ezen a ponton a bizonyításban meg kell vizsgálnunk két esetet:\\
    Első esetben feltételezzük, hogy e két él között van kékkel színezett a jó színezésben, második esetben pedig azt tesszük fel, hogy egyikük sem kékkel van színezve, azaz mindketten pirosak.\\
    Amennyiben arra jutunk, hogy mindkét esetben szükséges, hogy piros háromszög hiányában előforduljon kék $k+1$ kör, teljesül az indukciós lépés és a tételt beláttuk.\\
    \\
    (1) Tekintsük tehát az első esetet:\\
    (1.1) Szimmetria miatt tetszőlegesen feltehetjük, hogy az $u_iv_{l-2}$ él kék.\\ 
    (1.2) Ez a kék él sok élnek a színezését determinálja, de fókuszáljunk az $u_jv_l$ élre.\\
    Ennek pirosnak kell lennie, különben $v_{l-2}u_iu_jv_l$-el egy kettő hosszú kék szakaszt lehetne áthidalni három hosszan a kék körből, ami $k+1$ hosszúra bővítené a kék kört.\\
    (1.3) Ekkor azonban a $v_{l-2}v_l$ élnek kell kéknek lennie, lévén, hogy mindketten pirosan elérhetőek $u_j$-ből.\\
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c3n_1_3.png}
    \end{figure}
    \noindent (1.4) $u_jv_{l+1}$ él is piros kell, hogy legyen, különben $v_{l-2}v_lu_iu_jv_{l+1}$-vel tudnánk növelni eggyel a kék kör hosszát.\\
    (1.5) Ugyanez igaz a $u_jv_{l-3}$ élre is.\\
    \\
    (1.6) Ekkor látható, hogy $k=4$ esetén, amikor $v_{l+1}=v_{l-3}$ $(u_i, v_l, v_{l+1}, v_{l-1}, v_{l-2}, u_i)$ alkot $k+1$ hosszú kék kört.\\
    \\
    (1.7) $k>4$ esetén a $v_{l-3}, v_{l-2}, v_l, v_{l+1}$ csúcsok közötti élek színezése kék $K_4$-et alkot. Továbbá mind a négy csúcs a $v_{l-1}$ csúcsból is kéken látszódik ($v_{l-2}, v_l$ a körön belüli él miatt, $v_{l-3}, v_{l+1}$ pedig az $u_i$ és $v_{l-1}$-el alkotott háromszög miatt).\\
    \\
    (1.8) Ez az öt (a körben megszakítás nélkül egymást követő) csúcs így kék $K_5$-öt alkot, amelyek közül kettőnek is ($v_{l-2}$ és $v_l$-nek) kék szomszédja az $u_i$, azaz ilyen módon is találunk kék $C_{k+1}$-et a színezésben (például $v_{l-3}$-ból érkezve a kört $v_{l-2}u_iv_lv_{l-1}v_{l+1}v_{l+2}...v_{l-4}$ sorrendben).\\
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c3nO.png}
    \end{figure}
    \noindent (2) Ezzel áttérhetünk a második eset tárgyalására, amikor $u_iv_{l-2}$ és $u_iv_{l+2}$ él is pirosra van színezve.
    
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c3n_2.png}
    \end{figure}
    \noindent (2.1) Ebben az esetben mind $u_jv_{l-1}$ és $u_jv_{l+1}$ éleknek is pirosaknak kell lenniük, hiszen ha egyik ezek közül (szimmetria miatt feltehetjük, hogy az $u_jv_{l+1}$ él) kék lenne, akkor ($v_{l+1}u_ju_iv_{l+3}$ áthidalás miatt) $v_{l+3}u_i$ piros kell, hogy legyen. Emiatt azonban a $v_{l+3}v_{l+1}$ élnek kéknek kell lennie, hisz $u_i$-ből nézve mindkét csúcs piros.\\
    Ekkor a három hosszú kék $v_l ... v_{l-3}$ szakaszt tudjuk lecserélni a négy hosszú $v_lu_iu_jv_{l-1}v_{l-3}$ szakaszra, hogy megtaláljuk a $k+1$ hosszú kék körünket.
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.25\textwidth]{c3nH.png}
    \end{figure}
    \noindent Tehát a következő színezésben kell tovább kutakodnunk:
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c3nI.png}
    \end{figure}
    \noindent Most tekintsük az $u_j$ és az $U_{k+1-2}$ halmaz csúcsai között futó éleket.\\
    Ezek közül nem lehet ebben az esetben egy sem piros, mert ha lenne, akkor a $v_{l+1}$ és $v_{l+2}$ csúcsoknak lenne közös kék szomszédjuk, ami, mint korábban láttuk, szintén nem megengedett színezés.
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c3nI2.png}
    \end{figure}
    \noindent Ebből az következik, hogy minden él $u_j$ és az $U_{k+1-2}$ halmaz csúcsai között kék, továbbá minden él $v_{l+3}$ és az $U_{k+1-2}$ halmaz csúcsai között piros. Ennek következtében azonban az  $U_{k+1-2}$ beli csúcsok között futó élek egy kék klikket kell, hogy alkossanak.
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c3nI3.png}
    \end{figure}
    \noindent Ha hozzávesszük újra az $U_{k+1-2}$ halmazhoz az $u_j$ csúcsot, akkor egy $k$ méretű kék klikket alkotnak.\\
    Ha $u_i$-ből menne bármely $U_{k+1-2}$ beli csúcshoz kék él, akkor ezeken az éleken egy $k+1$ méretű kék kört is be tudnánk járni. Azonban, ha piros él megy ezekbe a csúcsokba, akkor szintén ellentmondásra jutunk: tekintve egy ilyen $u$ csúcs és a $v_{l+1}$ csúcs között futó élt. Ha ez piros lenne, akkor $u_i$-vel kiegészítve piros háromszöget kapunk. Ha azonban kék, akkor lenne egy kék út $u$-ból $u_j$-be $v_{l+1}, v_l, u_i$-n keresztül, de mivel ezen két csúcs egy $k$ méretű klikkben is benne van, ezért egy másik, $k-3$ hosszú az előzőtől diszjunkt utat is találhatunk, így a kettő együtt alkot egy kék $C_{k+1}$-et.
    \begin{figure}[H]
        \centering
        \includegraphics[width=0.5\textwidth]{c3nI5.png}
    \end{figure}
    \noindent Ezzel beláttuk, hogy a második eset színezése esetén is találunk piros $C_3$ hiányában kék $C_{k+1}$-et, így teljesül az indukciós feltevésünk, hogy:
    $$C(3, n) \leq 2n-1$$
    Továbbá ahogy a bizonyítás első lépésében beláttuk:
    $$C(3, n) > 2(n-1)$$
    Emiatt valóban igaz a tétel:
    $$C(3, n) = 2n-1$$
    \qed
\end{biz}

\begin{megj}
    Az imént látott bizonyításra Chartrand-Schuster kicsit más utat mutat, amit cikkükben csupán vázlatosan tártak az olvasó elé. Az általam bemutatott bizonyítás az ő vázlatukat követve teljes körűen lefed mindent, de kevesebb vizsgálandó esettel dolgozik.
\end{megj}

\section{C(4, n), C(5, n) és C(6, 6)}

Chartrand és Schuster 1969-es cikkükben\cite{Chartrand} azonban nem csak $C(3, n)$ értékét, hanem $C(4, n)$,  $C(5, n)$, valamint $C(6,6)$ értékét is meghatározták. Ezeket szeretnénk szemlézni, hogy egy picit általánosabb tétel bizonyításához is eljuthassunk az ő eredményeik felhasználásával:

\begin{tetel}
    $C(4, n)=
    \begin{cases}
        6 \text{, ha } n=4\\
        7 \text{, ha } n=5\\
        n+1 \text{, ha } n \geq 6
    \end{cases}$
\end{tetel}

\begin{tetel}
    $C(5, n)=2n-1$, ha $n\geq 5$
\end{tetel}

Emeljük ki, hogy itt nem csupán egy felső korlátot sikerült megadniuk a szerzőknek, hanem pontosan tudták meghatározni ezeket a kör-Ramsey-számokat, ami az eredeti Ramsey-számokhoz képest nagy változás.

Az általuk ekkor ismertetett kör-Ramsey-szám még a $C(6, 6)$ volt, ami későbbiekben majd segítségünkre lesz:

\begin{all}
    $C(6, 6)=8$
\end{all}
    
Az akkori állás szerint a diagonális kör-Ramsey-számok felső becslésére is voltak eredmények, melyek szintén lineáris nagyságrendben mozogtak, de pár éven belül Faudree és Schelp minden esetet lefedő képletet találtak $C(n, m)$-re, mellyel a következő pontban foglalkozunk.


\section{C(n, m)}



\begin{tetel}[Faudree-Schelp, 1973 \cite{Faudree}] $n$ és $m$ paritása szerint nézzük a következő eseteket:
    \begin{enumerate}
        \item[(A)] Ha $3 \leq 2k+1 \leq m , \quad (2k+1, m) \neq (3,3)$, akkor $C(2k+1, m)=2m-1$
        \item[(B)] Ha $4 \leq 2k \leq 2l , \quad (2k, 2l) \neq (4,4) \text{, akkor } C(2k, 2l)=2l+k-1$
        \item[(C)] Ha $4 \leq 2k < 2l+1 \text{, akkor } C(2k, 2l+1)=
            \begin{cases}
                (2l+1)+k-1 \text{, ha } 2l+1 \geq \frac{3}{2}2k  \\
                2 \cdot 2k - 1 \text{ különben}
            \end{cases}$
    \end{enumerate}
\end{tetel}

\begin{biz}
    Ebben a dolgozatban az $(A)$ esetet szeretnénk belátni Faudree-Schelp cikkének mentén, $(B)$ és $(C)$ bizonyítását nem ismertetjük. Ehhez több lemmát és segédtételt hívunk segítségül:

    \begin{defn}
        Legyen $G=(V, E)$ gráf, $A\subseteq V, u\in V$, ekkor $u$ $A$-beli szomszédainak számát $d_A(u)$-val jelöljük.
    \end{defn}
    \begin{defn}
         Azt mondjuk, hogy $u\in V \setminus A$ dominálja $A$-t, ha $d_A(u) \geq \frac{\lvert A \rvert}{2}$, illetve szigorúan dominálja $A$-t, ha ez szigorú egyenlőtlenséggel teljesül.
         \\
         Élszínezett gráfban tudunk beszélni arról, hogy egy csúcs piros-dominál, kék-dominál, illetve szigorúan piros- vagy kék-dominál egy csúcshalmazt, amennyiben az adott színű monokromatikus részgráfban dominálja, vagy szigorúan dominálja a csúcshalmazt.
    \end{defn}
    \begin{lemma}
        Ha van $l$ hosszú kör egy $G=(V, E)$ gráfban ($C_l$), valamint egy $x\in V\setminus C_l$, amely szigorúan dominálja $C_l$-t, akkor $G$-ben van $\forall j: 3 \leq j \leq l+1$ $j$ hosszú kör.
    \end{lemma}
    \begin{biz}[3.3.4. lemma]
        Tekintsük $x$-et, amely szigorúan domináns $C_l = (x_1 , x_2 , \ldots , x_l , x_1)$-re.\\
        Ekkor $\forall j \in \{ 3, 4, \ldots , l+1 \}$ esetén skatulyaelv miatt $\exists i_j \in \mathbb{Z}_l$, hogy $xx_{i_j} \in E$ és $xx_{i_j+j-2} \in E$.\\
        Ekkor $(x, x_{i_j}, x_{i_j+1} \ldots x_{i_j+j-2}, x)$ egy $j$ hosszú kör.
        \begin{figure}[H]
            \centering
            \includegraphics[width=0.5\textwidth]{lemma1.png}
        \end{figure}
        \qed
    \end{biz}
    \begin{lemma}
        Ha egy $G=(V, E)$ gráfban van két diszjunkt $l$ és $m$ hosszú kör \\ ($C_l=(x_1 , x_2 , \ldots x_l , x_1)$ és $C_m=(y_1, y_2, \ldots y_m, y_1)$), valamint két csúcs $x, y \in V\setminus (C_l \cup C_m)$, hogy $x, y$ dominálja $C_l$-t és $C_m$-et, továbbá $x$ $C_l$-dominanciája szigorú, akkor van $G$-ben \\ $3, 4, \ldots (l+m+1)$ hosszú kör is. 
    \end{lemma}
    \begin{biz}
        Az előző lemma miatt tudjuk, mivel $x$ szigorúan dominálja $C_l$-t, hogy van $3, 4, \ldots l+1$ hosszú kör a gráfban.\\
        Ekkor elég $5 \leq l+2 \leq j \leq l+m+1$-re belátni, hogy van $C_j$ $G$-ben.\\
        $\forall j \geq 5 \quad \exists r, s \in \mathbb{Z} \quad 0\leq r \leq l-1, \quad 1\leq s \leq m: j=r+s+4$\\
        Mivel $x$ domináns $C_m$-re, $I_m=\{i \in \mathbb{Z}_m \mid xy_i \in E \}$ halmaz legalább $\frac{m}{2}$ elemű.\\
        Legyen $I_m\oplus s:=\{i+s \mod m \mid i\in I_m  \}$, és hasonlóan $I_m\oplus (s-1):=\{i+s-1 \mod m \mid i\in I_m  \}$.\\
        Ekkor $\lvert I_m \rvert = \lvert I_m\oplus s \rvert = \lvert I_m\oplus (s-1) \rvert \geq \frac{m}{2} $, sőt $\lvert (I_m\oplus s) \cup (I_m\oplus (s-1)) \rvert > \frac{m}{2}$.\\
        Továbbá $y$ dominálja $C_m$-et, ami miatt $\exists i' \in (I_m\oplus s) \cup (I_m\oplus (s-1))$, hogy $yy_{i'} \in E$.\\ 
        Tehát $\exists i \in \mathbb{Z}_m$, hogy $xy_i \in E$, továbbá $yy_{i+s} \in E \vee yy_{i+s-1}\in E$.\\
        Hasonló módon, de $x$ szigorú dominanciáját $C_l$-re is figyelembe véve látható, hogy $\exists p, q \in \mathbb{Z}_l $, hogy $\{xx_p, yx_{p+r}\} \subset  E$, továbbá $\{xx_q, yx_{q+r+1}\} \subset E$.\\
        Ekkor attól függően, hogy $yy_{i+s} \in E$, vagy $yy_{i+s-1}\in E$, de mindkét esetben mutatunk egy $j$ hosszú kört.\\
        Ha $yy_{i+s} \in E$, akkor $(x, x_p, x_{p+1}, \ldots x_{p+r}, y, y_{i+s} , y_{i+s-1} \ldots y_{i+1}, y_i, x) \cong C_j$,\\
        különben $(x, x_q, x_{q+1}, \ldots x_{q+r+1}, y, y_{i+s-1} , y_{i+s-2} \ldots y_{i+1}, y_i, x) \cong C_j$.
        \begin{figure}[H]
            \centering
            \includegraphics[width=0.5\textwidth]{lemma2.png}
        \end{figure}
        \qed
    \end{biz}
    \begin{lemma}
        Ha egy teljes gráf adott 2-élszínezésében van kék $C_l$ részgráf, és nincs benne piros színű $C_r$ részgráf tetszőleges $4\leq r\leq m \leq l$ esetén, akkor a színezés mellett találunk kék $C_m$-et, vagy $C_{m+1}$-et.
    \end{lemma}
    \begin{biz}
        Indirekt tegyük fel, hogy $m=l-2$ esetén nincs se kék $C_{l-1}$ se kék $C_{l-2}$.\\
        Ha $C_l$ csúcsait a megszokott módon jelöljük ($C_l=(x_1, x_2, \ldots x_l, x_1)$), akkor $\forall i \in \mathbb{Z}_l$-re \\ $x_ix_{i+2}, x_ix_{i+3} \in E_p$.
        
        Ekkor azonban, ha $r=2k$, akkor $(x_1, x_3, x_5, \ldots x_{2k-1}, x_{2k+2}, x_{2k}, x_{2k-2}, \ldots x_4, x_1)$, illetve $r=2k+1$ esetén $(x_1, x_3, x_5, \ldots x_{2k+1}, x_{2k+3}, x_{2k}, x_{2k-2}, x_{2k-4}, \ldots x_4, x_1)$ lesz $r$ hosszú piros kör, amellyel ellentmondásra jutottunk.
        \begin{figure}[H]
            \centering
            \includegraphics[width=0.5\textwidth]{lemma3.png}
        \end{figure}
        Tehát szükséges, hogy legyen kék $C_{l-1}$ vagy $C_{l-2}$ a klikkben.\\
        Ezt követően (a kék kör méretének megfelelően) $l'=l-1 \vee l-2$-re és $m'=l'-2$-re folytassuk ezt a gondolatmenetet, amíg $m' \geq r$, így ezt a lemmát is beláttuk. \qed       
    \end{biz}
    \begin{lemma}
        Ha egy teljes gráf adott 2-élszínezésében van kék $C_{m+1}=(x_1, x_2, \ldots x_{m+1})$ részgráf, de nincs kék $C_m$ benne, és valamely $r (5 \leq r \leq m, m\geq 7)$ esetén nincs piros $C_r$, akkor
        \begin{enumerate}
            \item[(i)] $\lvert \{ i \in \mathbb{Z}_{m+1} \mid x_ix_{i+3} \in E_k\}\rvert \geq \frac{m+1}{2} $
            \item[(ii)] Ha $m$ páros, akkor $\forall x \in V\setminus C_{m+1}$-re $x$ szigorúan dominálja $C_{m+1}$-et (mint csúcshalmazt) a klikk piros részgráfjában.
            \item[(iii)] Ha $m$ páratlan, akkor $\forall x \in V\setminus C_{m+1}$-re $x$ dominálja $C_{m+1}=\{x_1, x_2, \ldots x_m, x_{m+1} \}$-et (mint csúcshalmazt) a klikk piros részgráfjában, valamint szigorúan dominálja vagy $V_1=\{x_1, x_3, \ldots x_{m-2}, x_m \}$-et vagy $V_2=\{x_2, x_4, \ldots x_{m-1}, x_{m+1}\}$-et (szintén) a piros részgráfban.
            \item[(iv)] $\forall x, y \in V\setminus C_{m+1}, xy\in E_k \Longrightarrow $ $x$ és $y$ közül csak az egyik lehet szigorúan domináns $V_1$-re (vagy $V_2$-re) a kék részgráfban.
        \end{enumerate}
    \end{lemma}
    \begin{biz}
        \item[\textit{(i)}] Mivel nincs $C_m$ a kék részgráfban, emiatt $\forall i\in \mathbb{Z}_{m+1} \quad x_ix_{i+2} \in E_p$.\\
        Amennyiben $r<m$, akkor $\forall i \in \mathbb{Z}_{m+1}, x_ix_{i+3} \in E_p \Longrightarrow x_{i+r-2}x_{i+r+1}\in E_k$, különben ezzel a két éllel együtt megjelenne egy $r$ hosszú piros kör, amit feltettünk, hogy nincs a színezésben.\\
        Páros $r$ esetén 
        $$(x_i, x_{i+2}, x_{i+4}, \ldots x_{i+r-2}, x_{i+r+1}, x_{i+r-1}, x_{i+r-3}, \ldots x_{i+5}, x_{i+3}, x_i),$$
        páratlan $r$ esetén pedig 
        $$(x_i, x_{i+2}, x_{i+4}, \ldots x_{i+r-1}, x_{i+r+1}, x_{i+r-2}, x_{i+r-4}, \ldots x_{i+5}, x_{i+3}, x_i)$$ alkotna piros $r$-kört.\\
        Emiatt azonban a valóban legalább minden második $3$-indextávolságú csúcs között futó élnek kéknek kell lennie.
        
        Tekintsük most azt az esetet, amikor $r=m$.\\
        Megint, az előbbihez hasonó módon két $3$-indextávolságú csúcs között futó élről szeretnénk megmutatni, hogy nem lehetnek egyszerre pirosak.\\
        Tekintsük tehát $I_{3, p}=\{ i \in \mathbb{Z}_{m+1} \mid x_ix_{i+3} \in E_p\}$ halmazt. Azt állítjuk, hogy nem lehet, hogy egyszerre $i'$ és $i'+2 \in I_{3,p}$.\\
        Ha ez teljesülne, akkor a lemma (i) állítását beláttuk.\\
        Tehát indirekt tegyük fel, hogy mégis van $i$, hogy $x_ix_{i+3}$ és $x_{i+2}x_{i+5}\in E_p$.\\
        Ekkor attól függően, hogy $r=m$ páros vagy páratlan, de mindkét esetben megmutathatjuk, hogy van $r$ hosszú piros kör a színezésben.

        Páros $r$ esetén 
        $$(x_i, x_{i+3}, x_{i+1}, x_{i-1}, \ldots , x_{i+6}, x_{i+4}, x_{i+2}, x_{i+5}, x_{i+7} \ldots x_{i-2}, x_i)$$ egy $r+1$ hosszú piros kört alkot. 
        Mivel feltettük, hogy nincs $r$ hosszú piros kör, ezért  
        $x_{i-1}x_{i+3}$ és $x_{i+4}x_{i+8}$ kék színű élek kellenek, hogy legyenek. Így azonban $x_{i+1}x_{i-2}$-nek piros élnek kell lennie, különben $(x_{i+1}, x_{i-2}, x_{i-3}, x_{i-4}, \ldots x_{i+3}, x_{i-1}, x_i, x_{i+1})$ $m$ hosszú kék kört alkotna (hisz egyedül $x_2$ marad ki). Hasonlóan $x_{i+3}x_{i+6}$ is piros kell legyen.\\
        Így azonban megkapjuk 
        $$(x_{i+2}, x_{i+5}, x_{i+7}, \ldots x_{i-4}, x_{i-2}, x_{i+1}, x_{i-1}, x_{i-3}, \ldots , x_{i+6}, x_{i+3}, x_i, x_{i+2})$$ 
        $r$ hosszú piros kört.
        
        Páratlan $r$ esetén hasonló gondolatmenettel jutunk ellentmondásra, így a 3-indextávolságú élek legalább fele valóban kék kell, hogy legyen.
        
        \item[\textit{(ii)} és \textit{(iii)}] 
        Ehhez lényegében azt kell látnunk, hogy nem lehetséges, hogy bármely két $C_{m+1}$-beli szomszédos csúcsokat bármely $x\in V\setminus C_{m+1}$-el összekötő két él egyszerre kék legyen.\\
        Márpedig a lemma \textit{(i)} állítása következményeképp $\forall k \in \mathbb{Z}_{m+1} \quad  \exists j \in \mathbb{Z}_{m+1}\setminus \{ k, k-1, k-2\}$, hogy $x_jx_{j+3} \in E_k$, így amennyiben egyszerre $xx_k$ és $xx_{k+1} \in E_k$ kékek lennének, akkor megjelenne egy kék $C_m$ a színezésben.
        \begin{figure}[H]
            \centering
            \includegraphics[width=0.5\textwidth]{lemma4ii.png}
        \end{figure}
        Így valóban teljesül, hogy $2 \nmid m+1$ esetén $x$ szigorúan piros-dominálja, illetve $2 \mid m+1$ esetén piros-dominálja $C_{m+1}$-et. Továbbá $V_1$ vagy $V_2$ közül az egyiket szigorúan piros-dominálja, mivel ha az egyik halmazba $x$-ből vezetne $k < \frac{m+1}{2}$ db kék él, akkor a másikba kell, hogy menjen legalább $k+1$ piros, és $k+1$, illetve $\frac{m+1}{2}-k$ közül az egyiknek biztosan szigorúan nagyobbnak kell lennie, mint $\frac{m+1}{2}$ fele.

        Hátramaradt a \textit{(iv)} állítás bizonyítása:\\
        Ha $xy\in E_k$ és $x, y$ szigorúan kék-dominálja $V_1$-et, akkor skatulyaelv miatt $\exists i \in \mathbb{Z}_{m+1}: xx_i, yx_{i+4} \in E_k$, így pedig $(x, y, x_{i+4}, x_{i+5}, \ldots, x_{i-1}, x_i, x)$ kék $C_m$-et alkotna. \qed       
    \end{biz}
    \begin{lemma}
        Ha egy $K_n$ teljes gráf adott 2-élszínezésében van kék $C_{m+1}$ $(m\geq 7)$, de nincs benne kék $C_m$, akkor van benne piros $r$ hosszú kör, ahol $5 \leq r \leq m$, feltéve, hogy
        \begin{enumerate}
            \item[(i)] $m$ páros, és $n\geq m+2$, vagy
            \item[(ii)] $m$ páratlan, és $n \geq \max{\{m+2, 2r-1}\}$ 
        \end{enumerate}
    \end{lemma}
    \begin{biz} 
        \item[\textit{(i)}] Tekintsük az esetet, amikor $m$ páros, és tegyük fel indirekt módon, hogy nincs piros $r$-kör semely $5 \leq r \leq m$-re. Ekkor kék $C_m$ hiánya miatt azonban kell, hogy legyen piros $C_{m+1}$. Ha $n\geq m+2$, akkor van $x\in V\setminus C_{m+1}$. Ekkor az előző (3.3.7.) lemma miatt $x$ szigorúan domináns $C_{m+1}$-re a piros részgráfban. Így azonban teljesülnek a (3.3.4.) lemma feltételei $l=m+1$-re:\\        
        \textit{,,Ha van l hosszú kör egy $G = (V, E)$ gráfban ($C_l$), valamint egy $x\in V \setminus C_l$, amely szigorúan dominálja $C_l$-t, akkor $G$-ben van $\forall j : 3 \leq j \leq l + 1$ $j$ hosszú kör.''}\\
        Így kell, hogy legyen a piros részgráfban $3\leq r \leq m+2$ hosszú kör is, de ez ellentmond a mostani feltevésünknek, így ezt az esetet kipipálhatjuk.
        \item[\textit{(ii)}] Most vizsgáljuk a páratlan $m$ esetét.\\
        Ekkor kék $C_m$ hiánya azt jelenti, hogy van két $\frac{m+1}{2}$ hosszú piros kör az előző lemmában meghatározott $V_1$ és $V_2$ csúcsokon. Jelöljük tehát a következőképpen a $C_1=(x_1, x_3, \ldots x_m, x_1)$ és $C_2=(x_2, x_4, \ldots x_{m+1}, x_2)$ piros köröket.\\
        Ekkor az előző (3.3.7) lemma (iii) állítása miatt $\forall x \in V\setminus C_{m+1}$ szigorúan piros-dominálja $V_1$-et, vagy $V_2$-t.\\
        Így tekinthetjük az $m+1$-körön kívüli csúcsoknak tekintsük részhalmazait a következőképpen:\\
        $R_i:=\{ x \in V\setminus C_{m+1} \mid x \text{ szigorúan piros-dominálja } V_i \text{-t, de nem piros-dominálja } V_{3-i} \text{-t} \}$ (ahol $i\in \{1, 2\}$)\\
        $S:=\{  x \in V\setminus C_{m+1} \mid x \text{ piros-dominálja mind } V_1 \text{-et, mind } V_2 \text{-t}\}$\\
        Ekkor $R_1, R_2, S$ valóban $V\setminus C_{m+1}$ egy partícióját alkotják.
    
        Mivel az $R_i$ beli csúcsok nem piros-dominálják $V_{3-i}$-t, ezért az $R_i$ beli csúcsok szigorúan kék-dominálják $V_{3-i}$-t, így az előző (3.3.7.) lemma (iv) állítása miatt 
        $\forall x, y \in R_i:  xy\in E_p$, hiszen ha egy ilyen $xy$ él nem piros lenne, hanem kék, és mindkettő szigorúan kék-domináns $V_{3-i}$-re ellentmondást eredményezne.
        
        Tekintsük most az $S$ halmazt.\\
        Ha $S$-nek lenne legalább két eleme, akkor a (3.3.5.) lemmát $C_l:=C_1, C_m:=C_2$-re, valamint $x,y \in S\subseteq V\setminus (C_1 \cup C_2)$-re alkalmazva a kék részgráfban azt kapnánk, hogy van $3\leq j \leq \frac{m+1}{2}+\frac{m+1}{2}+1=m+2$, így $m$ hosszú kék kör is, így $\lvert S \rvert \leq 1$  

        Tekintsük azokat az $5\leq r$-eket, amelyre teljesül az $n\geq 2r-1$ feltétel.\\
        Ekkor 
        $$\lvert R_1 \rvert + \lvert R_2 \rvert +1 \geq \lvert R_1 \rvert + \lvert R_2 \rvert +\lvert S \rvert \geq 2r-1-(m+1)$$
        $$\Downarrow$$
        $$\lvert R_1 \rvert + \lvert R_2 \rvert \geq 2r-(m+1)-2$$
        Ebből pedig az következik, hogy valamely $i\in \{1,2\}$-re $$\lvert R_i \rvert \geq r - \frac{m+1}{2}-1$$
        Amennyiben $r\leq \frac{m+1}{2}+1$, a (3.3.4.) lemma alkalmazásával a piros részgráfban $l=\frac{m+1}{2}$ esetre, valamint tetszőleges $V\setminus C_{m+1}$-beli csúcs jelenléte mellett (hiszen (3.3.7) lemmának (iii) állítása szerint egy ilyen csúcs szigorúan piros-dominálja az $\frac{m+1}{2}$ méretű $V_1$-et vagy $V_2$-t) azt kapjuk, hogy a színezésben van $3\leq j \leq \frac{m+1}{2}+1$ hosszú (így $r$ hosszú) piros kör is.\\
        Így feltehetjük azt is, hogy $r>\frac{m+1}{2}+1$
        
        Jelöljük el $r^*$-al $ r - \frac{m+1}{2}-1\geq 1$-et.\\
        Amennyiben $i=1$ vagy $2$-re $\lvert R_i \rvert \geq r^*+1\geq 2$, akkor mivel tetszőleges $y_1, y_2\in R_i$ szigorúan piros-dominálja $V_i$-t, ezért skatulyaelv miatt van $j$ index, hogy $x_j \in V_i$, és $y_1x_j, y_2x_{j+2}\in E_p$. Így azonban összeilleszthető a $C_i$-ben $x_{j+2}$ és $x_j$ között haladó $\frac{m+1}{2}$, valamint az $R_i$-ben $y_1$ és $y_2$ között haladó $r^*+1=r-\frac{m+1}{2}$ csúcsú piros út, amelyek összeillesztésével piros $r$-kört kapnánk.

        Így sem $R_1$ sem $R_2$ mérete nem lehet nagyobb $r^*$-nál.\\
        Ha $S$ üres lenne, akkor azonban az $R_1 \cup R_2=V\setminus C_{m+1}$ mérete nem haladná meg $2r-1-(m+1)$-et, így feltehetjük, hogy $\lvert S \rvert = 1$, sőt $\lvert R_1 \rvert = \lvert R_2 \rvert =r^*=r-\frac{m+1}{2}-1$.
        Továbbá $S$ egyetlen csúcsára, $s$-re szimmetria miatt feltehetjük, hogy szigorúan piros-dominálja $V_1$-et.\\
        $R_1$ csúcsait jelöljük ekkor $y_1, y_2, \ldots, y_{r^*}$-al.

        Vizsgáljuk meg azt az esetet, ha $R_1$ és $V_2$ között van piros él (szimmetria miatt jelölhetjük valamely $j$ index mellett $y_1x_{2j}$-el).\\
        Mivel $s$ piros-domináns $V_2$-re, van közöttük piros él, így alkalmas $l$ választásával $sx_{2(j+l)}\in E_p$.

        Továbbá tetszőleges $k: 0\leq k \leq \frac{m+1}{2}-1$ és $u: 1\leq u \leq r^*$-hoz van olyan $i: 0\leq i \leq $ index skatulyaelv miatt, hogy $sx_{2i+1}$ és $y_ux_{2(i+k)+1}\in E_p$, hiszen $y_u$ és $s$ szigorúan dominálja $V_1$-et.

        Így egyik oldalról $s$ csúcs felől, másik oldalról $R_1$ csúcsaival össze tudjuk kötni piros élekkel a $C_1$ és $C_2$ körök egy-egy $k+1$ és $l+1$ hosszú piros láncát, hogy $$(s, x_{2i+1}, x_{2(i+1)+1}, \ldots, x_{2(i+k)+1}, y_u, y_{u-1}, \ldots, y_1, x_{2j}, x_{2(j+1)}, \ldots, x_{2(j+l)}, s)$$ egy $1+(k+1)+u+(l+1)$ hosszú piros kört alkot.\\
        Mivel $k$ és $u$ tetszőleges megválasztható, $r$ pedig nagyobb, mint $\frac{m+1}{2}+1$, $l$ függvényében tudjuk úgy választani őket, hogy $1+(k+1)+u+(l+1):=r$.
        Így amennyiben $R_1$ és $V_2$ között lenne piros él, az élszínezésben lenne piros $r$-kör is.

        Emiatt feltehetjük, hogy $R_1$ és $V_2$ között az összes él kékre van színezve.\\
        Ekkor azonban lévén, hogy $R_1$ összes csúcsa piros-domináns $C_{m+1}$-re minden $R_1$ és $V_1$ közötti élnek pirosnak kell lennie.\\
        Mivel $s$ szigorúan piros-dominálja $V_1$-et, van olyan $i$ index skatulyaelv miatt, hogy $sx_{2i-1}$ és $sx_{2i+1}\in E_p$, ami azt eredményezi, hogy $(s, x_{2i+1}, x_{2(i+1)+1}, \ldots, x_{2i-1}, s)$ egy $\frac{m+1}{2}+1$ hosszú piros kört alkot.\\
        Ha ehhez hozzávesszük, hogy $R_1$ egy $r^*=r-\frac{m+1}{2}-1$ méretű piros részklikket alkot, akkor $C_1$ $s$-el kibővített körét $x_{2i+1}$ és $x_{2i+3}$ között tudjuk tovább bővíteni $R_1$ csúcsaival $\frac{m+1}{2}+1+r^*=r$ hosszú piros körré, így az indirekt bizonyításunkban immár teljes az ellentmondás, ezzel a lemmát beláttuk.\qed
    \end{biz}
    \begin{segedt}[Bondy, 1969 \cite{Bondy}]
        Ha $G=(V, E)$ gráfban $\lvert V \rvert =n$, valamint $\lvert E \rvert \geq \frac{n^2+1}{4}$, akkor $G$-ben található $l$ hosszú kör, minden $3\leq l \leq \frac{n+3}{2}$ esetén.
    \end{segedt}
    \noindent Ennek a segédtételnek segítségével (melyet itt nem bizonyítunk) tudjuk belátni a következő lemmát:
    \begin{lemma}
        Egy $2m-1$ csúcsú teljes gráf egy 2-élszínezésében ha $(m-1)^2$ kék- és $m(m-1)$ piros él van, továbbá ha van olyan $3\leq r\leq m$, hogy nincs a piros részgráfban $r$ hosszú kör, akkor kell, hogy legyen $m$ hosszú kör a kék részgráfban.
    \end{lemma}
    \begin{biz}
        Tekintsük a gráf egy tetszőleges csúcsát $v\in V$-t, majd e $v$ nélküli $2m-2$ méretű részklikket (ugyanazzal az élszínezéssel). Ebben a részgráfban továbbra sincs $r$ hosszú piros kör.\\
        Ekkor az előbbi segédtételünk miatt, ha a $(2m-2)$ csúcsú részgráfunknak lenne legalább $\frac{(2m-2)^2+1}{4}=(m-1)^2+\frac{1}{4}$ piros éle, akkor lenne benne $3\leq l \leq m \leq \frac{2m+2+3}{2}$ (így $r$) hosszú piros kör is. Emiatt a részgráfban legfeljebb $(m-1)^2$ piros él lehet, ami azt indukálja, hogy a testzőleges $v\in V$-re $d_p(v)$-nek pedig legalább $m-1$-nek kell lennie, hiszen az eredeti gráfban $(m-1)^2+m-1$ piros él van.\\
        Továbbá legalább $m$ db csúcsnak a piros-foka nem is haldhatja meg $m-1$-et, különben az összegük meghaladná a piros élek számának kétszeresét:  $\sum\limits_{v\in V} d_p(v) \geq (m-1)(m-1)+m\cdot m=2m(m-1)+1>2\lvert E_p \rvert$.\\
        Tekintsünk $m$ ilyen csúcsot. Mehet-e közöttük piros él?\\
        Indirekt tegyük fel, hogy van két csúcs $v_1, v_2$, hogy $d_p(v_1)=d_p(v_2)=m-1$ és $v_1v_2 \in E_p$.\\
        Tekintsük az e két csúcs, valamint ezek által lefogott élek elhagyásával kapott részgráfot.\\
        Ebben továbbra sincs $r$ méretű piros kör, így a kapott $2m-3$ csúcsú részgráfban kevesebb, mint $\frac{(2m-3)^2+1}{4}=m^2-3m+2+\frac{1}{2}$ piros él lehet csupán. \\
        Azonban így az eredeti gráfunkban ezeken túl mindössze a $v_1$ és $v_2$ által lefogott, szitával összeszámolt $2(m-1)-1$ piros él lenne, de a kettő összesen legfeljebb $m(m-1)-1$ élet adna ki, ami szembe megy az eredeti feltételeinkkel, tehát azt kapjuk, hogy nincs így $v_1, v_2$, hogy a köztük menő él is piros legyen.\\
        Ekkor azonban kapunk ebből az $m$ db $m-1$ piros-fokú csúcsból egy kék klikket, amiben természetesen található $m$ hosszú kék kör is, ezzel bizonyítottuk a lemmát. \qed
    \end{biz}
    \begin{segedt}[Erdős-Gallai, 1959]\cite{Gallai}
        Amennyiben valamely $l \geq 3$ esetén $\lvert E \rvert \geq \frac{(l-1)(n-1)+1}{2}$ egy $G$ gráfban (ahol $n$ a szokásos módon a csúcsok számát jelöli), akkor  a gráfban van legalább $l$ hosszú kör.
    \end{segedt}
    Mindezekkel a lemmákkal és segédtételekkel felfegyverkezve most már rátérhetünk a (3.3.1) tétel $(A)$ állításának bizonyítására.\\
    Ehhez egy kicsit erősebb dolgot szeretnénk kimondani és belátni:
    \begin{tetel}
        Ha $m\geq r \geq 3$, feltéve, hogy $(m, r)\neq (3,3)$, akkor $C(m, r) \leq 2m-1$
    \end{tetel}
    \begin{biz}
        Tekintsük az $m\geq r \geq 6$ esetet, hiszen korábban már $r\leq 5$-re Chartrand és Schuster cikke alapján láttuk, hogy ez igaz. Szintén az ő eredményük, hogy $C(6, 6)=8$, emiatt még azt is feltehetjük, hogy $m\geq 7$.
        
        Indirekt módon tegyük fel, hogy van olyan 2-élszínezése egy $2m-1$ csúcsú klikknek, hogy nincs se kék $m$-kör, se piros $r$ kör benne.
        
        Ekkor a (3.3.9.) segédtételt alkalmazva, ha a gráfban kevesebb, mint $\frac{(2m-1)^2+1}{4}=m(m-1)+\frac{1}{2}$ piros él lehet, különben lenne benne $\frac{2m-1+3}{2}=m+1$-ig tetszőleges méretű piros kör, így piros $C_r$ is.
        
        Ha pont $m(m-1)$ piros él lenne, akkor teljesülnének az előző (3.3.10.) lemmának a feltételei, ami miatt kellene, hogy legyen $m$ hosszú kék kör a színezésben, így ellentmondásra jutunk.
        
        Tehát kevesebb, mint $m(m-1)$ piros él lehet csak egy jó színezésben, ami viszont azt jelenti, hogy több, mint $(m-1)^2$ kék él van a $2m-1$ méretű klikkünkben.
        
        Ekkor azonban használhatjuk Erdős és Gallai eredményét a (3.3.11.) segédtételből, $l=m\geq 3$ esetén a kék részgráfra, hiszen $(m-1)^2+1\geq \frac{(m-1)(2m-1-1)+1}{2}=(m-1)^2+\frac{1}{2}$, ami azt eredményezi, hogy a gráfban van legalább $m$ hosszú kék kör. Szeretnénk azonban azt hinni az indirekt feltétel mellett kitartva, hogy kék $C_m$ nincs benne, hanem csupán annál nagyobb, $l$ méretű kék kör.
        
        Ebben az esetben a segítségünkre siet a (3.3.6)-os lemma, amely azt mondja ki, ha egy klikk 2-élszínezésében van kék $C_l$, és nincs benne piros $C_r$, akkor tetszőleges $4\leq r \leq k \leq l$ esetén van az élszínezésben kék $C_k$, vagy kék $C_{k+1}$. $k=m$ alkalmas választásával azt kapjuk, hogy a most vizsgált élszínezésben kell, hogy legyen kék $C_{m+1}$

        Így teljesülnek a (3.3.8.) lemma feltételei mind páros, mind páratlan $m$ esetén, hiszen $m\geq 7$-et feltettük, van a színezésben kék $C_{m+1}$, de nincs kék $C_m$, továbbá $n=2m-1\geq \max{\{m+2, 2r-1}\}$, így kell, hogy legyen $5 \leq r \leq m$ méretű piros kör, amivel ellentmondásra jutunk, így a tétel bizonyítást nyert. \qed
    \end{biz}
    Amennyiben $r$ páratlan, a $2m-1$ csúcs szigorú felső határ is lesz, hiszen $2m-2$ méretű klikk esetén tekintsük azt a 2-élszínezést (amit már korábban $C(3, n)$-nél is láttunk), hogy egy $K_{m-1,m-1}$ teljes páros részgráfot pirosra, az összes többi élt pedig kékre színezünk, akkor abban nem lehet páratlan piros kör, és nincs $m-1$-nél nagyobb kék-összefüggő részgráf, azaz $$C(2k+1, m)=2m-1$$ \qed
\end{biz}



\chapter{Kitekintés további gráfokra}

A kör-Ramsey-számokat megvizsgálva láthattuk, hogy azoknak a hagyományos értelembe vett Ramsey-számokkal szemben pontosan ismerhetjük az értékeit.\\
Azonban a Ramsey-számok definícióját ki tudjuk még jobban terjeszteni:
\begin{defn}
    $R(G_1, G_2, \ldots , G_m)$ legyen az a szám, amely csúcsú teljes gráf tetszőleges $m$-élszínezéséhez található olyan $i$ hogy az $i$. színű részgráfnak van $G_i$-vel izomorf részgráfja.
\end{defn}

\noindent Például vehetjük tetszőleges $k$ csúcsú fa, és egy $l$ csúcsú klikk Ramsey számát:%\todo{itt jelezni kell, hogy $T_k$ nem egy megadott fa, hanem a k csúcsú fák családja.}

\begin{tetel}[Chvátal, 1977 \cite{Chv}]
    $R(T_k, K_l)=(k-1)(l-1)+1$ 
\end{tetel}
\begin{biz}
    Ennek bizonyítása viszonylag egyszerűen történik: Egy $k$ méretű fa jelenlétét biztosítja egy $k$ méretű összefüggő részgráf is. Emiatt adódik az ötlet, hogy $k-1$-es piros-összefüggő csoportokat. Itt behúzhatunk minden élet pirossal, hiszen így még mindig nem kapunk nagyobb méretű piros fát, továbbá vehetünk összesen $l-1$ ilyen diszjunkt csúcshalmazt. Ha az összes többi élet kékkel színezzük, akkor egy olyan gráfszínezést adtunk meg a $(k-1)(l-1)$ méretű teljes gráfon, amelyben nincs se $k$ méretű piros fa, sem $l$ méretű kék klikk. Ezzel az alsó határt meg is találtuk.

    Az a lépés vár még ránk, hogy belássuk, egy $(k-1)(l-1)+1$ csúcsú gráfban minden színezés esetén vagy van kék $T_k$ vagy piros $K_l$.

    Tegyük fel, hogy nincs kék $T_k$ egy adott színezésben. Ez azt jelenti, hogy egy kék-összefüggő csúcshalmaz legfeljebb $k-1$ méretű lehet. Így skatulyaelv miatt a csúcsokat legalább $l$ diszjunkt (maximum $k-1$ méretű) kék-összefüggő halmazba tudjuk rendezni, úgy, hogy ezek között csak piros él mehet.

    Ha minden csoportból kiválasztunk egy-egy csúcsot, akkor az ezek által alkotott részgráf egy piros klikk lesz, amely legalább $l$ méretű. \qed
\end{biz}

\begin{megj}
    Bár ez a bizonyításból egyenes módon nem következik, de ugyanezt az alsó- és felső határt kapjuk, ha $T_k$-t $P_k$-ra, vagyis egy $k$ hosszú útra cseréljük.\cite{Rad}
\end{megj}

\noindent Sőt, Bondy és Erdős megmutatták, hogy $l$-hez viszonyítva elég nagy $k$-ra, nevezetesen $k\geq l^2$ esetén $k$ méretű körre és $l$ méretű klikkre is ugyanez marad a Ramsey-szám:

\begin{tetel}[Bondy-Erdős, 1973 \cite{BonErd}]
     $R(C_k, K_l)=(k-1)(l-1)+1$, ha $k \geq l^2-2$
\end{tetel}

\noindent Azonban Faudree és Schelp sejtése szerint ez jóval több $(k, l)$ párra igaz. Elég csupán azt megkövetelnünk, hogy $k\geq l\geq3$, továbbá $(k, l) \neq(3,3)$:

\begin{sejt}[Faudree-Schelp, 1978 \cite{FSc}]
    $R(C_k, K_l)=(k-1)(l-1)+1$, ha $k \geq l \geq 3$, de $(k, l) \neq (3,3)$
\end{sejt}

\begin{megj}
    Ez a sejtés $3\leq k\leq7$-re igazolt is.\cite{Rad}
\end{megj}

\section{Burr-Erdős sejtés}
Felmerül a kérdés, hogy tetszőleges ,,egyszerű struktúrájú''  gráfok esetében mit mondhatunk az általánosított Ramsey számokról. 

Ahhoz, hogy ezt a problémát meg tudjuk fogni, szűkségünk van egy olyan tulajdonságra, amellyel ki tudjuk fejezni azt, hogy egy gráf ,,egyszerű struktúrájú''. Könnyen felvetődik a lehetőség, hogy egy gráf csúcsainak maximális fokszámát nézzük.
Ha a körökre gondolunk, akkor ott minden fokszám 2. Utak esetében szintén a legnagyobb fokszám 2, azonban fáknál ez már elromlik, mert ott egészén $n-1$-ig terjedhet egy csúcs fokszáma.

Ezt a tulajdonságot azért mégiscsak érdemes megvizsgálni.
Jelöljük $\Delta (G)$-vel egy gráf maximális csúcsszámát.
Mit mondhatunk ekkor $R(G)=R(G, G)$-ről $\Delta (G)$ függvényében?

Ha tekintjük azokat a gráfokat, melyek csúcsainak maximális fokszáma 2, akkor a következő állítást láthatjuk be viszonylag könnyedén:

\begin{all}
    Egy $n$ csúcsú G gráf esetén ha $\Delta(G)=2$, akkor $R(G)\leq3n$
\end{all}

\begin{biz}
    $\Delta(G)=2$ azt jelenti, hogy $G$ összefüggő komponensei csak utak vagy körök lehetnek.\\
    Faudree és Schelp eredményeit (3.3.1. tétel) figyelembe véve használhatjuk a\\
    $C(n, m)\leq 2\max\{n,m\}$ felső becslést $C(n, m)$-re.

    Továbbá belátható, hogy $R(P_n, P_m)\leq R(P_n, C_m) \leq C(n, m)$, hiszen egy $C_n$ magába foglal $n$ hosszú utat is.

    Amennyiben $G$ összefüggő, akkor emiatt $R(G)\leq2n\leq 3n$.

    \noindent $G$ összefüggő komponenseinek számára alkalmazzunk most teljes indukciót:

    Két komponens esetén (ahol az egyik $n$, a másik pedig $m$ csúcsból áll) tekintsük a $3(n+m)$ csúcsú teljes gráf tetszőleges 2-élszínezését.

    Itt biztosan találunk $n$ hosszú piros vagy kék kört (és egyben utat is). 

    A maradék $2n+3m$ csúcsból alkotott teljes részgráfban szükséges, hogy legyen $m$ hosszú piros vagy kék kör, amely független az előzőtől. Amennyiben a két kör ugyanolyan színű, akkor meg is volnánk, hisz $G$ egy példánya megtalálható lenne az adott színű részgráfban.

    Amennyiben ez a két kör különböző színű, például a $C_n$ kék, $C_m$ pedig piros, akkor a maradék $2n+2m$ csúcson, kihasználva, hogy $2n+2m\geq C(n, m)$, találunk piros $C_n$-t vagy kék $C_m$-et.

    Az indukciós lépésben tegyük fel, hogy a legfeljebb $k$ komponensből álló gráfokra igaz az állításunk.

    Most tekintsünk egy $k+1$ komponensből álló gráfot, ahol a komponensek mérete $n_1, n_2 , \ldots , n_{k+1}$

    Ugyanúgy indulunk, mint $k=2$ esetében. Tudjuk, hogy a $3(\sum_{i=1}^{k+1}{n_i})$ csúcsú teljes gráf színezésében találunk monokromatikus $C_{n_1}$-et. Ezt tekinthetjük tetszés szerint kéknek. 

    A maradék $2n_1+3(\sum_{i=2}^{k+1}{n_i})$ csúcson találunk egy ettől független kék vagy piros $C_{n_2}$-t, majd a maradék csúcsokon ezektől független monokromatikus $C_{n_3}$-at, és ezt folytatva $k+1$-ig kapunk egymástól páronként független piros vagy kék $C_{n_i}$-t.

    Ha ezek mind azonos színűek, akkor megvolnánk. Ha nem, akkor válasszunk két indexet ($p, r$), amelyekhez tartozó körök különböző színűek. A $k+1$ körtől továbbra is maradt $2(\sum_{i=1}^{k+1}{n_i})\geq C(n_p, n_r)=C(n_r, n_p)$ független csúcs, ami azt jelenti, hogy valamelyikből (legyen $p$) mind piros, mind kék, egymástól független példány is található a $3(\sum_{i=1}^{k+1}{n_i})$ csúcsú teljes gráf színezésében. 

    Ekkor tekintsük $G$-nek a maradék $k$ komponensből álló részgráfját, $G'$-t. Az indukciós feltevés miatt azonban a kék és piros $C_{n_p}$-től független maradék $3\lvert G' \rvert+n_p$ csúcson vett piros-kék színezésben biztosan lesz egyszínű példánya $G'$-nek, ehhez pedig csak a megfelelő színű $C_{n_p}$-t kell hozzávenni, hogy megkapjuk $G$-t a színezésben. \qed
\end{biz}

\noindent Mi történik azonban akkor, ha megemeljük a maximális fokszámot?
Erre adtak választ Chvátal és szerzőtársai:


\begin{tetel}[Chvátal-Rödl-Szemerédi-Trotter, 1983 \cite{ChRSzT}]
    $\forall d\in \mathbb{N}^+ \; \exists c_d \in \mathbb{R}$ csak a $d$-től függő konstans, hogy $\forall G=(V, E)$ egyszerű gráf esetén, ha $\Delta(G)=d, n=\lvert V \rvert$, akkor $R(G)\leq c_dn$ 
\end{tetel}

%$d=2$ esetében, $C(n, m)\leq 2\max\{n,m\}$ segítségével könnyen belátható, hogy $c_2 = 3$ alkalmas konstans, hiszen egy olyan gráf, amelynek a maximális fokszáma kettő, annak összefüggő komponensei csupán utak vagy körök lehetnek. Ennek bizonyítása a komponensek számának indukciójával történik.

\noindent Ez azt jelenti, hogy a maximálisan $d$ fokszámmal rendelkező gráfok Ramsey-száma a csúcsszám függvényében lineáris, ellentétben például a teljes gráfokkal, ahol a csúcsok számának függvényében exponenciálisan nő a Ramsey-szám, mint azt a 2.2.7. és 2.2.10. tételekben tárgyaltuk.

\begin{megj}
    A négy szerző, Chvátal, Rödl, Szemerédi és Trotter egy gyengébb változatát látták be Stefan Burr és Erdős Pál nevezetes sejtésének, ami a gráfoknak egy bővebb családjára mondta ki, hogy azok Ramsey-száma lineáris.
\end{megj}
  
\noindent Ahogy fentebb említettük, például a fák esetén, melyek jól érzékelhetően egy ,,egyszerű'' struktúrájú gráfnak számítanak, a maximális fokszám nem jó mérője az ő ,,egyszerűségüknek''. Emiatt definiáljuk a következő fogalmat:

\begin{defn}
    Egy $G=(V, E)$ egyszerű gráf $d$-degenerált, ha $G$ összes részgráfjában van legalább egy csúcs, melynek fokszáma legfeljebb $d$.
\end{defn}

\noindent A definíció alapján például a fák és utak is $1$-degeneráltnak, a körök $2$-degeneráltnak, míg $K_k$ $k-1$-degeneráltnak számítanak (így utóbbiakat nem is soroljuk az ,,egyszerű struktúrájú'' gráfok közé).

\begin{sejt}[Burr-Erdős, 1973 \cite{ErdősBurr} \cite{OpenPr}]
     $\forall d\in \mathbb{N}^+ \; \exists c_d \in \mathbb{R}$ csak a $d$-től függő konstans, hogy $\forall G=(V, E)$ egyszerű gráf esetén, ha $G$ $d$-degenerált, akkor $R(G)\leq c_dn$ 
\end{sejt}

\noindent Ennek a sejtésnek a bizonyításához tették meg az első nagy lépést Chvátal és társai, és az elmúlt évtizedekben születtek kisebb-nagyobb eredmények a sejtés megoldására, míg 2017-ben Choongbum Lee előállt a következő tétel bizonyításával:

\begin{tetel}[Choongbum Lee, 2017 \cite{Lee}]
    $\exists c\in \mathbb{R}$, hogy $\forall d, r\in \mathbb{N}^+$-ra, tetszőleges $d$-generált, és $r$-színezhető $G=(V, E)$ gráf esetén, melynek csúcsainak száma legalább $2^{d^22^{cr}}$, $R(G)\leq 2^{d2^{cr}} \lvert V \rvert $
\end{tetel}

\begin{megj}
    Egy $d$-degenerált gráf csúcsai színezhetőek $d+1$ színnel, így a Lee által adott formula segítségével találhatunk minden $d$-hez alkalmas, csak a $d$-től függő konstansot (pozitív $c$ esetén $r$ helyére $d+1$-et, negatív $c$ esetén $1$-et helyettesítve), mely teljesíti Burr és Erdős sejtését.
\end{megj}

\begin{megj}
    Lee cikkének végén megemlíti, hogy Burr és Erdős sejtését lehet általánosítani $R(G_1, G_2)$-re, ahol a $G_1, G_2$ gráfok degeneráltsága helyett egy ahhoz kapcsolódó fogalom, a gráfok arboricitása függvényében marad lineáris a két gráf csúcsainak együttesen vett számát tekintve. Ennek bizonyítása még várat magára. \cite{Lee}
\end{megj}
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