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Bevezetés

Vilagunkban szamos, ha nem minden esemény, folyamat, legyen az mozgas, reak-
cio, jarvanyterjedés, leirhaté a matematika nyelvén, gyakran di erencialegyenletek
segitségével. Idedlis esetben ezek a feladatok analitikusan megoldhatok. Azonban
ez sokszor nem lehetséges, ekkor numerikus modszereket kell alkalmazni a megoldas
meghatarozasahoz. Azonban nem minden di erencidlegyenletet lehet kbnnyen meg-
oldani numerikus modszerekkel, az rmerev feladatokhiresek arrél, hogy bizonyos
megoldék nem adnak j6 kozelitést a feladatok megoldasaira. A szakdolgozatban en-
nek matematikai hatterére fokuszalunk, adgzitett racson val6 stabilitagémakdrét
jarjuk korbe.

A szakdolgozat els® fejezetében bevezetjik a Runge Kutta-modszereket, amelyek
a numerikus moédszerek egy csaladjat alkotjak. De naljuk egy modszer rendjének
a fogalméat, amely segitségével karakterizalni tudjuk a modszerek hatékonysagat.
Ezt kbvet®en bemutatunk és elemzink néhany a gyakorlatban és a szakdolgozat
fejezeteiben gyakran hasznalt Runge Kutta-mddszert.

A masodik fejezetben szamos példa segitségével bemutatjuk a merev feladatokat,
rendszereket és az ®ket jellemz® tulajdonsagokat. Levezetjik a Dahlquist-féle linearis
tesztegyenletet, de nialjuk azabszolut stabilitAsesA-stabilitds fogalmat. Két alfeje-
zetben kilon-kulon megvizsgaljuk az explicit és implicit médszerek el®nyeit és hat-
ranyait abszolut stabilitasi tulajdonsagaik alapjan. Ezutan a Padé-approximaciok
bevezetésével altalanositva adjuk meg az A-stabilitas teljestlésének kritériumat: fel-
irunk az A-stabilitas teljestlésére egy ekvivalens allitast, amellyel meghatarozzuk az
A-stabil modszerek csoportjat.

A harmadik fejezetben gyakorlati példakon keresztil, Python-kédban implemen-
talt merev feladatokon tanulmanyozzuk az elméleti eredményeket. Kdzelebbr®l meg-
vizsgaljuk az egyes modszerek abszolut stabilitasi tulajdonsagait, és kiértékeljuk a
modszereket a futtatasi eredményeik alapjan. A fejezet és a szakdolgozat ve-
gére karakterizaljuk azokat a moédszereket, amelyek hatékonyan mfkédnek a merev
feladatokon, és j6 stabilitasi tulajdonsaggal rendelkeznek.



1. Runge Kutta-mddszerek

Adott az alabbi kozénséges di erencidlegyenlet (KDE) kezdetiérték-feladata, amit
szeretnénk megoldani.

(
yit) = f(y)  yilte TI! R (1.1)
y(to) = Yo (1.2)

Gyakran ezeket az egyenleteket nem tudjuk analitikusan megoldani. Ilyenkor
numerikus modszerek segitségével igyeksziink megtalalni az (1.1) megoldasat. Az
ilyen numerikus moédszerek egy csoportja az egylépéses mddszerek csaladja. Ezekb®l
tobbféle van, ebben a szakdolgozatban a Runge Kutta (RK)-mddszerekkel fogunk
dolgozni. De honnan jonnek ezek a moédszerek, és miért tudjék jol kozeliteni a
di erencialegyenletek megoldaséat?

1.1. Altalanos alak

Az alabbiakban levezetjuk az (1.1)-(1.2) feladat megoldaséara alkalmazhaté Runge
Kutta tipust médszert [1]. Tekintsik az (1.1) egyenletet.
Integraljuk az (1.1) egyenletett szerintt, ést,.; kdzott.

th+ th+1

y{(t) dt = f (t;y(t)) dt

th th

Az egyenlet bal oldalan a Newton Leibniz szabdlyt alkalmazzuk, a jobb oldalon
pedig at = t, + s helyettesitéssel attériink d0; ] intervallumra, amivel az

Z
Y(tne1)  Y(tn) = f(th + s;y(tnh + S)) ds
0
Osszefliggést kapjuk.
Az s= helyettesitéssel attértink d0; 1] intervallumra.
Z 1

Y(tne1) = y(tn) + f(th+t 5y (ta+ ))d

0

Az integrandust helyettesitsik egys darab alappontra illesztett Lagrange-féle inter-
polaciés polinommal,
XS
ftat Jy(tat+ ))=9() g(c)li( )
i=1
ahol l;( ) a ¢ alapponthoz tartozé Lagrange-féle interpolacios alappolinom.
Az interpolacios polinommal megkapjuk a kovetkez® kozelitést.

Zixs xS Z,
Y(tasa)  y(ta) + gle)li( )d = y(ta) + 9(ci) ) li()d

0 =1 i=1
Vezessik be a Z

1
h = li()d
0
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jelolést a kapott sulyokra.
A b sulyokat ésc interpolacios alappontokat behelyettesitve az

XS
Y(the)  y(tn) + bf (th+ G y(th + G ))

i=1

kozelitéshez jutunk.
A t,+ ¢ id®pontokban nem ismerjuk ay pontos megoldast, ezért Gjbol alkalmaz-
zuk az el®z® interpolaciés kozelitést.

Z z

th+¢ th+¢
yAt) dt = f(ty (D) dt
tn Z tn
Ci
Yt 6 )= y(ta)+  f(tat 5y (it ))d
0

Az integrandusra Ujboli Lagrange-interpolaciéval

XS

ftn+ Sy(n+ ))=9() 9(c)! ()
j=1
megkapjuk a kovetkez® becslést gft, + ¢ ) értékekre.
xs Z ¥]
yth+ G ) y(ta) + a(g) i()d
j=1 0
Legyen Z.
a = 1j()d

0
Mindezt visszairva megkapjuk az alabbi kozelitést agt, + ¢ ) értékekre.

XS

y(th + G ) y(tn) + gf(th+ ¢ y(ta+ ¢ )) i=1;::18

j=1

A fenti levezetéssel a kdvetkez® mddszerhez jutottunk:

8 e
Eywl =Yt bf (t, + ¢ ;Yi)

X' | (1.3)
_EYiZYn+ g f(th+ G ;Yj) i=1:::::s

j=1

aholyn+1 azy(th+1) numerikus kozelitéseY; pedig azy(t, + ¢ ) érték kozelitése. Az
(1.3) kepletben tetsz®leges; ; b esc 2 [0; 1] szamokat beirva az alabbi altalanos
maodszerhez jutunk.

1.1. De nici6. Adotts2 N, h; a; 2 R ésc 2 [0; 1] ertekekre az(1.3) egys-lépcs®s
egylépéses Runge Kutta-médszert de nial.



1.2. Megjegyzés. Tetsz®leges (egylépéses) Runge Kutta-mddszer felirhatdé az alab-
bi alakban:

ahol (1.4)
ki=f(th+ G ;yn+ ajkj) i=1;:::;s

Lathato, hogy az 1.2 megjegyzésben szerepl® alak kdnnyen atvihet® az (1.3) szerinti
alakba az alabbi helyettesitéssel:

Yi = Ynt ajk i=1;::1;s
Tehét a két képlet ugyanazt a médszert de nialja.

Ha minden j i indexre a; = 0, akkor a Runge Kutta-modszert explicitnek
nevezzik. Ebben az esetben az dssdgsérték explicit médon kiszamolhaté a

akkor ak; értékeket az alabbi egyenletekb®I lehet megkapni:

)'( 1

ki=f(th+G;ynt aj Kk + ajki)

j=1
llyenkor a k; értékeket s darab implicit egyenletb®I| kell meghatarozni, altalaban
kdzelit® mddszerekkel, példaul Newton-iteracioval. Az implicit modszerek e ajta
specialis eseteitliagonalisan implicitnek szokas hivni. Ha a mddszer nem explicit
és nem diagonalisan implicit, akkorimplicit. Ekkor a k; értékeket egyszerre kell
meghatarozni azs darab egyenletb®I allé rendszerb®l.

Az explicit modszereket kdnnyebb implementalni, mint az impliciteket. Viszont
az implicit modszerek altalaban jobb stabilitasi tulajdonsaggal rendelkeznek, ami
hasznosséa teszi ®ket merev rendszerek megoldasara. Ha explicit médszereket aka-
runk alkalmazni merev rendszerekre, akkor az a gyakorlatban a Iépéskozre sulyos,
gyakran teljesithetetlen feltételeket jelent.

1.2. Butcher-tabld

Egy egylépéses Runge Kutta-mddszert gyakran a Butcher-tablojaval szoktunk meg-

vektorba pakoljuk, aza; ertekeket pedig egyA 2 R® ° matrixban rendezzuk el. Ek-
kor egy s-lépcs®s egylépéses Runge Kutta-modszer Butcher-tabldja a kovetkez®:

C | u1 i Qg

c|A _ : : o
b G| @1 11 s
b b

1. tablazat. Butcher-tablo



A tablazat fels® részében minden sor efyt; y(t)) értéket tarol, az utolsé sorbdl
pedig leolvashatd, hogy ezeknek az értekeknek mekkora a sulyayaz érték kisza-
mitasakor. A tablazattal azt is kdnnyen el lehet dénteni, hogy egy modszer explicit
vagy implicit-e. Ha csak a f®atlé alatt talalhato nemnulla érték, akkor explicit,
kilénben implicit moédszerr®l van szo.

1.3. Konzisztencia és konvergencia

Numerikus modszerek pontossagat tobbféle mutatd alapjan lehet jellemezni. A leg-
kézenfekv®bb a numerikus modszerrel kapott megoldas eltérése a pontos megoldas-
tol. Ennek jellemzésére kétféle hibafogalmat vezetiink be, a lokalisat és globalisat.
Az el®bbi a pontos megoldasbdl egy id®lépés alatt keletkezett hibat méri, az utébbi
pedig at id®pontig felgytlemlett hibat.

1.3. Denici6é. Egy egylépéses modszer lokélis hibajan,at = t,.; pontban az

ulok(tn + ): y(tn + ) [y(tn)+ ( f; ,t,y (t))]

killonbséget értjik, ahol az RK-mdadszer ndvekményi fliggvénye:

Yoer = Yo+ (f 56y (1)

1.4. De nici6. Egy egylépéses mddszer globalis hibaj&, goontban:

"(th) = y(th)  ¥n

A lokalis hiba nem més, mint at,,+; pontban a pontos érték és &, id®pillanatban
a pontos megoldasboly(t,) ertéekb®I inditott y,.; numerikus kozelités kulonbsége.
A globdlis hiba at,.; id®pontig felgyllemlett numerikus hiba.

1.5. De nici6. Egy egylépéses numerikus modszer

a) konzisztens & O pontban, haj"ok(t + )j! ' °

0;
b) p-ed rendben konzisztersben, ha9C 0, hogyj"'°k(t+ )j C P*;

c) konvergengt-ben, haj"(t)j! 00

d) p-ed rendben konvergensben, ha9e 0, hogyj"(t)] € P.

Minél magasabb rendben konzisztens, illetve konvergens egy numerikus megoldo,
anndl jobban fogja kozeliteni a megoldast. A valdésagban anem csokken, csak ha
mi modositjuk. A konzisztencia é€s konvergencia rendje arra ad j6 mutatot, hogy a
lokalis, illetve globalis hiba hanyadara cstkken, ha alépéskdzt csokkentjuk.

1.4. Példa Runge Kutta-modszerekre

Ebben a fejezetben bemutatunk néhany egylépéses modszert, amelyeket a dolgozat-
ban részletesen fogunk elemezni.



1.4.1. Az explicit Euler-modszer

Az egyik legegyszerfbb és legkézenfekv®bb modszer az explicit Euler (EE) modszer,
melynek altalanos alakja a kévetkez®:

Yne1 = Yo+ T (taiyn) (1.5)
0/0
1

2. tAblazat. Az explicit Euler-mddszer Butcher-tabléja

A mébdszer nem csinal mast, mint veszi é,;y,) pontban a megoldasgorbe de-
rivaltjat, vagyis az f (t,;yn) meredekséget, és ezzel léptavolsagot azy,,; érték-
be. Egyszerfsége és explicitsége miatt ez a legelterjedtebb modszer, viszont az
egyenletek pontos megoldasat tdbbnyire tulsagosan lassan kozeliti. fApbb oldali
fuggvény megfelel® simasaga esetén els®rendben konzisztens és konvergens. A gya-
korlatban tételek bizonyitdsaiban szoktak hasznalni, valos alkalmazasokban azonban
célszerq pontosabb mdédszereket alkalmazni.

1.4.2. Az implicit Euler-modszer

Az implicit Euler (IE) modszer hasonlit az EE mddszerhez, de annyiban eltér t®le,
hogy azy, pontbol nem azf (t,;y,) meredekséggel Iép el®re, hanent,a; id®beli
f (tns1;Yn+1) Meredekséggel. Altalanos képlete:

Yn+r = Yn+ f (the1;Yne1) (1.6)
1|1
1

3. tAblazat. Az implicit Euler-mddszer Butcher-tabldja

Implicitsége latszik abbdl, hogy az egyenlet mindkét oldalan megjelenik gz.,
érték. Ugyan ezt iteraciés modszerrel megtalalni plusz szamitasokat igényel, a méd-
szer j0 stabilitasi tulajdonsagai hasznosnak bizonyulnak merev rendszerek megolda-
sanal. Ez a modszer is els®rendben konzisztens és konvergens.

1.4.3. Az implicit kbzépponti médszer
Az implicit kozépponti moédszert egy kvadratira, a kdzépponti formula indukalja,

miszerint

th+1

O (a W ()= ()

tn
ahol th1=th+sa [th; th+1] intervallum k6zéppontja. A modszert az

Yn+1 = Y¥nt+ f th+ E;Yn + Eyn+1 (1.7)
képlet de nialja. Az (1.7) modszer Butcher-tabléja:

9
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4. tdbladzat. Az implicit kozépponti moédszer Butcher-tabldja

A mdbdszer érdekessége, hogy ugyan csak 1 Iépcs®s, a konzisztencia és kon-
vergencia masodrendy. Ez abbdl kovetkezik, hogy az (1.7) mddszer az Un. Gauss
Legendre-mdOdszerek csaladjaba tartozik, amelyek a Runge Kutta-mddszereken be-
Ul az implicit modszerek egy specialis csoportja. Az ilyen modszerek ugy vannak
megkonstrualva a Gauss Legendre kvadraturak segitségével, hogyépcs® esetén
a modszerek rendje2s legyen. Ugyan ez elméletben j6l hangzik, azonban a gya-
korlatban a mddszerek implicitsége miatt az,.; €érték kiértékelése csak jelent®s
szamitési koltség mellett lehetséges, ami miatt a gyakorlatban kevés helyen alkal-
mazzak az ilyen modszereket.

1.4.4. A -modszer

A -mddszer az els® két médszert egyesiti, egyszerre [ép el®re az EE és IE mbdszerrel.
Altalanos képlete:

Yosr = Yot [(X ) (tasyn) + f (thersYnen)]s 2 [0;1] (1.8)

Meg gyelhet®, hogy = 0 valasztas esetén a mddszer visszaadja az EE, mig 1
esetén az IE modszert. = 0 esetén explicit, 2 (0;1] értékek esetén implicit a
modszer. Gyakori valasztds még a= % amivel az

Yrr = Yo+ S (tniyn) + T (tneaiYnea)l (1.9)
implicit trapéz mddszert kapjuk. A modszer a trapézformuldnak nevezett kvadra-
tarara eépul, miszerint:

th+1

fR)dt 5 f(tn)+ f(ton)

tn

Az (1.8) mbdszer Butcher-tabldja:

5. tAblazat. A -mddszer Butcher-tabléja

Els® ranézeésre nem latszik, hogy ez valdban az (1.8) modszert de nidlja, de a kovet-
kez® levezetéssel megmutatjuk, hogy atvihet® a kivant alakba.

Vegylk el®szor &; sulyokat,
ki = f(th;yn) (1.10a)
ko=f thsr;yn+ (@ kit ko) (1.10b)

10



majd yn.1 ertéket.

Yorr = Yo+ (1 )ki+ k) (1.10c)
Atrendezve (1.10c)-t:

Yos1 Yo = (1 kit ko) (1.10d)

(1.10d) jobb oldala szerepel (1.10b)-ben aiz fiiggvény argumentumaban, ahova
behelyettesitjik az (1.10d) bal oldalat.

Ko =1 thsr;¥Yn+(Ynez  Yn) = F(thesiYnea) (1.10e)

(1.10a)-t és (1.10e)-t visszairva (1.10c)-be megkapjuk az (1.8) alakot.

Mit tudunk mondani a modszer konzisztenciarendjér®l? A mddszerink altalanos
képlete tartalmazza a paramétert, ezért varhatd, hogy a médszer rendje fligg majd
megvalasztasatol.

1.6. Tétel. Az (1.8) médszer = : esetén masodrendben konzisztens, kilénben
els®rendben.

Bizonyitas. Feltessziik, hogyy 2 C3(1), | =[to; T]. Megmutatjuk, hogy ha = %
akkor létezik olyanC 0 konstans, amely melletj"'°¢(t + )j C 3.
Az (1.8) mbdszer ndvekményi fliggvénye

(Hty M)=@Q  Hf(tay(ta))+  (thea:Y(the))
Ebb®I az 1.3 de nicio alapjan:

Tt )= yltat ) )+ (@ )F (Yt F F (e Y(tee )]

Tudjuk, hogy f (tn;y(ta)) = YXtn) ésf (tas1;Y(ths1)) = YAtns1), igy a lokdlis hiba
atirhat6 az

Kt )=yt ) It (@ YA+ Y tan))]
alakba. Fejtsuk Taylor-sorba azy(t) megoldast at = t, pont korul:
2 3
Y(ta1) = y(tn) + yqtn) + Eyo?tn) + Eyooe 1) 12 (thitne)
majd y{t,.1)-etist = t, pont kordil.
2
Ydtn) = yAta) + ¥y %tn) + 7)/00@ 2) 22 (th;the)

Mindezt visszairva:
2 3
HIOk(tn + ): y(tn)+ yo(tn)+ Eyoztn)‘F EyOO() 1) y(tn)
2
(T WA+ YA+ vt + 5y T 2)

2 3 2
BRI EIE YR A (YRS ie SV I A (ORI GRS

_ 1 y°% 1) y°% )
I A A O

11



Lathatd, hogy kizarélag = 3 esetén esik ki a -es tag, igy csak ebben az esetben
lehet a médszer masodrend€], kulonben els®rendq lesz. Ekkor:

0 0 3
wok (g, 4 )= yogl) YOSZ) 3= (2y%Q ) 3yoo€2))1_2

3
"t + )= i2y*P ) P 2)]1—2

Az abszolutértéket felllr®| becsuljik a haromszog-egyenl®tlenséggel,

3
", + )i (2)y°% )j+3jy°® »)j) 12

y9%rtékeit pedig a , [m X ]ijO() )j értékkel.

thitn+

5
ok . -~ 0 + 3
"t i ,max iy %©)j

5 . : . . . .
— max jy°®)j, tehat a -modszer masodrendy = % esetén.

C=
12 2[tn;tn+1]

1.45. Az -mobdszer

J. C. Butcher 2003-as kdnyvében a masodrend| Runge Kutta-mddszerek egy cso-
portjat egy parameéteres képlettel vezeti be, amit ismét egy kvadratura ihletett.

z
lf(t)dt 1 zi f(0)+2if()

0

Kénnyen megmutathatd, hogy ez a kvadratira masodrend tetsz®lege (0; 1]
érték esetén, azaz a nullad- és els®foku polinomokat pontosan integralja ki, viszont
van olyan masodfoku polinom, amelyet mar nem.

Az -modszer altalanos képlete a kovetkez®:

1 1
yn+1 = yn + 1 2_ f(tn;Yn)"' Z_f (tn + ;y nt f (tn;yn)) (1-11)

Az (1.11) képletet atirjuk a k; sulyok bevezetésével egy olvashatobb alakra, igy
megkapjuk a kovetkez® képletet, amelynek segitségével a modszer Butcher-tabloja
is leolvashato.

ki = 1:(tn;Yn)
ky=f(th+ ;yn+t k)

1 1
Yn+1 = Yn t 1 2_ ki + 2_k2

12
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6. tablazat. Az -mobdszer Butcher-tabléja

Tetsz®leges 6 0 esetén a modszer explicit, hiszen az ®t leiré Butcher-tabléban
csak a matrix f®atlgja alatt talalhatd nem nulla értek.

1.7. Tétel. Az (1.11) modszer tetsz®leges6 0 esetén masodrendben konzisztens.

Bizonyitas. Suli-Mayers: An Introduction to Numerical Analysis (2003) [2] kényv
326-327. oldalan megtalédlhat6 a levezetés. Ott altalanosabb képletb®I indulnak ki,
miszerint

klzf(tn;yn)
ke=f(th+ 5y nt ki)
Yns1 = Yo+ (aky + bk)

A levezetés soran a kdnyvben a rendet az an. csonkitasi hibaval (truncation error)
szamoljak ki, amely ekvivalens az altalunk de nialt lokalis hibaval. A bizonyitas
végén a masodrendq konzisztenciara az alabbi feltételek adddnak:

1 1
= , a=1 5 b= 5 60
Ezekkel a feltételekkel éppen azt kapjuk meg, hogy az (1.11) médszer masodrendben

konzisztens.

Gyakori valasztds az paraméterre az = > Ekkor az explicit kozépponti
modszert kapjuk meg, amit az
Yaer = Yo+ F tht E;yn + Ef (tn; Yn) (1.12)

képlet de nial. Az (1.12) modszer Butcher-tablgja:

0

N[ )
[@XINI N e)

7. tAblazat. Az explicit kozépponti médszer Butcher-tabloja

A modszer onnan kapta a nevét, hogy dt,;t,+1] intervallum koézéppontjanal a
t = t,+ 5 pillanatbeli f t, + 5;y(t, + 5) meredekséget kozeliti numerikusan, majd
ezzel lép tavolsagot azy,.; értékbe.

Az =1 valasztassal a Heun-modszert kapjuk, amelyet az

Yoer = Yot (tn;Yn)

1.13
Yn+er = Yn + z(f (tn;Yn) + T (thea; ¥ne1)) (1.13)

13



képlet de nial. A mddszert szoktdk még javitott Euler vagy explicit trapéz mdédszer-
nek is hivni. A szakdolgozatban javitott Euler-médszerként fogunk ra hivatkozni.
Az (1.13) Butcher-tabloja:

[N
NIF| = O
NIk O o

8. tAblazat. A javitott Euler-mddszer Butcher-tabldja

A moddszer azy, értékb®I tesz egy EE |épést, ez lesz gz, érték. Ennek segitségé-
vel kozeliti a moédszer & = t,,; pontban azyYt,.1) = f (th+1;Y(th+1)) meredekséget
azf (th+1;¥n+1) €rtékkel. Végul a modszer atlagolja @ = t, ést = t,4; pontban
kiértékelt kdzelit® meredekségeket, amellyeltavolsagot 1ép azy,.1 értékbe.

A Ralston-modszer is beletartozik az -mdédszerek kérébe, amelyet az = %
valasztassal kapunk meg. A médszert a

ki = f(th;Yn)
2 2
k2_f(tn+§1yn+§kl) (1_14)
1 3
Ynt1 = Yn t é_lk1+ Z,kz

képlet de nialja. Erdekessége a modszernek, hogy minimalizélja a csonkitasi hibat.
Az (1.14) Butcher-tabloja:

9. tAblazat. A Ralston-modszer Butcher-tabléja

1.4.6. Az RK3 és RK4 mddszerek

Az RK3 és RK4 megjeldlés egy-egy konkrét harmad- illetve negyedrendf Runge
Kutta-mddszert takar. Amennyiben egy KDE-t ilyen rend tulajdonsaggal rendelkez®
maddszerrel szeretnénk megoldani, érdemes ezeket valasztani, explicitséguknek hala
kdnnyf implementélni ®ket. Emiatt a legnépszerfbb valasztdsok kdzé tartoznak a
gyakorlatban.

Az RK3 moédszert a
ki = f(tn;Yn)
ko= f(th + 5 ¥ * Ekl)
ks=f(th+ ;yn+t (2kz kyp))
Yn+1 = Yn é(kl +4k; + ki)

(1.15)
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képlet de nialja, és ennek alapjan a médszer Butcher-tabléja a kdvetkez®:

= N O

ol - NIk O
wn N O o
ol O O o

10. tablazat. Az RK3 mdodszer Butcher-tabléja

Nem meglep® mddon ezt a mddszert is vissza lehet vezetni egy kvadratarara,
mégpedig a Simpson-mddszerre. A kvadratlrat az
th+1 t. + t
fOdt o f(ta) +4f ”T”l + f (the1)

tn

képlet irja le.

A negyedrendf RK4 modszert az alabbi képlet de nialja:

ke = f (tnh;yn)
kp = f tn+§;yn+§k1
k3 =f th + E,yn + Ekz (116)

kKa=1f (th+ ;yn+ Kj)
Yn+1 = Yn T 6(k1+2k2+2k3+ Ka)

(1.16) Butcher-tabloja:

olo o oo
111 000
1o L oo
110 010
I 1 1 1
6 3 3 6

11. tabldzat. Az RK4 modszer Butcher-tabléja

Ugyan négy darabf (t;y(t)) érték kiértékelése id®igényes, de a médszer negyed-
rendq tulajdonsaga lehet®vé teszi, hogy a Iépéskozre lazabb feltételeket szabva is
pontos kozelit® megoldasokat kapjunk.

Itt megemlitiink két fontos tételt egy explicit RK-modszer rendje és Iépcs®szama
kdzotti kapcsolatrol [3].
1.8. Tétel. Ha egy explicits-lépcs®s Runge Kutta-modszer rendje p, akksr p.
1.9. Tétel. Ha egy explicits-lépcs®s Runge Kutta-modszer rendjp 5, akkor
s>p.
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Az el®bbi tételek és [4], [5] segitségével felirhatd a kovetkez® tablazat, amely szem-
lelteti, hogy adott p rend eléréséhez mi az a minimalis lépcs®szam, amellyel a
rendfeltétel teljesithet®.

7 8
9 11

p |1 23 456
mins\123467

12. tAblazat. Az explicit RK-mddszerek rendje és lIépcs®szama kozotti kapcsolata

Az 1.8, 1.9 tételek alapjan az explicit Runge Kutta-modszereken belll a negyed-
rend] médszerek a legmagasabb rendfek, amelyek teljeskiképcs® ég-ed rend
mellett, hogy s = p. Ez a tulajdonsag hozzajarul az RK4 mddszer népszer{ségé-
hez, tovabba jelzi, hogy ennél tdbb Iépcs®vel rendelkez® explicit mdédszer hasznalata
miért kevésbé el®nyos.

2. Rogzitett racson valo stabilitas

Amikor numerikusan oldunk meg egy di erencialegyenletet, elvarjuk a kapott kbze-
lit® megoldastol, hogy a pontos megoldast jol kdzelitse, azaz gra kusan abrazolva
a pontos megoldasgorbe kérnyezetében mozogjon. Az eddigiekben bemutatott kon-
zisztenia és konvergencia csak azt biztositotta, hogy kell®en kis 1épéskdzzel szamolva
a numerikus megoldas tetsz®legesen kozel kerll a pontos megoldashoz. A gyakorlat-
ban azonban a |épéskdz nem csdkkenthet® tetsz®legesen kicsire, ezért fontos elva-
ras, hogy a numerikus megoldas valamilyen (nem irrealisan kicsi) rogzitett Iépéskoz
mellett is rendelkezzen a pontos megoldas bizonyos kvalitativ tulajdonsagaival. Egy
kvalitativ tulajdonsag példaul a nemnegativitds-meg®rzés olyan feladatokban, ahol

a pontos megoldas garantaltan csak nemnegativ értékeket vehet fel, ha a kezdeti
erték nemnegativ. (Példaul ha az ismeretlen fliggvények valamilyen kémiai anyagok
molva kicsi legyen az eltérés a pontos megoldastol, hanem az is elvarhato, hogy a
numerikus megoldas végig nemnegativ maradjon. Egy masik kvalitativ tulajdonsag

a pontos megoldas korlatossaga bizonyos modellfeladatokban, mikézben az id®vel a
végtelenhez tartunk. Ekkor a numerikus megoldastdl is elvarjuk, hogy az id®ben el®-
refelé haladva korlatos maradjon, lehet®leg tetsz®legdépéskdzzel, vagy legalabbis
kell®en kis lepéskdzzel szamolva. Ezt hivjuk rogzitett racson valo stabilitasnak.

2.1. Merev feladatok

...1960 korul a dolgok teljesen megvaltoztak, €s mindenki
raébredt, hogy a vilag tele van merev rendszerekkel.
(G. Dahlquist, Aiken 1985)

A merev rendszerek olyan kdzonséges di erencialegyenlet-rendszerek, amelyekre az
explicit numerikus modszerek nem mikoédnek hatékonyan. Ebben a fejezetben be-
mutatunk néhanyat, és megvizsgaljuk a rajuk jellemz® tulajdonsagokat [6] segitsé-
gével.
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2.1.1. Egy népszery példa

Egy népszery példa merev feladatra az
xt) = 50(x(t) cost) (2.1)

di erenciadlegyenlet megfelel® kezdeti feltétel mellett. A (2.1) egyenlet altalanos
megoldasa:

@)cosH ﬂsint' ci2R
2501 2501 !

Amennyiben abrazoljuk a megoldasokat kilonb6z® kezdeti feltételek mellett, latha-
tova valik, hogy mit®l lesz ez egy merev feladat.

x(t) = ge %+

1. &bra. A (2.1) megoldasgorbék(0) =0 2. abra. A (2.1) megoldasa EE mddszer-
kezdeti értekb®l IE modszerrel megoldvael, x(0) = 0 megoldasbdl inditva

A rendszert at = 0 pont kornyékén egy meredek atmeneti fazis jellemzi, amelyen
tuljutva a megoldasok azf (t) = cost fliggvény kdrnyezetébe tartanak. Jol latszik,
hogy az EE mddszer még jelent®sen kicsi 1épéskdzzel sem képes jo kozelit® megol-
dast adni, oszcillal a megoldas korl, ezzel szemben az IE modszer az atmeneti fazist
gond nékul kezeli, stabil megoldast ad nagyobb |épéskdz mellett is. Nem minden
megoldasgorbe rendelkezik ilyen atmeneti fazissal, ilyen példauba®) = %82 kez-

deti értékb®I inditott megoldas is.

2.1.2. Elektromos aramkorok

Merev rendszerek az elektromos aramkordkben is megjelennek. Az egyik legegysze-
rfbb aramkart leiré nemlinearis di erencialegyenlet-rendszer nem mas, mint Van
der Pol egyenlete:

xqt) = y(t) x(0) = 2

2.2
yt) = 1 x3(t) y(t)  x(t) y(0)=0 @2
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Az egyenlet az alabbi, paraméterrel rendelkez® masodrend| homogén linearis dif-
ferencialegyenletb®l vezethet® le.

)+ zq)+ z(t)=0

A megoldas stabil, ha > 0, és instabil, ha < 0. Az paramétert id®fligg®vé
tesszik ugy, hogy kicsiz(t) értekekre negativ, nagyz(t) értékekre pedig pozitiv
legyen. Ezt az = (z?(t) 1) valasztassal érhetjiik el, ahol tetsz®leges pozitiv
paraméter. Igy az el®z® egyenlet atirhato a

2%+ (22(t) 1Y)+ z(t)=0

egyenletbe. Rendszerben felirva atviteli elvwvel megkapjuk a (2.2) alakot.

A rendszernek létezik egy stabil periodikus megolddsa. Ez a megoldas a ha-
tarciklus, amelyhez konvergal a toébbi megoldas, lasd a 3-4. abran. Mérsékelt
valasztasa mellett a rendszer gond nélkul kiintegralhato, de jelent®sen nagyobb, pél-
daul =200 esetén mar gyanithatd, hogy a rendszer merev lesz.

3. &bra. A Van der Pol egyenlet fazistere,

(2.2) RK4 megoldasa
4. dbra. A Van der Pol egyenlet fazistere
megnovelt mellett

A = 200 paraméter valasztds mellett megoldottuk numerikusan a (2.2) fel-
adatot az EE, RK4 és IE modszerekkel. Azonos, de jelent®sen kicsiz 0:002
|épéskdz mellett az EE modszer oszcillalé tulajdonsadgot mutat, ami nem szerencsés
a megoldas szempontjabol, az IE és RK4 elfogadhato kozelitést ad.

A megoldasbdl lathatd, hogy az els®rendben pontos EE mdédszer csak kell®en kis
mellett koveti j6l a pontos megoldast, mig a negyedrend| RK4 médszernél nagyobb
|épéskoz is valaszthatd. Ugyanakkor az EE mddszerhez hasonléan els®rendq IE

maddszer még az RK4 modszer |épéskdzénél nagyoldpéskdz mellett is j6 kdzelitést
ad. Ez jelzi, hogy az IE modszer rendelkezik egy olyan kvalitativ tulajdonsaggal,
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amely alacsony pontossagi rendje ellenére alkalmassa teszi ennek a feladatnak a
megoldasara.

5. abra. A (2.2) megoldasa azonosmel- 6. abra. A (2.2) megoldasa korrigalt
lett lépéskdzok mellett

2.1.3. Kémiai reakciok

Egy kdzismert példa kémiai reakcidra a numerikus mddszerek kérében Robertson
modellje, amely harom anyagfajta koz6tt vegbemen® kémiai atalakulasokat ir le.

Al 0:.04 B
Y4
B+B!1° 10 cuB (2.3)
B + C! 10 A+ C

A reakcié harom részre bonthatd, mindharom kilénb6z® sebességgel megy végbe.
Merev rendszerekben gyakori, hogy egy komponens jelent®sen gyorsabban cseng le a
tobbinél. Pontos numerikus megoldast ezért nehezebb talalni, mert egy komponenst
ugyan jol modellezhet a valasztott numerikus maédszer, de a tobbit esetleg nem képes
megfelel®en leirni. A (2.3) szerinti atalakulasok soran bekdvetkez® koncentracioval-
tozasokat az

xqt) = 0:04x(t) + 10%y(t)z(t) x(0) =1
yqt) = 0:04x(t) 10%y(t)z(t) 3 107y?(t) y(0)=0 (2.4)
Zqt) =3 10y?(t) z(0)=0

v

jelolik az id® flggvényében.

A feladat megoldasanak nehézsége abbdl adddik, hogy az elején rovid id® alatt
megugrik a B anyag mennyisége 0-r6l 0.000037 kéré, amely utan a reakcidé lassu
lecsengésbe VAalt at. Emiatt itt csak olyan numerikus megoldok jéhetnek széba,
amelyek jol kozelitik a kezdeti ugrast, de kell®en nagy léepéskozzel is hasznéalhato
megoldast adnak, hogy hosszabb intervallumon is megoldhassuk a feladatot.
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Numerikusan megoldva a feladatot azt tapasztaljuk, hogy az RK4 mddszer csak
=0:001, vagy ennél kisebb Iépéskodz mellett képes megoldani a feladatot az elején,
utana ilyen kicsi lIépéskozzel is kin® a végtelenbe az altala adott megoldas. Ezzel

szemben az IE modszer nagyobb,= 0:005Iépéskozzel is képes jol kdvetni a kezdeti
atmeneti fazist.

7. dbra. A (2.4) rendszely(t) komponensének megoldasa a kezdeti fazisban

Amennyiben hosszabb intervallumonT = 10° id®pontig szeretnénk kiintegralni
a feladatot, az IE mdédszer mar = 0:15 mellett is szépen megoldja azt. A kezdeti
atmeneti fazisnél pontatlan, de utdna szépen a pontos megoldds mentén halad a
numerikus megoldas. (A 8. abran ay(t) értékeket10*-nel szoroztuk, hogy a masik
két komponenssel egyditt latszdédjon a megoldas.)

8. dbra. A (2.4) rendszer megoldasa IE mddszerrek= 0:15 mellett
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2.2. Abszolut stabilitas

Ahogy a fejezet elején is szerepelt, azt a kvalitativ tulajdonsagot szeretnénk vizsgal-
ni, hogy a numerikus modszer korlatos megoldast ad, amennyiben a pontos megoldas
korlatos [7, 8]. Tekintsik az alland6 egyutthatés, els®rendq lineéris

di erenciélegyenIet-rerédszerek altalanos alakjat:

% X§(t) = myaxa(t) + 11+ MyaXa(t)
X3(t) = Magxa(t) + o111+ MagXq(t)

" xg(t) = Marxa(t) + i+ MgaXa(t)

EgyM 2 RY 9 matrixban elhelyezve az egyenletrendszerben szerepl® egyiitthatokat,
felirhato a kdvetkez® alak:

xqt) = Mx(t) x:I'! RE M 2R?¢ (2.5)

Tegyuk fel, hogy azM matrixnak minden ; sajatértéke kilonb6z®, ekkor |étezik
olyan Q nemszingularis matrix, amely mellett
0 1
1 0
QMQ== B: . X (2.6)
0 n

egy diagonalis matrix,M sajatértékeivel a f®atldban. Alkalmazzuk a Runge Kutta-
modszerek altalanos lépését a (2.5) egyenletre. Ekkor
XS
Xn+1 = Xp + bk
i=1 |

N (2.7)
ki=M Xx,+ ay k; i=1:::::s
j=1
Vezessiuk be az
Xn = Qyn; ki=Qli; i=1;::1s
helyettesitéseket. irjuk be ezeket a (2.7) egyenletbe.
XS XS I
QYn+1 = Qyn + bQli=Q yn+ bl
i=1 | i=1 1
XS ' xs '
Qli=M Qyn+ g Qi =MQ y,+ ajli i=1;:s
j=1 j=1

Beszorozva az 6sszes egyenle®@t! matrixszal balrdl, és felhasznalva a (2.6) azo-
nossagot, megkapjuk az

|
<
S

+
O

Yn+1 =



alakot, amely éppen azt az eredményt adja, mintha a Runge Kutta-modszert az

yat) = y(t)

egyenletre alkalmaztuk volna. Ezzel a levezetéssel megmutattuk, hogy ezt a kvali-
tativ tulajdonsagot elég csak skalaris linearis di erencialegyenleten vizsgalni.

2.1. De nici6. Az
y{)= y(t) 2¢C
y@0)=1

kezdetiérték-feladatot Dahlquist-féle lineéris tesztfeladatnak hivjuk.

(2.8)

Kozismert, hogy a (2.8) feladat megoldasg(t) = e'. Ez a megoldas pontosan
akkor lesz korlatos, ha Re 0. Emiatt a numerikus megoldéktdl is csak abban az
esetben szeretnénk elvarni a korlatos megoldast, ha Re 0.

Amennyiben egy Runge Kutta-modszert alkalmazunk a (2.8) feladatra, a nume-
rikus megoldas felirhat6 az

Yns1 = R(C )yn (2.9)

alakba. Itt az R:C! C egy polinom vagy racionalis tortfliggvény valds egyiittha-
tokkal a médszert®l fligg®en. Vezessik be a valtoz6t.

2.2. Denici6. Az R(z); z 2 C fuggvényt a Runge Kutta-mddszer stabilitasi flgg-
vényének nevezzik.

A (2.9) képlet alapjan a (2.8) megoldasa pontosan akkor lesz korlatos, ha az
iR(2)j L
egyenl®tlenség teljesdil.

2.3. De nici6. A Runge Kutta-moddszert abszolut stabilnak nevezzika= 2 C
pontban, hajR(z)] 1.

Vegyiik példaul az EE médszert. Altalanos Iépése alapjan

Yn+1 = Yn + f(th;yn)

Mostf (t;y) = y , tehat a numerikus modszert a Dahlquist-féle linearis tesztfeladat-

ra alkalmazva az
Yn+t1 = Ynt VYon

Yosr =(1+  )¥n
numerikus megoldast kapjuk. Ezek alapjamR(z) =1+ z. Ebb®I az

1+2z 1

egyenl®tlenség kovetkezik az abszolut stabilitasi pontokra, amelyeza& 1 k6zép-
pontd, r = 1 sugaru zart korlap pontjai teljesitenek.

2.4. Denici6. Az S = fz 2 C :jR(2)j 1g halmazt a Runge Kutta-mddszer

s sz
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9. 4bra. Az EE mddszer stabilitasi régioja

Mit arul el nekink ez a stabilitasi régid? Szamos dolgot. Megmutatja nekuink,
hogy mennyire szabad a |épéskoz valasztasa, milyen paraméter mellett tudjuk
megoldani a tesztegyenletet Ugy, hogy a kapott numerikus megoldas korlatos legyen.

Az el®z® alfejezetben tobb példan is lattuk, hogy az IE mddszer j0l kezeli a
merev feladatokat, de milyen j0l és mekkora Iépéskdz mellett teljesit jol a (2.8)
tesztegyenleten? Altalanos lIépése alapjan:

Yn+1 = ¥Ynt Y nu1
(1 )Yn+1 = Yn

_ 1
Yo+l = 1 Yn
Tehat az IE modszer stabilitasi fliggvenye
R =
@=1—

Megoldva az ﬁ 1 egyenl®tlenséget, megkapjuk, hogy azon pontokban abszolut
stabil az IE mddszer, amelyek egy, vagy annal nagyobb tavolsagra vannak & 1
ponttol.

10. abra. Az IE moOdszer stabilitasi régioja
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Az |E mddszer stabilitasi régidja megmutatja nekiink, hogy tetsz®leges negativ valds
résszel rendelkez® komplex szamra a Dahlquist-féle lineéaris tesztegyenletben a
numerikus megoldas korlatos lesz tetsz®legekpéskdz valasztasa mellett. Ez olyan
kvalitativ tulajdonsaga a numerikus megolddknak, amelyre bevezetjik a kovetkez®
de niciot.

2.5. Denici6. Az R(z) stabilitasi fuggvényf Runge Kutta-modszert A-stabilnak
nevezzik, hgR(z)] 18z2 C esetén, aholC = fz2 C:Rez 0g a komplex
szamsik bal félsikja.

2.6. Kovetkezmény. Az implicit Euler-médszer A-stabil.

Az EE és az IE mddszerek altalanositasa volt amodszer, amelyet az (1.8) egyenlet
de nialt. El®bbiekben lattuk, hogy = 0 esetén nem, de = 1 véalasztas esetén
mar A-stabil a modszer. Mely valasztas esetén lesz még a modszer A-stabil? A
modszer altalanos I1épése alapjan:

Yn#1 = Yn t (1 )yn+ Y n+1
(1 Waar = 1+4(1 ) Yn
1+(1
Yn+1 = %Yn

Innen lathatd, hogy a -méddszer stabilitasi fliggvénye:

1+(1 )z
R(z) = ——— 2
(2) 1
2.7. Tétel. A -moddszer A-stabil % esetén.

Bizonyitas. A moédszer A-stabil, hajR(z)j] 18z 2 C . Ez a feltétel az

1+(1 )z

1 2.10
1 (2.10)

egyenlt®tlenséget adja. Ha = 0, jR(0)j= 1, emiatt a 0 pontban abszollt stabil a
maddszer. Emiatt a kdvetkez® levezetésben csak & O pontokat tekintjuk, oszha-
tunk majd jzj értékkel.

Atrendezve a (2.10) egyenl®tlenséget, megkapjuk, hogy

j1+@ )z i1 zj

Bontsuk fel az komplex szamot valds és képzetes részee= a+ bi, majd irjuk
vissza az el®z® egyenl®tlenségbe.

1+ )(a+ b)) j1 (a+ bij

Rendezziik az abszolutértéken bellili tagokat valos és komplex rész szerint, ez alap-
jan:
j1+(1 Ha+(1 )bij j 1 a bij
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Az egyenl®tlenség mindkét oldalan egy-egy komplex szdm hossza all, emiatt a feladat
ekvivalens azzal az alakkal, ahol a hossznégyzetiikre irjuk fel az egyenl®tlenséget. Igy
a belatando egyenl®tlenség atirhaté az

1+(1 )a 4 1 )b ’ (1 a)?+(Db)?
alakba. A négyzetre emeléseket elvegezve ebb®I az
1+2(1 Ha+(1 )@+ ) 1 2a+ %@+ 1P
egyenl®tlenséget kapjuk. Egyszer{sités utan:

2a+a’> 2a’+ P 2b* O
(1 2)a’+2a+(1 2) O
(1 2)a’+P)+2a O (2.11)

Rendezzik a (2.11) egyenl®tlenséget paraméterre. Mivela? + b*> = jzj> 6 0, a

értékre az
1 a

-+ —

2 jzj?

egyenl®tlenség adodik. Az egyenl®tlenségreek 0 érték mellett is teljesilnie kell,
emiatt a -mddszer pontosan akkor lesz A-stabil, ha

1

2

2.8. Kovetkezmény. Az implicit kzépponti mddszer A-stabil.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a mddszer stabilitasi figgvénye megegyezik & %
mabdszer stabilitdsi figgvényével.
A modszer (1.7) képletét az (2.8) tetsztfeladatra alkalmazva megkapjuk, hogy

+ +
Yn+1 = Yn t —yn 2Yn !
Vagyis
1 - Yn+1 = 1"‘? Yn
Az egyenletety,.; valtozora rendezve megkapjuk, hogy
1+ &
Yn+1 = 1 _Yn

2
Ennek alapjan az (1.7) stabilitasi fliggvénye

1+
1

4
2

R(z) =

Z
2

Ez éppen a -moédszerek stabilitasi figgvénye = 1 mellett, amelyr®l a 2.7 tétel
alapjan tudjuk, hogy A-stabil. Emiatt az implicit k6zépponti modszer is A-stabil.
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11. 4bra. A trapéz moddszer stabilitdsi 12. abra. A -modszer stabilitasi tarto-
tartomanya manya kilonb6z® értékekre

A 2.7 téetel alapjan, ha A-stabil modszert szeretnénk a-modszerekb®I kivalasz-
tani, de a magasabb rend is szempont, akkor = 5 valasztassal az (1.9) implicit
trapéz moédszer lesz a valasztasunk. Erdekessége a médszernek, hogy a stabilitasi
tartomanya éppen a negativ komplex félsik. Ez ugyan jo6l hangozhat, viszont ké-
s®bbi fejezetben példaval megvizsgalva latjuk majd, hogy nem mindig el®nyds ez a
tulajdonsag.

Az eddigiekben a stabilitasi fliggvényt konnyedén fel tudtuk irni, ez f®leg az ala-
csony lépcs®szamnak volt készonhet®. Amennyiben viszont ndveljik a Iépcs®szamot,
a stabilitasi fliggvény meghatarozasa is komplikaltabb lesz. Ennek kikliszobolésé-
re a kovetkez® tétel ad egy altalanos képletet a stabilitasi figgvényre a modszer
Butcher-tabloja segitségével.

2.9. Tétel. Egy Runge Kutta-moadszer stabilitdsi fuggvenyét az

det | zA+ zeb

R =
(2) det I ZzA

(2.12)

tabloja szerinti matrix, illetve vektor.

Bizonyitas. A bizonyitas a [8] 3.4.1 tétel bizonyitasat kdveti.
Alkalmazva a Runge Kutta-médszer (1.3) alakjat a tesztegyenletre, megkapjuk az

xs
Yner = Yn ¥t b
(2.13)
Yi= Yt 3 Y]
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dsszefliggést. irjuk at a (2.13) alakot egy linearis egyenletrendszerbe.

0 10 1 0 1
1 an a ais O Y1 Yn
an 1 anx ax O Y2 Yn
I I I : I =R : (2.14)
a s1 a s2 1 a ss Ys n
b 1 b 2 b S 1 Yn+1 Yn

Oldjuk meg a (2.14) egyenletet ay,.1 ismeretlenre a Cramer-szabaly segitségével.
Ekkor az y,+1 értékét két matrix determinansanak hanyadosaval fejezzik ki. A
nevez®ben szerepl® érték:

0 1

1 a 11 a 12 ais 0

an 1 a 2 azx 0

det : : : :
a s1 a s 1 a ss

b, b, by 1

A kifejtési tétel segitségével fejtsiik ki a determinanst az utols6 oszlop szerint. Ekkor
csak egy aldeterminans szerepel nem 0 egydtthatéval, igy a determinans az

0 1
1 an a 12 a 1s
a 1 a a
1 det% oA R o § =det | zA (2.15)
a s a s 1 a ss

ertékkel egyenl®. A szamlaléban szerepl® determinans a kdvetkez®:

0 1
1 a 11 a 12 Ai1s Yn
an 1 a 22 A2 Yn
det : : : :
a s a s 1 A ss Yn
b 1 b 2 b S yn

Vonjuk ki a determinans utolsé sorat az els® sorbol. Ez nem valtoztat a determi-
nans értékén, de hasonld alakra vezet, mint a nevez®ben |év® determinans:

0 1

1 ant+t b apt+t b ai st bs O
an+t b1 1 ax+ b, ax+ bs 0

det : : : :
agt bl ast b2 1 a gt bs 0

bl b2 bs yn

Ismét a kifejtési tétel segitségével az utolsé oszlop szerint kifejtve a determinanst,
az csak egy nem 0 egyitthat6ju aldeterminansra esik szét,

0
1 ant+t b apt b, aist bs

y det% ant+t by 1 axpt by axxt bs
n . . .
agt by asopt by 1 ast b
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amelynek értéke
yndet | zA+ zeb (2.16)

Kifejezve azy,., valtozot a (2.16) és (2.15) hanyadosaval az

det | zA+ zeb
det | zA

Yn+1 = Yn

0sszefliggést nyerjiuk, amelyb®I leolvashaté a 2.9 tételben szerdp(®) stabilitasi
fuggvény.

2.3. Explicit médszerek abszolut stabilitasa

Miutan bevezettik az abszolut stabilitas fogalmat, vizsgéaljuk meg, hogy ez a konst-
rukcié miképp karakterizalhaté az explicit médszereken. A legérdekesebb és legfon-
tosabb tulajdonsag, amely a 2.9 tételb®I kbvetkezik, a 2.10 kdvetkezmény, amely egy
er®s allitast fogalmaz meg az explicit moédszerek A-stabilitasarol.

2.10. Kovetkezmény. Explicit Runge Kutta-modszer nem lehet A-stabil.

Bizonyitas. Elég megmutatnunk, hogy egy explicit Runge Kutta-moddszer stabilita-
si régidja mindig korlatos, emiatt nem tartalmazhatja a komplex sik negativ félsikjat.

Tekintsik a 2.9 tételben szerepl® képletet a stabilitasi figgvényre. Amennyiben
a modszer explicit, az1  zA egy alsé haromszégmatrix, 1 értékekkel a f®@atléban,
emiatt det | zA = 1. Ekkor R(z) = det | zA+ zeld , amely egy legalabb
els®foku polinom. Minden ilyen polinomra igaz, hogyj! 1  esetén

JR@)i'1

Ekkor az jR(z)j] 1 egyenl®tlenség csak korlatos tartomanyon teljestl, ami ellent-
mond az A-stabilitas feltételének.

A 2.10 kovetkezmény miatt A-stabil médszereket csak implicit modszerek kdzott
fogunk talalni.

A masodrend{ moédszerek kézil az-modszereket vezettik be az (1.11) képlettel.
Vajon tudunk-e olyan értéket valasztani, amellyel maximalizalni tudjuk az -
mabdszerek stabilitasi régiojanak teriletét? A (2.12) képlet alapjan

0 1

1 1
1+ 1 > z 2—2
R(z):det% §
1 i z 1+iz
2 2

A determinanst kiértékelve megkapjuk, hogy
1 2
R((z=1+ z+ §Z

azaz a stabilitasi fluggvény és ezzel a stabilitasi régi6 is fliggetlen azparaméter
megvalasztasatol. Ezt a jelenséget a kdvetkez® allitAs magyarazza meg.
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13. abra. Az -modszerek stabilitasi régidja

2.11. Allitas. Ha az explicit Runge Kutta-modszerp-ed rendy], akkor stabilitasi

fuggvénye
1

z Zp p+1
R@=1+ 3+ vt 0(z"1) (2.17)

alaku, és azO(zP*!) tag a modszert®| flgg.

Bizonyitas. A t, id®pontban azy(t,) = vy, kezdeti feltételb®I inditva, a linearis
tesztegyenlet pontos megoldasat a2 y, képlet adja meg. Mively,+1 = R(  )yn,
a rend de niciéjabdl kovetkezik, hogy egy-ed rend mdédszerre

& R(2)= O( ") = 0(z"")

vagyis a modszem-ed rendben kozeliti a pontos megoldast. A Taylor-sor egyér-
telmfsége miatt R(z) els®p tagjanak meg kell egyeznie* Taylor-soranak els®p
tagjaval. Ezzel teljesul az allitasban szerepl® képlet.

2.12. Kovetkezmény. Az s = p-ed rend{ explicit Runge Kutta-modszerek stabili-

tasi fuggvénye
z! zP
R(z)=1+ TR

alaka.

A 2.11 allitas és 2.12 kovetkezmény segitségével fel tudjuk irni magasabb rendq
explicit mddszerek stabilitasi figgvényét anélkil, hogy a (2.12) képletet hasznalnank.
llyen példaul az RK3 = p=3) és az RK4 6 = p=4) mdbdszer is.

8

1+z s=p=1
2

§1+z+% S=p=2

R(z) = 722 73

1+z+ —+ — s=p=3

% 2" % P
z2 22 7

1+z+ —+ —+ — =p=4

2ty v e g 5TP



14. dbra. Azs = p rendq explicit Runge Kutta-modszerek stabilitasi tartomanyai

Magasabb,p 5 rend esetében az 1.9 tétel alapjas > p, amely miatt a stabi-
litAsi fliggvény meghatarozasahoz nem elég a 2.11 allitas, a stabilitasi fuggvényt ki
kell szamolni, példaul a (2.12) képlet segitségével. Tekintsik a [3] (236a) RK5 méd-
szert és a Nystrom-modszert, melyek egyforman 6todrendf, hatlépcs®s modszerek,

és az alabbi Butcher-tablokkal de nialhatok.

o, o O O o0 o0 o O 0 O O 0 O 0
i/ 0 o 0 0 O 1o O 0 O 0
22 $ 0 0 0 O ¢ 2 £ 0 0 O 0
/0 0 £ 0 0 O 1| % 3 0 o0 0
3 3 3 9 2 2 0 0 8
il 8 8 1w 00 i|l% ¢ &@oam 0 O
13808 %80 (& B & A 0 O
7 9 32 12 32 1 28 g 125 o 21 125
90 90 90 90 90 192 192 4 192
13. tablazat. Az RK5 modszer 14. tablazat. A Nystrom-mddszer
Butcher-tabloja Butcher-tabloja

A 2.11 allitas alapjan mindkét médszer stabilitasi fliggvénye

2 23 Z4 5

z
R(z)=1+ z+ -+ —+ —

+ — + CZ°
>* 5t 22" 120" 2

alaku. Kiszamolva a stabilitasi fuggvényeket, megkapjuk, hogy az RK5 moédszer
értéke ——, mig a Nystrom-modszernéC = 0. Emiatt a stabilitasi régidjuk nem

1280
egyezik meg.
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15. dbra. Az RK5 és a Nystrom-modszer stabilitasi régidja az RK4 maodszerrel
egyutt

Vegyuk észre, hogy a rend emelésével az explicit Runge Kutta-mdédszerek stabi-
litasi régioja is ndvekedett. Magasabb rend explicit médszereknél tehat nagyobb
valaszthat6, a numerikus megoldok igy is képesek korlatos megoldast adni a tesztfel-
adatra. A 2.10 kovetkezmény miatt viszont tovabbra is sziikség lesz najgy esetén
hozza megfelel® elég kicsilépéskozre, hogy a értéket tartalmazza a modszer
stabilitasi régidja.

2.4. Implicit modszerek abszolut stabilitasa

Az el®z® fejezetben szamos példaval és tétellel szemléltetve lattuk, hogy az A-
stabilitast explicit mddszerrel nem lehet teljesiteni, nagyobb stabilitasi régio elérésé-

hez csak magas lépcs®szamu mddszerek johetnek szoba, amelyek feleslegesen novelik
a szamitasi igényt amellett, hogy stabilitasi régidik korlatosak maradnak.

Ezzel szemben az implicit médszereknél nincs az 1.8 tételhez hasonlo kikotes,
ap > s rend elérése lehetséges. Az implicst < p rendf modszerek egy csaladja
példaul a Radau-mddszerek (Radau IA ill. Radau IlA) [3]. Ezek a numerikus
megolddék oly médon vannak megkonstrualva, hogy Iépcs® mellett a mddszerek
p=2s 1lrenddel rendelkezzenek.
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1 1
Radau IA, s=1 Radau IlIA, s=1
1 1|5 1
4 3| 12 12
1 3 1
2 12 3
1 3 1
4 2 4
Radau IA, s=2 Radau IlIA, s=2
0 1 178 1+ 4 "8 88 76 206 169" 6 24375
9 18 18 10 360 1800 225
6 "6 1 88+7 Ps 88 435 4+"6 | 206+160" 6 88+7" 6 2 s
10 9 360 360 10 1800 360 225
p_ p_ P [ [
6+ 6 | 1 88+43 6 88 7 6 1 16 6 16+ 6 1
10 9 360 360 36 36 9
1 16+'6 16 '8 16 "6 16+" 6 1
9 36 36 36 36 9
Radau IA, s=3 Radau lIA, s=3

15. tdblazat. A Radau IA és Radau IIA médszerek Butcher-tabloi

Vegylk észre, hogys = 1 lépcs®szam esetén a Radau IIA mddszer éppen az
implicit Euler-médszer. Ezek a modszerek jo stabilitasi tulajdonsaggal rendelkeznek,
ahogy azt majd a kés®bbiekben is latni fogjuk, igy alkalmas numerikus megoldok
merev feladatokra.

A masik magas rendf mddszercsalad a Gauss Legendre-modszerek [3], amelyek
mar az (1.7) modszernél emlitésre kerultek. A modszersképcs® mellettp = 2s
rendet érnek el, ezzel maximalizalva azt. Ezek a mddszerek is j0 stabilitasi tulaj-
donséaggal rendelkezneks = 1 esetén mar lattuk a 2.8 kévetkezménynél, hogy a
modszer A-stabil.

5 P15 5 80 24715 50 12° 15

1 lp 3 1 1 1p 3 10 36 360 360
2 6 4 4 6 1 50415 15 2 50 15" 15
1 1p§ 1 1p§ 1 2 360 9 360

2t % ats 7 P P P

5+ 15 | 50+12 15 80+24 15 5

1 1 10 360 360 36

2 2 5 4 5

18 9 18

Gauss Legendre,s = 2
Gauss Legendre,s =3

16. tAblazat. Gauss Legendre-modszerek Butcher-tabloi

A fentebb bevezetett mddszerek stabilitasi vizsgalatat a korabbiakhoz hasonléan,
egyesével levezethetnénk: el®szoér a (2.9) segitségével meghataroznank a stabilitasi
fuggvényeket, majd meghataroznank agR(z)j 1 egyeni®tlenség feltételeit. Ezzel
szemben viszont most egy altalanosabb iranyba megyunk el, amely csoportszerfen
adja majd meg a stabilitasi fliggvényeket és az A-stabilitasi tulajdonsagokat.
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2.4.1. Padé-approximaciok

Legyenf :R! R egy adott fliggvény, amelyet szeretnénk kodzeliteni. Amennyibén
analitikus az = 0 pontban ésf (0) 6 0, bizonyosl; m 2 N értékek mellett lehetséges
azf faggvényt racionalis tortfiggvénnyel, azaz

Ni(2)
Dm(2)
alakban kozeliteni, ahoIN,(z) I-ed foku, D, (z) pedig m-ed fokd polinom. Emel-

lett a kozelités hibajaO(z'*™*1). Amennyiben létezik a fentebb de nialt koze-

litése azf flggvenynek, akkor azg;((zz)) hanyadost azf fuggvény (I;m) Padé-

f(2)

feltétel mellett szokas megadni, hiszen igy eggyel kevesebb egyutthatot kell megha-
tarozni a nevez®ben.

Nem minden fliggvénynek létezik bizonyok m valasztas mellett az(l; m) ko-
zelitése. Példaul aZ (z) = sin z fuggvénynek az(1;1) Padé-approximacioja nem
letezik, mivel az

az+ b _

cz+1
egyenletnek csalc = 0 esetén van megoldasa, amellyel a fliggve(ly, 0) kdzelitését
kapjuk.

2.13. Megjegyzés. Ham =0, akkorf (I; m) Padé-approximaciojaf z = 0 pontbeli
Taylor-soranak |-edik részletdsszege.
2.14. Megjegyzés. Hal =0, akkorf (I;m) Padé-approximéciéja% kozelitése.

A kovetkez®kben a# (z) = €* fluggvényt fogjuk ily mddon kozeliteni. Mivel
tetsz®leges skalar beszorzassal modosithatoés D, értéke gy, hogy a kozelit®
fuggvény értéke nem modosul, al,(z); D (z) fuggvényeket normalizaljuk: fel-
tesszik, hogyN,(0) = D, (0) = 1. Az exponencialis fuiggvénynek mindeh m 2 N
értékre létezik Padé-approximacioja. Ezeket a kozelitéseket egy tabldzatba szokas
rendezni, melyet az fliggvény Padé-tablajanak hivnak.

2.15. Példa. Mi az € fuggvény(2; 1) Padé-approximacioja?
A de nici6 alapjan
az’+ bz+ c
dz+ e

alakban kell keresniink a kozelitést. A normalas miatt tudjuk, hogg = e=1, igy

az
az+ bz+1

dz+1
képletet kapjuk. Ezen tortfliggvénynek az* fliggvény Taylor-soranak
l+ m=2+1=3 kitev®]{ tagjaig kell megegyeznie, vagyis fenn kell alinia az

azZ+ bz+1 z2 Zz3
T =1+ z+ —+ —+ 4:
dz+1 2t 5+ 5t 0@)

egyenl®ségnek. Felszorozvada+ 1 nevez®vel és rendezve, az
d

1 5 4
~+ 2 22+ 0
2 2+ 0(z)

1
az?+ bz+1=1+(d+1)z+ d+§ z° + 5
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osszefuggést nyerjik. A levezetésn@(z*) hibaval szamolunk, emiatt az*-es tag
elhagyhatd. Aza; b; degyutthatokra felirva a

1 1
g+ 6:0; a=d+ E; b=d+1
egyenleteket, az egyutthatékra az
1 2 1
= b= = d= =
=5 3’ 3
ertékeket kapjuk. Ez alapjan aze* (2; 1) Padé-approximécioja a kdvetkez®:
2 1
+—z+ =27°
1 3z i 6z
1 _
3z

Ve

352A tétel), nem kell egyesével kiszamolni a fenti levezetéshez hasonléan a fliggvé-
nyeket.

2.16. Tétel. Az e exponencialis figgvényl; m) Padé-approximacibjat az

X (+m i)z

NZ) o N ET O
Dm(z) X ml (I+m i)( 2)
. (m ) 0+ m) i!

képlet adja.
|
0 1 2 3
m
2 2 3
0 1 1+z 1+z+ %5 1+z+ 5+ %
1 1+ 2 1+24 2 1+ 3242242
l 2 3 6 4 4 24
1 =z 1 2 1 2 1 2
2 3 a
z z 72 3z 322 z3
5 1 1+3% 1+5+ %5 1+ 5+ 5%+ &
1 z+2 1 z+2 1 2+2Z 1 242
2 3 6 2 12 5 20
z 2z 72 z 72 73
3 1 1+3 1+ 2+ % 1+5+ % i
z2 z3 3z z2 z3 3z 3z2 z3 z z2 z3
1 z+5 % 1 2+5 2 1 $+% & 1 2v% im

17. tAblazat. Az e* fliggvény Padé-tablaja

A tovabbiakban a kdénnyebb megfogalmazhatésag kedvéért bevezetjik egy tet-
sz®leges racionalis tortfiggvény A-stabilitasanak a fogalmat.
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Ni(z)

Dm(2)
JR(z)] 18z2 C esetén, aholC = fz 2 C:Rez 0g a komplex szamsik bal
félsikja.

2.17. Denicio. AzR:C! C; R(2)=

racionalis tortfiggveny A-stabil, ha

Konnyen lathatd a 2.10 kdvetkezmény bizonyitasa alapjan, hogy a 17. tablazatban
az| > m cellakban lev® fliggvények nem lehetnek A-stabilak. Ezeknek a fliggvé-
nyeknek a szamlaléja magasabb fokd, mint a nevez®juk, emigj! +1 esetén
jR(2)]' +1 , vagyis a fluggvények stabilitasi régidja korlatos, és igy nem lehetnek
A-stabilak.

Mi a helyzet a tobbi fliggvénnyel? Meg tudunk adni olyan médszereket, amelyek
stabilitasi figgvényei azm | régidoban vannak? A valasz igen, magyarazatot pedig
a kovetkez® két lemma szolgaltatja [8].

2.18. Lemma. Az s-lépcs®s Gauss Legendre-modszer stabilitasi figgvényét az ex-
ponencialis fuggvenys;s) Padé-approximacioja adja meg.

2.19. Lemma. Az s-lépcs®s Radau IA és Radau IIA mdadszerek stabilitasi fliggvényét
az exponencialis figgvénis 1;s) Padé-approximacioja adja meg.

Az el®z® érvelés ezeknek a modszereknek a stabilitdsi flggvényeit nem zérta ki
az A-stabilitasbdl. Arra a kérdésre, hogy ezek a mddszerek A-stabilak-e, a kdvetkez®
fontos tétel ad valaszt [8].

Ni(2)
Dm(2)

2.20. Tétel. Az exponencialis fuggveny tetsz®lede&z) =

Padé-approximacioja akkor és csak akkor A-stabil, ha
m 2 | m

2.21. Kovetkezmény. A Gauss Legendre-modszerek és a Radau IA, [IA modszerek
A-stabilak.

A 2.21 kdvetkezmény alapjan a Gauss Legendre és Radau modszerek jol mfkod-
nek a linearis tesztegyenleten, és ahogy a kés®bbiekben latni fogjuk, merev felada-
tokon is jobban teljesitenek mas médszerekhez képest.

A Gauss Lengendre-md@dszerek stabilitasi régidi megegyezn&,; = C , vagyis
a stabilitasi régio éppen a negativ komplex félsik, amely a 11. abran mar lathato volt.
Ezzel szemben a Radau-modszerek stabilitasi régidéi nem esnek egybe. Korabban
maodszer stabilitasi régidjaval esett egybe. A 2.19 lemma alapjan a8z 1 lépcs®s
Radau-mddszereknek is a 10. abran lathatod régio a stabilitasi tartomanyuk.
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16. dbra. A Radau IA és IIA mdOdszerek stabilitasi régiéé = 1;2; 3;4 |épcs®szam
mellett

A 16. abran jol lathaté az IE modszer stabilitasi régidja, tovabba az is, hogy
az s lépcs®szam és ezzel a rend emelésével a Radau-modszerek instabilitasi
régioja nbvekszik. Ez alapjan ha az A-stabilitas mellett kisebb instabilitasi régioval
rendelkez® Radau maddszert szeretnénk hasznalni, akkor alacsonyabb Iépcs®szamut
erdemes valasztani, viszont ha elég az A-stabilitas, akkor nyugodtan valaszthatunk
magasabb Iépcs®szamu modszert, amely egyben magasabb rend is.

3. Gyakorlati alkalmazasok

Ebben a fejezetben a korabban bemutatott elméleti eredményeket vizsgaljuk meg
gyakorlati példakon, Pythonban irt kodok segitségével [12]. A példak segitségével
kdzelebbr®l is megvizsgaljuk, hogy a stabilitasi tulajdonsagok miképp befolyasoljak

a numerikus megoldasokat. Osszehasonlitjuk az explicit és implicit médszereket,
s®t az implicit médszereket mas implicit modszerekkel. Arra a kérdésre keressik a
kovetkez®kben a valaszt, hogy egy a mi esetinkben merev di erencialegyenletet
erdemes-e kilénb6z® numerikus modszerekkel is megoldani, vagy az egyes modszerek
kdzelit®leg ugyanazt a numerikus megoldast adjak. A 2.1 alfejezetben mar lattuk,
hogy merev feladatoknal érdemes implicit médszereket valasztani.

3.1. Harmonikus rezg®mozgas

Talan a legismertebb példa di erencidlegyenletre a harmonikus rezg®mozgast leiré

xt) = 1 2x(b) (3.1)
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masodrend] homogén linearis di erencialegyenlet,> 0 paraméter ést 2 [0; T],
ahol T 2 R*. Kozismert, hogy az egyenlet megoldasa0) = !, xY0) = 0 kezdeti
erték mellett az

x(t) = ! cos(t)
fuggvény. Gyakran a (3.1) feladatot az atviteli elv segitségével az

xqt) = v(1)

vIt) = 1 2x(t)
alakban irjuk fel. A kovetkez®kben mi ezzel az alakkal foglalkozunk. A rendszer
egyutthatomatrixa az

(3.2)

_ 0 1
A= 120
matrix, melynek sajatértékei 1, = i . A (3.2) rendszer megoldasa az(0) = !,
v(0) = 0 kezdeti érték mellett
x(t) _ I cost
v(t) I 2sinlt

Fontos megjegyezni, hogy a megoldasok periodikusak. Eszerint elég lenne csak egy
peridodusra kdzel pontosan kiszamolni a megoldast, a tébbi intervallumon pedigz!—a
periddus segitségével megadni a megoldas értékdtid®pontban.

A szamitégépes szimulacibbah = 1 paramétervalasztas mellett dolgoztunk,
ekkor a rendszer fazisterében ad0) = 1, v(0) = 0 kezdeti értékb®I indulé6 megoldas
azr =1 sugaru, origo kdzéppontu kordn fut, a megoldast az

x(t) _  cost

v(t) sint (33)

fuggvény adja.

Felmerul a kérdés, hogy ha a megoldas ilyen szép, rdadasul periodikus, akkor mi-
ért szerepel ebben a fejezetben? Ahogy az alabbi abrakon is lathat6, a periodikussag
tobb numerikus modszernek kihivast jelent, nem tudjak kezelni az oszcillaciot.

(@ =0:25Ilépéskoz (b) =0:11épéskoz

17. abra. A (3.2) rendszer megoldasa(0) = 1, v(0) = O kezdeti értékb®I inditva
EE, IE és implicit trapéz moddszerrel megoldva, kiulonb6z®lépéskozokkel
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Az 17a-17b. abrékon jol lathatd, hogy az EE mddszer megoldasa az id® haladta-
val tavolodik a pontos megoldastol. Meglep® modon ezt a viselkedést az IE modszer
megoldasa is koveti annak ellenére, hogy a modszer A-stabil. Ellentmondasos lehet,
hogy miért nem jo a korabban bemutatott numerikus megoldok kézul az egyik leg-
stabilabb mddszer a feladatra. A probléméat éppen az okozza, hogy az IE médszer
tul stabil, emiatt konvergal az origbba a kapott kdzelités, amely rossz numerikus
megoldast eredményez.

Ezzel szemben az implicit trapéz modszer, amely éppen a minimalis terulettel
rendelkezik az A-stabilitas teljesitéséhez, gond nélkil kezeli a feladatot. A= 0:25
lépéskdz mellett nagyon kdzel marad a pontos megoldashoz. Ahogy a 18. abran
is lathatd, ezt a pozitiv tulajdonsagat nagyobb, akdr = 1 lépéskdz mellett is

megtartja.
A jelenség magyarazatat a rendszert leirA matrix sajatértékeiben kell keresni.
Minden! > 0, igy! =1 mellett is A sajatértékei a képzetes tengelyen helyezked-

nek el. Tetsz®leges esetén a 1., értékek az explicit Euler-madszer instabilitasi
stabilitasi régié belsejében talalhatéak, emiatt az abszolut stabilitas miatt az ori-
gohoz konvergal a megoldas. Az implicit trapéz mddszernél viszont a;., értékek

Yays

adott megoldas a pontos megoldas kornyékén marad.

18. abra. A (3.2) rendszer megoldasa(0) = 1, v(0) = 0O kezdeti értékb®I inditva,
implicit trapéz mddszerrel, =1 Iépéskdz mellett

Ugy tfinhet ebb®l a példabél, hogy azok a modszerek, melyek stabilitasi régioi ép-
pen a negativ komplex félsikkal egyeznek meg, mindig j0 valasztasnak bizonyulnak.
Azonban ez nem igy van, kés®bbi példaban latni fogjuk, hogy ez a tulajdonsag,
ami ennél a példanal j0 megoldast eredményezett, mas feladaton elfogadhatatlan
numerikus kozelitést ad.
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3.2. A Prothero Robinson-egyenlet

A Prothero Robinson-egyenlet volt az els® feladat, ahol a numerikus megoldasok
kdzott a rendcsokkenégelenséget észlelték [10]. Merev feladatokndl, ha a feladat
L Lipschitz-konstansa tul nagy, az elméletileg igazolt rendnél alacsonyabb rend{
kozelitést gyelhetiink meg.

A széban forg6 di erencidlegyenlet alakja

yi) = yt) (@) +"q) (3.4)

ahol 2 C konstans,' :R! R pedig egy folytonosan di erencialhat6 figgvény a
megoldasi intervallumon.

3.1. Allitds. A (3.4) egyenlet megoldasa ay(to) = ' (to) kezdeti érték mellett
y(t) =" (1).

Bizonyitas. Tekintsik a (3.4) egyenletet. Bontsuk fel az egyenl®ség jobb oldalan
lev® zarojelet, majd ay (t) tagot vigyik at a bal oldalra.

yi  ym="9q ' ()

Szorozzuk be mindkét oldalt az ' taggal.

ylne ' y@me '="9e ' " (e
Vegyuk észre, hogy mindkét oldaloitf g)° derivalasi alak szerepel, amely a

d t — d ' t
S Y = 2 (e

alakra hozhato. Integraljuk ki mindkét oldalt t szerint.
z z

d t — d ' t
It y(t)e ' dt= ot (e * dt
y(he ' =" (t)e ' + C
Vigylk at a bal oldalra a' (t)e ! tagot, majd alakitsuk at szorzatta.

et y) '(t) =C

Az y(to) = ' (to) kezdeti értéket felhasznalva, & = ty id®pontban a bal oldal
kinulldzodik, emiatt C = 0. De ekkor az

e’ yt) '() =0

egyenl®ség pontosan akkor teljesul, lyét) = ' (t), amivel belattuk az allitast.

Természetesen ugy is megmutathattuk volna (t)-r®l, hogy megoldas, ha csak
behelyettesitjik a (3.4) egyenletbe és ellen®rizzilk az egyenl®ség teljesilését. De mi
a fentebbi levezetéssel azt is igazoltuk, hogy nincs méas megoldas.

A tovabbiakban a [10] cikkben lathad6 példat reprodukaljuk és vizsgaljuk, ekkor
" (t) = arctan2t, = 20. Az arctan2t szép sima fuggvény, ezért ay(ty) =
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' (to) kezdeti értékb®I inditott numerikus megoldasoktdl is el szeretnénk varni ezt a
tulajdonsagot. Azonban a kdrnyez® megoldaséte << 0 esetén gyors atmeneti
fazissal rendelkeznek (t) felé. Ezek az atmeneti fazisok jol lathatéak a 19-20.
abrakon.

Két mddszert fogunk alaposabban megvizsgalni: a&= 2 |épcs®s, negyedrendq
Gauss Legendre (Gauss4) modszert és az 2, harmadrendq| Radau IIA (Radau3)
mabdszert.

19. 4bra. A (3.4) egyenlet megoldasa Gauss4 médszerrdl) = arctan2t, = 20
mellett, to = 1.9 kezdeti id®vel, = 3:4 |epéskdzzel

A 19. abran lathatd, hogy hiaba inditjuk a megoldasunkat d (tp) értékb®l,
amib®I elvarnank, hogy a kiindulé megoldas szép legyen, a Gauss4 mddszer altal
nyujtott numerikus kozelités hibas. Ugyan azY;, Y, lépcs®kre kiszdmolt értékek a

pontos megoldas kdrnyékén vannak, a numerikus megoldé ezekkel az értékekkel csak

tovabbszamol, nem jegyzi fel ®ket. Egy Iépés utan gz érték jelent®sen meghalad-
ja a pontos megoldas értekét, emiatt a Gauss4 modszert nem érdemes ilyen nagy
lépéskdz mellett erre a feladatra alkalmazni.

20. abra. A (3.4) egyenlet megoldasa Radau3 modszerte(f) = arctan2t, = 20
mellett, to = 1.9 kezdeti id®vel, = 3:4 |épéskdzzel
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A 20. abrén jol lathatd, hogy mi a Radau3 mddszer el®nye a Gauss4 modszerrel
szemben. A modszer nem becsuli alul vagy felll a kézelitend® megoldasty;az
ertékre a masodik lépcs®re kiszamolt érteketp-t adja vissza, amely jo kbzelitése
lesz a megoldasnak. A Radau modszer az abran megmutatjasa= 1 €s azas; = by
feltételek fontossagat. Azokat a mddszereket, melyek teljesitik ezen feltételeket,
stiy accurate moddszereknek hivjak, ezekre teljesil, hogyh+1 = Ys. Az ilyen
megoldok egy 1épésnél az utolso lépcs®re kiszamolt értéket adjak vissza. Leolvashato
azs = 2 léepcs®szamu Radau IIA mddszer Butcher-tabléjabol (15. tablazat), hogy
a Radau3 maddszer valdban ilyen tulajdonsagua.

21. abra. A (3.4) egyenlet megoldasa Radau3 és Gauss4 modszer(g),= arctan 2t,
= 20mellett, to = 1:9 kezdeti id®vel, =0:75I|épéskbzzel

Természetesen megfelel®en kis |épéskdzzel mindkét mddszer j6 eredményt ad.
Kisebb, mar = 0:75 hosszusagu lépéskdzzel is szép eredményt produkal mindkét
modszer, amely a 21. abran lathato.

3.3. Langgdémb

Mikor az ember meggyujt egy gyufat, a gyufaszalon Iév® vegyilet meggyullad, és
ennek égésével egy gyorsan nov® langgomb keletkezik a gyufahegy korul. A langgémb
egy kritikus szint eléréséig €g, amely utan stabilizalodik a langgémb mérete, ezt
tartja fenn az égés soran.

Ez a jelenség leirhatd az alabbi di erenciadlegyenlettel, ahgl(t) a langgémb
sugarat jeldli at id®pontban.

yAt) = YAt y3(b)
y(0) =

Az y? ésy? tagok a felszinb®I és térfogatbdl jonnek,egy kell®en kicsi paramétet,
pedig a 0;2 intervallumon fut [9]. A feladat megoldasaira lasst névekedés jellemz®
t = 1 ideig, ezutan egy gyors, 1-hez névekv® atmeneti fazis jellemzi a feladatot,
amely utan a megoldasok stabilizalodnak, lasd 22. abra. Az egyenlet kezdetben
nem merev, de azza valik ahogy a megoldas stabilizalodik az 1 kérnyéken.

(3.5)
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