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Bevezetés

Vildgunkban szamos, ha nem minden esemény, folyamat, legyen az mozgés, reak-
cio, jarvanyterjedés, leirhaté a matematika nyelvén, gyakran differencidlegyenletek
segitségével. Idedlis esetben ezek a feladatok analitikusan megoldhatok. Azonban
ez sokszor nem lehetséges, ekkor numerikus modszereket kell alkalmazni a megoldés
meghatarozasahoz. Azonban nem minden differencidlegyenletet lehet konnyen meg-
oldani numerikus modszerekkel, az an. merev feladatok hiresek arrol, hogy bizonyos
megoldok nem adnak jo kozelitést a feladatok megoldasaira. A szakdolgozatban en-
nek matematikai hatterére fokuszalunk, a rogzitett racson valo stabilitds témakorét
jarjuk korbe.

A szakdolgozat elsé fejezetében bevezetjiik a Runge-Kutta-modszereket, amelyek
a numerikus modszerek egy csaladjat alkotjak. Definaljuk egy moédszer rendjének
a fogalmat, amely segitségével karakterizélni tudjuk a modszerek hatékonységét.
Ezt kovetGen bemutatunk és elemziink néhany — a gyakorlatban és a szakdolgozat
fejezeteiben — gyakran hasznalt Runge-Kutta-modszert.

A masodik fejezetben szamos példa segitségével bemutatjuk a merev feladatokat,
rendszereket és az ket jellemzé tulajdonsagokat. Levezetjiik a Dahlquist-féle linearis
tesztegyenletet, definialjuk az abszolut stabilitdas és A-stabilitds fogalmat. Két alfeje-
zetben kiilon-kiilon megvizsgaljuk az explicit és implicit modszerek elényeit és hat-
ranyait abszolut stabilitasi tulajdonsagaik alapjan. Ezutan a Padé-approximéciok
bevezetésével altalanositva adjuk meg az A-stabilitas teljesiilésének kritériumat: fel-
irunk az A-stabilités teljesiilésére egy ekvivalens allitést, amellyel meghatarozzuk az
A-stabil modszerek csoportjat.

A harmadik fejezetben gyakorlati példdkon keresztiil, Python-kédban implemen-
talt merev feladatokon tanulmanyozzuk az elméleti eredményeket. Kozelebbrsl meg-
vizsgaljuk az egyes modszerek abszolit stabilitasi tulajdonsagait, és kiértékeljiik a
modszereket a futtatasi eredményeik alapjan. A fejezet — és a szakdolgozat — vé-
gére karakterizaljuk azokat a modszereket, amelyek hatékonyan miikodnek a merev
feladatokon, és jo stabilitasi tulajdonsidggal rendelkeznek.



1. Runge-Kutta-modszerek

Adott az alabbi kozonséges differencidlegyenlet (KDE) kezdetiérték-feladata, amit
szeretnénk megoldani.

y(to) = yo (1.2)

Gyakran ezeket az egyenleteket nem tudjuk analitikusan megoldani. Ilyenkor
numerikus modszerek segitségével igyeksziink megtalalni az ((1.1) megoldasat. Az
ilyen numerikus modszerek egy csoportja az egylépéses modszerek csaladja. Ezekbdl
tobbféle van, ebben a szakdolgozatban a Runge-Kutta (RK)-modszerekkel fogunk
dolgozni. De honnan jonnek ezek a modszerek, és miért tudjak jol kozeliteni a
differencidlegyenletek megoldasat?

{y'@) = f(t,y(t))  y:[to,T] = R" (1.1)

1.1. Altalanos alak

Az alabbiakban levezetjiik az (1.1])-(1.2)) feladat megoldasara alkalmazhat6 Runge—
Kutta tipust modszert [I]. Tekintsiik az (|1.1]) egyenletet.
Integraljuk az (1.1 egyenletet ¢ szerint t,, és t,,1 kozott.

/ y/(8) dt = / it o) de

Az egyenlet bal oldaldn a Newton—Leibniz szabélyt alkalmazzuk, a jobb oldalon
pedig a t = t,, + s helyettesitéssel attériink a [0, 7] intervallumra, amivel az

Y(tnsr) — y(tn) = / flta + 5 y(ta + 5)) ds

Osszefiiggést kapjuk.
Az s = {1 helyettesitéssel attériink a [0, 1] intervallumra.

Y(tsn) = ylta) + 7 / F(t + Ery(tn + 7)) de

Az integrandust helyettesitsiik egy s darab alappontra illesztett Lagrange-féle inter-
poléacios polinommal,

Flta + Ery(t, +£7)) = g(€) = Zg(c»zi(&)

ahol ;(§) a ¢; alapponthoz tartozo Lagrange-féle interpolacios alappolinom.
Az interpolécids polinommal megkapjuk a kovetkezs kozelitést.

Y(tns1) = y(tn) +T/01 ig(ci)li(f) d¢ = y(t,) +Tig(0i) /Olli(@ d§

Vezessiik be a



jelolést a kapott sulyokra.
A b; sulyokat és ¢; interpolacios alappontokat behelyettesitve az

y(thrl) ~ y(tn) +T Z bzf(tn + GT, y(tn + CiT))
i=1

kozelitéshez jutunk.
A t,, + ¢;7 id6pontokban nem ismerjiik az y pontos megoldast, ezért ujbol alkalmaz-
zuk az el6z6 interpolacios kozelitést.

tntc;T tntc;T
[ vwd= [T )
tn tn

Yt + cim) = y(ta) + 7 / F(t + Ery(t, 1 €0)) de

Az integrandusra 1jboli Lagrange-interpolacioval
Fltn+&m,y(tn +67)) = 9(§) = > g(e;)1;(€)
megkapjuk a kovetkezs becslést az y(t, + ¢;7) értékekre.
ot i) =) 73 0tes) [ 1560 de
j=1

Legyen _
aij:/ 1;(§) d€
0

Mindezt visszairva megkapjuk az alabbi kozelitést az y(t, + ¢;7) értékekre.

y(tn +ar) = y(t,) +7 Z ai; f(tn + ¢, y(t, + ¢57)) i=1,...,s
j=1

A fenti levezetéssel a kovetkez6 modszerhez jutottunk:

Ynt1 =Yn + T Z blf(tn + T, Y;)
N (1.3)
Yi=ya+7Y _ayfltatory;) i=1..s

Jj=1

ahol y,, 11 az y(t,+1) numerikus kozelitése, Y; pedig az y(t,+¢;7) érték kozelitése. Az
(1.3) képletben tetszdleges a;;, b; és ¢; € [0, 1] szamokat beirva az alabbi altalanos
modszerhez jutunk.

1.1. Definicié. Adotts € N, b;, a;j € R és¢; € [0, 1] értékekre az (1.3) egy s-lépcsds
egylépéses Runge—Kutta-maodszert definidl.



1.2. Megjegyzés. Tetszdleges (egylépéses) Runge—Kutta-mddszer felirhato az aldb-
bi alakban:

Yn+1l = Yn + T Z bik;

i=1

ahol (1.4)

ki = f(tn+cmyn+72aijkj) 1=1,...,s
=1
Léathato, hogy az[1.2] megjegyzésben szerepls alak konnyen atvihets az (1.3)) szerinti
alakba az alabbi helyettesitéssel:

Yvi:yn_FTZaijkj izl,...78
j=1
Tehat a két képlet ugyanazt a modszert definiélja.

Ha minden j > ¢ indexre a;; = 0, akkor a Runge-Kutta-modszert explicitnek
nevezzilk. Ebben az esetben az Osszes k; érték explicit moédon kiszamolhatd a
ki,..., ki_y értékekbdl. Ha j > 4 indexre a;; = 0 és valamely ¢ indexre a;; # 0,
akkor a k; értékeket az alabbi egyenletekbdl lehet megkapni:

i—1

ki= f(tn + T, yn + Z a;ik; + Ta;k;)

Jj=1

Ilyenkor a k; értékeket s darab implicit egyenletbdl kell meghatarozni, altalaban
kozelitd modszerekkel, példaul Newton-iteracioval. Az implicit modszerek effajta
specialis eseteit diagondlisan implicitnek szokas hivni. Ha a modszer nem explicit
és nem diagonalisan implicit, akkor implicit. Ekkor a k; értékeket egyszerre kell
meghatarozni az s darab egyenletbdl allo rendszerbdl.

Az explicit médszereket konnyebb implementalni, mint az impliciteket. Viszont
az implicit modszerek altaldban jobb stabilitasi tulajdonsaggal rendelkeznek, ami
hasznossé teszi Gket merev rendszerek megoldasara. Ha explicit modszereket aka-
runk alkalmazni merev rendszerekre, akkor az a gyakorlatban a lépéskozre sulyos,
gyakran teljesithetetlen feltételeket jelent.

1.2. Butcher-tablo

Egy egylépéses Runge-Kutta-modszert gyakran a Butcher-tablojaval szoktunk meg-
adni, amelyet megkapunk, ha a cy,...,cs és by, ..., bs értékeket egy c € R® és b € R?
vektorba pakoljuk, az a;; értékeket pedig egy A € R**® matrixban rendezziik el. Ek-
kor egy s-1épcsGs egylépéses Runge-Kutta-modszer Butcher-tabloja a kovetkezd:

C1 a1 .. Qg
c| A
T =
b Cs | Qg1 ... (Qgg
‘ bl bs

1. tablazat. Butcher-tablo



A téblazat felsd részében minden sor egy f(t,y(t)) értéket tarol, az utolsé sorbol
pedig leolvashato, hogy ezeknek az értékeknek mekkora a stlya az y,, 11 érték kisza-
mitasakor. A tablazattal azt is konnyen el lehet donteni, hogy egy modszer explicit
vagy implicit-e. Ha csak a f6atlo alatt taldlhatdé nemnulla érték, akkor explicit,
kiilonben implicit modszerrsl van szo.

1.3. Konzisztencia és konvergencia

Numerikus moddszerek pontossigat tobbféle mutatd alapjan lehet jellemezni. A leg-
kézenfekvébb a numerikus modszerrel kapott megoldés eltérése a pontos megoldas-
tol. Ennek jellemzésére kétféle hibafogalmat vezetiink be, a lokalisat és globalisat.
Az el6bbi a pontos megoldasbol egy idslépés alatt keletkezett hibat méri, az utobbi
pedig a t id6pontig felgyiilemlett hibat.

1.3. Definicié. Egy egylépéses maodszer lokdlis hibdajan a t,, + 1 = t,+1 pontban az

Mty +7) = y(tn +7) — [y(tn) + 7O(f, 7,1, y(1))]

kiilonbséget értjiik, ahol ® az RK-madszer novekményi fligguénye:

Ynt1 = Yn + T(I)(f, T, t, y(t))

1.4. Definicié. Eqy eqylépéses maodszer globdlis hibdja a t, pontban:

A lokalis hiba nem mas, mint a t,,,; pontban a pontos érték és a t,, idépillanatban
a pontos megoldasbol, y(t,) értékbdl inditott y,,1 numerikus kozelités kiilonbsége.
A globalis hiba a t,, 1 id6pontig felgyiilemlett numerikus hiba.

1.5. Definicio. Eqy eqylépéses numerikus maodszer

a) konzisztens a t > 0 pontban, ha ["%(t 4 7)| =0, ().

b) p-ed rendben konzisztens t-ben, ha 3C > 0, hogy |e"¥(t + 7)|< CrPH;

c¢) konvergens t-ben, ha |£(t)|ﬂ> 0;

d) p-ed rendben konvergens t-ben, ha 3¢ > 0, hogy |e(t)|< éTP.

Minél magasabb rendben konzisztens, illetve konvergens egy numerikus megoldo,
annal jobban fogja kozeliteni a megoldast. A val6sdgban a 7 nem csokken, csak ha
mi moédositjuk. A konzisztencia és konvergencia rendje arra ad jé6 mutatot, hogy a
lokalis, illetve globélis hiba hanyadéra csckken, ha a 7 1épéskozt csokkentjiik.

1.4. Példa Runge—Kutta-moédszerekre

Ebben a fejezetben bemutatunk néhany egylépéses modszert, amelyeket a dolgozat-
ban részletesen fogunk elemezni.



1.4.1. Az explicit Euler-médszer

Az egyik legegyszertibb és legkézenfekvébb modszer az explicit Euler (EE) modszer,
melynek altalanos alakja a kovetkezd:

Yn+1 = Yn + Tf(tm yﬂ) (1'5>
010
1

2. tablazat. Az explicit Euler-modszer Butcher-tabloja

A moédszer nem csindl mast, mint veszi a (f,,y,) pontban a megoldasgorbe de-
rivaltjat, vagyis az f(t,,y,) meredekséget, és ezzel 1ép 7 tavolsdgot az v, érték-
be. Egyszertisége és explicitsége miatt ez a legelterjedtebb modszer, viszont az
egyenletek pontos megoldasat tobbnyire tilsdgosan lassan kozeliti. Az f jobb oldali
fiiggvény megfelel simasiga esetén els6rendben konzisztens és konvergens. A gya-
korlatban tételek bizonyitasaiban szoktak hasznalni, valos alkalmazasokban azonban
célszerd pontosabb modszereket alkalmazni.

1.4.2. Az implicit Euler-médszer

Az implicit Euler (IE) moédszer hasonlit az EE modszerhez, de annyiban eltér téle,
hogy az y, pontbol nem az f(t,,y,) meredekséggel 1ép elére, hanem a t,,,1 id6beli
f(tni1, Yns1) meredekséggel. Altalanos képlete:

Ynt1l = Yn + Tf(tn+17 yn+1) (16>
111
1

3. tablazat. Az implicit Euler-médszer Butcher-tabloja

Implicitsége latszik abbol, hogy az egyenlet mindkét oldalan megjelenik az y,, 11
érték. Ugyan ezt iterdcios modszerrel megtalalni plusz szamitasokat igényel, a mod-
szer jo stabilitasi tulajdonségai hasznosnak bizonyulnak merev rendszerek megoldéa-
sanal. Ez a modszer is els6rendben konzisztens és konvergens.

1.4.3. Az implicit kozépponti moédszer

Az implicit kézépponti moddszert egy kvadratiura, a kozépponti formula indukalja,
miszerint

| HO@ = b =0 ty) = )

2

ahol t, 1= tn + 5 a [tn, tpg1] intervallum kozéppontja. A modszert az

T T
Yntl = Yn + Tf (tn + 57 Yn + §yn+1) (17>

képlet definialja. Az (1.7) modszer Butcher-tabloja:

9



N =
el

4. tablazat. Az implicit kozépponti modszer Butcher-tabloja

A modszer érdekessége, hogy ugyan csak s = 1 1épcsss, a konzisztencia és kon-
vergencia masodrendi. Ez abbol kivetkezik, hogy az (1.7) modszer az an. Gauss—
Legendre-moédszerek csaladjaba tartozik, amelyek a Runge-Kutta-modszereken be-
lil az implicit modszerek egy speciélis csoportja. Az ilyen modszerek tgy vannak
megkonstrualva a Gauss—Legendre kvadratirdk segitségével, hogy s lépcsé esetén
a modszerek rendje 2s legyen. Ugyan ez elméletben jol hangzik, azonban a gya-
korlatban a modszerek implicitsége miatt az vy, érték kiértékelése csak jelentds
szamitasi koltség mellett lehetséges, ami miatt a gyakorlatban kevés helyen alkal-
mazzak az ilyen modszereket.

1.4.4. A 6-modszer

A O-modszer az elsé két modszert egyesiti, egyszerre 1ép el6re az EE és IE modszerrel.
Altalanos képlete:

Yn+1 = Yn + 7 [(1 - e)f(tm yn) =+ 9f<tn+17 yn+1)] ) 0 e [07 1] (18>

Megfigyelhetd, hogy 6 = 0 vélasztas esetén a modszer visszaadja az EE, mig 6 = 1
esetén az IE modszert. § = 0 esetén explicit, 6 € (0, 1] értékek esetén implicit a
modszer. Gyakori valasztas még a 6 = %, amivel az

Z [f(tm yn) + f(tn+17 yn+1>] (19)

Ynt+1l = Yn + 9

implicit trapéz modszert kapjuk. A modszer a trapézformuldnak nevezett kvadra-
turara épiil, miszerint:

tnt1 T
| w0+ )
Az (1.8) modszer Butcher-tabloja:

0 0
1

DD O

1—-6
[ 1-0
5. tablazat. A 6-modszer Butcher-tabloja

Els6 ranézésre nem latszik, hogy ez valéban az (1.8]) mdédszert definialja, de a kovet-
kez6 levezetéssel megmutatjuk, hogy atvihets a kivant alakba.

Vegyiik el6szor a k; stulyokat,

kl = f(tmyn) (110&)

10



majd y,.1 értékét.
Yn+1 = Yn + 7((1 — 0) k1 + Ok») (1.10c)

Atrendezve (1.10d))-t:

(1.10d) jobb oldala szerepel ([1.10b)-ben az f fiiggvény argumentumaban, ahova
behelyettesitjiik az ((1.10d)) bal oldalat.

ko = f(tn+17yn + (Ynt1 — ?/n)) = f(tni1, Yns1) (1.10e)

(1.10a)-t és ((1.10€])-t visszairva ((1.10c|)-be megkapjuk az (|1.8)) alakot.

Mit tudunk mondani a moédszer konzisztenciarendjérél? A modszeriink altaldnos
képlete tartalmazza a 6 paramétert, ezért varhato, hogy a modszer rendje fiigg majd
0 megvalasztasatol.

1.6. Tétel. Az (1.8) mddszer 6 = 3 esetén mdsodrendben konzisztens, killoénben
elsérendben.

Bizonyitds. Feltessziik, hogy y € C*(I), I = [to, T]. Megmutatjuk, hogy ha 6 = 3,
akkor létezik olyan C' > 0 konstans, amely mellett |g'°%(¢ 4 7)|< O73.
Az (1.8) modszer névekményi fliggvénye

O(f, 7t y(t) = (L= 0)f(tn, y(tn)) + 0f (tasr, y(tns))

Ebbél az definicié alapjan:

€% (tn+7) = y(ta +7) = ly(ta) + 7 ((1 = 0)f (tn, y(tn)) + 0f (tasr, y(tni1)))]

Tudjuk, hogy f(tn, y(tn)) = ¥'(tn) és f(tni1, y(tn1)) = ¥ (tns1), igy a lokalis hiba
atirhato az

€% (tn +7) = Y(tn +7) = [y(ta) + 7 (1 = 0)y (ta) + 0y (tns1))]

alakba. Fejtsiik Taylor-sorba az y(t) megoldast a t = t,, pont koril:
2 3

y(tr) = ylta) + 7/ (1) + 5" (0) + 50" (6) €0 € (turtus)

majd y'(t,41)-et is t = ¢, pont koril.
2

Y (tu) =9/ (1) + 70 (1) + 59"(&) & € (tatus)

Mindezt visszairva:

Kt 4 7) = [altn) 475/ 0) + G (0 + 60wt
g [(1 - < )+ Ty (tn) + T;ym(gz))}
K (t, + 1) = 79 (tn) + 5 Yy (tn) + %y”’(&) { "(tn) + 07y" (t,) + 9%2@/”(52)}

B 1 ” y///£ ///£>
()i (-



Lathato, hogy kizardlag 6 = % esetén esik ki a 7%-es tag, igy csak ebben az esetben
lehet a moédszer masodrendd, kiilonben elsérendd lesz. Ekkor:

y(E)  y"(E)
6 4

3

) = (2y"(&) — 3y"(&)) %

ety +7) = (

3

-

5% 0+ 7)1 [26"(61) — 3y"(E2)|

Az abszolutértéket feliilrsl becsiiljiik a haromszog-egyenlGtlenséggel,
3

[ (tn + 7)I< (2ly" (61)+3]y" (€2)]) %

y" értékeit pediga max |y (§)| értékkel.

fe[tn7tn+1}

5
= max [y"(¢)]

lok
ety +7)|<
| ( T)l 12 fe[tnvtn-‘rl]

)
C'=— max |y”(§)|, tehat a f-modszer masodrend( 6 = ; esetén.
12 geftntnt1]

1.4.5. Az a-modszer

J. C. Butcher 2003-as konyvében a masodrendii Runge-Kutta-modszerek egy cso-
portjat egy paraméteres képlettel vezeti be, amit ismét egy kvadratura ihletett.

[ s (1-50) 10+ 5 st

Koénnyen megmutathato, hogy ez a kvadratira masodrendi tetszdleges o € (0, 1]
érték esetén, azaz a nullad- és els6foku polinomokat pontosan integrélja ki, viszont
van olyan masodfoki polinom, amelyet mar nem.

Az a-moédszer altalanos képlete a kovetkezs:

Ynt+1 = Yn +T |:<1 - i) f(tnvyn> + %f(tn + T, Yn + &Tf<tn7yn)) (111>

Az (L.11)) képletet atirjuk a k; stlyok bevezetésével egy olvashatobb alakra, igy
megkapjuk a kovetkez6 képletet, amelynek segitségével a modszer Butcher-tabloja
is leolvashato.

kl = f(tn7yn>
k2 = f(tn +ar,y, + aTkl)

1 1
Yni1 =Yn +7 |1 — — ) k1 + —ko
20 2a
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6. tablazat. Az a-mddszer Butcher-tabloja

Tetszbleges a # 0 esetén a modszer explicit, hiszen az &6t leir6 Butcher-tabloban
csak a matrix f6atloja alatt talalhaté nem nulla érték.

1.7. Tétel. Az (1.11) mddszer tetszdleges a # 0 esetén mdsodrendben konzisztens.

Bizonyitds. Stli-Mayers: An Introduction to Numerical Analysis (2003) [2] kényv
326-327. oldaldn megtalalhato a levezetés. Ott altalanosabb képletbdl indulnak ki,
miszerint

kl = f(tm yn)
ky = f(tn +aT, Yp + 57—]{71>
Ynt+1 = Yn + T (aki + bk2)
A levezetés soran a konyvben a rendet az un. csonkitési hibaval (truncation error)

szamoljék ki, amely ekvivalens az altalunk definialt lokélis hibaval. A bizonyitas
végén a méasodrendd konzisztencidra az alabbi feltételek adodnak:

1 1
= =1—-—, b=— 0
B a? a 2a ) 2a Y « #
Ezekkel a feltételekkel éppen azt kapjuk meg, hogy az (|1.11)) modszer méasodrendben
konzisztens. u

1
Gyakori vélasztds az o paraméterre az o = 7 Ekkor az explicit kézépponti

modszert kapjuk meg, amit az

T T

képlet definial. Az ((1.12)) modszer Butcher-tabloja:

= O

O | O

1

7. tablazat. Az explicit kozépponti modszer Butcher-tabloja

A modszer onnan kapta a nevét, hogy a [t,,t,.1] intervallum kézéppontjanal a
t = t,+ 7% pillanatbeli f (tn + 5, y(tn + %)) meredekséget kozeliti numerikusan, majd
ezzel lép T tavolsagot az y,1 értékbe.

Az a = 1 valasztassal a Heun-modszert kapjuk, amelyet az

Unt1 = Yn + Tf(tm yﬂ)

T ~
Yntl = Yn + 5 (f(tnv yn) + f(tn+17 yn+1>>

(1.13)
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képlet definial. A modszert szoktédk még javitott Euler vagy explicit trapéz modszer-
nek is hivni. A szakdolgozatban javitott Euler-modszerként fogunk ra hivatkozni.

Az (1.13]) Butcher-tabloja:

—_
= = O
NI N es B an)

8. tablazat. A javitott Euler-mo6dszer Butcher-tabloja

A modszer az y,, értékbdl tesz egy EE lépést, ez lesz az ¥, érték. Ennek segitségé-
vel kozeliti a modszer a t = ¢, pontban az ¢ (t,+1) = f(tns1, y(tni1)) meredekséget
az f(tni1,Uns1) ertékkel. Végil a modszer atlagolja a t = t,, és t = t,,1 pontban
kiértékelt kozelité meredekségeket, amellyel 7 tavolsédgot 1ép az v, 1 értékbe.

A Ralston-moédszer is beletartozik az a-moddszerek korébe, amelyet az a = %
véalasztassal kapunk meg. A modszert a
kl = f(tnv yn)
ko= f(t 2 2 k
Q*f(n+§7'7?/n+57 1) (1.14)

1 3
Yn+1 = Yn +T (Z_lkl + Zkz)

képlet definialja. Erdekessége a modszernek, hogy minimalizalja a csonkitési hibat.

Az (1.14) Butcher-tabloja:

9. tablazat. A Ralston-moédszer Butcher-tabloja

1.4.6. Az RK3 és RK4 modszerek

Az RK3 és RK4 megjelolés egy-egy konkrét harmad- illetve negyedrendd Runge—
Kutta-moédszert takar. Amennyiben egy KDE-t ilyen rend tulajdonsiggal rendelkezé
modszerrel szeretnénk megoldani, érdemes ezeket valasztani, explicitségiiknek hala
konnyt implementalni ¢ket. Emiatt a legnépszertibb valasztasok kozé tartoznak a
gyakorlatban.

Az RK3 modszert a

kl = f(tna yn>
T T
ky = f(tn, + 50 Yn + §k71)
(1.15)

ks = f(tn + 7, yn + 7(2ks — k1))

i
Ynt1 = Yn + g(lﬁ + 4ky + k3)

14



képlet definidlja, és ennek alapjan a moédszer Butcher-tabloja a kévetkezo:

0l 0 0 0
12 00
1]-1 2 0
1 2 1
6§ 3 6

10. tablazat. Az RK3 modszer Butcher-tabloja

Nem meglep6 moédon ezt a modszert is vissza lehet vezetni egy kvadraturara,
mégpedig a Simpson-modszerre. A kvadraturat az

[ awas T () s

képlet irja le.

A negyedrendd RK4 modszert az alabbi képlet definidlja:

kl - f(tnvyn)
T T
ky = f <tn + 5 Yn + §k1>
T T
ks :f<tn+§,yn+§k2> (1.16)

ky=f(tn + 7, yn + Tk3)

Yntl = Yn + % (k1 + 2ko 4 2k3 + ky)

(1.16) Butcher-tabloja:

— N o= O

ol O© O e O
W O e O O
W=l = O O O
o=l O O O O

11. tablazat. Az RK4 moédszer Butcher-tabloja

Ugyan négy darab f(¢,y(t)) érték kiértékelése idGigényes, de a modszer negyed-
rendd tulajdonsaga lehetévé teszi, hogy a lépéskozre lazabb feltételeket szabva is
pontos kozelité megoldasokat kapjunk.

Itt megemlitiink két fontos tételt egy explicit RK-modszer rendje és 1épcsészama
kozotti kapesolatrol [3].

1.8. Tétel. Ha egy explicit s-lépcsds Runge—Kutta-maodszer rendje p, akkor s > p.
1.9. Tétel. Ha eqy explicit s-lépcsds Runge—Kutta-modszer rendje p > 5, akkor
5> p.
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Az elébbi tételek és [4], [B] segitségével felirhato a kévetkezs tablazat, amely szem-
lélteti, hogy adott p rend eléréséhez mi az a minimalis s lépcsGszam, amellyel a
rendfeltétel teljesithetd.

p |1
mins‘l

2
2

Wl w

4 5 6 7 8
4 6 7 9 11
12. tablazat. Az explicit RK-modszerek rendje és lépcsGszama kozotti kapesolata

Az [1.§] tételek alapjan az explicit Runge-Kutta-moédszereken beliil a negyed-
rendd modszerek a legmagasabb rendiek, amelyek teljesitik s 1épcsé és p-ed rend
mellett, hogy s = p. Ez a tulajdonsag hozzajarul az RK4 modszer népszertiségeé-
hez, tovabba jelzi, hogy ennél tobb lépcsével rendelkezs explicit modszer hasznélata
miért kevéshé elényos.

2. Rogzitett racson valo stabilitas

Amikor numerikusan oldunk meg egy differencialegyenletet, elvarjuk a kapott koze-
1it6 megoldastol, hogy a pontos megoldast jol kozelitse, azaz grafikusan abrazolva
a pontos megoldasgorbe kornyezetében mozogjon. Az eddigiekben bemutatott kon-
zisztenia és konvergencia csak azt biztositotta, hogy kellGen kis 1épéskdzzel szamolva
a numerikus megoldés tetsz6legesen kozel keriil a pontos megoldéshoz. A gyakorlat-
ban azonban a 7 1épéskdz nem csokkenthets tetszélegesen kicsire, ezért fontos elva-
ras, hogy a numerikus megoldés valamilyen (nem irreélisan kicsi) rogzitett lépéskoz
mellett is rendelkezzen a pontos megoldéas bizonyos kvalitativ tulajdonsagaival. Egy
kvalitativ tulajdonsag példédul a nemnegativitds-megérzés olyan feladatokban, ahol
a pontos megoldas garantaltan csak nemnegativ értékeket vehet fel, ha a kezdeti
érték nemnegativ. (Példaul ha az ismeretlen fiiggvények valamilyen kémiai anyagok
molva kicsi legyen az eltérés a pontos megoldéstol, hanem az is elvarhato, hogy a
numerikus megoldas végig nemnegativ maradjon. Egy masik kvalitativ tulajdonsag
a pontos megoldés korlatossidga bizonyos modellfeladatokban, mikézben az idGvel a
végtelenhez tartunk. Ekkor a numerikus megoldéstol is elvarjuk, hogy az idében els-
refelé haladva korlatos maradjon, lehetéleg tetszéleges T 1épéskozzel, vagy legalabbis
kellGen kis lépéskozzel szamolva. Ezt hivjuk rogzitett racson valo stabilitasnak.

2.1. Merev feladatok

...1960 koril a dolgok teljesen megudltoztak, és mindenk:
raébredt, hogy a vildg tele van merev rendszerekkel.

(G. Dahlquist, Aiken 1985)

A merev rendszerek olyan kézonséges differencialegyenlet-rendszerek, amelyekre az
explicit numerikus modszerek nem miikodnek hatékonyan. Ebben a fejezetben be-
mutatunk néhanyat, és megvizsgaljuk a rajuk jellemzs tulajdonsagokat [0] segitsé-
gével.
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2.1.1. Egy népszeri példa

Egy népszerii példa merev feladatra az
2'(t) = —50(z(t) — cost) (2.1)

differencidlegyenlet megfelels kezdeti feltétel mellett. A (2.1)) egyenlet altalédnos

megoldasa:

2500
50t
x(t) = cre —{——2501 COSIf+2501

Amennyiben abrazoljuk a megoldasokat kiillonbo6z6 kezdeti feltételek mellett, latha-
tova valik, hogy mitél lesz ez egy merev feladat.

sint, ¢ € R

EREREERRRRRRRRRRREE] 11
-®- |[E, t=05 —e— EE, 7=0.039

—e— EE, T=0.0375

0 1 0 1

1. abra. A (2.1]) megoldasgorbéi, 2(0) = 0 2. dbra. A (2.1) megoldasa EE modszer-
kezdeti értékbdl TE modszerrel megoldva rel, 2(0) = 0 megoldasbol inditva

A rendszert a t = 0 pont kérnyékén egy meredek ,atmeneti fazis” jellemzi, amelyen
tuljutva a megoldasok az f(t) = cost fiiggvény kornyezetébe tartanak. Jol latszik,
hogy az EE moédszer még jelentdsen kicsi 1épéskozzel sem képes jo kozelitd megol-
dast adni, oszcillal a megoldéas koriil, ezzel szemben az [E modszer az atmeneti fazist
gond nékiil kezeli, stabil megoldast ad nagyobb lépéskoz mellett is. Nem minden
megoldasgorbe rendelkezik ilyen atmeneti fézissal, ilyen példaul az x(0) = 2239 kez-
deti értékbdl inditott megoldas is.

2.1.2. Elektromos aramkorok

Merev rendszerek az elektromos aramkorckben is megjelennek. Az egyik legegysze-
riibb aramkort leiré nemlinearis differencidlegyenlet-rendszer nem més, mint Van
der Pol egyenlete:

(2.2)



Az egyenlet az alabbi, o paraméterrel rendelkez6 méasodrendd homogén lineéris dif-
ferencialegyenletbdl vezethetd le.

Z'(t) + a2 (t) + 2(t) =0

A megoldés stabil, ha a > 0, és instabil, ha a < 0. Az a paramétert idéfliggévé
tessziik gy, hogy kicsi z(t) értékekre negativ, nagy z(t) értékekre pedig pozitiv
legyen. Ezt az o = pu(2%(t) — 1) valasztassal érhetjiik el, ahol u tetszSleges pozitiv
paraméter. Igy az el6z6 egyenlet atirhato a

() + p(z2(t) — 1)2'() + =(t) = 0

egyenletbe. Rendszerben felirva atviteli elvvel megkapjuk a (2.2) alakot.

A rendszernek létezik egy stabil periodikus megoldasa. Ez a megoldas a ha-
tarciklus, amelyhez konvergéal a tobbi megoldas, lasd a [3}{4l &bran. Mérsékelt p
valasztasa mellett a rendszer gond nélkiil kiintegralhato, de jelentGsen nagyobb, pél-
daul g = 200 esetén mar gyanithato, hogy a rendszer merev lesz.

TT T T T T T T T
8 \/ — RK4, 1=0.01

H=1

T
—— RK4, r=o.01\y
34

7

3. abra. A Van der Pol egyenlet fazistere, % 4 2 0 2 s 6
(2.2) RK4 megoldasa
4. d4bra. A Van der Pol egyenlet fazistere
megnovelt @ mellett

A = 200 paraméter valasztas mellett megoldottuk numerikusan a fel-
adatot az EE, RK4 és IE modszerekkel. Azonos, de jelentésen kicsi, 7 = 0.002
lépéskoz mellett az EE moédszer oszcillalo tulajdonsagot mutat, ami nem szerencsés
a megoldas szempontjabol, az TE és RK4 elfogadhatd kozelitést ad.

A megoldashol lathato, hogy az elsérendben pontos EE modszer csak kellGen kis
7 mellett koveti jol a pontos megoldast, mig a negyedrend RK4 modszernél nagyobb
7 lépéskoz is valaszthato. Ugyanakkor az EE modszerhez hasonléan elsérendi TE
modszer még az RK4 modszer 1épéskozénél nagyobb 7 1épéskoz mellett is jo kozelitést
ad. Ez jelzi, hogy az IE moddszer rendelkezik egy olyan kvalitativ tulajdonsaggal,
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amely alacsony pontossagi rendje ellenére alkalmassa teszi ennek a feladatnak a
megoldasara.

=200 =200

300~ RK4, T=0.002 . — RK4, T=0.0005
---- EE, T=0.002 ---- EE, T=0.0001
—— IE, T=0.002 g | — IE, T=0.001

200
200 A

100 A
100 -

—100 1 ~1001

=200 1
—200 1

-300 4 Smmmmnet -

-2 -1 0 1 2 -20 -15 -10 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

5. abra. A (2.2) megoldasa azonos 7 mel- 6. abra. A (2.2) megoldasa korrigalt T
lett lépéskozok mellett

2.1.3. Kémiai reakciok

Egy kozismert példa kémiai reakciora a numerikus modszerek kérében Robertson
modellje, amely harom anyagfajta kozott végbemend kémiai atalakulésokat ir le.

A 0.04 B

. 7
prp219 o p (2.3)

10
B+C—A+C

A reakcié harom részre bonthaté, mindharom kiilonb6zé sebességgel megy végbe.
Merev rendszerekben gyakori, hogy egy komponens jelentésen gyorsabban cseng le a
tobbinél. Pontos numerikus megoldést ezért nehezebb talalni, mert egy komponenst
ugyan jol modellezhet a valasztott numerikus modszer, de a tobbit esetleg nem képes
megfelelGen leirni. A szerinti atalakuldsok soran bekovetkezd koncentracioval-
tozasokat az

o' (t) = —0.04x(t) + 10%y(t)2(t) z(0) =1
y'(t) = 0.04z(t) — 10y (t)2(t) — 3 - 107>(¢) y(0) =0 (2.4)
Z(t) = 3-107y%(t) 2(0) =0

A

KDE rendszer irja le, ahol z(t), y(t) és z(t) az A, B és C anyag koncentraciojat
jelolik az id6 fiiggvényében.

A feladat megoldasanak nehézsége abbol adddik, hogy az elején révid idé alatt
megugrik a B anyag mennyisége 0-r6l 0.000037 koré, amely utan a reakcio lasstu
lecsengésbe valt at. Emiatt itt csak olyan numerikus megoldok johetnek szoba,
amelyek jol kozelitik a kezdeti ugréast, de kell6en nagy lépéskozzel is hasznélhato
megoldast adnak, hogy hosszabb intervallumon is megoldhassuk a feladatot.
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Numerikusan megoldva a feladatot azt tapasztaljuk, hogy az RK4 moédszer csak
7 = 0.001, vagy ennél kisebb 1épéskoz mellett képes megoldani a feladatot az elején,
utana ilyen kicsi lépéskozzel is kinG a végtelenbe az éaltala adott megoldas. Ezzel
szemben az [E modszer nagyobb, 7 = 0.005 1épéskozzel is képes jol kovetni a kezdeti
atmeneti fazist.

0.000038

—— RK4, 7=0.001
— IE, T=0.005
0.000037 A

0.000036 A

0.000035 A

Koncentrécié

0.000034

0.000033 A

0.000032 T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

t

7. abra. A (2.4]) rendszer y(t) komponensének megoldasa a kezdeti fazisban

Amennyiben hosszabb intervallumon, 7' = 10° id6pontig szeretnénk kiintegralni
a feladatot, az IE modszer méar 7 = 0.15 mellett is szépen megoldja azt. A kezdeti
atmeneti fazisnal pontatlan, de utana szépen a pontos megoldas mentén halad a
numerikus megoldas. (A . abran az y(t) értékeket 10%-nel szoroztuk, hogy a masik
két komponenssel egyiitt latszodjon a megoldas.)

1.0

0.8 1

o
o
L

—— Pontos
-=-- |E, T=0.15

Koncentréacié
o
'S
)

0.2 1

0.0

104 1072 10° 102 104 10°
t

8. abra. A (2.4) rendszer megoldasa IE modszerrel 7 = 0.15 mellett
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2.2. Abszolut stabilitas

Ahogy a fejezet elején is szerepelt, azt a kvalitativ tulajdonsagot szeretnénk vizsgal-
ni, hogy a numerikus médszer korldtos megoldast ad, amennyiben a pontos megoldés
korlatos [7, 8]. Tekintsiik az alland6 egyiitthatos, elsérendi linearis
differencidlegyenlet-rendszerek altalanos alakjat:

) (t) = myxi(t) + ... + mygey(t)
zh(t) = moyz1(t) + ... + mogra(t)

2y (t) = marz1 () + ... + maaxa(t)

Egy M € R™? matrixban elhelyezve az egyenletrendszerben szerepls egyiitthatokat,
felirhato a kovetkez§ alak:

2'(t) = Mx(t) I — R4 M e R (2.5)

Tegyiik fel, hogy az M matrixnak minden \; sajatértéke kiilonb6zs, ekkor létezik
olyan () nemszingularis matrix, amely mellett

AN - 0
Q'MQ=A=|: - (2.6)
0 -\,

egy diagonalis matrix, M sajatértékeivel a f6atloban. Alkalmazzuk a Runge-Kutta-
modszerek altalanos lépését a (2.5) egyenletre. Ekkor

Tpt1 = Tp + ZS: bik;

i=1
ki:]\/[<:l:n—|—7'2aijkj> 2':1,...,5
j=1
Vezessik be az

xn:Qynv k:l:@lla izl,...,S
helyettesitéseket. Irjuk be ezeket a (2.7) egyenletbe.

=1 =1
QZZ:M<Qyn+TZGUQl]> :MQ (yn+7'2aijlj> ’izl,...78
j=1 j=1

Beszorozva az Gsszes egyenletet Q1 matrixszal balrol, és felhasznalva a (2.6) azo-
nossagot, megkapjuk az

Yni1 = Yn+ > bils

=1
s
yz:A<yn+TZa”lj> izl,...,S
j=1
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alakot, amely éppen azt az eredményt adja, mintha a Runge-Kutta-modszert az

y'(t) = Ay(t)

egyenletre alkalmaztuk volna. Fzzel a levezetéssel megmutattuk, hogy ezt a kvali-
tativ tulajdonsagot elég csak skalaris linearis differencidlegyenleten vizsgalni.

2.1. Definici6. Az

{ym = \y(t) AeC (2.8)

y(0) =1
kezdetiérték-feladatot Dahlquist-féle linedris tesztfeladatnak hivjuk.

Kézismert, hogy a (2.8)) feladat megoldésa y(t) = e*. Ez a megoldas pontosan
akkor lesz korlatos, ha Re A < 0. Emiatt a numerikus megoldoktol is csak abban az
esetben szeretnénk elvarni a korlatos megoldast, ha Re A < 0.

Amennyiben egy Runge-Kutta-modszert alkalmazunk a (2.8)) feladatra, a nume-

rikus megoldas felirhaté az
Yni1 = R(TA)yn (2.9)

alakba. Itt az R: C — C egy polinom vagy racionalis tortfiiggvény valos egyiittha-
tokkal a modszertdl fiiggden. Vezessiik be a z = 7\ valtozot.

2.2. Definicié. Az R(z), z € C figguényt a Runge—Kutta-mddszer stabilitdsi fiigg-
vényének nevezzik.

A (2.9) képlet alapjan a (2.8) megoldasa pontosan akkor lesz korlatos, ha az
|R(z)|< 1.
egyenlGtlenség teljesiil.

2.3. Definici6é. A Runge-Kutta-mddszert abszolit stabilnak nevezziik a z =17\ € C
pontban, ha |R(z)|< 1.

Vegyiik példaul az EE modszert. Altalanos lépése alapjan

Ynt+1l = Yn + f(tm yn)

Most f(t,y) = Ay, tehat a numerikus modszert a Dahlquist-féle linearis tesztfeladat-
ra alkalmazva az
Ynt1 = Yn + T/\yn

Yn+1 = (1 + 7—)‘)3/71
numerikus megoldast kapjuk. Ezek alapjan R(z) = 1+ z. Ebbdl az

I1+2|<1

egyenlGtlenség kovetkezik az abszolut stabilitasi pontokra, amelyet a z = —1 kozép-
ponti, r = 1 sugari zart korlap pontjai teljesitenek.

2.4. Definicio. Az S = {z € C :|R(2)|< 1} halmazt a Runge—Kutta-mddszer
stabilitasi régidjanak nevezzik az R(z) stabilitdsi fiigguény mellett.
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9. d4bra. Az EE modszer stabilitési régidja

Mit &arul el nekiink ez a stabilitasi régi6? Szamos dolgot. Megmutatja nekiink,
hogy mennyire szabad a 7 lépéskoz valasztasa, milyen A paraméter mellett tudjuk
megoldani a tesztegyenletet tigy, hogy a kapott numerikus megoldéas korlatos legyen.

Az el6z6 alfejezetben tobb példan is lattuk, hogy az IE modszer jol kezeli a
merev feladatokat, de milyen jol és mekkora lépéskoz mellett teljesit jol a ([2.8)
tesztegyenleten? Altaldnos lépése alapjan:

Yntl = Yn + T)\yn+1

(1 - T)‘)yn—i-l = Yn
B 1

Tehat az IE modszer stabilitasi fiiggvénye

Megoldva az ‘i| < 1 egyenl6tlenséget, megkapjuk, hogy azon pontokban abszolut
stabil az IE modszer, amelyek egy, vagy annéal nagyobb tavolsagra vannak a z = 1
ponttol.

Im z
o

Re z

10. abra. Az IE modszer stabilitasi régidja
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Az IE moédszer stabilitasi régidja megmutatja nekiink, hogy tetszéleges negativ valos
résszel rendelkezd A komplex szamra a Dahlquist-féle lineéris tesztegyenletben a
numerikus megoldés korlatos lesz tetszéleges 7 1épéskdz valasztasa mellett. Ez olyan
kvalitativ tulajdonsaga a numerikus megolddknak, amelyre bevezetjiik a kovetkezd
definiciot.

2.5. Definicio. Az R(z) stabilitdsi figgvényid Runge—Kutta-mddszert A-stabilnak
nevezzik, ha |R(z)|< 1 Vz € C esetén, ahol C- = {z € C: Re z < 0} a komplex
szamsik bal félsikja.

2.6. Kovetkezmény. Az implicit Euler-maodszer A-stabil.

Az EE és az IE modszerek altalanositasa volt a #-modszer, amelyet az egyenlet
definiélt. Elgbbiekben lattuk, hogy 6 = 0 esetén nem, de § = 1 vélasztas esetén
mar A-stabil a modszer. Mely 6 valasztas esetén lesz még a modszer A-stabil? A
modszer altalanos lépése alapjan:

Ynt1l = Yn + T((l - 9)/\3/71 + eAyn-I—l)

(1= 07Ny = (1+ (1= 0)7A )y
1+ (1—-6)rA
Ynt1 = 1—607X\ Yn

Innen lathato, hogy a #-modszer stabilitasi fiiggvénye:

2.7. Tétel. A 0-mddszer A-stabil 0 > % esetén.
Bizonyitds. A modszer A-stabil, ha |R(2)|< 1Vz € C™. Ez a feltétel az

‘M ) (2.10)

1—6z

egyenltStlenséget adja. Ha z = 0, |[R(0)|= 1, emiatt a 0 pontban abszolut stabil a
modszer. Emiatt a kovetkezd levezetésben csak a z # 0 pontokat tekintjiik, oszha-
tunk majd |z| értékkel.

Atrendezve a egyenlGtlenséget, megkapjuk, hogy

1+ (1—-0)z| < |1 -0z

Bontsuk fel a z komplex szamot valos és képzetes részre, z = a + bi, majd irjuk
vissza az el6z6 egyenlGtlenségbe.

1+ (1 —0)(a+bi)| <|1—0(a+bi)
Rendezziik az abszolutértéken beliili tagokat valos és komplex rész szerint, ez alap-

jan:
1+ (1—0)a+ (1 —6)bi| < |1 —60a— 6Obi
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Az egyenlé6tlenség mindkét oldalan egy-egy komplex szdm hossza éll, emiatt a feladat
ekvivalens azzal az alakkal, ahol a hossznégyzetiikre irjuk fel az egyenlGtlenséget. Igy
a belatando egyenlGtlenség atirhato az

(1+@=00a) + (- 0b) < (1) + (00)°
alakba. A négyzetre emeléseket elvégezve ebbdl az
14+2(1—0)a+ (1—0)%a*+ (1 —0)%** <1 —20a + 6*a® + 6%
egyenlGtlenséget kapjuk. Egyszertsités utan:

2a + a® — 20a® + b* — 206> < 0
(1 —20)a® +2a+ (1 —20)b* <0
(1—20)(a®> +b°)+2a<0 (2.11)

Rendezziik a egyenlStlenséget a 0 paraméterre. Mivel a® + 0% = |2 #£ 0, a 0
értékre az

1 + i <0

2 |22 T
egyenltlenség adodik. Az egyenlStlenségnek a = 0 érték mellett is teljesiilnie kell,
emiatt a #-modszer pontosan akkor lesz A-stabil, ha

1

g > =
-2

2.8. Kovetkezmény. Az implicit kézépponti modszer A-stabil.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a modszer stabilitasi fliggvénye megegyezik a 0 = %
modszer stabilitasi fiiggvényével.
A modszer ([1.7)) képletét az (2.8) tetsztfeladatra alkalmazva megkapjuk, hogy

Yn 7 Yni1
2

TA TA
L= =1+ | tn

Az egyenletet y,,1 valtozora rendezve megkapjuk, hogy

Yn+1 = Un +7A (

Vagyis

1+ 2
Yn+1 = —— 3 Un

2
Ennek alapjan az (1.7]) stabilitasi fiiggvénye

1+
1—

(YN

R(z) =

\SJEN

Ez éppen a 6-modszerek stabilitasi fliggvénye 0 = % mellett, amelyrdl a tétel
alapjan tudjuk, hogy A-stabil. Emiatt az implicit kézépponti modszer is A-stabil.
[ |
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Re z Re z

11. abra. A trapéz modszer stabilitasi  12. abra. A #-modszer stabilitasi tarto-
tartomanya méanya kiilonb6z6 6 értékekre

A tétel alapjan, ha A-stabil modszert szeretnénk a 6-modszerekbdl kivalasz-
tani, de a magasabb rend is szempont, akkor 0 = % valasztassal az implicit
trapéz modszer lesz a valasztasunk. Erdekessége a modszernek, hogy a stabilitasi
tartomanya éppen a negativ komplex félsik. Ez ugyan jol hangozhat, viszont ké-
s6bbi fejezetben példaval megvizsgalva latjuk majd, hogy nem mindig elényos ez a

tulajdonsag.

Az eddigiekben a stabilitasi fliggvényt konnyedén fel tudtuk irni, ez f6leg az ala-
csony lépcesdszamnak volt kdszonhetd. Amennyiben viszont ndveljiik a lépesGszamot,
a stabilitasi fiiggvény meghatéarozasa is komplikaltabb lesz. Ennek kikiiszobolésé-
re a kovetkezG tétel ad egy altalanos képletet a stabilitasi fliggvényre a modszer
Butcher-tabloja segitségével.

2.9. Tétel. Egy Runge—Kutta-mddszer stabilitdsi fliigguényét az

det (I —zA+ zebT)
B = =gt = =)

(2.12)

képlet adja meg, ahol e = (1,...,1) € R® vektor, A és b pedig a mddszer Butcher-

tabloja szerinti mdtrix, illetve vektor.

Bizonyitds. A bizonyitas a [8] 3.4.1 tétel bizonyitasat koveti.

Alkalmazva a Runge-Kutta-modszer ((1.3) alakjat a tesztegyenletre, megkapjuk az
Ynt+1 = yn+7)\zbiY;’

i=1

s (2.13)
Y, = yn—l—T)\ZGin}
j=1
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Osszefiiggést. Irjuk at a (2.13)) alakot egy linearis egyenletrendszerbe.

1—7Xay; —TAags -+ —TAags O Y; Yn

—TAay1 1 —7TAagy -+ —TAags O Y, Yn
: : : : =1 (2.14)

—T g1 —TAagy -+ 1—7TAags O Y, Yn

—TAby —7Aby - —TAb, 1 Yni1 Yn

Oldjuk meg a (22.14]) egyenletet az y,,,1 ismeretlenre a Cramer-szabaly segitségével.
Ekkor az vy, 1 értékét két matrix determinansdnak hanyadosaval fejezziik ki. A
nevezGben szerepl§ érték:

1—7Xayn —7TXaa -+ —Thas O
—TAag; 1 —7TAagys -+ —TAags O

det : : : :
—T A1 —TAagy -+ 1—7TAags O

—7Aby —TAby - —=TAb, 1

A kifejtési tétel segitségével fejtsiik ki a determinéanst az utolsé oszlop szerint. Ekkor
csak egy aldeterminans szerepel nem 0 egyiitthatoval, igy a determinans az

1-— 7')\&11 —T)\Cllg cee —7')\(1,15
—TAa 1—7Ma cee =T Aog
1 - det o o | = det (I - 24) (2.15)
—T Qg1 —TAagy -+ 1 — TAOgs

értékkel egyenls. A szamlaloban szerepld determinans a kovetkeza:

1—7Xay1  —TAays -+ —TAas  Yn
—TAagy 1 —TAagy -+  —TAass Yn

det : :
—T g1 —TAagy -+ 1 —TAass Yn
—TAb; —TAby - —=TAby Y,

Vonjuk ki a determinéns utols6 sorat az els§ s sorbol. Ez nem valtoztat a determi-
nans értékén, de hasonl6 alakra vezet, mint a nevezében 1évé determinéans:

1—7Xay1 +7Aby —TAaa +7Aby -+ —TAays +T7Aby 0O
—TAagy +TAby 1 —TAage +7Aby -+ —TAags +T7Nb, 0

det : : : :
—TAas1 + TADy —TAago + TNy -+ 1 —7Thags +7Abs 0O

—TAby —TAbsy . —7Ab, Yn

Ismét a kifejtési tétel segitségével az utolsd oszlop szerint kifejtve a determinanst,
az csak egy nem 0 egyilitthatoju aldeterminénsra esik szét,

1— T)\CLH + T)\bl —T)\alz + T)\bg ce —T>\CL13 + T)\bs
det —T)\CL21+T/\b1 1—T)\CL22+T)\Z)2 —T/\CL23+T/\bS
Yn - de . . .
—TAag + TAby —TAagy + TAby -+ 1 —Thags + TAbg
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amelynek értéke
yn det (I — zA + zebT) (2.16)

Kifejezve az y,, 11 valtozot a (2.16|) és (2.15) hanyadosaval az

det (I —zA+ zebT)
det (I — zA)

Yn+1 = Yn

Osszefliggést nyerjiik, amelybdl leolvashato a tételben szereplé R(z) stabilitéasi
fiiggvény. [

2.3. Explicit moédszerek abszoltit stabilitasa

Miutén bevezettiik az abszolut stabilitdas fogalmat, vizsgaljuk meg, hogy ez a konst-
rukcié miképp karakterizalhato az explicit modszereken. A legérdekesebb és legfon-
tosabb tulajdonsag, amely a[2.9 tételbsl kovetkezik, a kovetkezmény, amely egy
erds allitast fogalmaz meg az explicit modszerek A-stabilitasarol.

2.10. Kovetkezmény. Ezplicit Runge—Kutta-maodszer nem lehet A-stabil.

Bizonyitdas. Elég megmutatnunk, hogy egy explicit Runge-Kutta-modszer stabilita-
si régioja mindig korlatos, emiatt nem tartalmazhatja a komplex sik negativ félsikjat.

Tekintsiik a tételben szerepld képletet a stabilitéasi fiiggvényre. Amennyiben
a modszer explicit, az (I — ZA) egy als6 haromszogmatrix, 1 értékekkel a fGatloban,
emiatt det (I —2zA) = 1. Ekkor R(z) = det (I — zA 4 zebT), amely egy legalabb
els6foku polinom. Minden ilyen polinomra igaz, hogy |z|— oo esetén

|R(2)|= o0

Ekkor az |R(z)|< 1 egyenl6tlenség csak korlatos tartoméanyon teljesiil, ami ellent-
mond az A-stabilitas feltételének. [ |

A kovetkezmény miatt A-stabil modszereket csak implicit modszerek kozott
fogunk talalni.

A méasodrendd modszerek koziil az a-modszereket vezettiik be az képlettel.
Vajon tudunk-e olyan « értéket valasztani, amellyel maximalizalni tudjuk az a-

modszerek stabilitasi régiojanak teriiletét? A képlet alapjan
1+ <1 — i Z iz
R, (z) = det 20 2a1
(1 ~ 20 a) z 1+ %z

A determinanst kiértékelve megkapjuk, hogy

1
R.(z) = 1+z+§z2

azaz a stabilitasi fiiggvény és ezzel a stabilitasi régio is fiiggetlen az o paraméter
megvalasztasatol. Ezt a jelenséget a kovetkezs allitas magyarazza meg.
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13. abra. Az a-moédszerek stabilitéasi régioja

2.11. Allitas. Ha az explicit Runge Kutta-mddszer p-ed rendd, akkor stabilitdsi

fiigguénye
1

P
R(z) =1+ T+ + % + O (2.17)

alaki, és az O(2PT1) tag a mddszertdl fiigg.

Bizonyitds. A t, idépontban az y(t,) = y, kezdeti feltételbdl inditva, a linearis
tesztegyenlet pontos megoldasat az e™y, képlet adja meg. Mivel y,,1 = R(TA\)y,,

“ .0,

e* — R(z) = O(rPT) = O™

vagyis a modszer p-ed rendben kozeliti a pontos megoldast. A Taylor-sor egyér-
telmisége miatt R(z) elsé p tagjanak meg kell egyeznie e* Taylor-sordnak elsé p
tagjaval. Ezzel teljesiil az allitdsban szerepls képlet. |

2.12. Kovetkezmény. Az s = p-ed rendi explicit Runge—Kutta-maodszerek stabili-
tdsi fligguénye

alaki.

A 2.17] allitas és [2.12] kovetkezmeény segitségével fel tudjuk irni magasabb rendi
explicit modszerek stabilitasi fiiggvényét anélkiil, hogy a (2.12)) képletet hasznalnank.
Ilyen példaul az RK3 (s = p = 3) és az RK4 (s = p = 4) modszer is.

(14 2 s=p=1
52
1—1—z~|—5 s=p=2
R(z) = 2 3
1 —+ — =p=3
+z+2—|—6 s=p
2 3 4
1 — 4+ =+ = =p=4
+z+2+6+24 s=p



4
Hl s=p=1
N s=p=2
34 Bl s=p=3
N s=p=4
2_
1_
N
s 0
~1 4
—2
_3_
_4 T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Re z

14. abra. Az s = p rendii explicit Runge-Kutta-moddszerek stabilitasi tartomanyai

Magasabb, p > 5 rend esetében az tétel alapjan s > p, amely miatt a stabi-
litasi fiiggvény meghatarozasahoz nem elég a allitas, a stabilitasi fiiggvényt ki
kell szamolni, példaul a képlet segitségével. Tekintsiik a [3] (236a) RK5 mod-
szert és a Nystrom-modszert, melyek egyforman 6todrendt, hatlépcsés modszerek,
és az aldbbi Butcher-tablokkal definialhatok.

0 0 0 0 0 0 0 0] O 0 0 0 0 0
1| 1 1| 1
P9 0 0 0 0 o0 0 0 0 0
1| 1 1 2 | 4 6
11 3 3 0 0 0 O £l x® = 0 0 0 0
1 1 1 15
31 0 0 3 0 0 0 1y 3 =3 5 0 0 0
3] 3 3 3 9 2 | 2 10 50 8
il "5 5 1w 00 502 o ~s st 0 0
3 8 6 12 8 4] 2 12 2 8
11 -7 7 7 —% 7 0 502 2 15 1w 0 0
7 o 32 12 32 7 2 125 _27 125
90 9 90 90 90 192 192 64 192
13. tablazat. Az RK5 modszer 14. téblazat. A Nystrom-modszer
Butcher-tabloja Butcher-tabloja

A allitas alapjan mindkét modszer stabilitéasi fiiggvénye

2 23 24 5

z
=14+ 2 2 0L
k(z) TS9O T6 T2 120 =

alaki. Kiszamolva a stabilitasi fiiggvényeket, megkapjuk, hogy az RK5 moédszer C
1
értéke ——, mig a Nystrom-modszernél C' = 0. Emiatt a stabilitasi régiojuk nem

~1280°
egyezik meg.
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15. abra. Az RK5 és a Nystrom-modszer stabilitasi régioja az RK4 modszerrel
egylitt

Vegyiik észre, hogy a rend emelésével az explicit Runge-Kutta-modszerek stabi-
litasi régidja is novekedett. Magasabb rendt explicit modszereknél tehat nagyobb 7
valaszthato, a numerikus megoldok igy is képesek korlatos megoldést adni a tesztfel-
adatra. A kévetkezmény miatt viszont tovabbra is sziikség lesz nagy || esetén
hozzéa megfelels elég kicsi 7 1épéskozre, hogy a 7\ értéket tartalmazza a modszer
stabilitasi régioja.

2.4. Implicit médszerek abszolit stabilitasa

Az el6z6 fejezetben szamos példaval és tétellel szemléltetve lattuk, hogy az A-
stabilitast explicit modszerrel nem lehet teljesiteni, nagyobb stabilitasi régio elérésé-
hez csak magas 1épcsGszamu modszerek johetnek szoba, amelyek feleslegesen novelik
a szamitasi igényt amellett, hogy stabilitasi régioik korlatosak maradnak.

Ezzel szemben az implicit modszereknél nincs az tételhez hasonlo kikotés,
a p > s rend elérése lehetséges. Az implicit s < p rendd modszerek egy csaladja
példaul a Radau-modszerek (Radau IA ill. Radau IIA) [3]. Ezek a numerikus
megoldok oly moédon vannak megkonstrualva, hogy s lépcsé mellett a modszerek
p = 2s — 1 renddel rendelkezzenek.
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1 1
Radau IA, s =1 Radau ITA, s =1
1 1y 5 _1
4 3| 12 12
1 3 1
4 1 4 4
1 3 1
4 4 4
Radau IA, s =2 Radau ITA, s = 2
0 1 —1-v6 —1+v6 4—/6 88—7v6 296—-169v6  —243v6
9 18 18 10 360 1800 225
6-v6 | 1  88+7v6  88-436 446 | 29641696 88476 —2-3v6
10 9 360 360 10 1800 360 225
6+v6 | 1 88+43V/6  88-7V6 1 16—6 16+v6 1
10 9 360 360 36 36 9
1 16+6 16—6 16—/6 16+v6 1
9 36 36 36 36 9
Radau IA, s =3 Radau ITA, s =3

15. tablazat. A Radau IA és Radau IIA modszerek Butcher-tabloi

Vegyiik észre, hogy s = 1 lépcsGszam esetén a Radau IIA modszer éppen az
implicit Euler-moédszer. Ezek a modszerek jo stabilitasi tulajdonsaggal rendelkeznek,
ahogy azt majd a késGbbiekben is latni fogjuk, igy alkalmas numerikus megoldok
merev feladatokra.

A maésik magas rendd modszercsalad a Gauss—Legendre-modszerek [3], amelyek
mar az ((1.7) modszernél emlitésre keriiltek. A modszerek s lépcsé mellett p = 2s
rendet érnek el, ezzel maximalizalva azt. Fzek a modszerek is jo stabilitasi tulaj-
donséaggal rendelkeznek, s = 1 esetén mar lattuk a [2.8 kovetkezménynél, hogy a
modszer A-stabil.

5—/15 5 80—24v/15  50—12v/15

l_l\/g 1 l_l\/g 10 36 360 360
2 6 4 4 6 1 504+15v/15 2 50—15v/15

2 360 9 360

sHEV3 | 1+3V3 !

5+v15 | 5041215  804241/15 5

‘ 1 1 10 360 360 36

2 2 5 4 5

18 9 18

Gauss—Legendre, s = 2
Gauss—Legendre, s = 3

16. tablazat. Gauss-Legendre-moddszerek Butcher-tabloi

A fentebb bevezetett modszerek stabilitasi vizsgalatat a korabbiakhoz hasonléan,
egyesével levezethetnénk: elGszor a segitségével meghataroznank a stabilitasi
fiiggvényeket, majd meghataroznank az |R(z)|< 1 egyenlStlenség feltételeit. Ezzel
szemben viszont most egy altalanosabb irdnyba megyiink el, amely csoportszertien
adja majd meg a stabilitési fiiggvényeket és az A-stabilitdsi tulajdonsagokat.
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2.4.1. Padé-approximaciok

Legyen f:R — R egy adott fiiggvény, amelyet szeretnénk kozeliteni. Amennyiben f
analitikus a z = 0 pontban és f(0) # 0, bizonyos [, m € N értékek mellett lehetséges
az [ fliggvényt racionalis tortfiiggvénnyel, azaz

NZ(Z>
Dm(z)

f(z) =

alakban kozeliteni, ahol N;(z) l-ed foku, D,,(z) pedig m-ed fokd polinom. Emel-
lett a kozelités hibaja O(z"™*1). Amennyiben létezik a fentebb definialt koze-
litése az f fliggvénynek, akkor az g;(é)) hanyadost az f fiiggvény (I,m) Padé-
approximaciojanak nevezziik [3]. A gyakorlatban a D,,(z) fiiggvényt a D,,(0) = 1
feltétel mellett szokas megadni, hiszen igy eggyel kevesebb egyititthatot kell megha-
tarozni a nevezdében.

Nem minden fiiggvénynek létezik bizonyos [, m vélasztas mellett az (I, m) ko-
zelitése. Példaul az f(z) = sinz fliggvénynek az (1,1) Padé-approximécioja nem
létezik, mivel az

az+b
=z
cz+1
egyenletnek csak ¢ = 0 esetén van megoldésa, amellyel a fliggvény (1,0) kozelitését
kapjuk.

2.13. Megjegyzés. Ham = 0, akkor f (I, m) Padé-approximdcidja f z = 0 pontbeli
Taylor-sordnak l-edik részletdsszege.

2.14. Megjegyzés. Ha l =0, akkor f (I,m) Padé-approrimdcidja ﬁ kozelitése.

A kovetkezokben az f(z) = e* fiiggvényt fogjuk ily moédon kozeliteni. Mivel
tetszdleges skalar beszorzéassal modosithato N; és D,, értéke tgy, hogy a kozelits
fiiggvény értéke nem modosul, az N;(z), D,,(z) fiiggvényeket normalizaljuk: fel-
tessziik, hogy N;(0) = D,,(0) = 1. Az exponencialis fliggvénynek minden [, m € N
értékre létezik Padé-approximacioja. Ezeket a kozelitéseket egy téblazatba szokés
rendezni, melyet az f fliggvény Padé-tablajanak hivnak.

2.15. Példa. Mi az e* figguény (2,1) Padé-approximdcidja?

A definici6 alapjan

az? + bz +c
dz+e
alakban kell keresniink a kozelitést. A normalas miatt tudjuk, hogy ¢ = e = 1, igy
az
az? + bz +1
dz +1

képletet kapjuk. Ezen tortfiiggvénynek az e* fiiggvény Taylor-soranak
[ +m =2+ 1= 3 kitev6jd tagjaig kell megegyeznie, vagyis fenn kell allnia az

az’ +bz+1 22 23
— =1 036N,
o —I—z~|—2+6—|— (2%)
egyenlGségnek. Felszorozva a dz + 1 nevezével és rendezve, az

1 d 1
a22+bz+1:1+(d+1)z+(d+§) 22+(§+6) 2+ 0
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osszefiiggést nyerjitk. A levezetésnél O(z*) hibaval szamolunk, emiatt a 2%-es tag
elhagyhato. Az a, b, d egylitthatokra felirva a

egyenleteket, az egyiitthatokra az

a =

1

) — 5 d

6 3 3

értékeket kapjuk. Ez alapjan az e* (2,1) Padé-approximéacioja a kovetkezd:

14204 122
—Z =z
37 6

s stz

352A tétel), nem kell egyesével kiszamolni a fenti levezetéshez hasonloan a fliggvé-
nyeket.
2.16. Tétel. Az e* exponencidlis figguény (I, m) Padé-approximdcidjat az
El: I (l+m—i)l 7
Ni(2) —(I=d)! (+m) il
Dy (2) i m! (I+m—i)l(—2)

(m—4)! (I4+m)!

=0
képlet adja.
)
0 1 2 3
m
2 2 3
0 1 1+2 l+z+% I+2+5+%
z 2z 22 3z 22 23
1 1 1+§ 1+?+F 1+T+I+ﬂ
1—2 1—: -z 1—:
z z 22 3z 322 23
22 2z 22 z 22 2z 22
1—Z+? 1—34—? 1_§+ﬁ l—g‘f‘%
z 2z 22 z 22 23
\ 1 142 1+242 14z424 2
22 23 3z 22 23 3z 322 23 z 22 23
l=z+5-% 1-3+7-5% l-5+t% &% l1-3+th 1w

17. tablazat. Az e* fiiggvény Padé-tablaja

A tovabbiakban a kénnyebb megfogalmazhatosig kedvéért bevezetjiik egy tet-
szGleges racionélis tortfiiggvény A-stabilitasanak a fogalmat.
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N,
2.17. Definici6é. Az R:C — C, R(z) = Dl((z>)
m (2
S

|R(2)|< 1Vz € C esetén, ahol C- = {z € C: Re z < 0} a komplex szdmsik bal
félsikja.

raciondlis tortfigguvény A-stabil, ha

Konnyen lathato a kovetkezmény bizonyitasa alapjan, hogy a[I7. tablazatban
az | > m cellakban 1év§ fiiggvények nem lehetnek A-stabilak. Ezeknek a fiiggveé-
nyeknek a szamlaloja magasabb foku, mint a nevezdjiik, emiatt |z|— 400 esetén
|R(2)|— +oo, vagyis a fiiggvények stabilitasi régioja korlatos, és igy nem lehetnek
A-stabilak.

Mi a helyzet a tobbi fiiggvénnyel? Meg tudunk adni olyan médszereket, amelyek
stabilitési fiiggvényei az m < [ régioban vannak? A valasz igen, magyarazatot pedig
a kovetkezd két lemma szolgéltatja [8].

2.18. Lemma. Az s-lépcsds Gauss—Legendre-mddszer stabilitdsi fiigguényét az ex-
ponencidlis figguény (s,s) Padé-approzimdcidja adja meg.

2.19. Lemma. Az s-lépcsds Radau IA és Radau ITA mddszerek stabilitdsi fiigguényét
az exponencidlis figguény (s — 1,s) Padé-approzimdcidja adja meg.

Az el6z6 érvelés ezeknek a modszereknek a stabilitasi fliggvényeit nem zéarta ki
az A-stabilitasbol. Arra a kérdésre, hogy ezek a modszerek A-stabilak-e, a kovetkezd
fontos tétel ad valaszt [§].

Nl(Z)
Dm(z)

2.20. Tétel. Az exponencidlis fiigguény tetszdleges R(z) =

Padé-approximdcidja akkor és csak akkor A-stabil, ha
m-—2<l<m.

2.21. Kovetkezmény. A Gauss—Legendre-mddszerek és a Radau IA, ITA modszerek
A-stabilak.

A [2:2]) kovetkezmény alapjan a Gauss—Legendre és Radau modszerek jol mikod-
nek a linearis tesztegyenleten, és ahogy a késGbbiekben latni fogjuk, merev felada-
tokon is jobban teljesitenek mas modszerekhez képest.

A Gauss—Lengendre-modszerek stabilitasi régioi megegyeznek, Sqr, = C~, vagyis
a stabilitasi régio éppen a negativ komplex félsik, amely a[I1] abran mar lathato volt.
Ezzel szemben a Radau-modszerek stabilitasi régioi nem esnek egybe. Korabban
méar lattuk s = 1 lépesére a (0, 1) Padé-approximécio stabilitasi régiojat, ez az IE

c stz

Radau-modszereknek is a abran lathato régio a stabilitasi tartomanyuk.
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16. abra. A Radau TA és ITA modszerek stabilitasi régioi s = 1,2, 3,4 1épcsGszam
mellett

A [I6] abran jol lathato az IE modszer stabilitasi régioja, tovabbéa az is, hogy
az s lépcsGszam — és ezzel a rend — emelésével a Radau-modszerek instabilitési
régioja novekszik. Ez alapjan ha az A-stabilitds mellett kisebb instabilitasi régioval
rendelkezé Radau modszert szeretnénk hasznalni, akkor alacsonyabb 1épcs@szamut
érdemes valasztani, viszont ha elég az A-stabilitas, akkor nyugodtan vélaszthatunk
magasabb 1épcsGszamt modszert, amely egyben magasabb rendd is.

3. Gyakorlati alkalmazasok

Ebben a fejezetben a korabban bemutatott elméleti eredményeket vizsgaljuk meg
gyakorlati példédkon, Pythonban irt kodok segitségével [12]. A peéldak segitségével
kozelebbrdl is megvizsgaljuk, hogy a stabilitasi tulajdonsagok miképp befolyasoljak
a numerikus megoldasokat. Osszehasonlitjuk az explicit és implicit modszereket,
s6t az implicit modszereket mas implicit modszerekkel. Arra a kérdésre keressiik a
kovetkezSkben a valaszt, hogy egy — a mi esetiinkben merev — differencidlegyenletet
érdemes-e kiilonb6z6 numerikus modszerekkel is megoldani, vagy az egyes modszerek
kozelitSleg ugyanazt a numerikus megoldast adjak. A [2.1] alfejezetben mar lattuk,
hogy merev feladatoknal érdemes implicit modszereket valasztani.

3.1. Harmonikus rezgémozgas

Taléan a legismertebb példa differencialegyenletre a harmonikus rezgémozgast leird

2"(t) = —w?n(t) (3.1)
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méasodrendd homogén linearis differencidlegyenlet, w > 0 paraméter és ¢t € [0,7],
ahol T € RT. Kozismert, hogy az egyenlet megoldasa x(0) = w, 2'(0) = 0 kezdeti
érték mellett az

x(t) = wcos(wt)
fiiggvény. Gyakran a (3.1)) feladatot az atviteli elv segitségével az

2'(t) = v(t)

V' (t) = —wa(t)
alakban frjuk fel. A kovetkezGkben mi ezzel az alakkal foglalkozunk. A rendszer
egyiitthatomatrixa az

0 1
1= ( )

matrix, melynek sajatértékei A\; o = *wi. A (3.2)) rendszer megoldasa az z(0) = w,
v(0) = 0 kezdeti érték mellett

(o) = ()

Fontos megjegyezni, hogy a megoldasok periodikusak. Eszerint elég lenne csak egy
periddusra kozel pontosan kiszdmolni a megoldéast, a tébbi intervallumon pedig a 2w—”
periddus segitségével megadni a megoldas értékét a t idépontban.

A szamitogépes szimuldcioban w = 1 paramétervalasztias mellett dolgoztunk,
ekkor a rendszer fazisterében az x(0) = 1, v(0) = 0 kezdeti értékbdl indulé megoldas
az r = 1 sugari, origd kézéppontu koron fut, a megoldast az

(igb - (—(:Zift> (3.3)
fliggvény adja.

Felmeriil a kérdés, hogy ha a megoldas ilyen szép, rdadasul periodikus, akkor mi-
ért szerepel ebben a fejezetben? Ahogy az aldbbi abrakon is lathato, a periodikusséag
tobb numerikus modszernek kihivast jelent, nem tudjak kezelni az oszcillaciot.

(3.2)

T=0.25 T=0.1

-0.5

(a) 7 = 0.25 lépéskoz (b) 7 = 0.1 lépéskoz

17. abra. A (3.2)) rendszer megoldasa x(0) = 1, v(0) = 0 kezdeti értékbsl inditva
EE, IE és implicit trapéz modszerrel megoldva, kiilonb6z6 7 1épéskozokkel
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Az abrakon jol 1athato, hogy az EE modszer megoldésa az id6 haladtéa-
val tavolodik a pontos megoldastol. Meglepé moédon ezt a viselkedést az IE modszer
megoldasa is koveti annak ellenére, hogy a modszer A-stabil. Ellentmondésos lehet,
hogy miért nem j6 a korabban bemutatott numerikus megoldok koziil az egyik leg-
stabilabb modszer a feladatra. A problémat éppen az okozza, hogy az IE moédszer
tul stabil, emiatt konvergél az origoba a kapott kozelités, amely rossz numerikus
megoldast eredményez.

Ezzel szemben az implicit trapéz modszer, amely éppen a minimalis teriilettel
rendelkezik az A-stabilitas teljesitéséhez, gond nélkiil kezeli a feladatot. A 7= 0.25
lépéskoz mellett nagyon kozel marad a pontos megoldashoz. Ahogy a [I8 &bran
is lathato, ezt a pozitiv tulajdonsagat nagyobb, akar 7 = 1 1épéskoz mellett is
megtartja.

A jelenség magyarazatat a rendszert leir6 A matrix sajatértékeiben kell keresni.
Minden w > 0, igy w = 1 mellett is A sajatértékei a képzetes tengelyen helyezked-
nek el. Tetszbleges T esetén a 7\ o értékek az explicit Euler-modszer instabilitési
stabilitasi régio belsejében talalhatoak, emiatt az abszolut stabilitds miatt az ori-
gohoz konvergal a megoldas. Az implicit trapéz modszernél viszont a 7 o értékek
éppen a modszer stabilitasi régiojanak hataran helyezkednek el, emiatt az &ltala
adott megoldas a pontos megoldas kérnyékén marad.

= Pontos
== Imp. trapéz

1.0 4

0.5 1

—0.51

—-1.04

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

18. abra. A (3.2)) rendszer megoldasa x(0) = 1, v(0) = 0 kezdeti értékbdl inditva,
implicit trapéz modszerrel, 7 = 1 1épéskoz mellett

Ugy ttinhet ebbdl a példabol, hogy azok a modszerek, melyek stabilitasi régioi ép-
pen a negativ komplex félsikkal egyeznek meg, mindig j6 valasztasnak bizonyulnak.
Azonban ez nem igy van, késébbi példaban latni fogjuk, hogy ez a tulajdonsag,
ami ennél a példanal j6 megoldast eredményezett, mas feladaton elfogadhatatlan
numerikus kozelitést ad.
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3.2. A Prothero—Robinson-egyenlet

A Prothero-Robinson-egyenlet volt az elsé feladat, ahol a numerikus megoldasok
kozott a rendcsokkenés jelenséget észlelték [10]. Merev feladatoknél, ha a feladat
L Lipschitz-konstansa til nagy, az elméletileg igazolt rendnél alacsonyabb rendd
kozelitést figyelhetiink meg.

A szoban forgo differencidlegyenlet alakja

y(1) = A(y0) - o) + ) (3.4)

ahol A € C konstans, p: R — R pedig egy folytonosan differencialhaté fliggvény a
megoldési intervallumon.

3.1. Allitas. A (3.4) egyenlet megolddsa az y(ty) = p(to) kezdeti érték mellett
y(t) = (1)

Bizonyitds. Tekintsiik a (3.4) egyenletet. Bontsuk fel az egyenlgség jobb oldalan
l6ve zarojelet, majd a Ay(t) tagot vigyiik at a bal oldalra.

y'(t) — Ay(t) = ¢'(t) — Ap(t)
Szorozzuk be mindkét oldalt az e~ taggal.
Y (t)e™ = My(H)e™ = ¢'(t)e™ = Ap(t)e™

Vegyiik észre, hogy mindkét oldalon (f - ¢)" derivalasi alak szerepel, amely a

 (we) = 2 (pe™)

alakra hozhato. Integraljuk ki mindkét oldalt ¢ szerint.

/ % (y(t)e—*t> dt = / % (cp(t)e_’\t> dt

y(t)e M = p(t)e™ + C
Vigyiik at a bal oldalra a o(t)e~* tagot, majd alakitsuk 4t szorzatta.

e (y) - plt)) = C

Az y(to) = @(to) kezdeti értéket felhasznalva, a ¢t = t, id6pontban a bal oldal
kinullazodik, emiatt C' = 0. De ekkor az

e (y(t) = (1)) = 0
egyenlség pontosan akkor teljesiil, ha y(t) = ¢(t), amivel belattuk az allitast. W

Természetesen tgy is megmutathattuk volna o(t)-rél, hogy megoldas, ha csak
behelyettesitjiik a egyenletbe és ellendrizziik az egyenldség teljestilését. De mi
a fentebbi levezetéssel azt is igazoltuk, hogy nincs mas megoldas.

A tovabbiakban a [10] cikkben lathado6 példat reprodukaljuk és vizsgaljuk, ekkor
o(t) = arctan2t, A = —20. Az arctan2t szép sima fliggvény, ezért az y(tg) =
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o(tg) kezdeti értékbdl inditott numerikus megoldasoktol is el szeretnénk varni ezt a
tulajdonsagot. Azonban a kornyezd megoldasok Re A << 0 esetén gyors atmeneti
fazissal rendelkeznek ¢(t) felé. Ezek az atmeneti fazisok jol lathatoak a [L9H20]
abrakon.

Két modszert fogunk alaposabban megvizsgalni: az s = 2 1épcsds, negyedrendid
Gauss—Legendre (Gauss4) modszert és az s = 2, harmadrendi Radau ITA (Radau3)
modszert.

T T T T T 1T T°70T
—-—- Gauss4

w

Yo

t

19. abra. A (3.4]) egyenlet megoldasa Gauss4 modszerrel, p(t) = arctan 2t, A = —20
mellett, tg = —1.9 kezdeti id6vel, 7 = 3.4 lépéskozzel

A [19] 4bran lathato, hogy hidba inditjuk a megolddsunkat a ¢(to) értékbdl,
amibdl elvarnank, hogy a kiindulé megoldéas szép legyen, a Gauss4d modszer altal
nyajtott numerikus kozelités hibas. Ugyan az Yi, Y, 1épesSkre kiszamolt értékek a
pontos megoldas kérnyékén vannak, a numerikus megoldo ezekkel az értékekkel csak
tovabbszéamol, nem jegyzi fel Gket. Egy 1épés utan az y; érték jelentGsen meghalad-
ja a pontos megoldas értékét, emiatt a Gauss4d modszert nem érdemes ilyen nagy
lépéskoz mellett erre a feladatra alkalmazni.

LI I N I N B
——- Radau3 N

t

20. dbra. A (3.4) egyenlet megoldasa Radau3 modszerrel, p(t) = arctan 2t, A = —20
mellett, tg = —1.9 kezdeti idével, 7 = 3.4 lépéskozzel
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A abran jol lathato, hogy mi a Radau3 modszer elénye a Gauss4 modszerrel
szemben. A moddszer nem becsiili alul vagy feliil a kozelitend§ megoldast, az vy,
értékre a masodik lépcsére kiszamolt értéket, Ys-t adja vissza, amely jo kozelitése
lesz a megoldasnak. A Radau moédszer az dbran megmutatja a c¢; = 1 és az az; = b,
feltételek fontossagat. Azokat a modszereket, melyek teljesitik ezen feltételeket,
stiffly accurate modszereknek hivjék, ezekre teljesiil, hogy y,.1 = Y;. Az ilyen
megoldok egy 1épésnél az utolso lépcesore kiszamolt értéket adjék vissza. Leolvashato
az s = 2 lépcsGszamia Radau ITA modszer Butcher-tablojabol . tablazat), hogy
a Radau3 modszer valoban ilyen tulajdonsagu.

T=0.75

rTTrTrTTTT
Radau3 ) N

—-—- Gauss4

t

21. abra. A (3.4) egyenlet megoldasa Radau3 és Gauss4d modszerrel, p(t) = arctan 2t,
A = —20 mellett, tg = —1.9 kezdeti id6vel, 7 = 0.75 lépéskozzel

Természetesen megfelelGen kis 1épéskozzel mindkét modszer jo eredményt ad.
Kisebb, mar 7 = 0.75 hosszisagu 1épéskozzel is szép eredményt produkal mindkét
modszer, amely a[2I] abran lathato.

3.3. Langgomb

Mikor az ember meggytujt egy gyufat, a gyufaszalon 1évé vegyiilet meggyullad, és
ennek égésével egy gyorsan novs langgomb keletkezik a gyufahegy koriil. A langgémb
egy kritikus szint eléréséig ég, amely utan stabilizalodik a langgémb mérete, ezt
tartja fenn az égés soran.

Ez a jelenség leirhaté az alabbi differencidlegyenlettel, ahol y(t) a langgémb
sugarat jeloli a ¢t idépontban.

y'(t) = y°(t) — y*(t)
y(0) =46

Az y? és 1 tagok a felszinbdl és térfogatbol jonnek, ¢ egy kellen kicsi paraméter, ¢
pedig a [O, 3} intervallumon fut [9]. A feladat megoldasaira lassi névekedés jellemzs
t = % ideig, ezutan egy gyors, 1-hez novekvs atmeneti fazis jellemzi a feladatot,
amely utan a megoldasok stabilizalodnak, lasd 22| 4bra. Az egyenlet kezdetben
nem merev, de azza valik ahogy a megoldés stabilizdlodik az 1 kornyékén.

(3.5)
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A stabilizalodas hosszu ideig eltarthat, ha § kellen kicsi. Emiatt érdemes na-
gyobb 7 lépéskozt valasztani, hogy a megoldés elején torténd lassu névekedésnél és az
atmeneti fazist kovets stabil résznél ne értékeljiik ki feleslegesen stirtin a kozelitést.

Megvizsgéaltuk a feladatot a Gauss4, Radau3 és az RK4 modszerekkel kiilonb6z6
lépéskozokre. Azt gondolhatnank, hogy az RK4 modszer hasonldan jol fog miikodni,
mint a két implicit modszer, hiszen az RK4 rendje megegyezik a Gauss4d modszer
rendjével. De nem ezt fogjuk tapasztalni.

l TTTTTTTTT
1_0. = Radau3
-—-- Gauss4
--- RK4
0.5 1
>
0.0 R e
i 'l
1 I
I I
v 1
1
-0.5 1
0 50 100 150 200 250 300

t

22. abra. A (3.5)) egyenlet megoldasa 6 = 0.01 kezdeti értékbdl inditva, Radau3,
Gauss4 és RK4 modszerrel megoldva, 7 = 5 lépéskozzel

A abran a 7 = 5 1épéskozzel kapott megoldasokbol latszodik, hogy a Radau3
és Gauss4 modszerek még ilyen nagy 1épéskoz mellett is szépen kezelik az atmeneti
fazist, ekkora 7 mellett abszolit elfogadhatd hibaval dolgoznak. Ezzel szemben az
RK4 modszer teljesen elfogadhatatlan kozelitést ad. Ugyan a [0, 100] intervallumon
ugyanugy szépen koveti a pontos megoldast, mint a masik két modszer, az atmeneti
fazis kbzben a modszer elromlik. A hibas 1épés utani értékek mar nem elfogadhatoak,
hiszen a megoldas negativ értéket is felvesz, ami azt jelentené hogy egy pillanatban
a langgomb sugara negativ. Nézziik meg, hogy csokkentett 7 esetén javul-e a kapott
megoldasok mindgsége.
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6=0.01,t=3,4

TTTTTTTTTTTY

4} —— Radau3

—-—- Gauss4

—0.5 A1

0 50 100 150 200 250 300
t

23. abra. A (3.5)) egyenlet megoldasa 6 = 0.01 kezdeti értékbdl inditva, Radau3,
Gauss4 modszerrel megoldva 7 = 3 1épéskozzel és RK4 modszerrel megoldva, 7 =
3, 4 lépéskozokkel

Ahogy varhatoé volt, csokkentett lépéskozokre a modszerek jobb eredményeket
adnak. A Radau3 és Gauss4 modszernél a abran szembetdnd javulds nem
igazan lathato, de megoldasaik simabb gorbét adnak. A kozelitésiik mar szigortan
1 alatt marad, ellentétben a abran latottakkal, ahol a Radau3 modszer altal
adott kozelités egy kicsit az 1 érték folé megy az atmeneti fazis végén.

Az RK4 moédszer megoldasa is javult, mar nem adott negativ értéket, de a meg-
oldéasa ettdl fiiggetleniil nem elfogadhat6. A 7 = 4 lépéskoz mellett a megoldas
az atmeneti fazis utan oszcillalni kezd. A gyakorlatban ez egy olyan langgémbot
jelentene, amelynek meérete (sugara) valtakozva hol csokkene, hol néne. A 7 = 3
lépéskozzel mar oszcillacio sincs, az RK4 megoldasa stabilizalodik, de sajnos nem a
megfelels érték koriil. Emiatt az RK4 modszernek még szigoribb lépéskdz megko-
téseket kell teljesitenie, hogy elfogadhatd kozelitést adjon. A gyakorlatban 7 < 2
lépéskodz mar elegendd volt ahhoz, hogy az atmeneti fazist jol kezelje, és az 1 kor-
nyékén stabilizalodjon.

3.4. Példa egy ujabb stabilitasi fogalomhoz
Tekintsiik a [II]-ben talalhato

(t) = —2z(t) + y(t) + 2sint

y'(t) = 998z (t) — 999y (t) + 999(cost — sin t) (3.6)

differencialegyenlet-rendszert. Megmutathato, hogy a (3.6)) rendszer altalanos meg-

oldasat az
z(t) = cre”" + coe ' +sint

3.7
y(t) = cre”" — 998cye 1% + cost (3.7)

képlet adja. A rendszer megoldasanak mindkét komponense szinte minden kezdeti
érték mellett rendelkezik egy meredek atmeneti fazissal a t = 0 id6pont kornyékén.
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A ¢; = 0 és ¢ = 0 valasztasokhoz tartozo megoldas ugyan nem rendelkezik ilyen
fazissal, de ennek ellenére a feladatot nem tudja megoldani az 6todrendi, adaptiv
lépéskozi RKF45 modszer, csak nagyon kicsi, 7 = 0.003 hosszisagu és ennél kisebb
lepéskoz mellett (lasd [11, 6.1 abra). Ez aggaszto lehet, hiszen ekkor a modszer
az x(t) = sint, y(t) = cost megoldast nem tudja jol visszaadni, ami alapb6él nem
okozhatna nehézséget.

A problémat a merev rendszerek szerkezetében kell keresni. Az ilyen feladatok
megoldéasa altalaban két vagy tobb tag Osszegére bonthatod, amelyek koziil egyesek
gyorsan (de altalaban kiilonbozs sebességgel) lecsengenek, mig a tébbi megmarad,
és kilonboz6 kezdeti feltételekbdl inditva is ehhez tartanak a megoldasok. A
rendszernél lattunk mar ilyet, ott harom komponens volt, melyek a kiilonb6z6 anyag-
fajtaknak feleltek meg. A feladatnal az e 9" tag volt a gyorsan lecsengé, a cost
és sint tagok voltak a stabil tagok. A mostani — példankban a megoldés
két gyorsan lecsengd taggal rendelkezik: et és e 190% melyek lecsengése utén az
x(t) és y(t) fliggvények a sint és cost fliggvényekhez tartanak.

A kovetkezdkben mi az x(0) = 0, y(0) = 0 kezdeti értékbdl inditott megoldast
fogjuk kozeliteni numerikusan az implicit trapéz modszerrel, a kétlépcsGs negyed-
rendi Gauss4 és az implicit Euler-modszerrel. Ekkor a pontos megoldast az

1 1
x(t) = —@e_t + @6_100(” +sint

L. 9%

N —1000¢ "
y(t) 9996 9996 + cos

t > 0 fiiggvények adjak.
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24. &dbra. A (3.6) rendszer z(t) komponensének megoldasa a [0, 10] intervallumon,
z(0) = 0, y(0) = 0 kezdeti értékbsl inditva, Gaussd és implicit trapéz modszerrel,
7 = 0.2 1épéskozzel

A[24 abrarol leolvashato, hogy mind az implicit trapéz, mind a Gauss4 modszer
az x(t) tagot jol kozeliti 7 = 0.2 1épéskoz mellett. Azonban ez az y(t) kozelitésérsl
mér nem mondhaté el. Az implicit trapéz modszer olyan oszcillacids tulajdonsagot
mutat a megoldéas koriil, amely csak hosszabb id§ alatt csillapodik annyira, hogy
az y(t) értékére elfogadhaté megoldast adjon. A 28] abran lathato, hogy t = 10
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idépontig is jelentGs az oszcillacio, emiatt alacsonyabb 7 1épéskozzel kell alkalmazni
a modszert, hogy ez a rossz tulajdonsag hamarabb megsziinjon. A Gauss4 modszer
megoldasa ugyan nem oszcillal, sima megoldast ad, de a megoldasi intervallum elején
nagyon alulbecsiili a pontos megoldas értékét. A abrarol leolvashato, hogy a
Gauss4 modszernek nem kell annyi id6, mint az implicit trapéz modszernek, hogy
a pontos megoldas kozelébe érjen, mar a t = 5 id6pontban is elfogadhatdéan kozel
keriil hozza.

21 5 —— Pontos
=== Imp. trapéz
t e
t | Gauss4

25. abra. A (3.6) rendszer y(t) komponensének megoldéasa a [0,10] intervallumon,
z(0) = 0, y(0) = 0 kezdeti értékbdl inditva, Gauss4 és implicit trapéz modszerrel,
7 = 0.2 1épéskozzel

Amennyiben csokkentjiik a lépéskozt 7 = 0.1-re, lathatova valik a 26 abran,
hogy a Gaussd és az implicit trapéz modszerek megoldasai javulnak. Az implicit
trapéz modszer megoldasa tovabbra is oszcilldl, de méar ¢ = 5 kornyékére kellGen
kozel keriil a pontos megoldashoz, a ¢t = 10 id6pontra mar a Gauss4d modszer altal
adott kozelitéssel és a pontos megoldéssal egyiitt mozog.
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26. abra. A (3.6)) rendszer y(¢) komponensének megoldasa a [0, 10] intervallumon,
z(0) = 0, y(0) = 0 kezdeti értékbsl inditva, Gaussd és implicit trapéz modszerrel,
7 = 0.1 1épéskozzel
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A Gauss4 modszer megoldéasa is sokat javul, ugyan tovabbra is alulbecsiili a
pontos megoldast az elején, de mar csak sokkal révidebb intervallumon, és a ¢t = 2
idépontot elérve a Gaussd kozelitése a pontos megoldas egy sziik kornyezetébe ér.

Amennyiben a feladatot az implicit Euler-modszer segitségével oldjuk meg 7 =
0.2 1épéskozzel, lathatjuk a abran, hogy a modszer megoldasa nem rendelkezik
az implicit trapéz vagy a Gauss4 modszerek kozelitéseinek hibaival. Az IE modszer
7 = 0.2 lépéskozzel nagyon pontos megoldast ad, pontosabbat mint a masik két
modszer, annak ellenére, hogy fele, illetve negyed akkora renddel bir, mint a mésik
kettd.
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27. abra. A (3.6 rendszer megoldasa a [0, 10] intervallumon, z(0) = 0, y(0) = 0
kezdeti értékbdl inditva, IE modszerrel megoldva, 7 = 0.2 1épéskozzel

Ami még lenytigdz6bb, hogy nagyobb 1épéskozzel, még 7 = 0.5 mellett is elfogad-
haté a modszer kozelits megoldasa, ahogy a[28 abran lathato. Ekkora lépéskozzel
méar kevéshé mozog olyan szorosan a kapott megoldas a pontos megoldas mellett,
mint az el6z6 példaban, de a korabbi megoldasokhoz képest még igy is jobb ered-
ményt produkal 2.5-szer nagyobb 1épéskoz mellett.

7=0.5
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28. abra. A (3.6 rendszer megoldasa a [0, 10] intervallumon, z(0) = 0, y(0) = 0
kezdeti értékbdl inditva, IE modszerrel megoldva, 7 = 0.5 1épéskozzel
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Minek koészonheti az ITE modszer a jo kozelitéseket? A modszer az A-stabilitas
mellett teljesit még egy stabilitasi tulajdonsagot, miszerint minden A € C, Re A < 0
esetén a z = T szamokra |z|— oo esetén R(z) — 0, vagyis a modszer stabilitasi
fiiggvényének értéke tart a 0-hoz, ahogy a z nempozitiv valos résszel rendelkezé
komplex szam hossza tart a végtelenhez. Az A-stabilitas mellett ezt a tulajdonsagot
teljesité modszereket L-stabil modszereknek hivjuk. Az L-stabil médszerek jobban
kezelik az dtmeneti fazisokat, kevesebb hibat halmoznak fel, mint mas modszerek.
Ezt mi az el6bb lattuk is, az [E modszer L-stabilitasa megmagyarazza a jelenséget.

Az L-stabilitas vonzo tulajdonsag lehet ezutan, de ahogy a [11] 6.18 rendszer IE
modszerrel kapott numerikus megoldéasan lathato, (lasd [I1], 6.5 abra) a kozelités
tart a 0-hoz, mikozben a pontos megoldas nem cseng le. Emiatt a médszer megoldasa
elfogadhatatlan. Ezt a rossz tulajdonsagot mar a harmonikus rezgémozgés példajan
is lattuk.

3.5. Konkluzio

A gyakorlati példakbol levonhatd elsé és legfontosabb tanulsag az, hogy érdemes
a feladatokat elemezni a numerikus megoldasuk el6tt. Hasznos elGszor révidebb
intervallumokon megoldani a problémékat, hogy latszodjanak a modszerek megol-
dasainak tulajdonséagai, pozitivumai, hatranyai. Igy nem pazarlunk el sok idét arra,
hogy hosszi intervallumon oldjuk meg a feladatokat, anélkiil, hogy garantalhato len-
ne a jo kozelitd megoldés. Fontos, hogy nem feltételezhetjiik, hogy egy méar koréabbi
példéan jol miikods numerikus modszer a kivetkezs feladaton is hasonl6é pontossaggal
fog miikodni. Ezt a korabbi példék jol tanusitjak. Végss soron merev feladatoknél
érdemes az implicit modszerekkel probélkozni, ahogy azt lattuk az elméleti részben,
mivel csak ezek a modszerek lehetnek A-stabilak. Tovabba a dolgozatban bemu-
tatott példak is megmutattak, hogy az explicit modszerek csak jelentGsen kis 7
lépéskozzel adnak jo kozelitést merev feladatokon.
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Osszefoglalas, kitekintés

A szakdolgozat elsd fejezetében bevezettiik a Runge-Kutta-modszereket és azok kon-
zisztenciajanak ill. konvergenciajanak a rendjét. Elemeztiik ezeket a modszereket
explicitségiik és implicitségiik alapjan, megallapitottuk az egyes elényeiket és hat-
ranyaikat. Az elméleti részben bevezettiik a stabilitési fliggvény, abszolut stabilitas
és A-stabilitas fogalméat. Megallapitottuk, hogy az explicit Euler-modszer nem, de
az implicit Euler-modszer A-stabil. Megmutattuk, hogy az f-modszer is A-
stabil § > % esetén. Altalanos képletet adtunk a modszerek stabilitasi fliiggvényeire,
amellyel explicit moédon fel tudtuk irni a modszerek stabilitasi fiiggvényeit anél-
kiil, hogy a Dahlquist-féle linearis tesztegyenletre alkalmaztuk volna 6ket. A
kovetkezménnyel megallapitottuk, hogy az explicit Runge-Kutta-modszerek nem le-
hetnek A-stabilak, az ilyen stabilitasi tulajdonsagi modszereket emiatt az implicit
modszerek kozott kerestiik. A Padé-approximaciok bevezetésével altalanositottuk az
A-stabilitast, egy-egy modszer helyett egész modszercsaladok stabilitési tulajdonsa-
gait tudtuk meghatarozni. Az exponencialis fiiggvény Padé-tablajanak segitségével
meg tudtuk hatarozni az A-stabil fliggvényeket, és ennek alapjan belattuk, hogy
a Gauss—Legendre és a Radau modszerek is A-stabilak. Az utolso fejezetben tobb
példat is mutattunk merev feladatok numerikus megoldaséra, és lattuk, hogy nem
mindig egyértelmi, mely modszerek lesznek hatékonyak egy adott példan.

A szakdolgozatban szamos kapcsolédo témakorrsl nem esett szo, ilyenek példaul
a stabilitasnak kiillonb6z6 esetei: B-stabilitds, L-stabilitds, A(«)-stabilitds, merev-
stabilitas. Az A-stabilitas altalanositasa, az AN-stabilitas is a szakdolgozat té-
makoréhez kapcsolodik. Ez nem mas, mint az A-stabilitas olyan &altalanositasa,
amely az id6fiiggs A(t) egytitthatoja Dahlquist-féle tesztfeladathoz kotsdik. A Padeé-
approximaciokkal mi a szakdolgozatban csak a felszint siroltuk, azonban szamos
olyan témakor van, amely ebbdl indul ki, mint példaul a rendcsillagok. Nem volt sz6
a tobblépéses modszerekrdl, viszont ezekre ugyanugy lehet definialni az A-stabilitast.
Fontos eredmény, hogy a Runge-Kutta-modszerekkel szemben, ahol nincs felsé hatéar
egy A-stabil modszer rendjére, a linearis tobblépéses modszereknél van ilyen: Dahl-
quist rendtétele kimondja, hogy egy linearis tobblépéses A-stabil mddszer rendje
legfeljebb 2 lehet.
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