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Koszonetnyilvanitas

A teljesség igénye nélkiil szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek Pékob tanar drnak a
kifogyhatatlan tiirelméért, szakmai segitségéért, biztatasaért, tovabba Bubinak a technikai
utmutatasaért, amelyekre végig szamithattam.



Osszefoglald

Legyen G egy véges csoport. Jeldljiik ¢(G)-vel az elemek rendjeinek 6sszegét G-ben,
vagyis:

geG

Legyen |G| = n, ¥(n) = ¥(Z,), ahol Z, az n-ed rendii ciklikus csoport. Tovabba
V' (G)-vel ¥(G) és 1p(n) hanyadosét, azaz:

»(G)
b(n)

Nem meglepden a legnagyobb 1 értéke adott rendii csoportok kozott a ciklikusnak
van, tehat ¢/(G) < 1. Ezen ¢’ fiiggvény nagy értékeit fogjuk vizsgalni.

V(@) =

A szakdolgozat f6 eredménye

Legyen ¢/'(G) > 3, ekkor G izomorf:

(1) Zn

(1) Zs % Zo

(1) @s

(IV) M My, ("modular maximal-cyclic”)
(V) Zyr—1 X Zy

csoportok valamelyikével, vagy annak egy hozzad relativ primrendi ciklikus
csoporttal vett direkt szorzatdval. A (II) esetben limy o ¢/(G) = 7, felilrdl, a

(IIT) esetben ¢/(G) = 2%, a (IV) és (V) esetekben azonos k-ra ugyanazt az értéket

kapjuk, emellett limy_, ¢'(G) = 3 ugyancsak feliilrél. A fentebb sorolt hatdrértékek

a legnagyobb torlédasi pontjai ¢'-nek, viszont nem allnak el egy konkrét G-re sem

' (G)-ként.



Bevezetés

Ebben a részben az altalunk hasznalt fontosabb fogalmakat fogjuk definidlni, illetve
tételeket kimondani.

Sylow tételek

Definicié: Legyen G véges csoport és p egy primszam. Azon H < G
részcsoportokat, amelyek rendje p-nek hatvanya, indexiik pedig nem oszthato
p-vel, p-Sylow részcsoportoknak nevezziikk. A G csoport p-Sylow részcsoportjainak
halmazat Syl,(G)-vel jeloljiik.

Sylow tételei
Legyen G véges csoport és legyen p osztéja |G|-nek, ekkor:

(1) G-nek van p-Sylow részcsoportja.
(2) A p-Sylow részcsoportok egymads konjugaltjai.

(3) A p-Sylow részcsoportok, sét barmilyen ¢-ra ami p-nek hatvanya, és |G|-nek
osztéja, a g-ad rendii részcsoportok szama kongruens 1-gyel modulo p.

Schur-Zassenhaus tétel

Legyen G véges csoport, és legyen N < G. Tegyilk fel, hogy |[N| = n és
|G : N| = m relativ primek. Ekkor G tartalmaz m-ed rendii részcsoportot, (ami igy
N komplementuma) valamint ezek mind konjugaltjai egymésnak.

A tétel bizonyitassal egyiitt megtalalhaté: [1] (9.1.2-es tétel).

Megjegyzés: Az ilyen N részcsoportokat Hall-részcsoportoknak is szokas nevezni,
nyilvan minden Sylow-részcsoport egyben Hall-részcsoport is.

Szemidirekt szorzat

Mese

A szemidirekt szorzat a jol ismert direkt szorzat egyfajta altalanositasa. Legyen
G := G71 x Gy direkt szorzat, ennek (vagyis GG) elemeire gondolhatunk gy, mint
(g1, 92) rendezett parokra, ahol g1 € G; és g € (G5, amikkel a miiveleteket
koordinatéanként kell végezni, vagyis (g1,,92,)(915,92,) = (91, * 915592, - G2,), ahol
az elvégzend6 miiveleteket mar ismerjik Gy, illetve Gy szorzasi szabdlya alapjan.
Figyeljiik meg, hogy G és G5 csoportok megtalalhatéak a szorzatban (g; € Gy, 1)
és (1,92 € G3) alakban, ezért a definiciét atfogalmazhatjuk gy, hogy jelentse



(9117921)(9127922> a (9117 1)(17921)(9127 1)(17922) szorzatot, és erre gondoljunk ugy,
hogy ez a g1, - g2, - g1, - g2, elem G-ben. Ez majdnem jé nekiink, de mi azt
szeretnénk, hogy a dolog inkdbb ¢, - g1, - go, - g2, alakban legyen, (formalisan ekkor
lehet tgy zardjelezni, hogy minden miivelet elvégzésekor minden tag legalabb az
egyik koordindtdjaban 1 szerepeljen), ehhez viszont ki kell cserélni egy G és egy
Ga-beli elemet. A direkt szorzatnél, ez minden tovabbi nélkiill megtehetd, vagyis
a G és (9 elemei egyméssal kommutalnak. Ez az, amit a szemidirekt szorzatnal
nem tesziink fel, hogy feltétlen igy van, helyette megadunk egy szabalyt, hogy ezt
hogyan szabad (azaz hogyan kell konjugédlni egyik csoport elemeit a mésik csoport
elemeivel G-ben). Itt sziikségiink lesz ra, hogy a konjugélas az egyik csoportbél nem
vezet ki, vagyis normélis, majd ezzel a tudéssal felvértezve mar olyan alakra hozzuk
a fentebbi 4-tagu szorzatokat, hogy el lehessen végezni a szorzast.

Formalis definicio

Legyenek N és H csoportok, illetve d : H — Aut(N) egy tetszileges
homomorfizmus. Legyen most G csoport alaphalmaza az (n,h) rendezett parok,
ahol n € N, h € H, a szorzasi szabdly pedig:

(nbhl)(n27 hz) = (nl -ng(hl), hy - hz)

G-t N és H szemidirekt szorzatanak nevezzik, és N xy H-val jeloljiik, (az indexbdl
a U-t esetenként elhagyva).

Megjegyzések
Jelolés:
N* = {(n,l) :neN} és H* = {(1,h);heH}

G valéban csoport.
G-ben N = N* normélis részcsoport, amelynek H = H* egy komplementuma.
Ha ismerjik N-t, H-t, és ¥-t, akkor G egyértelmi.

A ¥ éppen azt irja eld, hogy hogyan konjugéljuk N* elemeit H* elemeivel,
specidlisan ha 9 képe mindenhol az identitdas (€ Aut(lV)), akkor a direkt
szorzatot kapjuk vissza.

Kovetkezmény: Ha egy G csoportban van egy N normalosztd, s6t ennek még
valami H komplementuma is van G-ben, akkor G = N x H, azért, mert kivdlasztjuk
¥-nak a H elemeivel val6 konjugaldst N-en, és készen vagyunk, visszakapjuk G-t.

Kovetkezmény: A Schur-Zassenhaus tétel feltételei mellett, G el6all NV és alkalmas
H szemidirekt szorzataként.



1. Fejezet

Ebben a részben kozoljik [2] kicsit feldolgozott eredeti bizonyitasat arra,
hogy n-ed rendli csoportok koziil mindig pontosan a ciklikusnak maximalis a
Y-je, ahol ¥(G) = > qo(g). Ezzel a cikkel kezdddott a ¢ vizsgélata.
Megjegyezziik, hogy ez az eredmény, az altalunk hasznalt eszkozokkel, kello
bevezetés utan gyorsan kijon. A ¢ fiiggvényt csoportok részhalmazaira is
kiterjesztjik v(U C G) = deUCG o(g)-ként, ahol U a G véges csoport egy
tetszoleges részhalmaza. Nyilvan ennek akkor van csak értelme, ha nem csak U,
de G is meg van adva.

Lemma 1.1

Legyen P € Syl (G), és tegyiik fel, hogy P <G és még ciklikus is. Legyen x € G,
és jelolje m Px rendjét G/ P-ben. Ilyenkor ¢(Px) < mw(P), és pontosan akkor van
egyenldség, ha x € Cg(P).

Bizonyitas: Mivel van olyan homomorfizmus (nevezetesen a P-vel valé
faktorizéalds) ahol = képe m-ed rendii, = rendjét osztja m, jeldljik o(x)-et mg-val.
Ekkor ¢ = o(2™) tovabba 2™ € P , mert (Pz)™ = 1 G/P-ben, tehat ¢ hatvdnya
p-nek. Ugyanakkor m osztja |G/P|-t, tehat m és g relativ primek, ezért létezik
0 < n € Z, amire gn = 1 mod m. Marmost o(z?) = m, legyen y = (x9)", tgy, hogy
o(y) = m, mert n és m relativ primek. Emellett Py = Pz?" = (Pz)?™ = Pz, (a
kozépso egyenloség azért igaz, mert feltettiik, hogy P normadlis, a jobb oldali meg
mert emellett gn = 1 mod m), sét mivel P kommutativ, y pontosan akkor van benne
P centralizatoraban, ha x is, mert = 2%z~ ahol 29" = y, 279" pedig P-beli.
Ezzel a felkidltassal kicseréljiik z-et y-nal, és feltessziik, hogy o(x) = m.

Pz minden eleme felirhaté ux alakban, valamilyen v € P-re, azt allitjuk, hogy
o(uzr) < mo(u), tovdbba az egyenlség pontosan akkor teljesiil, ha x és u kommutal.
Mivel P ciklikus, (u) karakterisztikus P-ben, ezért (u)<G, és (u)(x) egy részcsoport.
Egy ux elemére (u)(x)-nek igaz, hogy o(uz) < |(u)(x)| = mo(u). Ugyanakkor, ha
egyenldség &ll fenn, abbdl az kovetkezik, hogy (u)(x) ciklikus, tehat x € Cg(u).
Megforditva, ha kommutél x és u, mivel (o(z),0(u)) = 1, o(ux) = o(u)o(z) = mo(u)

Y(Px) = Z o(ux) < Z mo(u) =m Z o(u) = myp(P).

ueP ueP ueP

Egyenléséggel pontosan akkor, ha x felcserélheté Vu € P-vel, magyaran, ha
S Cg(P ) ]

Kovetkezmény 1.2 Legyen P € Syl,(G), P ciklikus, és normalis.  Ekkor
U(G) < Y(P)Y(G/P), egyenléséggel pontosan akkor, ha P centralis G-ben.



Bizonyitas: Legyen o(Px) a Px € G/P rendje. Az iménti lemma értelmében
P minden mellékosztalyara:

@) = Y WwPr)< Y oPe)p(P)=4(P) Y o(Px) =4(P)y(G/P).

PzeG/P PzeG/P PzeG/P
Lathatéan ¢(G) < ¢(P)yY(G/P), és Lemma 1.1 értelmében pontosan akkor van
egyenldség, ha Vo € Cg(P) O

Lemma 1.3

Legyen 1 < n € Z legnagyobb prim osztéja p, ekkor p(n) > n/p.

Bizonyitas:
o(n) r—1 r—1 1
LS > N
n H T H r p
r|n prim 2<r<p
Felszorzunk n-nel és a kivant egyenlotlenséget kapjuk. O]

Kovetkezmény 1.4 Legyen C > 1 egy ciklikus csoport, és legyen p a legnagyobb
prim osztéja C rendjének. Ekkor (C) > |C|*/p

Bizonyitas: Osszesen ¢(n) darab n-ed rendii eleme van C-nek, ahol n = |C|
ezért Y(C) > np(n) > n?/p, ahol az elsé egyenlStlenség azért szigori, mert az

egységelemet még nem szamoltuk (lehet, hogy mést se, de azt biztos nem). O
Tétel 1.5

_ , ey — Y6 _
Legyen |G| = n > 1, és legyen ¢/'(G) = W’ ahol ¥(n) = ¥(Z,), ekkor

' (G) < 1, egyenldséggel pontosan akkor, ha G ciklikus.

Bizonyitas: Legyen C' n-ed rendi ciklikus, és tegyiik fel, hogy G szintén n-ed
rendd, valamint, hogy ¥(G) > ¥(C). Azt kell megmutatni, hogy G ciklikus, ezt
indukcioval fogjuk csindlni, az n = 1 eset pedig teljesen trividlis.

A G-beli rendek atlaga az 1.4-es kovetkezmény miatt:

U(G) _ () _nP/p

> > _n
E nop




Mivel az egységelem rendje atlag alatti, van olyan elem is, aminek &tlag feletti,
vagyis 1étezik © € G : o(x) > n/p. Tehét |G : (z)| < p, ezért () tartalmaz p-Sylow
részcsoportot, ami még ciklikus is, ezt nevezziik el P-nek. Nyilvan minden elem
felcserélhet6 a hatvanyaival, ezért (z) C Cu(P) € Ng(P), ezért |G : Ng(P)| < p,
ezért a Sylow tételek miatt P < G. Most el lehet stitni az 1.2-es kovetkezményt:
U(G) < Y(P)yY(G/P), egyenloséggel pontosan akkor, ha P centralis G-ben.

Legyen () a p-Sylow részcsoportja C-nek. Vegyiik észre, hogy P = (), mert
azonos rendtiek, és ciklikusak, ezért 1(P) = (Q). Ezeket képletbe irva:

V(P)YO(G/P) = ¢(G) = ¢(C) = p(Q)¥(C/Q)

Osszuk le a bal és jobb oldalt is ¢¥(P) = ¥(Q)-val, {gy v(G/P) > ¥(C/Q).
Most tamaszkodunk az indukcids feltevésre, mert C'/Q) és G/P azonos rendiek,
és ez a rend n-nél kisebb, tehat G/P ciklikus, tehiat G/P = (C/Q, emiatt
W(G/P) = ¢(C/Q). Ebbdl adéddan a fenti egyenlétlenség-kigyéban mindeniitt
egyenloségek vannak, de ekkor P centrélis kell legyen G-ben az 1.2-es kovetkezmény
miatt.

Mivel P centralis és G/P ciklikus, ezért G kommutativ, és mivel P egy Sylow
részcsoport, ezért G = P x (G/P), ahol relativ prim rendd ciklikusokat direkt

szorzunk, tehat a szorzat, vagyis G is ciklikus, és ezzel a bizonyitas végére is értiink.
H



2. Fejezet

Ebben a fejezetben a 1, illetve v’ kiszamitdsahoz hasznos lemmadkat térgyalunk,

ahol legyen 1(n) = (Z,), illetve ¢/(G) = %

Lemma 2.1

Legyenek G; és Gy relativ prim rendii csoportok.  Ekkor ¢ (G; x Gy) =
¥ (G1) ¥ (Ga).

Bizonyitas: Legyen g := (g1, ¢92) € G1 X G, ekkor o(g) = LKKT(g1,92) (ahol
LK KT legkisebb kozos t6bbszorost jelent), ugyanis mindkét koordindtaban 1-nek
kell szerepelnie. Mivel |G| és |Ga] relativ primek, automatikusan o(g;) és o(gs) is
az, ami miatt a legkisebb kozos tobbszoros a szorzat, vagyis:

P(G1 % Ga) = Z o(gr)o(gz) = Z o(g1) Z 0(g2) = (G1)Y(Ga)

91€G1,92€G2 g1€G1 92€G2

Lemma 2.2

Legyen G = P x F, ahol P egy ciklikus p-Sylow részcsoport, és |F| > 1. Ekkor
f € F (konjugdldssal) hat P-n, mégpedig Vf € F-re ez a hatds vagy trivialis, vagy
(az egységelemtdl eltekintve) fixpontmentes.

Els6 bizonyitds: Legyen a olyan, hogy (a) = P. Tegytk fel, hogy f € F
se nem trivialisan, se nem fixpont mentesen hat, ez azt jelenti, hogy bar a-t nem
feltétlen, de annak valamilyen hatvdnyéat fixen hagyja. Legyen faf~' = aF, és
legyen a fix pont a?, ekkor a® = fa®f~! = a®*, tehdt kx = x (mod q), ahol ¢ = |P|.
Ebbél adédban (k — 1)z = 0 (mod g), viszont ilyen k-bdl, ha x # 0  darab van,
és csoportot alkotnak, aminek a rendje p hatvanya, relativ prim |F|-hez, teh&t F-
bol csak a trividlis homorfizmus vezet ide vagyis tényleg minden f trividlisan vagy
fixpontmentesen hat. 0

Masodik bizonyitas: Mivel egy fix pont Gsszes hatvanya is fix, ezért ha van
Y(f)-nek fix pontja, akkor a p-ed rendii elemek fixek, mert azok (az egységtol
eltérd) tetszéleges elemnek a hatvanyai. Ez ekvivalens azzal, hogy az egyik p-ed
rendi elem fix, azaz van olyan f, aminek a képe egy p-ed rendii elem stabilizator
részcsoportjdban van. Egy p-ed rendii elem pélydjanak mérete p — 1, Aut(P)-nek



pedig (p — 1)]%7 ahol ¢ = |P| igy az orbit-stabilizator tétel miatt f-nek egy
p-csoportban kell homomorfan landolni, ekkor ¥(f) csak az egység lehet, mert
ptIF]. O

Lemma 2.3

Tegyiik fel, hogy G = P x F', ahol P egy ciklikus p-Sylow részcsoport, és |F| > 1.
Ekkor:

(1) Legyen x € F,u € P és o(x) = m, ekkor m a legkisebb pozitiv szdm, amire
(uz)™ € P.

(2) Hawu € Pz € K < F, ahol K a szemidirekt szorzat 9-janak magja, akkor
o(uz) = o(u)o(x).

(3) Hawue Pésxe F\K, akkor o(uzx) = o(x)

Ebbél adédéan:
(@) = 9(P)o(K) + [Pl (F\K)

Bizonyitasok:
(1) Mivel P<G ezért (ux)™ = u'z™ valamilyen v’ € P-re, de mivel z, sét, z minden
hatvanya € F', ami komplementuma P-nek, u'z™ pontosan akkor eleme P-nek, ha
™ =1.
(2) Ez a része a csoportnak, P x K-ként viselkedik, hiszen itt a ¢ trividlis, és mivel
P egy p-Sylow részcsoport volt, alkalmazhatjuk a 2.1-es lemmat.
(3) Tudjuk (1)-bol, hogy (uz)™ € P, nézziik most az 1 = [(ux)™, uzx] = [(ux)™, x]
egyenléséget, ahol [a,b] := aba~'b™' (a és b kommutdtora), mivel mindenki
felcserélheto a hatvanyaival igaz a bal oldali egyenloség, a jobb oldali pedig azért,
mert (uz)™ € P, ami kommutativ, igy felcserélheté u € P-vel, ezért:

(ux)™ vz - (uz)™™ - (uz) ' =wu- (ux)™ 2 - (ux)™™ 27wt

Na most err6l még mindig tudjuk, hogy 1, de a jobb oldal nem mas, mint [(ux)™, x],

viszont a konjugdlds tartja a rendet, azaz [(uz)™, z] még mindig 1 tehdt (uz)™, és
x kommutdl, de feltettiikk, hogy = nem ¢ magjaban van. FEzért a 2.2-es lemma
szerint csak az egységgel kommutédl P-bol, vagyis mivel (1) szerint (uz)™ € P ezért
(ux)™ =1 O

Kovetkezmény 2.4 Legyen G = P x F, ahol |P| és |F| relativ primek. Ekkor a
lehetséges G csoportok kozil annak van legnagyobb v értéke, amikor a 1 trivialis,

vagyis amikor G = P x F.

Bizonyitas: Az el6z6 lemma adta képlet alapjan csak azt kell bebizonyitani,
hogy ¢(P) > |P|, de hét ez teljesen triviélis. ]

8



Lemma 2.5
Legyen n = [[I_, pi*, ekkor:

o) =T (@F —p ) o+ + (= D pi+1)

=1

T 2k+1 T 1
_ 2
_.11 pz+1 HH(MH)(U?““)'

)

A 2.1-es lemma miatt elég Z,, Sylow részcsoportjait vizsgalni, majd ezek 1-jét 6ssze
lehet szorozni, ezzel a képlet eleji produktumot megindokoltuk. Egy Z,-nak, ahol
q = p*, az elemei kozt van g-ad rend{ibdl (q), %—ed rend{ibol go(%), stb, igy kapjuk
a fenti képletet. O



3. Fejezet

Most adunk a 2. fejezetben bevezetett lemmak segitségével egy gyorsabb bizonyitast
arra, hogy:

Tétel 3.1
Ha G nem ciklikus, akkor ¢/(G) < 1.

Bizonyitas: Indukciéval fogunk dolgozni, |G| = n legnagyobb prim osztdjara
nézve.

(I) Az indukciénk akkor miikédik, ha G nem egy p-csoport, ezért azokat el6szor el
kell intézni. 2.5-0s lemma alapjan:

P41 > p? Pt 2k—1 ko k—1
p+1 p+1
ahol a jobb oldal feliilrl becsli egy nem ciklikus p* rend csoport 1-jét, mert

minden elem rendje legfeljebb p*~! és p* elem van. Ezzel a p-csoportok esete kész,
mostantol feltessziik, hogy G-nek van legalabb 2 kiilonb6z6 prim osztéja.

w(Zp’“> =

(IT) Indirekt bizonyitassal haladunk tovabb és olyan G-ket vizsgalunk, amiknek nincs
centrélis p-Sylow részcsoportja, hiszen a 2.1-es lemma értelmében ilyen esetben a
1-ket Ossze lehet szorozni, s6t ugyanugy a 1’-ket is, tehat ha egy ilyen szorzat ¢’
értéke 1-nél nem kisebb, valamelyik tagnak mar 1-nél nem kisebb volt, és nekiink
elég azt megtaldlni. Legyen |G| legnagyobb prim osztéja q. Nézziink most G-ben

egy g-Sylow részcsoportot, ezt jeloljikk @-val. Ha ) nem ciklikus, akkor minden

G 2
elem rendje osztja u—t, tehat ¥(G) < IGF viszont az 1.4-es kovetkezmény alapjan

ciklikus G-re ez nagyobb, tehat @) ciklikus. Ha @ ciklikus, de nem normalis, legyen

G|

g € G, agy, hogy o(g) 1 ’——t, ekkor g egy alkalmas hatvanya generdl egy ¢-Sylow

részcsoportot. A hatvanyaival mindenki felcserélheto, igy g centralizal egy ¢-Sylow
részcsoportot, ami miatt annak normalizatoraban is automatikusan benne lesz.
Feltettiik, hogy () nem normalis, igy a Sylow tételek miatt van legalabb ¢+ 1 darab
g-Sylow részcsoport.  Ebbdl adéddan egy ¢-Sylow részcsoport normalizatoranak
indexe legaldbb ¢ + 1, hiszen a normalizdtor indexe éppen a konjugéltak szamaval
egyezik meg, az orbit-stabilizdtor tétel miatt. Méarmost azt kaptuk, glogy (g)

Gl

G
——, tehat ezuttal is ¢(G) < ——, vagyis
| U(G) < ey

»(G) < Y(|G]) az 1.4-es lemma miatt. Mostantol feltehetjiik, hogy @ ciklikus és
normalis.

indexe legalabb ¢ + 1, vagyis o(g) <

10



(IIT) Teljestilnek a Schur-Zassenhaus tétel feltételei, emiatt lesz komplementuma
Q-nak, azaz G = ) x F',| alkalmas F-re (ami nem a trividlis csoport, hisz feltettiik,
hogy G-nek van legaldbb 2 prim osztdja). A 2.4-es kévetkezmény miatt ekkor (G)
pontosan akkor maximélis, ha a szemidirekt szorzat ¥-ja trivialis, azaz G = Q x F,
és ezért haszndlhatjuk a 2.1-es lemmét, ami szerint ¢(G) = ¥(Q)Y(F). Ebbdl
adédéan mivel Q) megbeszéltiik, hogy ciklikus, akkor lesz maximalis ¢(G), ha (F)
maximaélis, erre viszont elsiithetjiik az indukciénkat, mivel ¢ volt G legnagyobb prim
osztdja, ezért F' legnagyobb prim osztdja kisebb kell legyen, vagyis ¢(F') pontosan
akkor maximaélis, ha F ciklikus, ¢(G) pedig, ha G = @ x F, de hat ez pont azt
jelenti, hogy G is ciklikus, és ezzel kész vagyunk. Megjegyezziik, hogy legnagyobb

prim helyett prim osztok darabszamara is teljesen jol miikodik ugyanez az indukcio.
O

11



4. Fejezet

Ez a szakdolgozat f6 része, ezen fejezet célja az Osszes olyan G véges csoport
osztélyozdsa, amelyre ¢'(G) > 3. Ennck f§ eszkoze az elébbi fejezetben is latott
masinéria lesz. Megjegyezziik, hogy 1(G) minden G-re paratlan, mert a masodrendii
elemek nem befolyasoljak a paritast, a legalabb 3-ad rendii elemek parba allithatok
inverziikkel, igy péaros sokan vannak, az egységelem, pedig egyediil. Emiatt ¢/(G)
soha nem lesz pontosan 3, igy ¢'(G) > % ckvivalens ¢/(G) > 3-del. Ugyancsak ezért
4

= sem 4ll el6 ¥(G)-ként semmilyen G-re. Kizédrdlag véges csoportokkal dolgozunk,

igy nem fogjuk ezt mindig odairni.

A 2.1-es lemma kovetkezményeképp, tetszdleges csoportot fel lehet direkt szorozni
egy relativ prim rendi ciklikussal, anélkiil, hogy a 1)’ valtozna. Ezt nem tekintjiik
lényegesen kiilonbozé esetnek, igy a tovabbiakban feltessziik, hogy G-nek nincsen
centrélis Sylow részcsoportja. Az olvasé most tiltakozhatna, hogy ha G egy direkt
szorzat, de egyik komponens sem ciklikus, az igenis egy kiilon eset, viszont [3] {6
eredménye szerint, ilyenkor a komponensek v/-je mar egyenként legfeljebb -~ ezért

11°
a szorzat ¢'-je < % < %

Lemma 4.1

Ha ¢/'(G) > 5 = 2 osztja |G-t

Bizonyitas: Legyen p a legkisebb prim osztdja |G|-nek. Ekkor [5] Theorem B.
alapjan ¢/(G) < f(p), ahol:

(P*—p+1)(p+1) !

valamint pontosan akkor van egyenl6ség, ha G = Z, x Z, x Z;, ahol (k,p) = 1. Ebbdl
addédéan ha ¢/(G) > 3 = G legkisebb prim osztéja 2. O

Lemma 4.2
Legyen |G| = n legnagyobb prim osztdja g, tovabbd Q) egy ¢-Sylow részcsoportja
2

G-nek. Ha @ nem ciklikus és normélis is, akkor ¢(G) < n
q

Bizonyitas: Legyen ) egy g¢-Sylow részcsoportja G-nek. Ha @) nem ciklikus,
2
»(G) < " Ha () ciklikus, de nem normalis, akkor az olyan g € G elemek,

amelyek rendje nem osztja Z2-t egy alkalmas hatvanya egy ¢-Sylow részcsoportot
general. A hatvanyaival mindenki felcserélheto, ezért g benne van egy ¢-Sylow
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centralizatordban, ettél automatikusan a normalizatoraban is. A Sylow tételek
miatt, ha () nem volt normalis, akkor van legaldbb ¢+ 1 konjugéaltja. A konjugaltak
szama megegyezik a normalizator indexével, az orbit stabilizator tétel miatt. Ebbol

adddéan (g) indexe legalabb ¢ + 1 vagyis o(g) < 2 tehat (@) tovabbra is felilrol
2

becsiilheto n——val. O]
q

Lemma 4.3

Legyen ¢ a legnagyobb prim osztéja |G| = n-nek. Ha ¢/(G) > 3 és ¢ > 3, akkor a
q-Sylow részcsoport ciklikus, és normalis G-ben.

Bizonyitas: A 2.5-6s lemma alapjan:

Pi
Y(n) > n? —

i+ 1
piza Pi T
ahol p;-k primek. Az el6z6 lemma adta becslés azt mondja, hogy ha a ¢-Sylow nem

ciklikus, vagy nem normalis, akkor:

1<i<q

it1  q

Ezeket osszevetve nyilvanvaléan a masodik produktum értéke gyorsabban csokken,
mert amikor ¢-t kicseréljik a kovetkezé prim szamra, a masodik produktumot
tobb és kisebb szammal szorozzuk. Ebbol kovetkezik a két becslés hanyadosanak
monotonitasa. Na mar most, ha ¢g=>5, akkor az el6bbiek alapjan:

2
= 12

1
"G<25==<=

a monotonitas miatt pedig a bal oldali emeletes tort nagyobb primekre csak kisebb
lesz, és ezzel a lemmat belattuk. O

Lemma 4.4

Tegyiik fel, hogy G = @ x F', ahol @ egy ciklikus ¢-Sylow részcsoport, és |F| > 1.
Ekkor a 2.3-as lemma alapjan:

U(G) = Y(Q)Y(K) + QY (F\K)

F
ahol K a szemidirekt szorzat ¥-janak magja. Azt allitjuk, hogy ¥(K) < ¢l |)

3
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Bizonyitas: A tulajdonsiaga miatt K < F, de nekiink most az is elég, hogy
részcsoport. Ebbdl adédéan K-nak van indexe F-ben, ami legalabb 2. Amint
K méretét mér rogzitettiik, tudjuk, hogy pontosan akkor maximalis (K), ha K
ciklikus, és mivel mi a legnagyobb -jii K-t keressiik, ezt mostantol feltessziik. Ha
K indexe p prim, akkor 1(n) képlete alapjan:

w(K)_p2’“’1+1<p+1_ p+1 -
O(|F))  p*H+1 - pd+1 (p+1)@*—-p+1) —

Ha K indexe nem prim, hanem m = [] pﬁ" akkor hasonléan 1(n) képlete alapjan:

1
3

VE) et _pt il ptl p+1 _1
W(F1) pott 41 P+l T PP+l (p+ (P -p+1) T3
O
Lemma 4.5
Legyen ¢ prim és r > 1. Legyen @ ciklikus csoport, amire || = ¢". Ekkor:
1
V(@) q-1
Q| 1
(2) Har > 2, akkor <
V(@) ¢ —q

Bizonyitasok:

(1)
Q@ _ @  _ale+1) _ g(g+1) __a  _ 1
P(@ & +1 T F+1 (@P—g+D(e+]l) F#-g+1 g-1
q+1
(2) , ,
Q@ __ a  _ g+l ¢*(g+1) _
(@) LT @+l (=@ —g+1)(g+ 1)
q+1
2
1
¢+ —q+1l g
O
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Tétel 4.6

Legyen |G| = n legnagyobb prim osztéja ¢ > 7. Ekkor ¢/(G) < %

Bizonyitas: A 4.3-as lemma miatt a ¢-Sylowja ciklikus és normalis G-nek. A
Schur-Zassenhaus tétel feltételei teljestilnek, igy G = Q) x F'; ahol @) ciklikus g-Sylow
részcsoportja G-nek. Ekkor a 2.3-as lemma, és ¢/(G) definiciéja miatt:

L @) B@QuE)  QINEE)
VG = 508N = wQwED) T oQe(E):

A 4.4-es és 4.5 (1)-es lemmaékat felhasznalva mivel ¢ > 7 a kdvetkezét kapjuk:
1

GQUK) | Q(F\K) _ w(K) _ 1ol 1. 1
HQUIF) T w@u(F) " w(F) T w@ “3 T g-1

IN
l\D.I —

]

. A 4.1-es Lemma és az iménti tétel miatt nem maradt sok lehetéség |G| = n prim
osztéinak halmazara. A megmaradt eseteket fogjuk most kozelebbrdl szemiigyre
venni.

Lemma 4.7

Legyen |G| = n t6bbszorose 5-nek és tegyiik fel, hogy ¢/ (G) > % Ekkor G = Zsx F,
ahol |F'| nem oszthaté 5-tel.

Bizonyitas: A 4.3-as lemma miatt G 5-Sylowja ciklikus és normélis. A
Schur-Zassenhaus tételt felhaszndlva G = @) x F', ahol () 5-Sylow részcsoport.

Y(G) _ D(QUE) | |QYEF\K)

"(G) = = :
Y= 5an ~ w@eFD T e@wlF)
Ha |Q| > 5, akkor J%) < Z 1_ i 2—10 a 4.5-0s lemma (2)-es része miatt, igy:

GQUK)  QF\K) _ w(K) Q1.1 1
HQUIF) T @e(F) “w(F) T w(@ “3 0 "2

Tétel 4.8

Legyen |G| = n legnagyobb primosztéja ¢ > 5. Ekkor ¢/'(G) < 3.
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Bizonyitas: A 4.6-os tétel miatt csak a ¢ = 5 esetet kell megvizsgalni. Az el6z6
lemmabdl tudjuk, hogy G = Z5 x F.

L) BQuE)  QIE\E)
VIO = 50En = wQw(E) T w(Q)e(E)

Ebbe a képletbe helyettesitve a fent megbeszélteket:
U(G) _ 21(K) | 5U(F\K)

"G = _
YO = Then = ateqE) T ane(e)
Marmost Zﬁ[;ﬁ + ¢$>,[|() < 1 tehat % <1- % Mivel ¢(K)-t 1-es,

5)
(F\K)-t pedig T egylitthatéval szorozzuk, ezért, ha felilrdl becsiiljiik 1 (K)-t,

majd 1 — ¢ (K)-val ¢(F\K)-t, akkor tovabbra is egy felsé becslésiink van. A 4.4-es
lemma és az el6z6 gondolat miatt igy:

o (G) 21(K) | Bp(F\K) 21 1,5 2 31 1
VIO =50an ~ 2wl T ate(e) 213 T30 3 63 "2

O

Megjegyzés: A %, ami kijott éppen a Dj diédercsoport w'-je, ugyanis az

%—os becslés, amit hasznaltunk, az F = Z; esettol eltekintve szigoru, vagyis
Z10 Z G = Zs x Zy, igy G csak Djy lehet.

A 4.8-as tétel, és a 4.1-es lemma miatt mar csak az a két eset van, amikor G egy
2-csoport, és amikor 3 is osztja |G|-t. Ez utébbi esettel fogunk eldszor foglalkozni,
majd a fejezet végén részletezziik a 2-csoportokat.

Lemma 4.9

Legyen |G| = n = 2% - 3% és legyen G 3-Sylow részcsoportja normalis, amit Q-val
jeloliink. Ha ¢/'(G) > %, akkor @ ciklikus.

Bizonyitas: Teljesiilnek a Schur-Zassenhaus tétel feltételei, igy G = @ x F.
Vizsgaljuk meg ezen szemidirekt szorzat egy (¢, f) alaku elemét. Jeldlje o(f) az
f-nek a rendjét, mint F eleme. Ekkor (q, f)°¥) = (¢/,1), ahol ¢ € Q, mert Q
normalis, tehat a konjugalgatas és szorzas nem vezet ki beldle. Most mivel @) egy
3-csoport, ami, ha feltessziik, hogy nem ciklikus, akkor o(q¢’) (ahol ¢’-re mint
elemére gondolunk) legfeljebb % Emiatt (g, f)°°@) = (¢/,1)°@) = 1, tehat

minden (g, f) = g € G-re, o(g) nem nagyobb mint o(f)- %, vagyis ¥(G) < w(F)@
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és mivel ¥(|Q]) > 2|Q* > 2|Q|?, ezért ¥(|G]) = ¥(|F|)¥(]Q|) tébb mint 2-szerese
¥(G)-nek, vagyis ¢'(G) < 3. O

Lemma 4.10

Legyen |G| = n = 2% 3P és legyen G 3-Sylow részcsoportja normalis, amit Q-val
jelolink. Ha ¢/'(G) > 3, akkor Q = Z3, azaz (3 = 1.

Bizonyitas: Teljesiilnek a Schur-Zassenhaus tétel feltételei, G szemidirekt
szorzatra bomlik, és az el6z6 lemmank miatt ) még ciklikus is, igy tamaszkodhatunk
a 2.3-as lemmara, vagyis:

Ha |@Q| > 3, akkor a 4.4-es és 4.5-6s (2) lemmakat felhasznélva:

QW) | [QWUNK) v Q] _

1 1
D@QU(IF]) ~ w(@Qu(F]) ~w(F]) (@) ~ 3

1_
6 2

+

Lemma 4.11

Ha |G| = 2*-3°, ¢/(G) > 3 és G 3-Sylow részcsoportja, amit Q-val jeloliink,

normalis, akkor G = Z3 X Zys.

Bizonyitas: Az el6z6 lemmabdl tudjuk, hogy Q) = Z3, igy:

e - MO HQUE) QK $(K) |3 G(P\K),
V(G L@u(F])  @(F])  »(F]) 7 »(F])

A mésodik legnagyobb lehetséges értéke 1'(G)-nek, azaz a 3.1-es tétel miatt, a lehetd

legnagyobb, amennyiben G nem ciklikus [3] f6tétele szerint 1—71 Tegytik fel, hogy F

nem ciklikus, ekkor
O(K) | U\K) _ T
O(F) - Y(F) T 11
Most hasonléan ahhoz, mint a 4.8-as tétel bizonyitasaban, feliilr6l szeretnénk

becstilni egy linearis fliggvényt, ahol a valtozok 6sszegére van korlat, akkor ha elobb
a nagyobb egyiitthatoju tagot becsiiljiik feliilrol, majd ezt a fels6 becslést hasznaljuk,
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valamint az Osszegre vonatkozé korlatot a kisebb tag felsd becsléséhez, akkor felso
becslést kapunk. Tehat:

GK) 3 @(F\K) _1 3 (7 1\ _1 3 (7 3\ _1 12 1
D w<|F|>§3+7( )< ( ) t <3

37

11 3 11 11

Lemma 4.12

Legyen |G| = n = 2% - 3% és G 3-Sylow részcsoportja ne legyen normdlis. Ekkor
G-nek nincsen 2 indexii ciklikus részcsoportja, ha ¢/(G) > 3, akkor van 3 indexti.

Bizonyitas: Ha volna G-nek 2-indexti ciklikus részcsoportja, akkor az
automatikusan normalis, illetve mivel ciklikus, ennek minden részcsoportja
karakterisztikus, tehat a 3-Sylow karakterisztikus G egy normaélosztojaban, ami
miatt normaélis is, ez pedig ellentmondas. Most mar tudjuk, hogy nincs 2 indext
ciklikus részcsoport, ha 3 indexti sem lenne, akkor Vg € G-re o(g) < 7%, vagyis

Y(G) < %, mig Y(|G)) > %, azaz ¢/(G) < §. O

Lemma 4.13

Legyen |G| = n = 2% - 3% és G 3-Sylow részcsoportja ne legyen normdlis. Ekkor
V(G) < 3.

Bizonyitas: Ha ¢/(G) > %, az el6z6 lemma miatt van 3 indexil ciklikus
részcsoportja, ezt hivjuk (Q-nak. Ez mivel ciklikus, ezért tartalmaz karakterisztikus
részcsoportként egy ciklikus 2-Sylowot. fgy ha @ normélis, akkor a 2-Sylow is,
Schur-Zassenhaus tétel miatt ekkor G = P x F', ahol P egy ciklikus 2-csoport.
Egy ciklikus 2-csoport automorfizmuscsoportja szintén 2-csoport, ezért oda egy
3-csoportbdl csak a trividlis homomorfizmus megy, ami azt jelenti, hogy P centralis,
de azt feltettiik egy ideje, hogy ilyen nincs.

Most mar tudjuk, hogy ) nem normélis, nézziik hogyan hat a mellékosztalyain
a g € G elemekkel valé szorzas. Ez indukdl egy homomorfizmust Ss-ba. A
stabilizatorok (@) és mellékosztalyain) egymds konjugéltjai, ezen stabilizatorok
metszete a homomorfizmus magja. Ez a mag egy norméloszto, jeloljik N-nel,
mivel a faktor rendje 6, ezért N indexe is. () centralizalja N-t, mert @) ciklikus,
és N részcsoportja (Q-nak, hasonléan N-et centralizaljak () konjugéltjai is. A faktor
Ss-unkban van egy normalis Z3. Ennek a visszahtuzottjat jelolje M, ami igy egy 2
indexti részcsoport, tehat normaloszté is. N centralis G-ben mert N centralizatora
nagyobb ()-nal, ami maximalis részcsoport. Ebbdl adéddéan N centralis M-ben,
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ahol a faktor ciklikus, ezért M kommutativ. Egy kommutativ csoportban a Sylow
részcsoportok karakterisztikusak, és mivel |G : M| = 2, ezért M tartalmazza
a 3-Sylow részcsoportjat G-nek. fgy a 3-Sylow egy normaloszté karakterisztikus
részcsoportja, vagyis normalis, ami ellentmond a kiindul6 feltételtinknek. n

Tétel 4.14

Ha G nem egy 2-csoport és ¢'(G) > %, akkor G = Z3 X Zy, ekkor ¢'(G) > % > %
és limy o0 ¥/(G) = 2 feliilrol.

Bizonyitas: A 4.8-as tétel miatt |G| = 2% - 37 a fenti feltételek mellett.
A 4.13-as lemma miatt a 3-Sylow normaélis lesz G-ben. Ekkor a 4.11-es lemma
miatt G = Z3 X Zy. Most tamaszkodhatunk a 2.3-as lemmara, és a szokasos
masinériankra, illetve hogy ¥(F\K) = ¢¥(F) — ¢(K).

Y(Q)Y(K) N QE(F\K) _ 227141 NEREE 21
V(@QY(F])  »(@Q)p(F]) 22 +1 7 2%+ 41

WI(G) =

=+ i +33— i —1+9+ i >4
4 2k 41 7\4 2%+l 41 ) 4 28  22k+1 417 7

Tovabba a fentiekbdl az is 1atszik, hogy limy_,oe ¥/(G) = ;1 +2 -3 = T2 = 2 és hogy
feliilrol konvergdl. O]
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Most tériink ra a 2-csoportokra.

Lemma 4.15

Legyen |G| = 2", ekkor, ha ¢'(G) > 1, akkor G-ben van 2 indexii ciklikus
részcsoport.

Bizonyitas: Ha G-nek nincs 2 indext ciklikus részcsoportja, akkor minden
g € G rendje osztja 2F2-t, tehat ¥ (G) < 2272, viszont

22k+1 +1 4
2k —_ > —. 22]{:71
azaz ¢'(G) kisebb lenne, mint 3. O

> 9. 22k72

Ennek fényében mostantol olyan 2-csoportokat vizsgalunk, amelyeknek van 2 indexti
ciklikus részcsoportja. Ebbél [1] 5.3.4-es tétele alapjan van 6 féle, ha k > 3, ezeket
alabb soroljuk, és a négy bonyolultabbhoz mellékeliink Cayley-grafokat a & = 3
illetve 4 esetre.

(I) Ciklikus, vagyis Zyk.

(IT) Qo Altalénositott kvaterniéesoport: (a,bla?" " = b* =1,a2"* = b2, b~rab = a™1).
A kvaternié csoportnak k£ = 3-t6l van értelme, illetve vélaszthaté el egyértelmiien
egyéb itt felsorolt 2-csoport sorozatoktol. Mellékeltiik Qg Cayley-grafjat,
amennyiben k-t noveljiik, a piros korok nagyobbak lesznek, a zold korok pedig
tobben.
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(II1) SDy—1 szemidiéder csoport: (a,bla?"™" = 2 = 1,b'ab = a2 *71). Ez a
prezentacié k = 3-ra a Z4 X Zy csoportot definialja, igy itt a legkisebb érdekes eset
az S Dg, ennek Cayley-grafjat helyeztiik el alabb, kicsit mas betiizést hasznalva, mint

az altalanos esetnél.

(IV) M Msyr az angol nyelvii szakirodalomban ”modular maximal-cyclic” néven
megtalalhaté csoport: (a,bla2™ = b2 = 1,b"*ab = " *1). Ennek is ideillesztettiik
a Cayley-grafjat, ahol £ = 4 ami legkisebb izgalmas eset, k = 3-ra a prezentécié a
D, diédercsoportot definialja.




2k71

(V) Zor—1 X Zy direkt szorzat: (a,bla® = b*>=1,b"'ab = a). Ezt a csoportot nem
olyan bonyolult elképzelni, nem tettiik ide Cayley-grafjat.

(VI) Dyi1r diéder csoport: {(a,bla® " =% = 1,b~*ab = a~'). Ez a csoport sokkal
ismertebb, azért helyeztiik el a Cayley-grafjat, hogy jol osszevetheto legyen az el6z6
kettovel.

/////

be van irva a megfeleld elem rendje is.

Képletek

Meg fogjuk hatarozni az imént ismertetett 6 csoport 1-jét. Mind a 6 csoportnak van
egy 2-indext ciklikus részcsoportja, és ennek van egy mellékosztalya. Egy ciklikus
részcsoportra a 2.5-6s lemma ismeretében nem kihivas a ¢ kiszamitasa, igy ezt nem
fogjuk indokolni, valamint ”a mellékosztaly”-ként fogunk hivatkozni ennek egyetlen
mellékosztalyara. Mivel 2-csoportokrdl beszéliink, minden elem rendje 2-hatvany,
igy amikor azt akarjuk meghatarozni, elég a 2-hatvanyadik hatvanyokat nézni.

(I) Trividlisan:
22k+1 +1

¢(22k> = 3

(IT) A mellékosztaly minden eleme a®b alaki. Ekkor (a*b)? = a®ba®h = aa=*bb = b?,
ami masodrendi, tehat minden mellékosztalybeli elem rendje 4, igy:
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22k71 +3. 2k+1 +1
3 .

B(Qu) = Y(2 ) +4-2" =

k—2__

(II1) Egy mellekosztalybeh elem: a®b. Ekkor (a®bh)? = a®ba’b = a®a*?® Vb =
= a*a a5 = @ )S, vagyis, ha s paros, akkor masod, ha paratlan, akkor
pedlg negyedrendi a°b, igy:

22k—1 +9. 2k—1 +1
3

(S Dgrr) = (2571) +3- 28 =

(IV) Egy mellékosztélybeli elem: a®b. [Ekkor (a*h)? = aba’b = a*a*@ b =
= a*a*a® s ez csak ugy lehet 1 az a s tag miatt, ugy, hogy anélkiil nem volt
az, hogy a* = a@ s és s paratlan, de mivel ezt a csoportot k > 3 esetre vizsgaljuk,
ez lehetetlen, ezért minden a®b alaki elemre o(a®bh) = o(a®) ha s > 0, ha pedig nem,
akkor b-r6l beszéliink, aminek a rendje 2, igy:

22k+5

G(MMy) = 0(2") + (2" +1= =

(V) Egy mellékosztalybeli elem: a®b, azaz, mivel ez egy direkt szorzat, ezért a rend a
rendek legkisebb kozos tobbszorose, tehat o(a®, b) = o(a®), ha 2|o(a®), vagyis s # 0,
ott viszont o(b) = 2, ezért:

22k+5

U(Zoer X Zo) = (2 + 92 41 = T

(VI) Egy mellékosztalybeli elem: a®b, ennek négyzete a*ba’b = a®a*b? = 1, vagyis
minden mellékosztalybeli elem masodrendii, ezért:
22k—1+3_2k+1

3

(D) = (2) 422 =

Lemma 4.16

A 2-csoportok koziil pontosan a kovetkezd két tipusnak, és egy sporadikus
esetnek van %—nél nagyobb /-je: MMy, Zoyx—1 X Zy, Qg. ElIObbi két esetben
limy 00 ¥'(G) = % méghozza feltlrél.
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Bizonyitds: Felhasznalva az imént kapott képleteket, )(Qqr) > 10(SDgr-1) >
> )(Dar-1), és ha k > 4, akkor:

22k—1+3.2k+1+1 <22k_1+13_6'22k+1+1 <4+3_|_1_1
2k+1 4 1 - 22k+1 4 16 9

W(Qz’ﬂ) =

Képlet alapjan ¢'(Qg) = % > % Mivel k£ = 3 esetben a szemi-diéder csoport ”még
nem sziiletik meg”, ezért mar csak a ¢/'(D,) = % < % hidnyzott, illetve

22k 15 1 9 1

/ /
Y(MMy) =9/ (Zps X Z0) = o7 =5t ome 15~ 3

és oda tart, amivel kész a bizonyitas. O]

Tétel 4.17

Legyen G egy nem ciklikus csoport. Ekkor, ha ¢'(G) > %, és G nem tartalmaz

centralis Sylow részcsoportot, akkor az alabbi csoportok valamelyikével izomorf:

(I) Z3 X Zok

(1) Qs

(IIT) M Moy

(IV) Zgi—1 X Zy

illetéleg, ha ezek valamelyikével izomorf, akkor ¢'(G) > 1. Az (I) esetben

limy,oe ¥'(G) = 2, feliilrdl, a (II) esetben ¢/(G) = 2L, a (III) és (IV) esetekben

<L I)é
43
azonos k-ra ugyanazt az értéket kapjuk, emellett limy_ o, ¢'(G) ugyancsak

felilrol.

1
2

Bizonyitas: A 4.14-es tételbol és a 4.16-os lemmébdl az allitas vilagos. ]

Tablazatok

Az alabbiakban mellékeliink tablazatokat, amik tartalmazzak a 6 vizsgalt 2-csoport
1y illetve ¢ értékeit k < 10 esetben. El6bbieket pontosan, utébbiakat tizedestortként
kerekitve. Mivel ¢)(Zok—1 X Zy) = (M Myx ) Vk-ra ahol ez utébbi értelmes, ezért csak
egy oszlopunk van mindketté szamara, ”direkt szorzat” névvel ellatva.

24



»(G) Lok Qok szemi-diéder | direkt szorzat diéder
E=1 3 nem értelmes | nem értelmes | nem értelmes | nem értelmes
k=2 11 nem értelmes | nem értelmes 7 7
k=3 43 27 nem értelmes 23 19
k=14 171 75 67 87 59
k=5 683 235 219 343 203
k=6 | 2731 811 779 1367 747
k=7 | 10923 2987 2923 5463 2859
k=8 | 43691 11435 11307 21847 11179
k=9 | 174763 44715 44459 87383 44203
k=10 | 699051 176811 176299 349527 175787
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Qa2

szemi-diéder

direkt szorzat

diéder

k=1 1 | nem értelmes | nem értelmes | nem értelmes | nem értelmes
k=2 1 | nem értelmes | nem értelmes 0.63636 0.63636
k=3 1 0.62791 nem értelmes 0.53488 0.44186
k=4 1 0.43860 0.39181 0.50877 0.34503
k=5 1 0.34407 0.32064 0.50220 0.29722
k=6 1 0.29696 0.28524 0.50055 0.27353
k=17 1 0.27346 0.26760 0.50014 0.26174
k=38 1 0.26172 0.25880 0.50003 0.25587
k=9 1 0.25586 0.25440 0.50001 0.25293
k=10 | 1 0.25293 0.25220 0.50000 0.25147
limy oo | 1 0.25 0.25 0.5 0.25
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Megjegyzések

Egy természetes gondolat, hogy vigyilik lejjebb az %—es kiiszobot. Az altalunk
hasznalt & mddszer, hogy ha ¢ a legnagyobb prim osztéja |G|-nek, akkor a ¢g-Sylow
ciklikus, és normalis, majd ezutan a Schur-Zassenhaus tételt és a 2.3-as lemmat
hasznaljuk. Ez i-nél befullad ugyanis, ha vesziink egy Z, X Zyx csoportot, ahol
¥ az utobbi csoport generatorait az invertalasba, tobbit pedig az identitasba kiildi,
akkor az F'x K szemidirekt szorzatbdl f(ﬁlél)) mar kiad }l—et mint a szemidirekt szorzat
direkt szorzatként viselkedé része. Ezt tovabb szorozgathatjuk szemidirekten relativ
prim rendi ciklikus csoportokkal, és a v’ érték tovabbra is }l feltt marad, mert a

csoport fele ciklikus.

Néhény ¢/'-r8l sz6l6 eredmény: ¢'(G) > L = /(Zy x Z,), akkor G ciklikus,
V(G) > % = ¢)/(As5), akkor G feloldhaté, ¢/ (G) > % = ¢/(S3), akkor G nilpotens.
Ezek hangulata mind az, hogy ha ¢/(G) elég nagy, akkor G egyre kommutativabb,
ciklikusabb kell legyen. Ehhez képest viszonylag meglepo, hogy az el6z6 fejezet végén
1évé M Myr-nak, ami egy alkalmas v-ra Zyx-1 X Zsy, ugyanakkora i-je van, mint a
trivialis ¢-val kapott direkt szorzatnak, ami lassuk be ”sokkal kommutativabb”. A

fentebb sorolt eredmények megtalalhaték [4] Introduction részében.
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Nyilatkozat mesterséges intelligencia alapu

eszkozok hasznalatarol

Alulirott Simonyi Alex nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése sordn az alabb
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapu eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt eszk6z | Felhasznalas helye | Megjegyzés
Szamolas GPT-4 Szakdolgozat Python, GAP
tényleges irdsa elotti | kédok
gondolkodéashoz v/
fiiggvény kiszamitasa
csoportokra
Képletek masolasa Mathpix Snipping 1. és 2. fejezet
Tool
Tablazatok készitése | GPT-4 4. fejezet, Tablazatok | python kéd
irdsa, onnan a
szamok
atmasolasa
ETEXparancsok GPT-4 egész dolgozat
keresése
Nyilatkozat GPT-4 Nyilatkozat

Helyesiras/sajtéhibak

ETEXbeépitett Al

assist

Osszesen 10 vagy 20
sz6, nem tudom hol

nem fizettem
elo, ezért csak
az ingyenes
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A felsoroltakon til méas MI alapu eszkozt nem hasznaltam.
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