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Szakdolgozat
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Papának...



Köszönetnyilváńıtás

A teljesség igénye nélkül szeretnék köszönetet mondani témavezetőmnek Péköb tanár úrnak a
kifogyhatatlan türelméért, szakmai seǵıtségéért, b́ıztatásáért, továbbá Bubinak a technikai

útmutatásáért, amelyekre végig számı́thattam.



Összefoglaló

Legyen G egy véges csoport. Jelöljük ψ(G)-vel az elemek rendjeinek összegét G-ben,
vagyis:

ψ(G) =
∑
g∈G

o(g)

Legyen |G| = n, ψ(n) = ψ(Zn), ahol Zn az n-ed rendű ciklikus csoport. Továbbá
ψ′(G)-vel ψ(G) és ψ(n) hányadosát, azaz:

ψ′(G) =
ψ(G)

ψ(n)

Nem meglepően a legnagyobb ψ értéke adott rendű csoportok között a ciklikusnak
van, tehát ψ′(G) ≤ 1. Ezen ψ′ függvény nagy értékeit fogjuk vizsgálni.

A szakdolgozat fő eredménye

Legyen ψ′(G) ≥ 1
2
, ekkor G izomorf:

(I) Zn

(II) Z3 ⋊ Z2k

(III) Q8

(IV) MM2k (”modular maximal-cyclic”)

(V) Z2k−1 × Z2

csoportok valamelyikével, vagy annak egy hozzá relat́ıv pŕımrendű ciklikus
csoporttal vett direkt szorzatával. A (II) esetben limk→∞ ψ′(G) = 4

7
, felülről, a

(III) esetben ψ′(G) = 27
43
, a (IV) és (V) esetekben azonos k-ra ugyanazt az értéket

kapjuk, emellett limk→∞ ψ′(G) = 1
2
ugyancsak felülről. A fentebb sorolt határértékek

a legnagyobb torlódási pontjai ψ′-nek, viszont nem állnak elő egy konkrét G-re sem
ψ′(G)-ként.
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Bevezetés

Ebben a részben az általunk használt fontosabb fogalmakat fogjuk definiálni, illetve
tételeket kimondani.

Sylow tételek

Defińıció: Legyen G véges csoport és p egy pŕımszám. Azon H ≤ G
részcsoportokat, amelyek rendje p-nek hatványa, indexük pedig nem osztható
p-vel, p-Sylow részcsoportoknak nevezzük. A G csoport p-Sylow részcsoportjainak
halmazát Sylp(G)-vel jelöljük.

Sylow tételei
Legyen G véges csoport és legyen p osztója |G|-nek, ekkor:

(1) G-nek van p-Sylow részcsoportja.

(2) A p-Sylow részcsoportok egymás konjugáltjai.

(3) A p-Sylow részcsoportok, sőt bármilyen q-ra ami p-nek hatványa, és |G|-nek
osztója, a q-ad rendű részcsoportok száma kongruens 1-gyel modulo p.

Schur-Zassenhaus tétel

Legyen G véges csoport, és legyen N ◁ G. Tegyük fel, hogy |N | = n és
|G : N | = m relat́ıv pŕımek. Ekkor G tartalmaz m-ed rendű részcsoportot, (ami ı́gy
N komplementuma) valamint ezek mind konjugáltjai egymásnak.
A tétel bizonýıtással együtt megtalálható: [1] (9.1.2-es tétel).

Megjegyzés: Az ilyen N részcsoportokat Hall-részcsoportoknak is szokás nevezni,
nyilván minden Sylow-részcsoport egyben Hall-részcsoport is.

Szemidirekt szorzat

Mese

A szemidirekt szorzat a jól ismert direkt szorzat egyfajta általánośıtása. Legyen
G := G1 × G2 direkt szorzat, ennek (vagyis G) elemeire gondolhatunk úgy, mint
(g1, g2) rendezett párokra, ahol g1 ∈ G1 és g2 ∈ G2, amikkel a műveleteket
koordinátánként kell végezni, vagyis (g11 , g21)(g12 , g22) = (g11 · g12 , g21 · g22), ahol
az elvégzendő műveleteket már ismerjük G1, illetve G2 szorzási szabálya alapján.
Figyeljük meg, hogy G1 és G2 csoportok megtalálhatóak a szorzatban (g1 ∈ G1, 1)
és (1, g2 ∈ G2) alakban, ezért a defińıciót átfogalmazhatjuk úgy, hogy jelentse
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(g11 , g21)(g12 , g22) a (g11 , 1)(1, g21)(g12 , 1)(1, g22) szorzatot, és erre gondoljunk úgy,
hogy ez a g11 · g21 · g12 · g22 elem G-ben. Ez majdnem jó nekünk, de mi azt
szeretnénk, hogy a dolog inkább g11 · g12 · g21 · g22 alakban legyen, (formálisan ekkor
lehet úgy zárójelezni, hogy minden művelet elvégzésekor minden tag legalább az
egyik koordinátájában 1 szerepeljen), ehhez viszont ki kell cserélni egy G1 és egy
G2-beli elemet. A direkt szorzatnál, ez minden további nélkül megtehető, vagyis
a G1 és G2 elemei egymással kommutálnak. Ez az, amit a szemidirekt szorzatnál
nem teszünk fel, hogy feltétlen ı́gy van, helyette megadunk egy szabályt, hogy ezt
hogyan szabad (azaz hogyan kell konjugálni egyik csoport elemeit a másik csoport
elemeivel G-ben). Itt szükségünk lesz rá, hogy a konjugálás az egyik csoportból nem
vezet ki, vagyis normális, majd ezzel a tudással felvértezve már olyan alakra hozzuk
a fentebbi 4-tagú szorzatokat, hogy el lehessen végezni a szorzást.

Formális defińıció

Legyenek N és H csoportok, illetve ϑ : H → Aut(N) egy tetszőleges
homomorfizmus. Legyen most G csoport alaphalmaza az (n, h) rendezett párok,
ahol n ∈ N, h ∈ H, a szorzási szabály pedig:

(n1, h1)(n2, h2) = (n1 · nϑ(h1)2 , h1 · h2)

G-t N és H szemidirekt szorzatának nevezzük, és N ⋊ϑH-val jelöljük, (az indexből
a ϑ-t esetenként elhagyva).

Megjegyzések
Jelölés:

N* =
{
(n, 1) : n ∈ N

}
és H* =

{
(1, h) : h ∈ H

}
(1) G valóban csoport.

(2) G-ben N ∼= N* normális részcsoport, amelynek H ∼= H* egy komplementuma.

(3) Ha ismerjük N -t, H-t, és ϑ-t, akkor G egyértelmű.

(4) A ϑ éppen azt ı́rja elő, hogy hogyan konjugáljuk N* elemeit H* elemeivel,
speciálisan ha ϑ képe mindenhol az identitás (∈ Aut(N)), akkor a direkt
szorzatot kapjuk vissza.

Következmény: Ha egy G csoportban van egy N normálosztó, sőt ennek még
valami H komplementuma is van G-ben, akkor G = N⋊H, azért, mert kiválasztjuk
ϑ-nak a H elemeivel való konjugálást N -en, és készen vagyunk, visszakapjuk G-t.

Következmény: A Schur-Zassenhaus tétel feltételei mellett, G előáll N és alkalmas
H szemidirekt szorzataként.
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1. Fejezet

Ebben a részben közöljük [2] kicsit feldolgozott eredeti bizonýıtását arra,
hogy n-ed rendű csoportok közül mindig pontosan a ciklikusnak maximális a
ψ-je, ahol ψ(G) =

∑
g∈G o(g). Ezzel a cikkel kezdődött a ψ vizsgálata.

Megjegyezzük, hogy ez az eredmény, az általunk használt eszközökkel, kellő
bevezetés után gyorsan kijön. A ψ függvényt csoportok részhalmazaira is
kiterjesztjük ψ(U ⊆ G) =

∑
g∈U⊆G o(g)-ként, ahol U a G véges csoport egy

tetszőleges részhalmaza. Nyilván ennek akkor van csak értelme, ha nem csak U ,
de G is meg van adva.

Lemma 1.1

Legyen P ∈ Sylp(G), és tegyük fel, hogy P ◁ G és még ciklikus is. Legyen x ∈ G,
és jelölje m Px rendjét G/P -ben. Ilyenkor ψ(Px) ≤ mψ(P ), és pontosan akkor van
egyenlőség, ha x ∈ CG(P ).

Bizonýıtás: Mivel van olyan homomorfizmus (nevezetesen a P -vel való
faktorizálás) ahol x képe m-ed rendű, x rendjét osztja m, jelöljük o(x)-et mq-val.
Ekkor q = o(xm) továbbá xm ∈ P , mert (Px)m = 1 G/P -ben, tehát q hatványa
p-nek. Ugyanakkor m osztja |G/P |-t, tehát m és q relat́ıv pŕımek, ezért létezik
0 < n ∈ Z, amire qn ≡ 1 mod m. Mármost o(xq) = m, legyen y = (xq)n, úgy, hogy
o(y) = m, mert n és m relat́ıv pŕımek. Emellett Py = Pxqn = (Px)qn = Px, (a
középső egyenlőség azért igaz, mert feltettük, hogy P normális, a jobb oldali meg
mert emellett qn ≡ 1 mod m), sőt mivel P kommutat́ıv, y pontosan akkor van benne
P centralizátorában, ha x is, mert x = xqnx1−qn, ahol xqn = y, x1−qn pedig P -beli.
Ezzel a felkiáltással kicseréljük x-et y-nal, és feltesszük, hogy o(x) = m.

Px minden eleme feĺırható ux alakban, valamilyen u ∈ P -re, azt álĺıtjuk, hogy
o(ux) ≤ mo(u), továbbá az egyenlőség pontosan akkor teljesül, ha x és u kommutál.
Mivel P ciklikus, ⟨u⟩ karakterisztikus P -ben, ezért ⟨u⟩◁G, és ⟨u⟩⟨x⟩ egy részcsoport.
Egy ux elemére ⟨u⟩⟨x⟩-nek igaz, hogy o(ux) ≤ |⟨u⟩⟨x⟩| = mo(u). Ugyanakkor, ha
egyenlőség áll fenn, abból az következik, hogy ⟨u⟩⟨x⟩ ciklikus, tehát x ∈ CG(u).
Megford́ıtva, ha kommutál x és u, mivel (o(x), o(u)) = 1, o(ux) = o(u)o(x) = mo(u)

ψ(Px) =
∑
u∈P

o(ux) ≤
∑
u∈P

mo(u) = m
∑
u∈P

o(u) = mψ(P ).

Egyenlőséggel pontosan akkor, ha x felcserélhető ∀u ∈ P -vel, magyarán, ha
x ∈ CG(P ).

Következmény 1.2 Legyen P ∈ Sylp(G), P ciklikus, és normális. Ekkor
ψ(G) ≤ ψ(P )ψ(G/P ), egyenlőséggel pontosan akkor, ha P centrális G-ben.
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Bizonýıtás: Legyen o(Px) a Px ∈ G/P rendje. Az iménti lemma értelmében
P minden mellékosztályára:

ψ(G) =
∑

Px∈G/P

ψ(Px) ≤
∑

Px∈G/P

o(Px)ψ(P ) = ψ(P )
∑

Px∈G/P

o(Px) = ψ(P )ψ(G/P ).

Láthatóan ψ(G) ≤ ψ(P )ψ(G/P ), és Lemma 1.1 értelmében pontosan akkor van
egyenlőség, ha ∀x ∈ CG(P )

Lemma 1.3

Legyen 1 < n ∈ Z legnagyobb pŕım osztója p, ekkor φ(n) ≥ n/p.

Bizonýıtás:

φ(n)

n
=

∏
r|n pŕım

r − 1

r
≥

∏
2≤r≤p

r − 1

r
=

1

p

Felszorzunk n-nel és a ḱıvánt egyenlőtlenséget kapjuk.

Következmény 1.4 Legyen C > 1 egy ciklikus csoport, és legyen p a legnagyobb
pŕım osztója C rendjének. Ekkor ψ(C) > |C|2/p

Bizonýıtás: Összesen φ(n) darab n-ed rendű eleme van C-nek, ahol n = |C|
ezért ψ(C) > nφ(n) ≥ n2/p, ahol az első egyenlőtlenség azért szigorú, mert az
egységelemet még nem számoltuk (lehet, hogy mást se, de azt biztos nem).

Tétel 1.5

Legyen |G| = n ≥ 1, és legyen ψ′(G) :=
ψ(G)

ψ(n)
, ahol ψ(n) := ψ(Zn), ekkor

ψ′(G) ≤ 1, egyenlőséggel pontosan akkor, ha G ciklikus.

Bizonýıtás: Legyen C n-ed rendű ciklikus, és tegyük fel, hogy G szintén n-ed
rendű, valamint, hogy ψ(G) ≥ ψ(C). Azt kell megmutatni, hogy G ciklikus, ezt
indukcióval fogjuk csinálni, az n = 1 eset pedig teljesen triviális.

A G-beli rendek átlaga az 1.4-es következmény miatt:

ψ(G)

|G|
≥ ψ(C)

n
>
n2/p

n
=
n

p
.
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Mivel az egységelem rendje átlag alatti, van olyan elem is, aminek átlag feletti,
vagyis létezik x ∈ G : o(x) > n/p. Tehát |G : ⟨x⟩| < p, ezért ⟨x⟩ tartalmaz p-Sylow
részcsoportot, ami még ciklikus is, ezt nevezzük el P -nek. Nyilván minden elem
felcserélhető a hatványaival, ezért ⟨x⟩ ⊆ CG(P ) ⊆ NG(P ), ezért |G : NG(P )| < p,
ezért a Sylow tételek miatt P ◁ G. Most el lehet sütni az 1.2-es következményt:
ψ(G) ≤ ψ(P )ψ(G/P ), egyenlőséggel pontosan akkor, ha P centrális G-ben.

Legyen Q a p-Sylow részcsoportja C-nek. Vegyük észre, hogy P ∼= Q, mert
azonos rendűek, és ciklikusak, ezért ψ(P ) = ψ(Q). Ezeket képletbe ı́rva:

ψ(P )ψ(G/P ) ≥ ψ(G) ≥ ψ(C) = ψ(Q)ψ(C/Q)

Osszuk le a bal és jobb oldalt is ψ(P ) = ψ(Q)-val, ı́gy ψ(G/P ) ≥ ψ(C/Q).
Most támaszkodunk az indukciós feltevésre, mert C/Q és G/P azonos rendűek,
és ez a rend n-nél kisebb, tehát G/P ciklikus, tehát G/P ∼= C/Q, emiatt
ψ(G/P ) = ψ(C/Q). Ebből adódóan a fenti egyenlőtlenség-ḱıgyóban mindenütt
egyenlőségek vannak, de ekkor P centrális kell legyen G-ben az 1.2-es következmény
miatt.

Mivel P centrális és G/P ciklikus, ezért G kommutat́ıv, és mivel P egy Sylow
részcsoport, ezért G ∼= P × (G/P ), ahol relat́ıv pŕım rendű ciklikusokat direkt
szorzunk, tehát a szorzat, vagyis G is ciklikus, és ezzel a bizonýıtás végére is értünk.
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2. Fejezet

Ebben a fejezetben a ψ, illetve ψ′ kiszámı́tásához hasznos lemmákat tárgyalunk,

ahol legyen ψ(n) = ψ(Zn), illetve ψ
′(G) =

ψ(G)

ψ(|G|)
.

Lemma 2.1

Legyenek G1 és G2 relat́ıv pŕım rendű csoportok. Ekkor ψ (G1 ×G2) =
ψ (G1)ψ (G2).

Bizonýıtás: Legyen g := (g1, g2) ∈ G1 ×G2, ekkor o(g) = LKKT (g1, g2) (ahol
LKKT legkisebb közös többszöröst jelent), ugyanis mindkét koordinátában 1-nek
kell szerepelnie. Mivel |G1| és |G2| relat́ıv pŕımek, automatikusan o(g1) és o(g2) is
az, ami miatt a legkisebb közös többszörös a szorzat, vagyis:

ψ(G1 ×G2) =
∑

g1∈G1,g2∈G2

o(g1)o(g2) =
∑
g1∈G1

o(g1)
∑
g2∈G2

o(g2) = ψ(G1)ψ(G2)

Lemma 2.2

Legyen G = P ⋊ F , ahol P egy ciklikus p-Sylow részcsoport, és |F | > 1. Ekkor
f ∈ F (konjugálással) hat P -n, mégpedig ∀f ∈ F -re ez a hatás vagy triviális, vagy
(az egységelemtől eltekintve) fixpontmentes.

Első bizonýıtás: Legyen a olyan, hogy ⟨a⟩ = P . Tegyük fel, hogy f ∈ F
se nem triviálisan, se nem fixpont mentesen hat, ez azt jelenti, hogy bár a-t nem
feltétlen, de annak valamilyen hatványát fixen hagyja. Legyen faf−1 = ak, és
legyen a fix pont ax, ekkor ax = faxf−1 = axk, tehát kx ≡ x (mod q), ahol q = |P |.
Ebből adódóan (k − 1)x ≡ 0 (mod q), viszont ilyen k-ból, ha x ̸= 0 q

p
darab van,

és csoportot alkotnak, aminek a rendje p hatványa, relat́ıv pŕım |F |-hez, tehát F -
ből csak a triviális homorfizmus vezet ide vagyis tényleg minden f triviálisan vagy
fixpontmentesen hat.

Második bizonýıtás: Mivel egy fix pont összes hatványa is fix, ezért ha van
ϑ(f)-nek fix pontja, akkor a p-ed rendű elemek fixek, mert azok (az egységtől
eltérő) tetszőleges elemnek a hatványai. Ez ekvivalens azzal, hogy az egyik p-ed
rendű elem fix, azaz van olyan f , aminek a képe egy p-ed rendű elem stabilizátor
részcsoportjában van. Egy p-ed rendű elem pályájának mérete p − 1, Aut(P )-nek
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pedig (p − 1) q
p
, ahol q = |P | ı́gy az orbit-stabilizátor tétel miatt f -nek egy

p-csoportban kell homomorfan landolni, ekkor ϑ(f) csak az egység lehet, mert
p ∤ |F |.

Lemma 2.3

Tegyük fel, hogy G ∼= P ⋊ F , ahol P egy ciklikus p-Sylow részcsoport, és |F | > 1.
Ekkor:

(1) Legyen x ∈ F, u ∈ P és o(x) = m, ekkor m a legkisebb pozit́ıv szám, amire
(ux)m ∈ P .

(2) Ha u ∈ P, x ∈ K ≤ F , ahol K a szemidirekt szorzat ϑ-jának magja, akkor
o(ux) = o(u)o(x).

(3) Ha u ∈ P és x ∈ F\K, akkor o(ux) = o(x)

Ebből adódóan:
ψ(G) = ψ(P )ψ(K) + |P |ψ(F\K)

Bizonýıtások:
(1) Mivel P ◁G ezért (ux)m = u′xm valamilyen u′ ∈ P -re, de mivel x, sőt, x minden
hatványa ∈ F , ami komplementuma P -nek, u′xm pontosan akkor eleme P -nek, ha
xm = 1.
(2) Ez a része a csoportnak, P ×K-ként viselkedik, hiszen itt a ϑ triviális, és mivel
P egy p-Sylow részcsoport volt, alkalmazhatjuk a 2.1-es lemmát.
(3) Tudjuk (1)-ből, hogy (ux)m ∈ P , nézzük most az 1 = [(ux)m, ux] = [(ux)m, x]
egyenlőséget, ahol [a, b] := aba−1b−1 (a és b kommutátora), mivel mindenki
felcserélhető a hatványaival igaz a bal oldali egyenlőség, a jobb oldali pedig azért,
mert (ux)m ∈ P , ami kommutat́ıv, ı́gy felcserélhető u ∈ P -vel, ezért:

(ux)m · ux · (ux)−m · (ux)−1 = u · (ux)m · x · (ux)−m · x−1 · u−1

Na most erről még mindig tudjuk, hogy 1, de a jobb oldal nem más, mint [(ux)m, x]u,
viszont a konjugálás tartja a rendet, azaz [(ux)m, x] még mindig 1 tehát (ux)m, és
x kommutál, de feltettük, hogy x nem ϑ magjában van. Ezért a 2.2-es lemma
szerint csak az egységgel kommutál P -ből, vagyis mivel (1) szerint (ux)m ∈ P ezért
(ux)m = 1

Következmény 2.4 Legyen G = P ⋊ F , ahol |P | és |F | relat́ıv pŕımek. Ekkor a
lehetséges G csoportok közül annak van legnagyobb ψ értéke, amikor a ϑ triviális,
vagyis amikor G = P × F .

Bizonýıtás: Az előző lemma adta képlet alapján csak azt kell bebizonýıtani,
hogy ψ(P ) > |P |, de hát ez teljesen triviális.
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Lemma 2.5

Legyen n =
∏r

i=1 p
ki
i , ekkor:

ψ(n) =
r∏
i=1

((
pkii − pki−1

i

)
pkii + · · ·+ (pi − 1) pi + 1

)
=

r∏
i=1

p2ki+1
i + 1

pi + 1
= n2

r∏
i=1

(
pi

pi + 1

)(
1 +

1

p2ki+1
i

)
.

A 2.1-es lemma miatt elég Zn Sylow részcsoportjait vizsgálni, majd ezek ψ-jét össze
lehet szorozni, ezzel a képlet eleji produktumot megindokoltuk. Egy Zq-nak, ahol
q = pk, az elemei közt van q-ad rendűből φ(q), q

p
-ed rendűből φ( q

p
), stb, ı́gy kapjuk

a fenti képletet.
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3. Fejezet

Most adunk a 2. fejezetben bevezetett lemmák seǵıtségével egy gyorsabb bizonýıtást
arra, hogy:

Tétel 3.1

Ha G nem ciklikus, akkor ψ′(G) < 1.

Bizonýıtás: Indukcióval fogunk dolgozni, |G| = n legnagyobb pŕım osztójára
nézve.

(I) Az indukciónk akkor működik, ha G nem egy p-csoport, ezért azokat először el
kell intézni. 2.5-ös lemma alapján:

ψ(Zpk) =
p2k+1 + 1

p+ 1
>

p2

p+ 1
p2k−1 > p2k−1 = pk · pk−1

ahol a jobb oldal felülről becsli egy nem ciklikus pk rendű csoport ψ-jét, mert
minden elem rendje legfeljebb pk−1 és pk elem van. Ezzel a p-csoportok esete kész,
mostantól feltesszük, hogy G-nek van legalább 2 különböző pŕım osztója.

(II) Indirekt bizonýıtással haladunk tovább és olyanG-ket vizsgálunk, amiknek nincs
centrális p-Sylow részcsoportja, hiszen a 2.1-es lemma értelmében ilyen esetben a
ψ-ket össze lehet szorozni, sőt ugyanúgy a ψ′-ket is, tehát ha egy ilyen szorzat ψ′

értéke 1-nél nem kisebb, valamelyik tagnak már 1-nél nem kisebb volt, és nekünk
elég azt megtalálni. Legyen |G| legnagyobb pŕım osztója q. Nézzünk most G-ben
egy q-Sylow részcsoportot, ezt jelöljük Q-val. Ha Q nem ciklikus, akkor minden

elem rendje osztja
|G|
q
-t, tehát ψ(G) ≤ |G|2

q
viszont az 1.4-es következmény alapján

ciklikus G-re ez nagyobb, tehát Q ciklikus. Ha Q ciklikus, de nem normális, legyen

g ∈ G, úgy, hogy o(g) ∤
|G|
q
-t, ekkor g egy alkalmas hatványa generál egy q-Sylow

részcsoportot. A hatványaival mindenki felcserélhető, ı́gy g centralizál egy q-Sylow
részcsoportot, ami miatt annak normalizátorában is automatikusan benne lesz.
Feltettük, hogy Q nem normális, ı́gy a Sylow tételek miatt van legalább q+1 darab
q-Sylow részcsoport. Ebből adódóan egy q-Sylow részcsoport normalizátorának
indexe legalább q + 1, hiszen a normalizátor indexe éppen a konjugáltak számával
egyezik meg, az orbit-stabilizátor tétel miatt. Mármost azt kaptuk, hogy ⟨g⟩

indexe legalább q + 1, vagyis o(g) <
|G|
q + 1

, tehát ezúttal is ψ(G) ≤ |G|2

q
, vagyis

ψ(G) < ψ(|G|) az 1.4-es lemma miatt. Mostantól feltehetjük, hogy Q ciklikus és
normális.
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(III) Teljesülnek a Schur-Zassenhaus tétel feltételei, emiatt lesz komplementuma
Q-nak, azaz G ∼= Q⋊ F , alkalmas F -re (ami nem a triviális csoport, hisz feltettük,
hogy G-nek van legalább 2 pŕım osztója). A 2.4-es következmény miatt ekkor ψ(G)
pontosan akkor maximális, ha a szemidirekt szorzat ϑ-ja triviális, azaz G ∼= Q× F ,
és ezért használhatjuk a 2.1-es lemmát, ami szerint ψ(G) = ψ(Q)ψ(F ). Ebből
adódóan mivel Q megbeszéltük, hogy ciklikus, akkor lesz maximális ψ(G), ha ψ(F )
maximális, erre viszont elsüthetjük az indukciónkat, mivel q volt G legnagyobb pŕım
osztója, ezért F legnagyobb pŕım osztója kisebb kell legyen, vagyis ψ(F ) pontosan
akkor maximális, ha F ciklikus, ψ(G) pedig, ha G ∼= Q × F , de hát ez pont azt
jelenti, hogy G is ciklikus, és ezzel kész vagyunk. Megjegyezzük, hogy legnagyobb
pŕım helyett pŕım osztók darabszámára is teljesen jól működik ugyanez az indukció.
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4. Fejezet

Ez a szakdolgozat fő része, ezen fejezet célja az összes olyan G véges csoport
osztályozása, amelyre ψ′(G) ≥ 1

2
. Ennek fő eszköze az előbbi fejezetben is látott

masinéria lesz. Megjegyezzük, hogy ψ(G) minden G-re páratlan, mert a másodrendű
elemek nem befolyásolják a paritást, a legalább 3-ad rendű elemek párba álĺıthatók
inverzükkel, ı́gy páros sokan vannak, az egységelem, pedig egyedül. Emiatt ψ′(G)
soha nem lesz pontosan 1

2
, ı́gy ψ′(G) ≥ 1

2
ekvivalens ψ′(G) > 1

2
-del. Ugyancsak ezért

4
7
sem áll elő ψ(G)-ként semmilyen G-re. Kizárólag véges csoportokkal dolgozunk,

ı́gy nem fogjuk ezt mindig odáırni.

A 2.1-es lemma következményeképp, tetszőleges csoportot fel lehet direkt szorozni
egy relat́ıv pŕım rendű ciklikussal, anélkül, hogy a ψ′ változna. Ezt nem tekintjük
lényegesen különböző esetnek, ı́gy a továbbiakban feltesszük, hogy G-nek nincsen
centrális Sylow részcsoportja. Az olvasó most tiltakozhatna, hogy ha G egy direkt
szorzat, de egyik komponens sem ciklikus, az igenis egy külön eset, viszont [3] fő
eredménye szerint, ilyenkor a komponensek ψ′-je már egyenként legfeljebb 7

11
, ezért

a szorzat ψ′-je ≤ 49
121

< 1
2
.

Lemma 4.1

Ha ψ′(G) > 1
2
⇒ 2 osztja |G|-t.

Bizonýıtás: Legyen p a legkisebb pŕım osztója |G|-nek. Ekkor [5] Theorem B.
alapján ψ′(G) ≤ f(p), ahol:

f(p) =

(
(p2 − 1)p+ 1

)
(p+ 1)

p5 + 1
<

1

p− 1

valamint pontosan akkor van egyenlőség, ha G ∼= Zp×Zp×Zk ahol (k, p) = 1. Ebből
adódóan ha ψ′(G) > 1

2
⇒ G legkisebb pŕım osztója 2.

Lemma 4.2

Legyen |G| = n legnagyobb pŕım osztója q, továbbá Q egy q-Sylow részcsoportja

G-nek. Ha Q nem ciklikus és normális is, akkor ψ(G) ≤ n2

q

Bizonýıtás: Legyen Q egy q-Sylow részcsoportja G-nek. Ha Q nem ciklikus,

ψ(G) ≤ n2

q
. Ha Q ciklikus, de nem normális, akkor az olyan g ∈ G elemek,

amelyek rendje nem osztja n
q
-t egy alkalmas hatványa egy q-Sylow részcsoportot

generál. A hatványaival mindenki felcserélhető, ezért g benne van egy q-Sylow

12



centralizátorában, ettől automatikusan a normalizátorában is. A Sylow tételek
miatt, ha Q nem volt normális, akkor van legalább q+1 konjugáltja. A konjugáltak
száma megegyezik a normalizátor indexével, az orbit stabilizátor tétel miatt. Ebből
adódóan ⟨g⟩ indexe legalább q + 1 vagyis o(g) < n

q
, tehát ψ(G) továbbra is felülről

becsülhető
n2

q
-val.

Lemma 4.3

Legyen q a legnagyobb pŕım osztója |G| = n-nek. Ha ψ′(G) > 1
2
és q > 3, akkor a

q-Sylow részcsoport ciklikus, és normális G-ben.

Bizonýıtás: A 2.5-ös lemma alapján:

ψ(n) > n2
∏
pi≤q

pi
pi + 1

ahol pi-k pŕımek. Az előző lemma adta becslés azt mondja, hogy ha a q-Sylow nem
ciklikus, vagy nem normális, akkor:

ψ(G) ≤ n2
∏

1≤i<q

i

i+ 1
=
n2

q

Ezeket összevetve nyilvánvalóan a második produktum értéke gyorsabban csökken,
mert amikor q-t kicseréljük a következő pŕım számra, a második produktumot
több és kisebb számmal szorozzuk. Ebből következik a két becslés hányadosának
monotonitása. Na már most, ha q=5, akkor az előbbiek alapján:

ψ′(G) <
n2

5
5n2

12

=
12

25
<

1

2

a monotonitás miatt pedig a bal oldali emeletes tört nagyobb pŕımekre csak kisebb
lesz, és ezzel a lemmát beláttuk.

Lemma 4.4

Tegyük fel, hogy G ∼= Q ⋊ F , ahol Q egy ciklikus q-Sylow részcsoport, és |F | > 1.
Ekkor a 2.3-as lemma alapján:

ψ(G) = ψ(Q)ψ(K) + |Q|ψ(F\K)

ahol K a szemidirekt szorzat ϑ-jának magja. Azt álĺıtjuk, hogy ψ(K) ≤ ψ(|F |)
3

.
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Bizonýıtás: A tulajdonsága miatt K ◁ F , de nekünk most az is elég, hogy
részcsoport. Ebből adódóan K-nak van indexe F -ben, ami legalább 2. Amint
K méretét már rögźıtettük, tudjuk, hogy pontosan akkor maximális ψ(K), ha K
ciklikus, és mivel mi a legnagyobb ψ-jű K-t keressük, ezt mostantól feltesszük. Ha
K indexe p pŕım, akkor ψ(n) képlete alapján:

ψ(K)

ψ(|F |)
=
p2k−1 + 1

p2k+1 + 1
≤ p+ 1

p3 + 1
=

p+ 1

(p+ 1)(p2 − p+ 1)
≤ 1

3
.

Ha K indexe nem pŕım, hanem m =
∏
plii akkor hasonlóan ψ(n) képlete alapján:

ψ(K)

ψ(|F |)
=

∏ p2ki+1−2li
i + 1

p2ki+1
i + 1

<
p2k−1 + 1

p2k+1 + 1
≤ p+ 1

p3 + 1
=

p+ 1

(p+ 1)(p2 − p+ 1)
≤ 1

3
.

Lemma 4.5

Legyen q pŕım és r ≥ 1. Legyen Q ciklikus csoport, amire |Q| = qr. Ekkor:

(1)
|Q|
ψ(Q)

<
1

q − 1

(2) Ha r ≥ 2, akkor
|Q|
ψ(Q)

<
1

q2 − q

Bizonýıtások:
(1)

|Q|
ψ(Q)

=
qr

q2r+1 + 1

q + 1

≤ q(q + 1)

q3 + 1
=

q(q + 1)

(q2 − q + 1)(q + 1)
=

q

q2 − q + 1
<

1

q − 1

(2)
|Q|
ψ(Q)

=
qr

q2r+1 + 1

q + 1

≤ q2(q + 1)

q5 + 1
=

q2(q + 1)

(q4 − q3 + q2 − q + 1)(q + 1)
=

=
q2

q4 − q3 + q2 − q + 1
<

1

q2 − q
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Tétel 4.6

Legyen |G| = n legnagyobb pŕım osztója q ≥ 7. Ekkor ψ′(G) < 1
2

Bizonýıtás: A 4.3-as lemma miatt a q-Sylowja ciklikus és normális G-nek. A
Schur-Zassenhaus tétel feltételei teljesülnek, ı́gy G ∼= Q⋊F , ahol Q ciklikus q-Sylow
részcsoportja G-nek. Ekkor a 2.3-as lemma, és ψ′(G) defińıciója miatt:

ψ′(G) =
ψ(G)

ψ(|G|)
=

ψ(Q)ψ(K)

ψ(Q)ψ(|F |)
+

|Q|ψ(F\K)

ψ(Q)ψ(|F |)
.

A 4.4-es és 4.5 (1)-es lemmákat felhasználva mivel q ≥ 7 a következőt kapjuk:

ψ(Q)ψ(K)

ψ(Q)ψ(|F |)
+

|Q|ψ(F\K)

ψ(Q)ψ(|F |)
<

ψ(K)

ψ(|F |)
+

|Q|
ψ(Q)

<
1

3
+

1

q − 1
≤ 1

2
.

. A 4.1-es Lemma és az iménti tétel miatt nem maradt sok lehetőség |G| = n pŕım
osztóinak halmazára. A megmaradt eseteket fogjuk most közelebbről szemügyre
venni.

Lemma 4.7

Legyen |G| = n többszöröse 5-nek és tegyük fel, hogy ψ′(G) > 1
2
. Ekkor G ∼= Z5⋊F ,

ahol |F | nem osztható 5-tel.

Bizonýıtás: A 4.3-as lemma miatt G 5-Sylowja ciklikus és normális. A
Schur-Zassenhaus tételt felhasználva G ∼= Q⋊ F , ahol Q 5-Sylow részcsoport.

ψ′(G) =
ψ(G)

ψ(|G|)
=

ψ(Q)ψ(K)

ψ(Q)ψ(|F |)
+

|Q|ψ(F\K)

ψ(Q)ψ(|F |)
.

Ha |Q| > 5, akkor
|Q|
ψ(Q)

<
1

q2 − q
=

1

20
a 4.5-ös lemma (2)-es része miatt, ı́gy:

ψ(Q)ψ(K)

ψ(Q)ψ(|F |)
+

|Q|ψ(F\K)

ψ(Q)ψ(|F |)
<

ψ(K)

ψ(|F |)
+

|Q|
ψ(Q)

<
1

3
+

1

20
<

1

2
.

Tétel 4.8

Legyen |G| = n legnagyobb pŕımosztója q ≥ 5. Ekkor ψ′(G) < 1
2
.
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Bizonýıtás: A 4.6-os tétel miatt csak a q = 5 esetet kell megvizsgálni. Az előző
lemmából tudjuk, hogy G ∼= Z5 ⋊ F .

ψ′(G) =
ψ(G)

ψ(|G|)
=

ψ(Q)ψ(K)

ψ(Q)ψ(|F |)
+

|Q|ψ(F\K)

ψ(Q)ψ(|F |)
Ebbe a képletbe helyetteśıtve a fent megbeszélteket:

ψ′(G) =
ψ(G)

ψ(|G|)
=

21ψ(K)

21ψ(|F |)
+

5ψ(F\K)

21ψ(|F |)

Mármost
ψ(K)

ψ|F |
+
ψ(F\K)

ψ|F |
≤ 1 tehát

ψ(F\K)

ψ|F |
≤ 1 − ψ(K)

ψ|F |
. Mivel ψ(K)-t 1-es,

ψ(F\K)-t pedig
5

21
-es együtthatóval szorozzuk, ezért, ha felülről becsüljük ψ(K)-t,

majd 1− ψ(K)-val ψ(F\K)-t, akkor továbbra is egy felső becslésünk van. A 4.4-es
lemma és az előző gondolat miatt ı́gy:

ψ′(G) =
ψ(G)

ψ(|G|)
=

21ψ(K)

21ψ(|F |)
+

5ψ(F\K)

21ψ(|F |)
≤ 21

21
· 1
3
+

5

21
· 2
3
=

31

63
<

1

2
.

Megjegyzés: A 31
63
, ami kijött éppen a D5 diédercsoport ψ′-je, ugyanis az

1
3
-os becslés, amit használtunk, az F ∼= Z2 esettől eltekintve szigorú, vagyis
Z10 ̸∼= G ∼= Z5 ⋊ Z2, ı́gy G csak D5 lehet.

A 4.8-as tétel, és a 4.1-es lemma miatt már csak az a két eset van, amikor G egy
2-csoport, és amikor 3 is osztja |G|-t. Ez utóbbi esettel fogunk először foglalkozni,
majd a fejezet végén részletezzük a 2-csoportokat.

Lemma 4.9

Legyen |G| = n = 2α · 3β és legyen G 3-Sylow részcsoportja normális, amit Q-val
jelölünk. Ha ψ′(G) > 1

2
, akkor Q ciklikus.

Bizonýıtás: Teljesülnek a Schur-Zassenhaus tétel feltételei, ı́gy G ∼= Q ⋊ F .
Vizsgáljuk meg ezen szemidirekt szorzat egy (q, f) alakú elemét. Jelölje o(f) az
f -nek a rendjét, mint F eleme. Ekkor (q, f)o(f) = (q′, 1), ahol q′ ∈ Q, mert Q
normális, tehát a konjugálgatás és szorzás nem vezet ki belőle. Most mivel Q egy
3-csoport, ami, ha feltesszük, hogy nem ciklikus, akkor o(q′) (ahol q′-re mint Q

elemére gondolunk) legfeljebb |Q|
3
. Emiatt (q, f)o(f)o(q

′) = (q′, 1)o(q
′) = 1, tehát

minden (q, f) = g ∈ G-re, o(g) nem nagyobb mint o(f) · |Q|
3
, vagyis ψ(G) ≤ ψ(F ) |Q|2

3
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és mivel ψ(|Q|) > 3
4
|Q|2 > 2

3
|Q|2, ezért ψ(|G|) = ψ(|F |)ψ(|Q|) több mint 2-szerese

ψ(G)-nek, vagyis ψ′(G) < 1
2
.

Lemma 4.10

Legyen |G| = n = 2α · 3β és legyen G 3-Sylow részcsoportja normális, amit Q-val
jelölünk. Ha ψ′(G) > 1

2
, akkor Q ∼= Z3, azaz β = 1.

Bizonýıtás: Teljesülnek a Schur-Zassenhaus tétel feltételei, G szemidirekt
szorzatra bomlik, és az előző lemmánk miatt Qmég ciklikus is, ı́gy támaszkodhatunk
a 2.3-as lemmára, vagyis:

ψ(G) = ψ(P )ψ(K) + |P |ψ(F\K) és ψ′(G) =
ψ(G)

ψ(|G|)
=

ψ(Q)ψ(K)

ψ(Q)ψ(|F |)
+

|Q|ψ(F\K)

ψ(Q)ψ(|F |)

Ha |Q| > 3, akkor a 4.4-es és 4.5-ös (2) lemmákat felhasználva:

ψ(Q)ψ(K)

ψ(Q)ψ(|F |)
+

|Q|ψ(F\K)

ψ(Q)ψ(|F |)
<

ψ(K)

ψ(|F |)
+

|Q|
ψ(Q)

≤ 1

3
+

1

6
=

1

2
.

Lemma 4.11

Ha |G| = 2α · 3β, ψ′(G) > 1
2
és G 3-Sylow részcsoportja, amit Q-val jelölünk,

normális, akkor G ∼= Z3 ⋊ Z2k .

Bizonýıtás: Az előző lemmából tudjuk, hogy Q ∼= Z3, ı́gy:

ψ′(G) =
ψ(G)

ψ(|G|)
=

ψ(Q)ψ(K)

ψ(Q)ψ(|F |)
+

|Q|ψ(F\K)

ψ(Q)ψ(|F |)
=

ψ(K)

ψ(|F |)
+

3

7
· ψ(F\K)

ψ(|F |)
.

A második legnagyobb lehetséges értéke ψ′(G)-nek, azaz a 3.1-es tétel miatt, a lehető
legnagyobb, amennyiben G nem ciklikus [3] főtétele szerint 7

11
. Tegyük fel, hogy F

nem ciklikus, ekkor
ψ(K)

ψ(|F |)
+
ψ(F\K)

ψ(|F |)
≤ 7

11

Most hasonlóan ahhoz, mint a 4.8-as tétel bizonýıtásában, felülről szeretnénk
becsülni egy lineáris függvényt, ahol a változók összegére van korlát, akkor ha előbb
a nagyobb együtthatójú tagot becsüljük felülről, majd ezt a felső becslést használjuk,
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valamint az összegre vonatkozó korlátot a kisebb tag felső becsléséhez, akkor felső
becslést kapunk. Tehát:

ψ(K)

ψ(|F |)
+

3

7
· ψ(F\K)

ψ(|F |)
≤ 1

3
+

3

7
·
(

7

11
− 1

3

)
<

1

3
+

3

7
·
(

7

11
− 3

11

)
=

1

3
+

12

77
<

1

2

Lemma 4.12

Legyen |G| = n = 2α · 3β és G 3-Sylow részcsoportja ne legyen normális. Ekkor
G-nek nincsen 2 indexű ciklikus részcsoportja, ha ψ′(G) > 1

2
, akkor van 3 indexű.

Bizonýıtás: Ha volna G-nek 2-indexű ciklikus részcsoportja, akkor az
automatikusan normális, illetve mivel ciklikus, ennek minden részcsoportja
karakterisztikus, tehát a 3-Sylow karakterisztikus G egy normálosztójában, ami
miatt normális is, ez pedig ellentmondás. Most már tudjuk, hogy nincs 2 indexű
ciklikus részcsoport, ha 3 indexű sem lenne, akkor ∀g ∈ G-re o(g) ≤ n

4
, vagyis

ψ(G) < n2

4
, mı́g ψ(|G|) > n2

2
, azaz ψ′(G) < 1

2
.

Lemma 4.13

Legyen |G| = n = 2α · 3β és G 3-Sylow részcsoportja ne legyen normális. Ekkor
ψ′(G) < 1

2
.

Bizonýıtás: Ha ψ′(G) > 1
2
, az előző lemma miatt van 3 indexű ciklikus

részcsoportja, ezt h́ıvjuk Q-nak. Ez mivel ciklikus, ezért tartalmaz karakterisztikus
részcsoportként egy ciklikus 2-Sylowot. Így ha Q normális, akkor a 2-Sylow is,
Schur-Zassenhaus tétel miatt ekkor G ∼= P ⋊ F , ahol P egy ciklikus 2-csoport.
Egy ciklikus 2-csoport automorfizmuscsoportja szintén 2-csoport, ezért oda egy
3-csoportból csak a triviális homomorfizmus megy, ami azt jelenti, hogy P centrális,
de azt feltettük egy ideje, hogy ilyen nincs.

Most már tudjuk, hogy Q nem normális, nézzük hogyan hat a mellékosztályain
a g ∈ G elemekkel való szorzás. Ez indukál egy homomorfizmust S3-ba. A
stabilizátorok (Q és mellékosztályain) egymás konjugáltjai, ezen stabilizátorok
metszete a homomorfizmus magja. Ez a mag egy normálosztó, jelöljük N -nel,
mivel a faktor rendje 6, ezért N indexe is. Q centralizálja N -t, mert Q ciklikus,
és N részcsoportja Q-nak, hasonlóan N -et centralizálják Q konjugáltjai is. A faktor
S3-unkban van egy normális Z3. Ennek a visszahúzottját jelölje M , ami ı́gy egy 2
indexű részcsoport, tehát normálosztó is. N centrális G-ben mert N centralizátora
nagyobb Q-nál, ami maximális részcsoport. Ebből adódóan N centrális M -ben,
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ahol a faktor ciklikus, ezért M kommutat́ıv. Egy kommutat́ıv csoportban a Sylow
részcsoportok karakterisztikusak, és mivel |G : M | = 2, ezért M tartalmazza
a 3-Sylow részcsoportját G-nek. Így a 3-Sylow egy normálosztó karakterisztikus
részcsoportja, vagyis normális, ami ellentmond a kiinduló feltételünknek.

Tétel 4.14

Ha G nem egy 2-csoport és ψ′(G) ≥ 1
2
, akkor G ∼= Z3 ⋊ Z2k , ekkor ψ

′(G) > 4
7
> 1

2

és limk→∞ ψ′(G) = 4
7
felülről.

Bizonýıtás: A 4.8-as tétel miatt |G| = 2α · 3β a fenti feltételek mellett.
A 4.13-as lemma miatt a 3-Sylow normális lesz G-ben. Ekkor a 4.11-es lemma
miatt G ∼= Z3 ⋊ Z2k . Most támaszkodhatunk a 2.3-as lemmára, és a szokásos
masinériánkra, illetve hogy ψ(F\K) = ψ(F )− ψ(K).

ψ′(G) =
ψ(Q)ψ(K)

ψ(Q)ψ(|F |)
+

|Q|ψ(F\K)

ψ(Q)ψ(|F |)
=

22k−1 + 1

22k+1 + 1
+

3

7
· 3 · 22k−1

22k+1 + 1
=

=
1

4
+

3
4

22k+1 + 1
+

3

7

(
3

4
−

3
4

22k+1 + 1

)
=

1

4
+

9

28
+

3
7

22k+1 + 1
>

4

7

Továbbá a fentiekből az is látszik, hogy limk→∞ ψ′(G) = 1
4
+ 3

7
· 3
4
= 7+9

28
= 4

7
és hogy

felülről konvergál.
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Most térünk rá a 2-csoportokra.

Lemma 4.15

Legyen |G| = 2k, ekkor, ha ψ′(G) > 1
2
, akkor G-ben van 2 indexű ciklikus

részcsoport.

Bizonýıtás: Ha G-nek nincs 2 indexű ciklikus részcsoportja, akkor minden
g ∈ G rendje osztja 2k−2-t, tehát ψ(G) < 22k−2, viszont

ψ(2k) =
22k+1 + 1

3
>

4

3
· 22k−1 > 2 · 22k−2

azaz ψ′(G) kisebb lenne, mint 1
2
.

Ennek fényében mostantól olyan 2-csoportokat vizsgálunk, amelyeknek van 2 indexű
ciklikus részcsoportja. Ebből [1] 5.3.4-es tétele alapján van 6 féle, ha k > 3, ezeket
alább soroljuk, és a négy bonyolultabbhoz mellékelünk Cayley-gráfokat a k = 3
illetve 4 esetre.

(I) Ciklikus, vagyis Z2k .

(II)Q2k Általánośıtott kvaterniócsoport: ⟨a, b|a2
k−1

= b4 = 1, a2
k−2

= b2, b−1ab = a−1⟩.
A kvaternió csoportnak k = 3-tól van értelme, illetve választható el egyértelműen
egyéb itt felsorolt 2-csoport sorozatoktól. Mellékeltük Q8 Cayley-gráfját,
amennyiben k-t növeljük, a piros körök nagyobbak lesznek, a zöld körök pedig
többen.
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(III) SD2k−1 szemidiéder csoport: ⟨a, b|a2k−1
= b2 = 1, b−1ab = a2

k−2−1⟩. Ez a
prezentáció k = 3-ra a Z4 × Z2 csoportot definiálja, ı́gy itt a legkisebb érdekes eset
az SD8, ennek Cayley-gráfját helyeztük el alább, kicsit más betűzést használva, mint
az általános esetnél.

(IV) MM2k az angol nyelvű szakirodalomban ”modular maximal-cyclic” néven
megtalálható csoport: ⟨a, b|a2k−1

= b2 = 1, b−1ab = a2
k−2+1⟩. Ennek is ideillesztettük

a Cayley-gráfját, ahol k = 4 ami legkisebb izgalmas eset, k = 3-ra a prezentáció a
D4 diédercsoportot definiálja.
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(V) Z2k−1 ×Z2 direkt szorzat: ⟨a, b|a2k−1
= b2 = 1, b−1ab = a⟩. Ezt a csoportot nem

olyan bonyolult elképzelni, nem tettük ide Cayley-gráfját.

(VI) D2k−1 diéder csoport: ⟨a, b|a2k−1
= b2 = 1, b−1ab = a−1⟩. Ez a csoport sokkal

ismertebb, azért helyeztük el a Cayley-gráfját, hogy jól összevethető legyen az előző
kettővel.

A Cayley-gráfok a Wikipédiáról vannak, a 16 csúcsúakba a csúcsok jobb alsó részébe
be van ı́rva a megfelelő elem rendje is.

Képletek

Meg fogjuk határozni az imént ismertetett 6 csoport ψ-jét. Mind a 6 csoportnak van
egy 2-indexű ciklikus részcsoportja, és ennek van egy mellékosztálya. Egy ciklikus
részcsoportra a 2.5-ös lemma ismeretében nem kih́ıvás a ψ kiszámı́tása, ı́gy ezt nem
fogjuk indokolni, valamint ”a mellékosztály”-ként fogunk hivatkozni ennek egyetlen
mellékosztályára. Mivel 2-csoportokról beszélünk, minden elem rendje 2-hatvány,
ı́gy amikor azt akarjuk meghatározni, elég a 2-hatványadik hatványokat nézni.

(I) Triviálisan:

ψ(Z2k) =
22k+1 + 1

3
.

(II) A mellékosztály minden eleme asb alakú. Ekkor (asb)2 = asbasb = asa−sbb = b2,
ami másodrendű, tehát minden mellékosztálybeli elem rendje 4, ı́gy:
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ψ(Q2k) = ψ(2k−1) + 4 · 2k−1 =
22k−1 + 3 · 2k+1 + 1

3
.

(III) Egy mellékosztálybeli elem: asb. Ekkor (asb)2 = asbasb = asas(2
k−2−1)bb =

= asa−sa(2
k−2)s = a(2

k−2)s, vagyis, ha s páros, akkor másod, ha páratlan, akkor
pedig negyedrendű asb, ı́gy:

ψ(SD2k−1) = ψ(2k−1) + 3 · 2k−1 =
22k−1 + 9 · 2k−1 + 1

3

(IV) Egy mellékosztálybeli elem: asb. Ekkor (asb)2 = asbasb = asas(2
k−2+1)bb =

= asasa(2
k−2)s ez csak úgy lehet 1 az a(2

k−2)s tag miatt, úgy, hogy anélkül nem volt
az, hogy a2s = a(2

k−2)s, és s páratlan, de mivel ezt a csoportot k > 3 esetre vizsgáljuk,
ez lehetetlen, ezért minden asb alakú elemre o(asb) = o(as) ha s > 0, ha pedig nem,
akkor b-ről beszélünk, aminek a rendje 2, ı́gy:

ψ(MM2k) = ψ(2k−1) + ψ(2k−1) + 1 =
22k + 5

3

(V) Egy mellékosztálybeli elem: asb, azaz, mivel ez egy direkt szorzat, ezért a rend a
rendek legkisebb közös többszöröse, tehát o(as, b) = o(as), ha 2|o(as), vagyis s ̸= 0,
ott viszont o(b) = 2, ezért:

ψ(Z2k−1 × Z2) = ψ(2k−1) + ψ(2k−1) + 1 =
22k + 5

3

(VI) Egy mellékosztálybeli elem: asb, ennek négyzete asbasb = asa−sb2 = 1, vagyis
minden mellékosztálybeli elem másodrendű, ezért:

ψ′(D2k−1) = ψ(2k−1) + 2 · 2k−1 =
22k−1 + 3 · 2k + 1

3

Lemma 4.16

A 2-csoportok közül pontosan a következő két t́ıpusnak, és egy sporadikus
esetnek van 1

2
-nél nagyobb ψ′-je: MM2k , Z2k−1 × Z2, Q8. Előbbi két esetben

limk→∞ ψ′(G) = 1
2
méghozzá felülről.
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Bizonýıtás: Felhasználva az imént kapott képleteket, ψ(Q2k) > ψ(SD2k−1) >
> ψ(D2k−1), és ha k ≥ 4, akkor:

ψ′(Q2k) =
22k−1 + 3 · 2k+1 + 1

22k+1 + 1
≤

22k−1 + 3
16

· 22k+1 + 1

22k+1 + 1
<

4 + 3 + 1

16
=

1

2

Képlet alapján ψ′(Q8) =
27
43
> 1

2
. Mivel k = 3 esetben a szemi-diéder csoport ”még

nem születik meg”, ezért már csak a ψ′(D4) =
19
43
< 1

2
hiányzott, illetve

ψ′(MM2k) = ψ′(Z2k−1 × Z2) =
22k + 5

22k+1 + 1
=

1

2
+

9

22k+2 + 2
>

1

2

és oda tart, amivel kész a bizonýıtás.

Tétel 4.17

Legyen G egy nem ciklikus csoport. Ekkor, ha ψ′(G) ≥ 1
2
, és G nem tartalmaz

centrális Sylow részcsoportot, akkor az alábbi csoportok valamelyikével izomorf:

(I) Z3 ⋊ Z2k

(II) Q8

(III) MM2k

(IV) Z2k−1 × Z2

illetőleg, ha ezek valamelyikével izomorf, akkor ψ′(G) > 1
2
. Az (I) esetben

limk→∞ ψ′(G) = 4
7
, felülről, a (II) esetben ψ′(G) = 27

43
, a (III) és (IV) esetekben

azonos k-ra ugyanazt az értéket kapjuk, emellett limk→∞ ψ′(G) = 1
2
ugyancsak

felülről.

Bizonýıtás: A 4.14-es tételből és a 4.16-os lemmából az álĺıtás világos.

Táblázatok

Az alábbiakban mellékelünk táblázatokat, amik tartalmazzák a 6 vizsgált 2-csoport
ψ illetve ψ′ értékeit k ≤ 10 esetben. Előbbieket pontosan, utóbbiakat tizedestörtként
kereḱıtve. Mivel ψ(Z2k−1×Z2) = ψ(MM2k) ∀k-ra ahol ez utóbbi értelmes, ezért csak
egy oszlopunk van mindkettő számára, ”direkt szorzat” névvel ellátva.
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ψ(G) Z2k Q2k szemi-diéder direkt szorzat diéder

k = 1 3 nem értelmes nem értelmes nem értelmes nem értelmes

k = 2 11 nem értelmes nem értelmes 7 7

k = 3 43 27 nem értelmes 23 19

k = 4 171 75 67 87 59

k = 5 683 235 219 343 203

k = 6 2731 811 779 1367 747

k =7 10923 2987 2923 5463 2859

k = 8 43691 11435 11307 21847 11179

k = 9 174763 44715 44459 87383 44203

k = 10 699051 176811 176299 349527 175787
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ψ′(G) Z2k Q2k szemi-diéder direkt szorzat diéder

k = 1 1 nem értelmes nem értelmes nem értelmes nem értelmes

k = 2 1 nem értelmes nem értelmes 0.63636 0.63636

k = 3 1 0.62791 nem értelmes 0.53488 0.44186

k = 4 1 0.43860 0.39181 0.50877 0.34503

k = 5 1 0.34407 0.32064 0.50220 0.29722

k = 6 1 0.29696 0.28524 0.50055 0.27353

k = 7 1 0.27346 0.26760 0.50014 0.26174

k = 8 1 0.26172 0.25880 0.50003 0.25587

k = 9 1 0.25586 0.25440 0.50001 0.25293

k = 10 1 0.25293 0.25220 0.50000 0.25147

limk→∞ 1 0.25 0.25 0.5 0.25
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Megjegyzések

Egy természetes gondolat, hogy vigyük lejjebb az 1
2
-es küszöböt. Az általunk

használt fő módszer, hogy ha q a legnagyobb pŕım osztója |G|-nek, akkor a q-Sylow
ciklikus, és normális, majd ezután a Schur-Zassenhaus tételt és a 2.3-as lemmát
használjuk. Ez 1

4
-nél befullad ugyanis, ha veszünk egy Zq ⋊ Z2k csoportot, ahol

ϑ az utóbbi csoport generátorait az invertálásba, többit pedig az identitásba küldi,
akkor az F⋊K szemidirekt szorzatból ψ(K)

ψ(|F |) már kiad 1
4
-et mint a szemidirekt szorzat

direkt szorzatként viselkedő része. Ezt tovább szorozgathatjuk szemidirekten relat́ıv
pŕım rendű ciklikus csoportokkal, és a ψ′ érték továbbra is 1

4
feltt marad, mert a

csoport fele ciklikus.

Néhány ψ′-ről szóló eredmény: ψ′(G) > 7
11

= ψ′(Z2 × Z2), akkor G ciklikus,
ψ′(G) > 211

1617
= ψ′(A5), akkor G feloldható, ψ′(G) > 13

21
= ψ′(S3), akkor G nilpotens.

Ezek hangulata mind az, hogy ha ψ′(G) elég nagy, akkor G egyre kommutat́ıvabb,
ciklikusabb kell legyen. Ehhez képest viszonylag meglepő, hogy az előző fejezet végén
lévő MM2k-nak, ami egy alkalmas ϑ-ra Z2k−1 ⋊ Z2, ugyanakkora ψ-je van, mint a
triviális ϑ-val kapott direkt szorzatnak, ami lássuk be ”sokkal kommutat́ıvabb”. A
fentebb sorolt eredmények megtalálhatók [4] Introduction részében.
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Nyilatkozat mesterséges intelligencia alapú

eszközök használatáról

Aluĺırott Simonyi Alex nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkésźıtése során az alább
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye Megjegyzés
Számolás GPT-4 Szakdolgozat

tényleges ı́rása előtti
gondolkodáshoz ψ′

függvény kiszámı́tása
csoportokra

Python, GAP
kódok

Képletek másolása Mathpix Snipping
Tool

1. és 2. fejezet

Táblázatok késźıtése GPT-4 4. fejezet, Táblázatok python kód
ı́rása, onnan a
számok
átmásolása

LATEXparancsok
keresése

GPT-4 egész dolgozat

Nyilatkozat GPT-4 Nyilatkozat

Helyeśırás/sajtóhibák LATEXbeéṕıtett AI
assist

Összesen 10 vagy 20
szó, nem tudom hol

nem fizettem
elő, ezért csak
az ingyenes

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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