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Bevezeto

Az algebrai topoldgidban megszokhattuk, hogy topologikus terek bizonyos invarians
tulajdonsagait préobéaljuk meghatarozni. A homoldgia is ezen invariansok kozé tartozik
és nagy szerepe van az algebrai topoldgidban. Hasonléan a fundamentdlis csoporthoz, a
homoldgia is egy csoport, pontosabban egy Abel-csoport, azonban mig a fundamentalis
csoportot nehéz, a homologiacsoportot annal konnyebb meghatarozni.

A dolgozat bevezetést nyujt a homoldgia fogalmaba, megmutatja elényeit és
hatranyait, és felhasznalasat példédkon, feladatokon keresztiil.

Kezdetben definialni fogom a szimplicidlis, a szingularis, majd a CW-homoldgiat,
valamint kiszamolom adott topologikus terek ezen invariansait. Ezek definidlasahoz
bevezetek sziigséges fogalmakat, példaul a CW-komplexus fogalmat vagy egy topologikus
tér triangulacidjat. Szo lesz arrdl, hogy milyen informéaciot térol el egy topologikus tér
nulladik homolégiacsoportja, valamint hogy ezt milyen problémék megoldésaban lehet
hasznalni.

Ezek utéan altalanos tulajdonsagait ismertetem a homolégianak és felhasznalasat
is megmutatom a topologian beliill. Megmutatom, hogy homotép ekvivalens terek
homolégiacsoportjai megegyeznek. Szé lesz a nevezetes Mayer-Vietoris tételrdl, ami a
dolgozatom szempontjabdl talan a legfontosabb tétel, és amit a legtobbszor hasznéaltam.

A kovetkezokben bevezetem a redukalt homoldgia fogalmat és ennek segitségével
bebizonyitom a Jordan-gorbe tételt.

Ezek utan egy kis kitérot teszek a homologikus algebra vilagaba, majd bevezetem
ennek segitségével a kohomoldgia fogalmat. A kohomoldgia bevezetése sziikséges lesz,
ugyanis bevezetheto lesz rajta egy szorzas a homoldgiaval ellentétben, ami hasznos lesz
a dolgozatom utolsé részében. Emellett sz6 lesz a Kiinneth formuldrdl, ami szintén egy
nagyon jelentos tétel.

Ezt kovetéen fibralt nyalabokrdl lesz sz6, ami ott fog kotodni dolgozatom téméjahoz,
hogy kohomolodgia segitségével fogom meghatarozni bizonyos nyalabok invaridns tu-
lajdonsagait. Bevezetésre keriil a fibralt nyalab és vektornyalab fogalma, valamint
megmutatom mi az a Hopf-fibralas, ami talan a legfontosabb példa fibralt nyalabra.

Végiil érintélegesen bemutatom, mi az a karakterisztikus osztaly. El0szor szo6 lesz
egy vektortér kohomologikus irdanyitasardl, majd ennek segitségével definidlom a Thom-
osztaly és az Euler-osztaly fogalmat. Ezutan bevezetem a karakterisztikus osztalyokat,
példail a Chern-osztélyokat.

Osszességében elmondhaté, hogy a homolégia egy nagyon tdg témakor a matem-

atikan beliil és érdemes elmeriilni a vilagdban. A dolgozatom megirasa kézben sok olyan



fogalommal, témakorrel talalkoztam amik felkeltették az érdeklodésemet és érdemesek
arra, hogy foglalkozzam veliik a jovében. Ilyen volt a K-elmélet vagy a Lie-csoport

elmélet.



1. Homolégiaelmélet

A homoldgia egy Abel-csoport amely a topolégidban trianguldlhaté terek egy invaridnsa
és segit karakterizalni, illetve megkiilonboztetni topolégikus tereket. Eloszor nézziik

meg mit jelent egy topologikus tér triangulacidja:

1.1 Szimplicialis homolégia

Definicié: Legyen X egy topologikus tér és legyen V = {wvy,vq,...,0,} egy véges
halmaz, ami a csticsokat reprezentalja. Tovabba legyen A C P (V) egy leszallé hal-
mazrendszer, tehat VA € A és B C A = B € A. A-at a lapok halmazanak hivjuk.
Egy ilyen (V, A) pért szimplicidlis komplexusnak neveziink, valamint ha A = P(V) \ @

akkor a (V, A) part n-szimplexnek nevezziik.
Megyjegyzés: A, C A halmazt a k-lapok halmazanak nevezziik, ahol:
A, ={H € A| |H| =k}.

Megyjegyzés: Vegyiik R""l-et és benne e, e1, . . ., e, szokdsos bazisvektorokat. Ekkor

ezen vektorok konvex kombinaciéibdl kapott halmazt nevezziik a standard n-szimplexnek
és A"-el jeloljiik:

A" = {iazez\()ﬁozlﬁ 1,i0&121}
1=0 =0

Definicié: Legyen (V, A) szimplicidlis komplexus és A € A.

A,\Z{Z%UWS%SLZ@U:l} c AVl c RV

VEA VEX

Az R(V) := [U,ep Ax halmazt nevezziik A realizdcidjanak.

Definicié: Legyen X topoldgikus tér és (V, A) szimplicidlis komplexus. R(V) az X tér
triangulaciéja ha X = R(V).

Lassunk egy példat egy trianguldciéra. Adjuk meg S? egy trianguldcidjat. Erre egy
j6 megoldés ha vessziik AP := A3\ {0, 1,2, 3}-at, a standard haromdimenzids szimplexet
a belseje nélkiil. Annak érdekében, hogy megmutassuk, hogy ez tényleg triangulacidja
S2-nek, vesziink egy szabalyos tetraédert, ami homeomorf A}-el és beledgyazzuk

S? belsejébe. Ezutdn megadjuk a homeomorfizmusunkat a kovetkezOképpen: S2



kozéppontjabol projektaljuk a tetraéderiinket az S2-re, ami egy folytonos bijektiv
leképezés, valamint az inverze is folytonos.

Vagyis megadtuk S? egy trianguldciéjat. Konnyen lathaté, hogy ha A?-bél kivennénk
egy oldalt és Gsszaragasztanank az iires oldala mentén egy azonos szimplicialis kom-

plexussal az is triangulaciéja lenne S*-nek.

Definicié: Egy (V,A) szimplicidlis komlexusnak definidljuk az n-lancait, mint az

n-lapjai altal generalt szabad Abel-csoport:

Chn(A) = { Z nec | ne € Z}

CeAn

Definicié: Definidlunk egy leképezést C,(A) és Cy,—1(A) kézott. Legyen ez a leképezés
Op : Cp(A) = Cp1(A). Amennyiben ¢ € A, Ggy reprezentdlhatjuk c-t a kévetkezo
alakban: ¢ = [vg,vq,...,v,] ahol vy, vy, ..., v, novekvd sorrendben helyezkednek el.
Ekkor definiadljuk 0,-t a kovetkezéképpen:

n

On V0, V1, .., Up) i= Z(—l)i[vo, ey Uy e ey Up]

i=0
Ebben az Osszefliggésben v; azt jeloli, hogy v;-t kihagytuk a reprezentdciébol. A
definiciobdl jol 1atszik, hogy 9, valéban C,,_i-re képez. 0,-et hatarleképezésnek hivjuk.

Megyjegyzés: O,-et linedrisan kiterjesztjiik, hogy értelmezési tartoménya C,,(A) és
értékkészlete Cp,_1(A) legyen.

Allitas: 9, .0, = 0.

Bizonyitas: Vegyiink egy ¢ € A,, elemet, [vg, vy, ..., v,] reprezentdciéval. Elég beldtni,

hogy egy ilyen c-re 9,0,_1(c) = 0, hiszen 9,, és 0,1 linedris.



Onlvo,v1, -, vn] =D (1), ., Ty 0

=0
OnOn1[vo,v1, - vn] = 3 (=D (=1V[vo, ..., By, ., Ty, 0]
1<J
Y (=D (=1 oo, Ty Dy V)
1>]

Ha jol megfigyeljiik, akkor a masodik szummaban felcserélve i-t és j-t az els6 szummat

kapjuk egy negativ elgjellel, igy az allitast igazoltuk. O]
Az elozo allitas azt jelenti, hogy a hatar hatara 0.
Definicié: C = (C,, 0,) lanckomplexus amennyiben 0,,0,,—1 = 0,Vn € N.

Minden sziigséges fogalmat bevezettiink annak érdekében, hogy definialhassuk a

homolégiacsoportokat: Legyen C = (C,,, 0,) lanckomplexus. Ekkor a

Hy =Kot 6.0

csoportot a C' lanckomplexus n. homoldgiacsoportjanak nevezziik.

Megyjegyzés: Ahhoz, hogy H,, értelmesen legyen definidlva ahhoz kell, hogy Im(0,+1) C
ker(9,). Viszont beldttuk korabban, hogy 0,110, = 0, ami implikalja ezt.

Feladat: Szamoljuk ki az n-dimenziés szimplex homoldgia-csoportjait.

Bizonyitas: Belatjuk, hogy:

. Z, hak =0,
Hi(A") =
0, egyébként
A" csucsai rendre legyenek vy, . . ., v,. A" k-lancainak, k-ciklusainak, illetve k-hatarainak

szabad Abel-csoportjait jeloljiik a kovetkezdkkel: C7, Z7', Bj'. Ekkor teljesiil, hogy:
Hy(A") = Zi/gn.

Illetve a

0—=2 —-Cy — B ,—0

rovid egzakt sorozatbdl kapjuk, hogy

tk By, +1k Z) = rk (.



Masrészt tudjuk, hogy

n+1
kCy = )
T (k: + 1)
tekintve, hogy egy n-szimplex barmely k + 1 csticsa k-szimplexet alkot. Indukciéval

bizonyitunk. A fenti allitasnal tébbet fogunk beldtni, mégpedig, hogy k < n-re

rkBZz(kiJ, kZ0 =n+1, é rkz;::<kil> (n>k > 0).

Elészor belatjuk az allitast k = O-ra. Ekkor Z} = Oy, igy
tk Zy =n+ 1.

Vegyiik A™ azon éleit, amelyek egyik végpontja v,. Ezek O szerinti képeivel Z
minden olyan elemét tudjuk generdlni, melyre teljesiil, hogy az egyiitthatok osszege 0.

Ugyanakkor az egyttthaték osszege BY minden elemében 0, igy
tk B =n, ésigy Hy(A")=Z.

Most tegytik fel, hogy az allitast mar belattuk minden k-nal kisebb szamra, ésn > k > 0.
Most pedig megmutatjuk, hogy

rkB,?:(kil), rkz;;:<kil>, és Hy(A™) 0.

Az indukciés feltevésbol rogton kapjuk, hogy

n n n n+1 n n

Mivel B} C Z}}, igy B} rangja is legfeljebb ennyi. Legyen (G; azon szabad Abel-csoport,
amelyet azon k-szimplexek generalnak, melyeknek egyik csicsa sem v, és Gy pedig
azon szabad Abel-csoport, amelyet azon k-szimplexek generalnak, melyeknek egyik
csucsa vy,,. Ekkor

Cr = G @ Gs.

Vegyiik A™ azon (k+1)-szimplexeit, melyeknek egyik csiicsa v,,. Ezek O szerinti képeibdl
minden g; € G, elemre kapunk egy olyan C}-beli elemet, amely el6dll g; + go alakban,
ahol go € Gy. Ezt abbdl lathatjuk, hogy minden (k + 1)-szimplexnek pontosan egy

olyan k-lapja van, amely nem tartalmazza v,-t. Azaz megkaptuk, hogy

mn
k B <
Pk = (k+1)’

azaz Bj = z(h). Végiil beldtjuk, hogy Hy(A™) nem tartalmaz torzidt, azaz minden

Zy-beli ciklus egyben hatar is. Vegyunk egy tetszdleges z € Z;' ciklust. Tudjuk, hogy

8



van olyan (g1 + ¢2) € B}, amelyre g; € Gy, illetve g5 € G, g1-ben pedig éppen azok
az egyiitthatok szerepelnek a megfeleld k-szimplexeknél, mint z-ben. Igy elegendé
2 =z — (g1 + ¢2)-16l beldtni, hogy hatar. 2’ € Gq, azaz csak olyan k-szimplexeket
tartalmaz, amelyeknek v, az egyik csiicsa. Ugyanakkor tudjuk, hogy 2’ € Z}, azaz a
hatara 0. fgy minden egyiitthatéjanak O-nak kell lennie, azaz z hatar. Végiil belatjuk,
hogy k = n esetén is teljesiil az allitas. Ekkor

1
k2" =tk C" — 1k B, — (”L) - (") 0,
n n

azaz H,(A™) = 0. O

Feladat: Szamoljuk ki a kompakt irdnyithato osszefiiggé feliiletek masodik homoldgia

csoportjait.

Bizonyitas: Az allitas az, hogy ha ¥ egy kompakt iranyithatd Osszefiiggd feliilet,
akkor Hy(X) = Z. Vegyiik ¥ egy triangulacidjat és vegyiink ebbdl a triangulaciébdl
egy 2-dimenzids szimplexet (haromszoget). Iranyitsuk ezen szimplex oldalait pozitiv
iranyitassal. Ezek utan tegyiik meg ezt minden tovabbi 2-dimenziés szimplexel. Ekkor
barmely két szomszédos 2-szimplex kozos oldala ellentétes iranyitasu lesz. Ez azért

igaz, mert X iranyithato.

Definici6 szerint Hy(X) = Ker@?)/lm(ag). Mivel ¥ egy 2-sokasdg, ezért Im(d3) = 0.
Ker = Z, mivel ha vesziink két szomszédos haromszoget és kiszamoljuk a hatarukat a
kovetkezot kapjuk:

a2[07 172] = [07 1] - [172] + [072]

82[07 2, 3] = [27 3] - [07 2] + [07 3]
Ebbdl latjuk, hogy ha egy ciklus tartalmaz egy haromszoget akkor tartalmazza annak

Osszes szomszédjat is. Tehat Ho(X) = Z. O

Allitds: Legyen X egy trianguldlhato topolégikus tér. Ekkor X Fuler-karakterisztikdja:



Bizonyitas: Definici6 szerint b, a kovetkezo:

b= k(KO0 )

S = S a(K 0y, -
S (1) (sk(Ker(@,) = rk(1m(0e1)) ) =
Z(_l)n (l“k (Ker(an)) + rk(Im(an))>

Mivel C,, egy szabad Abel-csoport ezért ez a szumma pont az Euler-karakterisztika

képletét adja meg. O

1.2 Szingularis homolégia

Definicié: Legyen X topologikus tér és vegylik a kévetkezd halmazt:
H={f:A" — X | f homeomorfizmus}

A H halmazt a szinguldris n-szimplexek halmazanak nevezziik, valamint C,,-el jeloljiik
a szingularis n-szimplexek altal generalt szabad Abel-csoportot.

Tehat ha vesziink egy o € (), elemet, az egy véges tartoju Z értéki figgvény
lesz a szingularis n-szimplexeken. C,, elemeit szingularis n-lancoknak nevezziik. Ha-
sonldan az elézdekhez, a szinguldris-szimplexeken is definidlhatunk egy hatarleképezést

a kovetkezoképpen:

n

On: Co = Coyy Ou(f) =Y _(=1)"[v0,- -, Ty . 0]

=0
Itt is ezen leképezés linearis kiterjesztésével kapjuk meg a hatarleképezéstinket.
Definicié: A C(X) = (C,(z), 0,) lanckomplexust az X topolégikus tér szinguldris

lanckomplexusanak nevezziik, valamint a

H,(x) =Ker@a)g o)

csoportot az X tér n-edik szingularis homologiacsoportjanak nevezziik.

Megyjegyzés: A homoldgia eredeti definialasaval ellentétben, ebbol a definiciobdl
egyértelmiien latszik, hogy a szinguldris homolégia egy X topoldgikus tér egyértelmii

invariansat hatarozza meg.
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Megyjegyzés: A szingularis homoldgia segitségével definidlhatjuk altaldnos topologikus

terek Euler-karakterisztikajat.

Definicié: Legyen X toplégikus tér, ekkor X Euler-karakterisztikdja legyen egyenlé a

kovetkezovel:

1.3 CW-komplexusok

Legyen X' egy diszkrét topoldgikus tér. Ekkor X° egy 0-dimenzids cella-komplekszus.
Azt mondjuk, hogy X™ egy n-dimenzids cella-komplexus, ha létezik egy X"~ 1 n — 1-
dimenzids cella-komlexus és " : S~ — X! ragaszt6 leképezések, hogy a kovetkezd

teljestil:
n n—1
xra (IIPs)ux S

Itt a ~ relacié a ragasztoleképezések altal generalt relacid, tehat a DI golyok
ragadnak az X" ! ”vézzal”.

X egy végtelen dimenziés cella-komplexus, ha X =, X™ ahol barmely n-re X"
egy n-dimenziés cella-komplexus és szintén barmely n-re X" a fenti moédon allt el
X" Lbél, valamint A C X zart & AN X" C X" zart barmely n-re.

X"-et az X n-vazénak nevezziik (létezik egy természetes bedgyazasa X,-nek).
Definialjuk tovabba a ¢ : DI — X karakterisztikus leképezéseket, valamint az e} :=
Y (BY) C X halmazokat nevezziik n-celldknak, amiknek segitségével definidlhatunk

egy X térnek cellafelbontasat.

Feladat: Adjuk meg a 2¢g génuszu felilletnek egy olyan cellafelbontdsat amiben egy
darab 0, 2g darab 1 és egy darab 2-cella van.

Megoldas: Ismert a térusz (T?) kovetkez6 azonositdsa:

>N
e

4
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Jol latszik, hogy ez valéban egy cellafelbontédsat adja T?-nek. Ezt az azonositast fogjuk

altalanositani. Legyen a cellafelbontasunk a kovetkezo:

Ha megfigyeljiik ezt a cella-felbontast, akkor lathatjuk, hogy a sokszog csicsai Osszeragadnak
egyetlen egy pontd, valamint egyetlen egy D? van a felbontdsban és mivel az oldalak

parossaval ragadnak, ezért 2¢g darab 1-cella lesz a felbontasban.

1.4 CW-homolégia

Definicié: Legyen az X tér {¢} ragasztéleképezésekkel megadott cella-felbontasa.
Legyen CW (X)) = (CW 9,). Ttt CW az n-celldk 4ltal generslt szabad Abelcsoport.
Tehat CSW = Z(p"). Mar csak a hatdrleképezést kell definidlnunk. Ehhez segitségiil

hivjuk a fokszam fogalmat. Legyen 0, hatarleképezés a kovetkezo:

On(h) = dasy™"
B

“ s

St Sl o8 = gF o valamint ¢f : X7 — X/ (XL egfl).
Megyjegyzés: X" 1/(X"1\ eg_l) >~ gn-t
Definialtunk tehat harom kiilonb6z6 homoldgiat. Késébb be fogjuk latni, hogy ezek

izomorfak egymassal.
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Ezt az allitast felhasznélva lassuk be, hogy egy X topolégikus tér nulladik homoldgia
csoportja izomorf Z*-val, ahol k az X tér ttosszefiiggdségi komponensek a széma.

Lattuk mar korabban az altalanos n-szimplex homologiacsoportjait:

|z, mak=o,
Hi(A") =

0, egyébként.
Ebbdl az osszefliggésbol kovetkezik, hogy:

Hy(0A?) 2 7

ahol A? az 4ltalanos kétdimenzids szimplex topolégikus hatérat jeloli (egy hdromszog
a belseje nélkiil), ami azt jelenti, hogy egy pont marad szabadon. Ez természetesen
tovabb altalanosithaté egy altalanos n-szogre. Ezek utan legyenek Xy, X, ..., X, az
X tertink utosszefiiggdségi komponensei. Vegyiik az X teriink ski-ét, tehdt az 1-vazat,
és jol lathaté modon minden ttosszefliggoségi komponensben egyetlen egy pont marad

szabadon, tehat Ho(X) = Z*, ahol k az X ttosszefiiggéségi komponenseinek szdma.

1.5 A homoldgia tulajdonsagai

Definicié: Legyenek X és Y trianguldlhaté topologikus terek, valamint f: X — Y
folytonos leképezés a két tér kozott. Ekkor konnyen lathatd, hogy f indukal egy
homomorfizmust a két tér homoldgiacsoportjain, hiszen ha vesszikk a o : A" — X
leképezésiinket és ezt komponaljuk az f-el akkor kapunk egy o’ : A" — Y leképezést.
Az indukélt homomorfizmust f.-al vagy H,(f)-el jeldljiik.

Megyjegyzés: Az el6z6 definiciobdl kovetkezik, hogy ha f : X — Y egy homeomorfiz-
mus akkor f, izomorfizmus lesz a homololégiacsoportok kozott. Ebbdl kévetkezik az,

hogy a homolodgia egy topologikus invarians.

Definicié: Legyenek (C,,, ), illetve (M, M) ldnckomplexusok. Az o = («,) homo-

morfizmus halmazt lancleképezésnek nevezziik amennyiben az alabbi diagram kommutal:

8$+1 ¢ S 5,
s C, » Cpog —— Chmg ——
lan lan—l lan—Q
ou, ¥ ow o, o,
> M, >y M1 —— M,_o — ...

Allités: o, indukél egy homomorfizmust H, (C) és H, (M) kozott.
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Bizonyitas: Elég ellenérizni azt, hogy ha h € Ker(9¢), akkor a,(h) € Ker(dM),

illetve azt, hogy ha h € Im(95, ), akkor a(h) € Im(92!

-i1)- Ezek mindegyike jol lathaté

kovetkezménye a fenti diagram kommutativitasanak. O]

Definicié: Legyen « és 5 lancleképezések C' és M lanckomplexusok kozott, tovabba
legyen ¢ = (¢, : C, = M,1) homomorfizmushalmaz. A -t lanchomotépidnak

nevezziik ha teljesiti a kovetkezot:
Op=0—a+pd
Lemma: Amennyiben « és § ldncleképezések lanchomotépok, akkor H,(C) = H,,(M).
Amennyiben « és (5 lancleképezések lanchomotépok, akkor H, (C) = H,(M).

Bizonyitds: Legyen x € KerdS, ekkor:

a(z) = B(r) = dp(z) £ pd(z) = p(z),

ami azt jelenti, hogy a(z) — f(x) egy hatarbeli elemben kiilonbozik, tehat ugyanazt a

leképezést indukaljak a homoldgidkon. O
Tétel: Legyenek f és g homotdp leképezések (f,g: X — Y). Ekkor f, = g..

Bizonyitas: Jeloljok a C,,(X)-en indukalt C,(f) leképezést f,-val. Vegyiik a szokdsos
o : A" — X standard n-dimenzios szimplexiinket. Azt fogjuk belatni, hogy f, o o és
g, o 0 "kozel” vannak egymashoz. Legyen f és g kozotti homotopia az F': X x [ — Y.
Ekkor definidljuk F,, leképezést a kovetkezoképpen:

F,:=Fo(oxId):A"xI =Y
Ezek utan daraboljuk fel a A™ x I hasabot a kovetkez6 modon szimplexekre:

ArxIT=|]J0,1,....i,i, ... 0]
i=0
Ittt a {0,1,...,n}, illetve {0/, 1’,...,n'} halmazok a hasdb alapjdnak, illetve a hasab
fedolapjanak csticsait reprezentaljak.
Ezek utan definidlni fogunk homomorfizmusokat. Legyen Prp homomorfizmus a

kovetkezo:
n

Pp: Co(X) = Cop1, Prlo) =Y (=1)"F,[0,...,i,i,....n

=1
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Be fogjuk latni, hogy Pr egy lanchomotopia f, és g,. Ehhez a kovetkezot kell

igazolni:

aF)F:go_fo:tf)Fa

OPp(0) =Y (1) (=1 F,|[0,1,....j,...,i,d,...,0]

j<i

+ > (D)H=1YHE0,1,. i g, ] és

j>i

Pp(00) =Y (1) N=1YF,|[0,1,....5,...,i,i,... 0]

j<i

+ 3 (D)(=1YF[[0,1,...3,¢,...,j,...,n]], tehat

7>

OPr(0) + Pr(00) = F,|[0',1',...,n'] — F,|[0,1,...,n] = g,(c) — fo(0).

1.6 Mayer-Vietoris-sorozat

Tétel: Legyen X = AU B = int(A) U int(B), ahol X topolégikus tér. Ekkor létezik a

kovetkez6 hosszu egzakt sorozat:

H.,(AnB) — H,(A)® H,(B) — H,(AUB) — H, 1(ANB) —

Ennek a tételnek a segitségével kiszamolhatjuk bonyolultabb terek homoldgiacsoportjait
is. A tétel testvérének mondhaté az ismert Van Kampen-tétel, ami szintén egy tér
felbontasat hasznédlja, csak mig a Mayer-Vietoris sorozat homolégidk kiszamitasara
alkalmas, addig a Van Kampen terek fundamentalis csoportjainak a kiszamitasara

hasznalhato.

Allitas: Legyenek L, M, N lanckomplexusok és az « illetve [ leképezésekkel adott a
kovetkez6 rovid egzakt sorozat (RES):

B

0 s [ —2 > M s N s 0

Ekkor 1étezik a kovetkezd hosszi egzakt sorozat (HES):
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Hi(a)

. Hl(L) H;(B)

H(M) 22 %

Hy(N) -2 ) i@

Hi (L
Itt a 0;[n] = [I], amennyiben létezik m € M, hogy 0Mm = al és Bm = n.

Bizonyitas: A bizonyitas diagramm vadaszattal torténik.

A fenti diagrammon latszik, hogy az elobb definidlt 0; leképezés helyes és valéban

kapunk egy hosszu egzakt sorozatot. [

Lathatjuk tehat, hogy a Mayer-Vietoris sorozathoz kell egy rovid egzakt sorozatot
talalnunk.
Jelolés: Legyen X topolégikus tér és legyen A C X. Jeloljik C'(A)-val az olyan
szingularis lancokat amelyek szingularis szimplexei A-ba képzodnek.

Ha a Mayer-Vietoris tételben szereplé A és B halmazokat vessziik akkor konnyen

latszik, hogy kapunk egy rovid egzakt sorozatot (RES-t):
0 — C(ANB) — C(A)eC(B) — C(A)+C(B) —— 0

Ez a RES azonban jdl lathaté modon nem a Mayer-Vietoris sorozatot indukalja, hiszen
a H,(AU B) homoldgiacsoportok helyett H,,(C(A) + C(B)) csoportok vannak. Ennek

a "kijavitasara” hasznaljuk a kis lancok tételét:

Tétel: Legyen X topoldgikus tér nyilt fedése az U = {U,} halmazrendszer. Ezen kiviil
X =, int(U,). Definici6 szerint legyen C*(X) a kovetkez:

CU(X):=> C(Uy) =Im (@ CU,) 5 C(X)>
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Ekkor igaz, hogy az i : CY(X) — C(X) természetes inklizi6 izomorfizmust indukél a

homologiacsoportokon. Tehdt igaz lesz, hogy

H, (i) : Hy(CY(X)) = H,(X)
izomorfizmus.

Feladat: Igazoljuk, hogy X = S! x S1 = T2 és St v S' v S? homolégiacsoportjai

megegyeznek, de nem homeomorfak egymassal.

Megoldas: Bontsuk fel 72-6t A és B halmazokra a kovetkez6képpen:
.

frjuk fel a Meyer-Vietoris sorozatot az alabbi A — B felbontéassal:

[

[—

B

) (
C

0 — Hy(ANB) — Hy(A) ® Hy(B) — Ho(T?) —
—— H\(ANB) — Hy(A) @ H\(B) — H,(T?) —

—— Ho(AN B) — Hy(A) ® Hyo(B) — Ho(T?) — 0

A T? homolégiacsoportjain kiviil minden mds homoldgiacsoport kénnyedén kiszamolhaté
felhaszndalva, hogy a nulladik homoldgiacsoport az tutosszefiiggdségi komponenseket

"szamolja ki”:

— 77 — 7D — 7 ——

— 727 — 737 — 7 — 0

Mivel a T?-nek egy darab ttosszefiiggdségi komponense van, ezért tudjuk, hogy

Hy(T?) = Z. Tovdbb4 egy egzakt sorozatunk van, tehdt:

H(TY) 226 Z, Hy(T?) 2 L
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. Az SV StV S2-nek vegyiik a kovetkezd felbontdsét:

OACD

Erre az A-B felbontéasra felirva a Mayer-Vietoris sorozatot hasonlé sort mint az elébb,
tehat:

H,(T?) =2 H,(S'Vv S'v S?)

M4r csak annyit kell beldssunk, hogy S* Vv S! Vv S? és T? nem homeomorfak egymaéssal.
De ez konnyen ldtszik abbdl, hogy S'V StV S2-ben létezik olyan pont amit ha elvennénk
a térbdl, igy hérom kiilonbozé itosszefiiggdségi komponenst kapnank, mig a T2 esetében

ilyen pont nem létezik.

Definicié: Legyen X topoldgikus térés A C X. C(X, A) := C(X )/C( A) lanckomplexus
elemeit relativ ldncoknak nevezzik, mig a H,(X,A) := H,(C(X, A))-at az n. ho-

mologiacsoportnak.

Vegyiik a kovetkezo rovid egzakt sorozatot:

0 — C(A) — C(X) — C(X,A) — 0

Ez indukal egy hosszi egzakt sorozatot amit az (X, A) térpar relativ homolégia

hosszi egzakt soranak neveziink:

D Hy(A) 2 Hy(X) =2 Ho (X, A) -2 H, (A —— ...

Definicié: A CY(X, A) = C"(X )/sz( 4) & relativ U Kis lincok szimplicidlis kom-
plexusanak nevezziik, ahol Y N A = {U, N A}.

Tétel: (Relativ kis ldncok tétele): Legyen X tolpolégikus tér és U = {U,} nyilt
fedése az X-nek, ugy hogy X = (J,int(U,), valamint legyen A C X. Ekkor igaz
lesz az, hogy a CY"(X) — C(A), valamint a CY(X) — C(X) inkliziék indukalnak
egy i : CY(X, A) — C(X, A) lancleképezést, ami pedig indukal egy izomorfizmust a

homologiacsoportokon:

H,(CY(X,A)) = H,(X, A)
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Bizonyitas: Vegyiik a kovetkez6 diagrammot:

0 —— CY(A) — CY(X) —— CY(X,A) —— 0

| | |

0 —— C(A) —— C(X) —— C(X,A) —— 0

Az i definicidja miatt ez egy kommutativ diagramm lesz, valamint a felsé és alsd sor
is egy-egy rovid egzakt sorozat, amik egyenként indukalnak egy-egy hosszi egzakt
sorozatot homoldgiacsoportokkal. Emellett a vertikélis leképezések indukalni fognak
leképezéseket a homoldgiacsoportokon, tehdt kapunk egy tjabb diagrammot két darab
hosszi egzakt sorozattal, valamint leképezésekkel a két sorozat kozott (egy végtelen
létrat). Erre az Gj diagrammra alkalmazzuk az 6t0s lemmat és megkapjuk a kivant

allitast. u

Megyjegyzés: Az 6t0s lemma azt mondja ki, hogy ha adott egy kommutativ diagramm
ami a kovetkezoképpen néz ki, valamint a felsé és alsé sor egy-egy rovid egzakt sorozat
és az iy, ..., 14 leképezések izomorfizmusok, akkor a j leképezés is izomorfizmus lesz (az
Aj, ..., Bs objektumok Abel-csoportok).

Al > AQ

N

y As y Ay > As
Bl > BQ > B3 > B4 > B5

J i3 14

Tétel: Vegyiik az X topologikus teret és az U illetve A halmazokat gy, hogy U C
A C X, valamint U C int(A). Ekkor teljesiil, hogy az (X\U, A\U) — (X, A) inklizi6

izomorfizmust indukél a homoldgiakon:
H,(X\U,A\U) = H,(X, A)

A tétel egy atfogalmazésa lehet a kovetkezo: legyen X = A U B, valamint legyen igaz
is, hogy X = int(A) Uint(B). Ekkor igaz lesz az, hogy a (B,ANB) — (AU B, A)

inklizi6 izomorfizmust indukal:
H,(B,ANB)= H,(AUB,A)
Megyjegyzés: A két allitds ekvivalencidja lathaté a B = X\U vélasztéssal.

Bizonyitas: Definicié szerint legyen U = {A, B}. Alkalmazhatjuk Noether izomorfiz-
mus tételét alkalmazva lathatjuk, hogy (B, AN B) — (X, A) inklizié izomorfizmust
indukal:
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C(B,ANB) — C%(X, A) izomorfizmus.
Felhasznalva azt, hogy a kovetkezd diagramm kommutal, valamint alkalmazva a kis

lancok tételét kapjuk a kivagasi tétel allitasat:

C(B,AN B) s CU(X, A)

T~

C(X, A)

1.7 Redukalt homolégia

Definicié: Legyen (X, zo) egy pontozott tér, ahol zg € X. A H,(X) := H, (X, z,) az

X tér n. redukalt homolégia-csoportjanak nevezziik.

Nem nehéz meggondolni, hogy az xy pont véilasztasatol nem fligg [:[n(X ) Vn € N,
valamint H,(X) = H,(X), ha n > 0. Emellett Hy(X) = Z ® Ho(X).

Definicié: Legyen X topologikus tér és legyen A C X. Azt mondjuk, hogy (X, A) j6
par, ha létezik olyan V kornyezete A-nak X-ben, hogy A deformécios retraktuma V.

Tegyiik fel, hogy (X, A) egy jé par. Ekkor a ¢ : X — X/A hanyadosleképezés indukél
egy hy és hy homeomorfizmust, ahol hy : X/A — X/A\A/A és hy : V/A — V/A\A/A.

Tétel: Legyen X topologikus tér, valamint (X, A) j6 par. Ekkor a h : (X, A) —
(X/A, A/A) hanyadosleképezés izomorfizmust indukal a kévetkezé homol6gia-csoportokon:

he: (X,A) — H,(X/A, AJA) = H,(X/A) izomorfizmus.

Bizonyitas: Vegyiik a kovetkezo diagrammot:

Hn(X, A) s Hn(X, V) ) kivdgasi tétel Hn(X\A, V\A)

Ho(X/A, AJA) —— H, (XA, V/A) EL S g (X JA\AJA, V/A\A/A)

< e, s

O

Definicié: Legyen X topologikus tér és z € X. A H,(X, X\x) homoldgiacsoportokat

lokalis homolégiacsoportoknak nevezziik.
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Példa: Ha M egy n-sokasag és x € M, valamint legyen U az x egy nyilt kornyezete
ugy hogy U = B"™. Alkazlmazva kivagasi tételt kapjuk, hogy:

Hi(M, M\z) = H;(U,U\z) = H;(B", B"\0) = H;(S").

De tudjuk, hogy:
. Z, ha i=n,
H

I

0, egyébként
Ez azt jelenti, hogy egy n-dimenzids sokasidg dimenzidja valéban a sokasag egy

invariansa.

Tétel: Vegyiik a b: D¥ — S™ leképezést, ami a topologikus bedgyazdsa D*-nak S™-be.
Ekkor igaz a kovetkezo:

H;(S™\b(D*)) = 0 Vi € N,

Ezek utdn vegyiik a h : S¥ — S" leképezést, az S* topologikus befigyazdsat S™-be, ahol
k < n. Ekkor:

Hy(S™\h(S")) = H;(S"7~') Vi € N,

Bizonyitds: Az elsé fontos megfigyelés az, hogy D* = [* ahol I* = [0,1]*. A

bizonyitas indukciéval torténik k-ra: Definidljuk A, és A_ halmazokat:

Ay = Sn\b<1’f—1 x [0, 1])

2
A= S”\b([’“l x [% 1])

Ezen definicidkat hasznalva kapjuk a kovetkezd osszefiiggéseket:

Ay N AL = SM\b(I)

A, UA = S"\b(fk—l x {%})

Az allitas k = O-ra trividlisan igaz. Most az indukcids 1épést felhaszndlva tudjuk, hogy:

H(ALUA)=0

Tovabba az A, , A_ felbontasbol szarmazo6 redukalt Mayer-Vietoris sorozatbodl kapjuk,

hogy:
Hy(S™\b(I%)) = Hi(Ay) @ Hi(A-)
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Ezt felhasznalva indirekten tegyiik fel, hogy 1étezik egy a ciklus S™\b(I*)-ban ami vis-
zont nem hatar. De az el6z6 izomorfizmus Osszefiiggést felhasznalva kapjuk, hogy o A, -

ban, vagy A_-ban sem hatar. Vegyiink most egy intervallumsorozatot a kovetkezéképpen:
DL D>I3D ...,

ahol I; = [0, 1]. Tovdbbd legyen p = [ I; egy pont. Az I; sorozat definici6jabdl kapjuk,
hogy a nem hatar S™\b(I*~! x I)-ben sem barmely i € N. Azonban az indukciés
feltevésiink miatt o hatdr S™\b(I*~! x p)-ben, vagyis 33 : 98 = a. Viszont 3 tartéja
kompakt, ezért 1étenie kell olyan i € N-nek, hogy:

B e S"\b(I* x I).

A tétel masodik részének bizonyitasahoz szintén a matematikai indukcié maddszerét
hasznaljuk. Ismét a k = 0 eset trividlisan igaz. Bontsuk fel az S* gombfeliiletet az

északi és déli félgomb tindjara: S*¥ = DT U D~.

Definidljuk a B, és a B_ halmazokat:
By = S™\b(D")

B_ = S™\b(DF)

Most hasznaljuk fel a tétel elso részét, valamint a B, és B_ felbontassal vett redukélt

Mayer-Vietoris sorozatot és kapjuk, hogy:
Hy(S™\h(S*71)) = Hy(S"\h(S")).

]

Jordan-gorbe tétel: Legyen h : S' — S? topologikus bedgyazasa S'-nek S2-be.
Ekkor igaz lesz, hogy S?\im(h) tér két darab itosszefiiggéségi komponensre bomlik.
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Bizonyitas: Az el6z6 tételt alkalmazva kapjuk, hogy:

Hy(S\I(S")) = Z

ami azt jelenti, hogy a térnek két darab utosszefiiggdségi komponense van. A tétel
tovabb 4ltaldnosithatd, hiszen ha most a h az S"! topologikus bedgyazdsa S™-be,

akkor igaz az, hogy:

Ho(S™\h(S" 1)) = Z

ami pedig szintén azt jelenti, hogy az S™\S™"! térnek két darab ttosszefiiggéségi

komponense van. O

Emlitettem, hogy a homoldgia kiilonbozé megkozelitései ugyanazokat a homoldgia
csoportokat definidljak. Annak a bizonyitasat hogy a CW-homoldgia ugyanazokat a
homolégia-csoportokat indukélja mint a szimplicidlis vagy a szingularis homoldgia nem

ismertetem a dolgozatban.
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2. Homologikus algebra

Definicié: Legyen A egy R-modulus (A € R-Mod). Tekintsiik az aldbbi sorozatot:

v
4

=
4

=
4
.
4

0

F—A—0=... > F,

Amennyiben a fenti sorozat egzakt, valamint az Osszes F; szabad R-modulus, igy eme

sorozatot az A R-modulus egy szabad feloldasanak nevezziik.

Amennyiben F : R-Mod — R-Mod egy additiv funktor, valamint az A egy R-
modulus és F' ennek egy szabad felolddsa, akkor F(F") félig egzakt és igaz hasonléan
a szimplicidlis komlexusokhoz, hogy itt is H;(F(F')) azt méri, hogy F(F') mennyire
egzakt.

Lemma: Legyen h : A — B egy modlulus-homomorfizmus és FF = FF — A — 0,
valamint G = G — B — 0 szabad feloldasok. Ekkor igaz lesz, hogy h indukél egy
h : F' — G lancleképezést.

Bizonyitas: A két szabad feloldas kozott szeretnénk definialni leképezéseket. Tekintsiik

az alabbi diagrammot és jeloljiik a feloldasokban a 1évo leképzéseket a diagrammmnak

megfeleléen:
g Iy P S gy s 0
S
G, s 2 G 2 Gy 2 B s 0

A hg definidlasaval konnyt dolgunk van, hiszen gq sziirjektiv. Ahhoz hogy hi-et
megfelel6en definidlhassuk, tudnunk kell azt, hogy:

Im(apf1) C Im(gy)

Ez azonban kovetkezik abbdl, hogy egzakt sorunk van fell és abbdl ahogyan definialtuk

ho-at. A tovabbi leképezéseket hasonlé mdédon definialhatjuk indukcié segitségével. [

Allitas: A H;(F(F)) csoportok nem fiiggenek a szabad felolddstdl, csakis kizardlak az
F-t6l valamint A-tol.

Bizonyitas: Az el6z6 lemmat alkalmazva az Id4 : A — A identikus leképezésre kapjuk

az allitast. [
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Definicié: Vegyiik az F : R-Mod — R-Mod additiv funktort. Ekkor az F i-edik

derivalt funktorat a kovetkezdképpen definialjuk:
Der'(F)(A) := H;(F(F)).

Itt az A egy R-modulus és az F' az A egy szabad feloldasa. Jelolje a ®G a G Abel-
csoporttal valé tnzorszorzast: ®G : A — A. Ennek a funktornak a derivalt funktorat

a kovetkezoképpen jeloljiik:
Tor(A; G) := Der' (2G)(A).
Nem nehéz latni, hogy a magasabb derivalt funktorok mind nullak.

Tétel: Legyen C' lanckomplexus. Ekkor a kovetkezd sorozat egzakt:
0 — H,(C®G) —— H,(C;G) —— Tor(H, 1(C);G) —— 0
A tételt nem bizonyitom.

Definicié: Legyen R egy kommutativ egységelemes gytrii, valamint legyen L egy
lanckomplexus. Tegyiik fel, hogy az L lanckomplexus gradicsai R-modulusok (L;-k a
gradicsok), valamint tegyiik fel azt is, hogy a hatdrleképezések R-modulus homomorfiz-

musok. Ekkor L-et R-lanckomplexusnak nevezziik.

Definicié: Legyenek L és M két R-lanckomplexus. Ekkor definidljuk az L ®r M

R-lanckomplexust:

(L ®r M), = ® L; ®@p M-

Definialnunk kell még a hatarleképezésiinket is. Amennyiben [ € L;, m € M,_;, gy

legyen a hatarleképezésiink a kovetkezo:
Il@m) :=0l@m+ (—1)1®dm

Tétel: Legyenek L és M R-lanckomplexusok, ahol az R féidealgytiri. Ekkor a kovetkezo

egy egzakt sor lesz:

25



3. Kohomoldgia

Az el6zéekben sz6 esett funktorokrdl. Ilyen volt példail a @G tenzorszorzéas funktor. A
kohomolégia definidlasahoz ezittal a kovetkez6 funktort hivjuk segitségiil: Hom(-, G).

Ez a funktor kontravaridns, ami a kés6biekben sok hasznunkra fog valni.

Definicié: Vegyiink egy (C, 9) lanckomplexust, valamint egy G' Abel-csoportot. Cseréljiik
ki a C; gradicsokat a G szerinti dudlisukra, pontosabban Hom(C}, G)-re, valamint vegyiik
a 0 hatéarleképezések dualis homomorfizmusait: 0* = d. fgy kapunk egy lancot, ahol
megfordulnak a nyilak irdanyai:

8 Hom(Chyy, G) <% Hom(Ch, G) <225 Hom(Cpy, G) <22 ...

Ezt a strukturat kolanckomplexusnak nevezziik.

Definicié: C*(X, G)-vel jeldljiik az X szingularis koldnckomplexusét, valamint H*(X, G)-

vel a kolanc kohomoldgia-csoportjait.

Tobb homoldgiaelméleti tételnek is létezik dudlisa. Ilyen példaul a Mayer-Vietoris
tétel:

Tétel: Legyen X topologikus tér, valamint legyen A, B C X, 4gy hogy X = AU B.
Az is legyen igaz tovabbd, hogy X = int(A) Uint(B). Ekkor létezik a kovetkezd hosszi

egzakt sorozat:

.+ H"(ANB) < H"(A)® H"(B) +— H"(AUB) +— H"Y(ANB) + ...

Hasonldéan definidlhatjuk a relativ kohomoldgia-csoportokat:
Definicié: Legyen X topologikus tér és legyen A C X egy jé térpar. Ekkor

C*(X,A;G) = Hom(C,(X, A), G)
jeloli a relativ kolancokat, valamint a
H'(X,A;Q)
jeloli az i-edik relativ kohomoldgia-csoportokat.
Tétel: Vegyiik a kovetkezo rovid egzakt sorozatot:
0 — C*(X,4G) — C*(X;G) — C*(A,G) —— 0
Ez a RES indukal egy hosszu egzakt sorozatot:
. —— HY(A) +— H"(X) +— H"(X,A) +— H" 1 (A) «— ...
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Definicié: Legyen X topologikus tér valamint legyen xy € X. Ekkor az i-edik redukalt

kohomolégia-csoport a kovetkzo:

H"(X) = H"(X, 20)

Megszokhattuk ad eddigiekben, hogy a C' lanckomplexusaink szabad Abel-csoportoknak

lanckomplexusai. Ezt hasznaljuk fel a kovetkezd definiciéban:

Definicié: Legyen C' szabad Abel-csoportok egy lanckomplexusa. Ekkor legyen a h
egy homomorfizmus:

h:H"(C;G) — Hom(H,(C),G)

h definicidja a kovetkezo:
h[e]([B]) := a(p)
Itt @ € Hom(C,,, G) kociklus valamint 8 € C,, ciklus.

Definicié: Vegyiink egy h : A — B homomorfizmust. Ennek a homomorfizmusnak a

komagja a kovetkezo:
Coker(h) := B4, 1)

Megyjegyzés: Ellenorizhetjiik, hogy a Coker definiciéja valoban dualisa a ker-nek.

Ez az alabbi két darab rovid egzakt sorozatbol latszik:

0 —— Ker(h) sy A" B

0 <—— Coker(h) < B+ A

Konnyt azt is ellenorizni, hogy ha a

On+2 On+1 On On—1
— Chi1 y C), > Cphoy ——

sorozat egzakt, akkor kaphatunk beléle egy RES-t:

0 —— Coker(0p42) s O > ker(0,—1) —— 0

Allitas: A fentebb ismertetett h : H"(C; G) — Hom(H,(C), G) homomorfizmus jol

definialt, valamint sziirjektiv. Emellett igaz lesz az is, hogy:
ker(h) = Coker(i;_,)

Itt az 7; _, a kovetkezo:

*
n—1»

in 120 1 — B az Un_1 : Bn_1 — Zp_1 inkluzié dudlisa.
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Bizonyitas: El6szor meg kell mutatnunk, hogy a h joldefinialt. Definicié szerint
da(B) = a(0B). Ekkor tehat igaz, hogy:

a kociklus & da=0< a |g,=0

Legyen o/ = o+ a, valamint 5/ = 8 + b, ahol a kohatar és b pedig hatar. Ekkor igaz
lesz, hogy /(") = /(). Ez azért van mert az a kociklus és mivel 5’ egy ciklus, igy

teljestil a kovetkezo:

a(f') = ou(B') = u(9p') =0
Ezekbél kévetkezik, hogy o/ (5') = a(f). Ezek utdn igazolnunk kell, hogy a h leképezés
sziirjektiv. Vegyik az i : Z, — C, inkluziét. Ehhez létezik egy p : C, — Z,
homomorfizmus, amire igaz lesz, hogy pi = Idz,. Ezek utdn legyen ¢ € Hom(H,(C), G).

Jol 1atszik, hogy Ilpy : Z, — G tgy hogy ¢1 |g,= 0 és VB : ¢[B] = p1(B), ahol 5 egy
ciklus. Definicié szerint legyen ¢o := ¢1p. Ekkor igaz lesz, hogy:

3p2(B3) = ©2(98) = e1p(0B) = 1(0B) = 0
Itt kihasznaltuk azt, hogy ¢1 |, = 0. Megkapjuk ezek utdn, hogy ¢y kociklus, valamint:

hlpa]([8]) = @2(8) = 1(8) = ¢l]

Hétra maradt még annak a bizonyitdsa, hogy Ker(h) = Coker(i’_,). Ehhez vegyiik a

kovetkezo rovid egzakt sorozatot:

0 > Ly, > C), a>Bn_1—>0

Vegytlik most a Z,,-ek, a C),-ek és B,-ek hosszu egzakt sorozatait, majd azoknak vegyiik

a kovetkezo rovid egzakt sorozatat:

0 s 7 s > B_

e}

Itt a B_ azt jeloli csupan hogy ott az indexek egyel csokkentve vannak. Az el6z6ekben
lathattuk hogy az ¢ : Z,, — C), hasad:

0 A s C s B
R

p

2\
(@]

Vegytik ennek a rovid egzakt sorozatnak a dudlisdt, ami szintén egy rovid egzakt sorozat
lesz hiszen a Hom(-, G) funktorral allitottuk el6 és tudjuk hogy a funktorok megtartjak

az "egyenleteket”:

0 < VAR C* « B* +——— 0
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Itt az A* = Hom(A, G)-t jeloli. Hasznaljuk most az egyik ”dudlis tételiinket”, miszerint

a fenti rovid egzakt sorozat indukalja a kovetkezd hosszi egzakt sorozatot:

d dn—1
L/ H" < B =

n n n

N

Sy
*

AN

Z;;,—l <— e
A d,, kohatar-leképezést az alabbi diagram definialja:

* *
n+1 Cn+1 B

\><\

Ebbdl kovetkezik az is, hogy % = d,,. A hosszi egzakt sorozatunkbdl az el6bbiekben

ismertetett médon vagjuk ki a kovetkezo rovid egzakt sorozatot:

0 «— ker(z}) < H" « Coker(if_;) «—— 0

Mivel ker(if) = {¢ : Z, — G : ¢ |g,= 0} amik bijekciéban &llnak a Z?VBR - G

homomorfizmusokkal, vagyis igaz az, hogy:
ker(i}) = Hom(H,(C),G).

Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a rovid egzakt sorozatunkban a H™ — ker(i})

megegyezik a h-val. Tehat kovetkezik az allitasunk utolsé része:

ker(h) = Coker(i;_,)

Vegyiik a H,_1(C) csoport kovetkez6 szabad feloldasat:
F:0—— Bpy — Zyy —— Hy y(C) — 0

Most erre az I szabad feloldasra hattatva a Hom(-, G) funktort kapjuk a kovetkezo
félig egzakt sort:

F*:0<+— B}

n—1

— 7

no1 ¢ Hy (C) «— 0
Kiszamolva az F* els6 kohomolégia-csoportjat kapjuk, hogy:

H(F*) = Coker(i*_,)

Ez pedig a Hom(-, G) funktor els6 derivélt funktora, aminek a jelolése: Ext(-, G).
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Tétel: Legyen C' lanckomplexus. Ekkor a kovetkezo sorozat egzakt:
0 — Ext(H,1(C);G) —— H"(C;G) —— Hom(H,(C);G) —— 0
A tételt nem bizonyitom.

A kohomolégia bevezetésének eddig latszélag nem sok értelme van, azonban van
egy tulajdonsiga a homoldgiaval szemben, mégpedig az, hogy bevezetheto rajta egy

miivelet, egy szorzas:

Definicié: Legyen X egy topologikus tér és legyen R egy gytrti. Emellett legyen
¢ € C*(X, R), valamint v € C'(X, R) két darab kolanc. Ekkor ¢ és 1 csészeszorzata
(p — 9 € C*(X; R)) a kdvetkezd:

p — (o) =@l | [vo,. .., v])P(o | [vk, - ., vha])
Itt a o : A*! — X egy szinguldris k + [ szimplex.

Lemma: Legyen ¢ € C*(X, R), valamint v € C'(X, R) két darab kolanc. Ekkor:

5(p =) = 0p — p + (—1)Fp — o9

Bizonyitas: Elég megmutatni egy szimplexre. Legyen A*+1 & X ekkor:

k+1
0p — (o) = Z(—l)i‘ﬂ(a | [vo, - 0y ok )Y(0 | [Vt - ooy Vkpi1])
i=0
valamint
k4i+1 .
(_1)k§0 ~ 5¢(0-> - Z (_1)190(0- | [U07 s 7vk‘])1/}(0- | [Uk’ s 7@7 s 7Uk+l+1]>

i=k

Osszeadva a két egyenléséget kapjuk, hogy:

(¢ — ¢)(0) = ¢ — P(do)

Tudva azt, hogy:

k+i+1
Oo = Z (—1)10' | [’UO, Ce 762'7 ce ,’Uk+l+1]
i=k
kovetkezzik az lemma allitasa. O

Tétel: Vegyilik az X és Y topologikus tereket, amik egyben cella-komplexusok is,
valamint tegyiik fel, hogy H*(Y; R) szabad R-modulus minden k-ra. Ekkor igaz lesz,

hogy
H*(X;R)®r H*(Y;R) = H*(X x Y; R)

izomorfizmus. Itt az X(a ® ) = a x 5 := pk(a) — p}(5). Ezt a tételt Kiinneth

formulédnak is szokds hivni.

30



A tételt nem bizonyitom. Ennek ellenére ennek a tételnek fontos szerepe lesz a
késobbiekben, ugyanis késébb bevezetem a vektornyalab fogalmat és ezeken beliil is a
komplex vektornyaldbok tanulmanyozasaban fontos szerepet jatszik a tétel abban, hogy
eme nyalabok bizonyos invariansait meghatarozzuk. Ez lesz kibontva akkor amikor
Chern osztalyokrol lesz szé.

A kohomoldgiat szamos helyen hasznaljak az algebrai topoldgian beliil. A dolgozat-

ban azonban csak vektornyaldbok karakterizalasdban fogom alkalmazni.
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4. Fibralt nyalabok

4.1 Definiciok

Definicié: Legyenek E, F' és B topologikus terek valamint legyen q : E — B leképezés
a két tér kozott ugy, hogy létezik egy U nyilt fedése B-nek, hogy léteznek oy : U X F —
¢ U homeomorfizmusok YU € U-ra, hogy 7y = qop. Ekkor g leképezést F fibrumt
fibralt nyalabnak nevezziik. A B topologikus teret bézis, mig az E teret totélis térnek

nevezzik.

FEF+— F

lo
B
Tovébba ¢y homomorfizmusokat térképeknek, mig a {py : U € U} halmazt a fibralt

nyalab atlaszanak hivjuk.
Definicié: Amennyiben az E totélis tér B x F' alaku ugy trivialis nyalabrol beszéliink.

Példanl vegyiik azt a nyaldbot aminek a totdlis tere az S x I:

Stx T« 1
Sl
Példa: Talan a legfontosabb példa a fibrélt nyaldbra a Hopf-nyalab (Hopf-fibralas):
Legyen a totalis teriink az S3, valamint a bézisteriink S?. Az F fibrumunk S! lesz, gy
hogy azonositjuk az S® gombfeliiletiinket C? egységgombjével, és minden s € S-hoz

rendeljiik hozzd az [s] € CP' projektiv egyenest.

Példa: Egy masik fontos példa a diszkrét fibrumi nyalabok. Ezek nem masok mint a
topoldgiabdl jol ismert fedések. Példaul az S* kettds fedése, ahol minden pont fibruma

két pont:
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Nézziik meg a Hopf-fibralas egy konkrét konstrukciéjat:

Amint az elézéekben emlitettem S3-at azonositsuk C? egységgombjével. Tehét
St = (21, 29), ahol 21,2, € C, valamint |2]? + |22|> = 1. Az S?-6t azonositsuk a
kovetkezével: S? € C x R, S? = (z,r), ahol 2 € C,r € R és |z]*> + r? = 1. Magit a
fibralast definidljuk a kovetkezéképpen:

q(z0, 21) = (22021, |20]* — |21]?)
Ellendrizziik, hogy q(zo, 21) € S*:
. 2 2
(22021)% + (l20* = [21%)" = (J20)* + [a]?)" =1

q definiciéjabdl jol 14tszik, hogy ha vesziink két kiilonboz6 elemet C2-bél ((zq, 21)-et és
(v, v1)-0t), akkor q(zo, 21) = q(vo,v1) < IN € C, |\ =1, (20, 21) = A(vp, v1). EbbO] az
kovetkezik, hogy egy pont 6sképe S2-6n egy S*, tehat minden pont fibruma egy S*:

S8 «— St

o

52
Definicié: Legyen q : E — B egy F' fibrumu nyalab, valamint legyenek oy és ¢,
lokalis térképei a nyaldbnak. A ¢~1(U N V)-nek megadtuk két tréképét is. Definidlunk
egy attérésfiggvényt oy -t a kdvetkezdképpen:

oy : UNV — Homeo(F)

és igaz ré, hogy:
ev (b, ) = pu(b, puv(b)f)
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Megyjegyzés: A fibrilt nyalab definiciéjabdl kovetkezik, hogy egyetlen egy fliggvény

rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Definicié: Vegyilkk a ¢ : E — B F fibrumu nyaldbot. A ¢ : B — FE leképezést
szelésnek nevezziik, ha:

qo = IdB

A szelések halmazédt I'(E)-vel jeloljiik.

Definicié: Vegyiik a ¢ : E — B F' fibrumu nyaldbot, valamint vegyik az o : A — B
folytonos leképezést. Ekkor:

a" :={(a,e) € Ax E:afa) =qle)}
az I/ visszahtzdsa o mentén.

Allitas: Legyen ¢ : E — B egy F' fibrumi nyaldb. Ekkor a ¢, : a* — A projekcio egy
F' fibrumu nyalab lesz.

Bizonyitas: Vegyiik a ¢y : U x F — ¢~ 'U térképet, valamint definicié szerint legyen
V = o 'U. Ekkor definidljuk 3, -t:

@V:VXF—>q;1V

és definicié szerint
@V(Uv f) = (Ua SOU(O[(IU)a f))
Ez térképe lesz o*(E)-nek. O

Feladat: Bizonyitsuk be, hogy a kétrétli fedésnek nincsen szelése.

Bizonyitas: Tekintsiik a kovetkezd abrat. Legyen A és B két kiilonbozd pont S'-en,
valamint F, I, D, C' ezek 6sképeik a fedétéren. Tegytik fel, hogy a nyalabunknak létezik

szelése, legyen ez az f leképezés.
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B

Az &ltalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy f(A) = C. Az dbran lathaté AB

koriv f szerinti képe a folytonossagbol kovetkezden két halmaz lehet:

E E
C C
1. eset 2. eset

De lathaté, hogy az AB koriv komplementere raképzodik kotelezden a kovetkezore:

l.eset 2.eset

Ez azonban ellentmond f folytonossdganak a C' pontban. n
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4.2 Vektornyalabok

Definicié: A V fibrumi g : F — B nyaldbot vektornyalabnak neveziink, ha V-n adott

egy vektortérstruktira, valamint az attérésfiigvények linearisak is:

Definicié: Legyen G egy Lie-csoport. Vegyiik a G fibrumi ¢ : E — B fibrélt nyaldbot.
Azt mondjuk, hogy ¢ egy principalis G-nyalab, amennyiben az E totélis téren adott egy
G jobb-hatéas és a lokalis térképek valaszthatéak G ekvivaridnsan, azaz minden b € B
pontnak létezik olyan U nyilt kornyezete, hogy ahhoz tartozik egy ¢y : U X G — q_1U

homeomorfizmus, amire igaz, hogy qpy = 7y, valamint:
vu(u, gh) = pu(u, g)h
minden u € U-ra és minden g, h € G-re.

Tekintetbe véve, hogy a principalis G-nyaldabok térképei G-ekvivariansak, igy
kovetkezik az is, hogy az attérésfiiggvényeik is G-ekvivariansak, hiszen G-ekvivarians
fiiggvények kompozicidi:

euv (b)(hg) = @uv(b)(h)g.

Legyen o : G — G egy G-ekvivarians leképezés, vagyis a G csoport a jobbszorzassal

hat sajat magén. De ekkor:
a(g) = a(l)g
tehat létezik olyan h € GG, hogy az « leképezés a vele vald balrdl szorzas. Emiatt igaz

lesz, hogy 1éteznek olyan ¢yy : U NV — G fliggvények, hogy:

wuv (b)(9) = Yuv(b)g.

Nem nehéz latni ezek utan, hogy eme 1y fliggvények csaladja teljesiti a kociklus
feltételt:

¢Uv(b)¢vw(b) = wUW(b)

Definicié: Vegyiik a ¢ : P — B principdlis G-nyaldbot és a p : G — Homeo(F)-et
mint egy bal-hatdst az F' téren (azt is mondhatnank, hogy ¢ egy homomorfizmus).

Definialjuk a kovetkezd ekvivalenciarelaciot:

(pg, f) ~ (p,gf), Vg€ G

Ezek utan definidljuk az E teret a kovetkezoképpen:
E=Px,F=P*xF,/,
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Allitds: Az E tér egy F fibrumu nyaldb totalis tere lesz a ¢ : E — B, qe([p, f]) == q(p)

leképezésre nézve.

Bizonyitds: Vegyiik az eredeti nyaldbunk atlaszét: {of : U € U}. Ekkor ebbdl

gyartsunk 1j atlaszt a kovetkezoképpen:

v = leu(u, 1), f]

Ez atlasza lesz az 1j nyaldbunknak. O]

Definicié: ¢g-t a g principélis G-nyalabhoz és a p hatdshoz tartozé asszocialt nyalabnak

is nevezzik.

Megyjegyzés: Ha az F' fibrum egyben egy vektortér is, valamint a G hatas linedris,
ugy az E = P xq F egy vektornyalab is egyben.

Megyjegyzés: Amennyiben érthet6é melyik hatasrél van szd, ugy hasznéljuk az F =
P xq F jelolést is.

Definicié: Legyen ¢, : By — B; egy F} fibrumt, mig ¢ : E5 — By egy Fy fibrumnu
nyaldb. A ¢1 X g2 : B4 X Fy — By X By F} x F5 fibrumu fibralt nyalabot a két nyaldb

direkt szorzatdnak nevezzik.

Definicié: Amennyiben P, egy principalis Gi-nyalab, valamint P, egy (Gy-nyalab,
akkor P, x P, egy principalis G; x G5 nyaldb.

Definicié: Vegyiik a ¢ : E — B vektornyalabot, valamint legyen S C E. Azt mondjuk,
hogy S résznyaldbja E-nek, ha a ¢° := ¢|s : S — B egy vektornyaldb, tovdbb4 a

beagyazas egy vektornyaldb-leképezés.

Allitds: Vegyiik az o : G — GL(n) reprezentdciét. Legyen H rész Lie-csoportja G-nek,
valamint tegytik fel azt is, hogy a V' C R™ altér H-invarians:

a(h)(V)=V, Vhe H
Ekkor igaz lesz, hogy:
{(9[H],gv) 1 g€ Giv €V} = G/H
egy vektor-nyalab.

Megyjegyzés: A [H] jelolés a G/H faktorizacié kitiintetett elemére utal.
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Bizonyitas: Vegyiik az [ : U — G lokalis szeletet H-hoz. Ekkor definialjuk a ¢4

leképezéseket a kovetkezdképpen:

Pq(U) (J}, U) = (ql(x), l(x)v)

Ezek lokalis trivializdcidi lesznek a {(g[H],gv) : g € G,v € V} halmaznak.
[

Definicié: Legyen X topologikus tér és legyen megadva rajta egy G-hatds, ahol G egy
Lie-csoport (X egy G-tér). Vegyiink most egy G-hatést a ¢ : E — X fibrélt nyaldbon.
Amennyiben teljestil, hogy:

q(ge) = g(ge) Ve € E és Vg € G

akkor azt mondjuk, hogy G hatéds ¢g-n felemelése a G hatasnak X-en. Ebben az esetben
E-t G-nyalabnak nevezziik.

Megyjegyzés: Amennyiben az E egy vektornyalab, tgy megkoveteljiik, hogy a

felemelés fibrumonként linedaris legyen.

Allitas: Legyen E — G /H egy G-nyaldb, ami egyben vektornyaléb is. Ekkor igaz az,
hogy E = G xy Em. Itt az Ejy) az E nyalab [H] feletti fibruma.

Bizonyitas: Egyszerti megkonstrualni egy bijekciét, csupan vegyiik a kovetkezo
leképezést:

lg,v] = gv

Ez fibrumonként linedris lesz G definiciéja miatt. n

4.3 Karakterisztikus osztalyok

Vegylink egy V' vektorteret, aminek a dimenzidja k.

Definici6é: A V vektortér két bazisat ekvivalensnek nevezziik, ha az attérés deter-

minansa pozitiv.

[gy jéllathaté médon kapunk két darab ekvivalenciaosztalyt, amit a V vektortér
két irdnyitasanak hivjuk.

Vegyiik észre, hogy ha ‘O/ = V\{0} akkor Hy(V, ‘O/) = 7. Jeloljik b-vel V' egy bézisat
(b= (b1,...,br)). Legyen by = — Zle b;. Ekkor a 0 benne lesz a {by, ..., b} konvex
burkaban. Ezek utdn legyen o3, : A¥ — V az a szinguldris szimplex aminek a csticsai

rendre by-ba, ... by-ba képzddnek. Ez a szimplex azért fontos szamunkra, mert ekkor
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[0p] generatora lesz Hy(V, ‘o/)—nek, valamint [o] = [oy] akkor és csak akkor, ha a b és b/
béazisok ugyanazt az irdnyitast adjak.

A kohomoldgia résznél ismertetett ”univerzalis egytitthato tétel” miatt tudjuk, hogy
H*(V, ‘O/) = 7. Ez azért fontos, mert igy a k-adik kohomoldgiacsoport generatorait is

megfeleltethetjiikk V' iranyitdsaival.

Definicié: Vegyiik az E — B k-rangi vektornyaldbot. Vegyiik a Hk(E,ED]) ko-
homolégia-csoport egy elemét, a-at. Amennyiben minden fibrumra megszoritva

HY(E,, Eb) > 7, ugy a-at Thom-osztdlynak nevezziik.
Megyjegyzés: Definialhatjuk a Thom-osztalyt hasonléan Z, csoporttal.

Tétel: Vegylik az E — B k-rangi vektornyalabot. FEkkor igaz lesz, hogy ha F
irdnyitott, akkor létezik egy egyértelmii o € H*(FE, E) Thom-osztaly. Ez az o minden

fibrumon az adott iranyitasra szorul meg.

Bizonyitas: Hasznéljuk azt az allitast, hogy ha az E {ranyithaté, akkor az 1-vaza folott
trivialis. Vegyiik az £ = R*¥ x B — B trividlis nyaldbot. Mivel az 1-véza folott trivialis,

igy ott 1étezik Thom-osztaly. Most alkalmazzuk a mar bemutatott Kiinneth-formulat:
H*(E,E) ~ H*(RF R*) @ H*(B) ~ Z
Valamint ha ¢ < k, akkor igaz, hogy:
HY(E,E)~0

Vagyis latjuk, hogy a fibrum meghatarozza a Thom-osztalyt. FEzek utdn megmutatjuk,
hogy a nagyobb dimenziés cellakra indukciésan kiterjesztheté a Thom-osztaly. Tehét a
kovetkez6t tessziik: az indukeids feltevéstinkbdl adédéan tudjuk, hogy E |y-nak 1étezik
Thom-osztalya és bizonyitanunk kell, hogy X U, D"-nek is . Vegyiik D?ﬂ és S{L/_QI képét

X-ben. Ekkor irjuk fel a kovetkezo relativ Mayer-Vietoris sorozatot:

> B (B, Bg) s HY(Ex, Ex) ——

— Hk(EX\B?/QyEX\B;L/Q) @Hk(EDn EDn ) — Hk(ESn ,Esn

, ) — ...
1/2 1/2 1/2 1/2
Mivel hogy X\Bf/2 ~ Y, ezért igaz az, hogy:

« )= H(Ey, Ey)

1/2

H'(Ex\py,,, Ex\p
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Az el6z6ekbdl mar tudjuk, hogy H*1 (Eg?m, ES{L/Q) = (. Az egyértelmiiségbdl kovetkezoen
X \B{L/2 és D{L/Q feletti Thom-osztalyok S{”/Z felett megegyeznek. Ezek utan a relativ
Mayer-Vietoris sorozat miatt 0sszeragaszthatéak lesznek.

]

Megyjegyzés: Ha tekintjiik az el6z6 bizonyitasban szereplo relativ Mayer-Vietoris

sorozatot, akkor adédik, hogy:

0 hai<k
Z hai=k

H{(E, E) =

Definicié: Vegyiikk az ' — B k-rangi vektornyalabot ami most legyen iranyitott.
Legyen ennek up a Thom-osztélya. e(E) := ug |g€ H*(B)-t az E Euler-osztdlyanak

nevezzik.

Ez a definicié egy kis magyarazatra szorul. Ugyanis mit jelent az, hogy ug |g?
El6szor is vegylik az ip : B — F természetes bedgyazdast, valamint az f : £ — (E, E)
bedgyazdst. Ekkor legyen i = igo f, vagyisi: (B,0) — (F, E) Vegyiik akkor ebbdl az
i-b6l indukalt i* leképezést, ahol i* = f*oi%. Ez a leképezés homomorfizmus H*(E, E)

és H*(B) kozott. Ezt a homomorfizmust jeloltem |g-vel.

Tétel: Amennyiben egy E — B irdnyitott vektornyalab rendelkezik seholsem 0 szeléssel,
ugy az Euler-osztélya e(E) = 0.

Bizonyitas: Az elsé fontos megfigyelés az, hogy barmely szelés homotop a zéro-szeléssel.
Legyen ezek utan o : B — E egy tetszOleges szelés. Ekkor e(E) = o* o f* oup, valamint

mivel o sehol sem 0 ezért felirhatjuk 6t a kovetkezéképpen:
o=joo

Itt j az E beagyazésa E—be, tehat j : £ — E bedgyazas. o' pedig egy E-en valé szelés,
o' : B — E. Ebbél az kovetkezik, hogy o* o f* = o™ o j* o f*. Kz viszont a null
leképezés, hiszen felirva a (F, E) hosszi egzakt sorozatat kapjuk ,hogy j* és f* két
egymas melletti leképezés a sorozatban (kohomologikus hosszu egzakt sorozatrdl van
sz0). O

Definicié: Vegyiik az X topologikus teret és az R gyfiriit, valamint legyen o : AF — X
egy szinguldris szimplex. Emellett legyen ¢ € C'(X, R), ahol k > [. Definici6 szerint

ekkor o —~ ¢ a kovetkezo:

o~¢:=p(0|[ve,...,u))o | [v,-.., VL]
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Megyjegyzés: A —~ miivelet linedris kiterjesztése indukal egy Ci(X; R) x CY(X; R) —
Cr—1(X; R) bilinedris leképezést.

Lemma: d(oc —~ ¢) = (=1)/(9o ~ ¢) — (0 —~ d¢p).

Bizonyitas:
80/\@0 Z 0" Uo,...,i}\i,...,ﬂl+1])0’[Ul+1,...,’l]k]—|—
+Z oo | [vo, - v])o | [vr, - Ty, .., 0]
i=l+1

I+1
o~ 80 =S (=10 | [t0r- 1Ty 0o | [orn, - 0]

i=0

k

0o~ @)=Y (=)o | [vo,....v))o | [or, ... Bi,. .., v

1=l

Tétel: Legyen M egy kompakt iranyitott n-sokasag. Ekkor igaz lesz az, hogy:
HE(M) 2 H, (M)

Tehat dudlis kapcsolat van a homoldgia és a kohomolégiacsoportok kozott. Ezt a tétel

Poincaré dualitasnak is hivjuk. A tételt nem bizonyitom.

Definicié: Vegyiik az M kompakt irdnyitott n-sokasagot. A H, (M) homoldgiacsoport

M irdnyitasaval kompatibilis [M] generatorat fundamentdslis osztalynak nevezziik.

Megyjegyzés: Ha a egy homoldgia vagy kohomolégia-osztély, akkor ennek a Poincaré
duédlisat Pd(«)-val jeloljiik.

Definicié: Ismételten legyen M egy kompakt iranyitott n-sokasag, valamint legyen
i: X — M részsokasdga M-nek. A Pd(i,[X]) kohomoldgia-osztélyt az X részsokasdg

Poincaré dudlisanak nevezzuk.

A kovetkezokben be fogunk vezetni egy Riemann-metrikat az M sokasagunkon.
Ez azért lesz j6 nekiink mert igy bevezethetjik az e : TM — M exponencialis
leképezést, valamint a v(X) = v(X C M) = ™ |X/T - Az e exponencidlis leképezést
megszorithatjuk v(X)-re.

Lemma: Vegyiik az e : v(X) — M exponencidlis leképezést megszoritva v(X)-re. Ez

a leképezés beagyazas lesz az X egy kornyezetében.
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Bizonyitas: A bizonyitas indirekten torténik. Feltessziik, hogy van x,,y, € N(X) gy,
hogy @y # Yn, valamint ||z, ||, ||ly.|| < = és e(z,) = e(yn). Tudjuk, hogy v<i(X)kompakt,
ezért:

Ty =T, Yp = Yy = e(x) =e(y)

Mivel ||z, ||, ||yall < % ezért x,y € X. De az e-t megszoritva X-re vagyis e |x bedgyazds
amibél kovetkezik, hogy x = y. Masrészt a derivalt d,(e |,(x)) egy invertalhatéd
leképezés, vagyis x egy kis kornyezetében bedgyazas, tehat ellentmondasra jutottunk.

m

A kivdgasi tételt alkalmazva kapjuk, hogy H"*(M, M\ X) = H" *(v(X),v(X)).

Definicié: Legyen M kompakt sokasagnak X részsokasaga, ami zart és d a kodi-
menzi6ja. Emellett feltessziik, hogy X koirdnyitott, vagyis az N(X C M) normal-
nyaldbnak adott egy irdnyftdsa. Ekkor az X részsokasag [X]| € H?(M) Poincaré-duslisa
az u,, Thom-osztdly képe a H(v,v) = HY(M, M\X) — HY(M) leképezés mentén.

Definicio: Legyen M és N két darab differencidlhaté sokasag, valamint f: M — N
sima leképezés a ketto sokasdg kozott. Azt mondjuk, hogy az f leképzés transzverzalis
az X C N részsokasdgra, amennyiben barmely y € M-re f(y) € X-bol kovetkezik,
hogy:

rfHT,M+1T,X=T,N

Tétel: Legyen M és N két darab differencialhaté kompakt sokasag, valamint f : M —
N sima leképezés a kettd sokasdg kozott. Emellett legyen X C N koirdnyitott zart

részsokasag és f transzverzalis X-re. Ekkor igaz lesz, hogy:

Megyjegyzés: Az f~1(X) részsokasag az implicit-fliggvény tétel miatt, rdaddsul zart.

Bizonyitas: A bizonyitds els6 részében belatjuk, hogy ha f : M — N sima leképezés
transzverzélis az X-re, az pontosan akkor torténik meg, mikor f~1(X) C M részsokaség
ésv(Y) = ffu(X). Az f derivélt leképezését jeloljik T'(f)-el (T'(F) : TM — TN).
Ezek utén legyen y € Y, v = f(y). Igaz lesz, hogy T'(f)(T,Y) C T,X, igy T(f)
indukélni fog egy ¢ : v,Y = T,M/T,Y — v, X = T, N/T, X linedris leképezést. De
tudjuk, hogy T, X + T'(f)(T,M) = T, N a transzverzalitds miatt, amibél kovetkezik,
hogy ¢ sziirjektiv. Az implicit-fiiggvény tétel miatt igaz az, hogy codim(X) = codim(Y),
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amibdl kovetkezik, hogy dim(v,Y) = dim(v,X). Tehdt megkaptuk, hogy ¢ izomorfiz-

mus. Ez azért jo nekiink, mert igy a kovetkezo diagramm kommutélni fog:

vY — 25X

|,

y L v x

Tehat v(Y) = f*v(X). Ezzel be is lattuk amit szerettiink volna. Most vegyiik
up-t az F iranyitott nyaldb Thom osztalyat. Ekkor f*up Thom osztilya az f*FE
visszahuzott nyalabnak a visszahuzott iranyitdssal. A bizonyitast a kovetkez6 diagramm

kommutativitasa teszi teljessé:

HYM) «—— HY(M,M\Y) «—— HY(U.,U.\Y) —— H(vy, i)

T T ]

HYN) «—— HY M, M\X) +—— HUU.,U\X) —— H"(vx,ix)
]

Tétel: Legyen M kompakt sokasag és legyen ennek a sokasagnak X és Y két darab
koiranyitott transzverzalis részsokasaga. Ekkor igaz lesz, hogy XNY szintén koiranyitott,

valamint hogy:
[X] = [Y]=[XnY]

Bizonyitas: A teljes bizonyitast nem vazolom, csupan annak lényegi részét: Vegyiik az
FEy, s iranyitott vektornyaldbokat a B tér felett. Emellett vegyiik a p; : 1 & Fy — E;

fibrumonkénti projekciot. Ekkor az up = pjup, — piug, a megfeleld iranyitashoz. [J

A kovetkezokben komplex vektorterek invaridnsairdl lesz szé. Definidlni fogom
komplex vektornyalabok karakterisztikus osztalyait. Ezek olyan o hozzarendelések,
amik egy F k-rangi komplex vektornyaldbhoz hozzarendelnek egy a(E) € H*(B,Z)
osztalyt. Emellett igaz rajuk, hogy a(f*FE) = f*a(F). Ezt hivjuk természetességi
feltételnek.

El8szor is idézzik fel a Kunneth formulat:

Tétel: Vegyik az X és Y topologikus tereket, amik egyben cella-komplexusok is,
valamint tegyiik fel, hogy H*(Y; R) szabad R-modulus minden k-ra. Ekkor igaz lesz,

hogy
H*(X;R)®r H*(Y;R) = H*(X x Y;R)

izomorfizmus. Itt az X(a ® ) = a x [ := pi(a) — p3-(5).
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Ezt felhasznalva kapjuk a kovetkezot: legyen X egy cella-komplexus és P> a végtelen

komplex projektiv tér. Hasznalva a Kiinneth formulat kapjuk, hogy:
H*(X x P*) = H*(X)[z]

Itt H*(P>°) = Z[x], valamint = = e(7), a tautologikus nyaldb Euler-osztélya. Vagyis
megkaptuk, hogy ha y € H"(X x P>), akkor y egyértelmiien felirhaté a kovetkezo

y= Z yix"

alakban:

ahol y € H*(X).

Definicié: Legyen F — B egy k-rangu komplex vektornyaldb. Ennek a vektornyalabnak

az 1. Chern osztélya c;, ahol:

k
(@) = 3 et

i=0

Itt ¢;(E) =0, ha j < 0 vagy ha j > k.

Allitss: Vegytik a k-rangu vektornyalabokat. Fzeknek a Chern osztalyainak megvannak

az alabbi tulajdonségai:

1. Ha f : X — Y folytonos és E —, akkor teljestiil a természetességi tulajdonsag,
vagyis hogy ¢;(f*E) = f*¢;(E)

2. ¢o =1, valamint ¢, (E) = e(E)
3. CZ(E S¥) El) = Z;’:O Cj(E)CZ‘_j<E/)
Megyjegyzés: A hiarmas tulajdonsagot Whitney szorzat-formulanak nevezik.

Bizonyitas: 1. e(f*E® ) = e((f x Ildp=)"(E ® 7)) = (f x Idp=)*e(E ® v) =
Zf:o f*ci(E)xZ(k—z’)

2. 1" = e(E®7) [pe=e((E®7) =) = e(C*®7) = 2" és op = e(E®7) |x=
e((E®7) |x) = e(E)

3. e(E@E)®7)=e((E®7)®(E'®7))=e(E®7)e(E ®7)
0

Amennyiben hasznéljuk a c(E¥) := Ef:o ¢; jelolést akkor a harmas formula a

kovetkezo alakba irhato:
c((E®E") =c(E)c(FE)
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Ebbél az is kovetkezik, hogy ¢;(F & E') = ¢;(E), amennyiben az E’ trividlis nyaldb.
Tovabbi érdekesség , hogy ha az L;-k egyenes nyalabok, akkor:

k

c(éL) = f[(l +a) =) o5(a)

i=1 j=0

Itt a; = e(L;) = c1(L;), valamint o;(c) jeloli az a;-k j. elemi szimmetrikus polinomjét.
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Mesterséges intelligencia alapu eszko6zok hasznalatarol szolé nyilatkozat

Alulirott Gyorgypal Gergd nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket alkalmaztam:
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o Writefull Teljes dolgozat —
ellendrzése
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