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1 Bevezetés 4

1 Bevezetés

Mar az 6korban kotottek fogadasokat gladiatorharcok és kocsihajto versenyek gyGzte-
seire. Napjainkban, amikor mar szamitogépiinkon az elmult évek Osszes versenyének
eredményét megtalaljuk, és az adatokat gyorsan fel is tudjuk dolgozni, felmeriil a
kérdés, hogy miként lehetne a mérkézések eredményeit prediktalni ezek segitségével.

Az egyik megkozelités, hogy sorrendet alakitunk ki a versenyzsk kozott ugy, hogy
az a sportolo kertl el6rébb, akit esélyesebbnek talalunk a gy6zelemre. Ezutdn minden
mérkézésen arra tessziik a voksunk, aki hamarabb szerepel sorban. Ennél valamivel
kifinomultabb moédszer, ha olyan pontszamokat adunk a versenyzéknek, amibdl valam-
ilyen médon meghatarozhat6 az erGviszonyuk, azaz hogy milyen valdszintiséggel nyer
az egyik a mésik ellen.

A tovabbiakban megismertetiink néhany modellt, amikkel paronkénti 6sszehason-
litasok alapjan meghatarozhatjuk a jatékosok erésségét. Ezutan valos dzsudomeccsek
adatain leteszteljiik a kiillonb6z6 predikciok teljesitményét. A modellek megvélasztasahoz
fontos tudni, hogy a dzstdéban minden meccsen két sportold kiizd meg egymaéassal,
és nincs dontetlen. Az adatbazisunk kozel 400000 meccset és 48000 jatékost tartal-
maz az elmult 20 évbdl, ezért elsGsorban olyan modszereket vizsgalunk, amik kezelni
tudjék, hogy a versenyzdéparok tobbsége soha nem kiizdott meg egymassal, illetve

nagy versenyzGszam esetén is viszonylag gyorsan meghatarozzak a pontszamokat.
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2 Rangsorolasi moédszerek

2.1 Probléma bemutatasa

A célunk pontszamot adni a versenyz&knek a meccsek eredménye, illetve idépontja

alapjan. A pontszamoktol a kévetkezé harom tulajdonsagot varjuk el:
e A jatékosok pontszama alapjan kovetkeztetni lehet a mérkézés gyGztesére.
e A pontszamok gyorsan szamolhatok, nagy versenyzdszam esetén is.

e A jatékos pontszama egy elvesztett meccs utan sosem né és soha nem csokken
egy nyert meccs utan. Ez azt jelenti, hogy soha senkinek nem éri meg veszteni

egy mérkézésen azért, mert ezzel néne a pontszama.

Az i. versenyzd pontszamat jeloljiik z;-vel. Keresiink egy p(z;, z;) fiiggvényt, ami
azt adja meg, hogy ha egy x; és egy z; pontszdmmal rendelkezé versenyzdé jatszik
egymassal, akkor mekkora valoszintiséggel gyéz az elsG. A p fliggvénynek teljesitenie
kell néhéany feltételt. Egyrészt p(x,x) = 0.5, hiszen két azonos pontszamu versenyz
esetén azt varjuk, hogy 50% eséllyel nyer mindketts. Masrészt p(x,y) = 1 — p(y, ©),
hiszen a két versenyzé koziil az egyik biztosan nyer.

Megkovetelhetnénk még, hogy 0 < p(z,y) < 1, hiszen p(x,y) egy valoszintiséget
ad meg, azonban néha eltekintiink ettdl, és igy relaxaljuk a problémat.

Sportokban altalaban sokat szamit a versenyzd adott formaja, ezért ha Ossze sz-
eretnénk hasonlitani két embert, akik kétszer jatszottak ezel6tt és ebbdl egy-egy mecc-
set nyertek, az els6¢ gondolatunk, hogy megnézziik, ki nyert legutoljara. Mivel a
versenyek adatbéazisa sok évet dlel fel, igy fontos valamilyen médon szamitédsba ven-
nlink az idépontokat. Minden k& meccshez rendeljiink egy s, silyt, amit definidljunk
a kovetkezdképpen: s; = 0, 5%;, ahol z —t a mérk6zéstsl mostanéig eltelt id6 napok-
ban. Ezzel éppen azt érjik el, hogy a mérkézés stlya évente (365 naponta) a felére
csokken.

A versenyz6k szamaét jeloljiik n-nel. Els6 megkozelitésként hozzunk létre egy M €
R™*™ matrixot az ismert mérk&zések alapjan. Jeloljiikk M i. sordban és j. oszlopdban

1évé mez6t M; j-nek. M; ; legyen az ¢ jatékos gy6zelmének relativ gyakorisaga j ellen a
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fent bemutatott stlyozassal. Tehéat ha (i, 7) azon meccsek halmaza, ahol i legy6zte

j-t, akkor

ij) Sk
Mi,j _ zkEH( J)

Zke?—l(i,j)u?—t(j,i) Sk

Olyan a jatékosok pontszamait tartalmazo X = (xq, 2o, ..., x,) vektort kerestink,
amihez ha kiszamoljuk az ]\ZJ = p(x;, ;) matrixot, az minél kizelebb lesz az eredeti
M-hez. Mivel azt szeretnénk, hogy a két matrix azonos soraban és oszlopaban 1évé el-
emeinek a kiilénbsége legyen a legkisebb, ezért M — M elemeinek a négyzetosszegeként
hatarozzuk meg két matrix kozelségét. Ez éppen M — M Frobenius-, avagy L2 nor-
méjanak a négyzete.

Az altalunk vizsgélt dzsid6 meccsekbdl létrehozott M matrix ritka, a jatékos-
parok tobbsége sosem jatszott egymassal. Ez azért jelent gondot, mert az ilyen (i, j)
jatékosokra M, ; és M;; helyeken is 0 &ll, azonban mikor az X vektort kivalasztjuk,
nem célunk, hogy M ezekre a nulldkra is jol illeszkedjen. Ezért hozzunk létre egy W
matrixot, ahol az adatok "megbizhatosidga" szerepel. Donthetiink, hogy W-t hogyan
definialjuk: szeretnénk-e silyozni a meccsek szaméval, azaz W, ; = Zke?—t(i, UML) Sk
vagy a stulyokra csak mint indikatorra tekintiink és W, ; = I(H(z,7) UH(j,1) # 0. A
két matrix tavolsaga legyen a kovetkezs: ||M — M]|| = D1 gy Wi (M5 — ]\Z,j)Z-

Konvex célfiiggvények optimalizalasara gyors modszereket ismeriink, ezért elGszor
keressiink olyan p(z;,z;) fiiggvényt, amire adott M esetén a két matrix tavolsaga

konvex X fiiggvényében.

Definici6 2.1. Legyen f : R? — R kétszer derivdlhatd egy nyilt tartomdnyon (példdul

R™ folott). Ekkor f pontosan akkor konvex, ha a Hesse-mdtriza pozitiv szemidefinit.
FX) =320 D05 Wi+ (M j—p(4, w5))? esetén szamoljuk ki f parcialis derivélt-

jait. Az elsG derivaltak:

0
8:171-

f(X) =

a n
O; <Z Wij - (M — p(ws, 25))? + Wiy - (My; — p(a, »”Ui))Q) B
K2 ]:1

a n
Oz; (Z Wigp(i,x5))? = Wi - 2Mi (s, x5) + Wyap(aj, 2:))? — Wi - 2Mip(a;, fz‘)) =

J=1
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a n

O; (Z Wi (P, 25)* = 2My (s, 25) + (1= plas, 7)) = 2(1 = Mig)(1 = plai, 25)) | =
t\j=1

a n

or. (Z Wi (2p($i7xj)2 = 2p(wi, x5) + 1= 2M; jp(xi, x5) — 2+ 2M; j + 2p(xi, x5) — 2Mi’jp(xi7xj))> =
1 ]:1

a n
= Oz (Z Wi (217(9%%‘)2 - 4Mi,jp(xiamj))> =

J=1

7

= ; Wi (429(% l“j) ) %p(% !L"j) - 4Mi7ja_xip(l’i, xj)) =

)

= 24Wi,j <(p(xi, 5) = Mij) - aip(%l‘j)> (1)

A masodik derivaltak:

o 0 ) n 5
a_w“%if(X) ~ oy (; AW, (p(2i, 25) — Mi ) (@M%ﬂ:j))) =

(2

0 9, o 0
= 4Wi,za—xlp($i, ;) (8—%]?(%, xl)) + AW, (p(s, ) — M) (0_xl6_x1p(%’xl))
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2.2 Linearis p(x,y)

A legegyszertibb eset, ha a valoszintiségeket ado p(z,y) fiiggvény linearis. Vizsgaljuk
meg, hogy ilyenkor hogy néz ki a modelliink.

A lineéris p fuggvény p(x,y) = ax + by + ¢ alaka. Mivel teljesiilnek ra a fent
megadott feltételek: p(z,z) = 0.5, azaz (a + b)z + ¢ = 0,5, minden z-re. Emiatt
a=—bés c=0,5 Ez esetben a masik feltétel: p(z,y) = 1 — p(y, ) automatikusan
teljesiil.

Eszrevehetjiik, hogy az a paraméter csak skaldzza a pontszamokat, tehat ha az
1 versenyzG6 j elleni gy()’zelmének a valoszintisége ¢, akkor a pontszamaik kiilonbsége
== 05 Legyen a = % 1 hogy éppen akkor legyen a valészintiség 1, amikor a kiilonbség
1. Tehat megkaptuk a fiiggvényt: p(z,y) = 5% +0,5.

Jeloljiik H-val az f,(X) Hesse-méatrixat.

Hiy = AWiiieples, ) (2p(i ) + AWi(p(ws 21) — M) (5 p(ei ) =

= AWii(—5+0,5) (3) + AW (52 4+ 0,5 — M;y) (0) = 0

Mivel H;; minden eleme 0, a Hesse-matrix pozitiv szemidefinit, azaz az f,(X)
fiiggvény konvex.

Mivel f,(X) konvex és kétszer derivalhato, igy a maximuma éppen ott van, ahol
minden parcialis derivaltja 0. Tehat az (1) egyenlet alapjan a kovetkezd linearis

egyenletrendszer megoldéasat keressiik:

Vi : axz Z4W,J ((

Azaz minden i Jatekosra

ZT; Z Wm’ - Z Wi,jxj = Z Wi,j (2Mi,j - 1) (2)
j=1 j=1 j=1

Ezt az egyenletrendszert felirhatjuk matrix formaban is. Legyen az A méatrixnak

annyi sora és oszlopa, ahany jatékos van. A i. soraban az i. helyen 2?21 Wi ; all,
barmelyik mésik j. helyen pedig éppen —W;;. Legyen a b vektor . koordinataja
2o Wi (2Mi 5 — 1),

Oldjuk meg az AX = b egyenletrendszert, és a kapott X vektor éppen az optimaélis

pontszamokat tartalmazza linearis p(z,y) esetén.
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2.3 Bradley—Terry-modell

Egy masik lehet&ség, hogy tigy adjuk meg a p fliggvényt, hogy a két jatékos egymas
elleni gy6zelmének a valoszintisége éppen a pontszamaik aranya, azaz p(z;,z;) =

Ty

. Gyakran az itt definialt x; és x; pontszamok helyett a logaritmusunkat adjuk

Ti+T;

meg: 7; és m;-t. Ezekre a valoszintséget a p,(m;, 7;) = e?rizr fliggvény szamolja ki. Az
]

0] p is teljesiti a korabbi megkétéseinket, azaz p(v, v) = - = 0.5 és p(x,y)+p(y, z) =

T [ —

pwy + T 1.

Ezt a p fiiggvényt hasznalja az El6-pontozas és a most kovetkezé BradleyTerry-
modell is.

A problémét a statisztika iranyabol elGszor Zermelo kozelitette meg 1929-ben. Az
motivalta, hogy 0j pontozési rendszert talaljon ki a sakkozok értékelésére. Akkoriban
ugyanis a sakkversenyeken a jatékosok kormérkézést jatszottak, mindenki mindenkivel
pontosan két meccset. Ezeket tigy pontoztak, hogy aki megnyerte mindkét mérkszést,
vagy dontetlent jatszott, az 1 pontot kapott, aki elvesztette mindkett6t, az nullat.
Ez a pontrendszer arra épiil, hogy mindenki ugyanannyiszor jatszik (ugyanannyi az
elérhetd Gsszpontszam), ezért nem tudja kezelni, ha egy meccs elmarad, vagy félbesza-
kad. Egy masik hibaja, hogy a versenyzk egyméshoz mért erdsségét nem szamolja
pontosan, hiszen ha egy versenyen egy nagymester és sok amatér jelentkezik, akkor a
nagymester minden meccsét megnyerve is csak kétszer akkora pontszdmot kap, mint
a kezddsk.

Zermelo [8] egy olyan pontszamitést javasolt, ahol mindenkihez egy x; nemnegativ
valos pontszamot tartozik, amire az ¢ jatékos j elleni gy6zelmének a valdszintisége

T

p(zi, xj) = o el Az a feladatunk, hogy a meccsek ismeretében meghatarozzuk az

x1, X, ..., T, pontszamokat.
Ehhez vegyiik a kordbban emlitett M matrix egy M* véltozatat, ahol M, =
{azon meccsek szama, ahol i legyGzte j-t}.

Tegyiik fel, hogy a meccsek fiiggetlenek, és minden (i,j) versenyzéparra az elss

Ty

Ti+x

jatékos - valoszintiséggel nyeri meg barmely mérkdzésiiket (valamilyen ismeretlen
J
z;,x; értékekre). Az pontszamok meghatarozasahoz maximum likelihood becslést

fogunk hasznalni.
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Definicié 2.2. Diszkrét esetben a likelihood fiigguény Lg(X) a modell paraméterének
eqy fiigguénye, ami azt adja meg, hogy az adott X mintdnak mennyi a valdszinisége
a v paraméter esetén.

A loglikelihood figgvény a likelihood logaritmusa: £y(X) = log(Ly(X)).

Ha egy (i,7) versenyzdparra i t;;, mig j t;; meccset nyert a masik ellen (azaz

Osszesen 1T;; = t;; + tj;-szer jatszottak), akkor adott z;, x;-re ennek a valoszintsége:

tij
z7
P(a versenyzdk t;; és t;; meccset nyertek) = ﬁ (3)
xT; xZj) v

tii

Azaz M* matrixnak, mint mintanak a likelihood fiiggvénye:

it

- (4)

[ Lz (i 4 ;)T

ahol t; az 7 versenyzd Osszes megnyert meccsének a szdma a tobbiek ellen.

Lxl,xz,...,xn (M*> =

Vegyiik észre, hogy ha minden pontszamot ugyanazzal a skalarral szorzunk, akkor
a valoszintiségek nem valtoznak (hiszen a pontszamok ardnya megmarad), ezért az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjikk, hogy >  x; < 1. Tehat ekkor a
Ly, o, zn (M*) figgvényt a korlatos és zart B = {(z1, xa, ..., z,) Vit 2; > 0,3 0 2 <
1} halmazon értelmezziik.

Az L fiiggvény valoszintiséget hatédroz meg, azaz 0 és 1 kozti értékeket vesz fel, igy
létezik w, ami feliilrél hatarolja. w-rél tudjuk, hogy 1 > w > 0. Ha minden versenyzs
ugyanakkora pontszamot kap, akkor a likelihood fiiggvény pozitiv: L = (%)Z?:1 S 0,
ezért w > 0.

Vegyiik észre, hogy a fiiggvény értéke nem meghatarozott olyankor, amikor legalabb

két versenyz6 pontszama nulla, hiszen ekkor

A1 I A1 I Az I O A3z )3
IVES Y llmx_>0 (}\1+)\2> - llmx_ﬂ) <)\1$+>\21‘> 040 l’lmx_)o ()\3I+)\427> DY YOV

Ezért ahelyett, hogy a fliggvény maximumat keressiik, vegylink konvergens (p),,
sorozatokat B = {(x1,22,...,2,)[Vi : &, > 0,21 x; < 1}-b6l, és a lim,_ o L(P,)
hatarértékekbdl keressiink minél legnagyobbat, hogy ezzel becsiiljik w-t. A (D),
sorozat hatarértéke legyen 7 = (11,7, ..., 7).

Bontsuk a feladatot négy esetre aszerint, hogy hol van 7.

10
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1. eset: 7 a B belsejében van.
7 € Int(B), tehat létezik olyan € > 0, hogy Vi : r; > . Ekkor a By = {(x1, 2, ..., z,,)|Vi :
x; > e,y x; < 1} egy zart, korlatos tartomany, ahol az L fiiggvény folytonos, azaz
a Weierstrass-szélsGértéktétel szerint in fz, L = mazp, L, azaz L felveszi a maximumaét.
Ha 7-ben van a maximumbhely, akkor a loglikelihood fliggvény minden parcialis de-

rivaltja 0.

Criyraera (M) = Zti ~log(ri) — <Z Tij - log(ri + rj)) (5)

i#]

n

—_ MY = 2L — —Y | =
Gz s (M) = 5 ( > Hj) 0 (6)

=L

Ebbdl kovetkezik, hogy t; = Z?Zl i T;j;—5-, minden i-re, igy kaptunk egy n
’ 7 J

Ti

- éppen annak a varhato
i+

egyenletbdl allo egyenletrendszert. Vegyiik észre, hogy T;;

értéke, hogy hany meccset nyer ¢ a j ellen a T;;-b6l. Tehat ha rq, ..., r, kielégitik az
egyenletrendszert, akkor minden versenyzdé éppen annyi meccset nyert, ami az 0sszes

eddigi mérkézésén a gy6zelmei szaménak a varhato értéke.

2. eset: T a B hataran van, de minden r; pozitiv.

Ekkor }" , r; = 1. Emitettiik, hogy ha minden pontszamot ugyanazzal a pozitiv
skalarral szorzunk, akkor a likelihood fiiggvény értéke nem valtozik. Legyen 1 > A\ >
0, ekkor (Ary, Arg, ..., Ary,) mar B bels6 pontja és Ly, ., . (M*) = Ly arg,.. e (M),

tehat visszavezettiik a feladatot az 1. esetre.

3. eset: T-nek pontosan egy koordinataja 0.
Az altalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy 11 = 0ésVi > 1:7r; > e > 0,
tehat a By = {(z1, 29, ..., xy)|xr > 0,Vi > 1 : 2 > e,> " x; < 1} zart, korlatos

tartomanyon L folytonos, igy felveszi a maximumat.

Allitas 2.1. Az 7 mazimumhelyen pontosan akkor kap egy versenyzd r* = 0 pontszd-
mot, ha senki ellen nem nyert mérkdzést.
Bizonyitas. Ha v} = 0, Vi > 1 : r7 > 0, akkor a likelihood fiiggvényben az rj-ot

(rp)hi ()t
rrm & e

tartalmazo tényezok ( és alaktak. Tehéat ha indirekten feltessziik,

hogy nyert meccset az 1. jatékos, akkor L, .(M*) = 0, hiszen megjelenik egy

11
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0t1i
()

= 0 tényez6 a szorzatban, ahol ¢1; > 0. Mivel lattuk, hogy a likelihood fliggvény
felvesz 0-nal nagyobb értéket, ezért 7 nem maximumhely. Ezzel ellentmondasra
jutottunk. £

Nézziik a masik irdny bizonyitasat. Tegyiik fel indirekten, hogy az 1. versenyzd

nem nyert egyetlen mérkézést sem, de r; > 0. Ekkor a likelihood fiiggvényben az r}

()t

GET=i alakt tényezskben szerepel. Ha csokkentjiik ri-et (hogy még pozitiv

csak
maradjon), akkor mivel minden masik pontszam pozitiv, minden ilyen tényezd szig-
ortian nd, azaz a likelihood fliggvény is né. Azaz ellentmondasra jutottunk, hiszen

talaltunk olyan helyet, ahol L nagyobb értéket vesz fel, mint 7*-nal. ¢

4. eset: 7-ben tobb versenyzé is 0 pontszamot kap.

Itt mar nem folytonos az L, igy L(p,,) sorozatok hatarértékeinek keressiik a max-
imumét, ahol p, € B és p, — T € B. Mivel L csak a [0,1] intervallumbol vesz
fel értékeket, igy minden konvergens L(p\") sorozat egy [0, 1]-beli a.«) értékhez kon-
vergal. Vegyiik azt a P, — 7* sorozatot, amire a7 = maz{a.u } E| és vizsgaljuk most
az 7 pontban a versenyzdk pontszamait.

Feltehetjiik, hogy 7*-ban az els§ k versenyzdé pontszama 0, a tobbieké pozitiv. A
3. eset miatt Vi < k < j :¢;; = 0, azaz akiknek a pontszdma 0, minden mérkézésiiket

elvesztették azon sportolok ellen, akiknek pozitiv a pontszamuk. Ha nyertek volna

Ly

tij
m) tényez$ L-ben, ami

meccset, példaul az ¢ a j ellen, akkor létezne olyan (
0-hoz tart, ha z; — 0, minden 7*-hoz konvergél6 sorozatra. Ezért ekkor L(7*) = 0,
azaz T* nem maximumhely.

Vizsgéaljuk meg a masik irdnyt: tegyiik fel, hogy 1étezik olyan csoportja a versenyzéknek,
akik egy meccset sem nyertek a tobbiek ellen. Legyenek az elsé csoportban az 1, 2,
... ,k,améasodikban a k+1, k+2, ... ,n versenyz6k. Bontsuk az L fliggvényt harom

tényezd szorzatara gy, hogy az egyikbe keriilnek az els csoporton beliili, a masikba a

mésodik csoporton beliili, a harmadikba pedig a két csoport kozti meccsekhez tartozo

1Kihasznalva hogy a p;i) sorozatok a B € R™ zart és korlatos tartomanyban vannak és az a(;) értékek is korlatosak,
meggondolhat6, hogy sup{a.)} = maz{a.)}.

12
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t t

ij .t

ﬁ alaku téHyGZék.
Tit+xj) "

Lm,m,...,xn (M*) = ngll),zg,...,zn(M*) : Lg),:cZ,...,x"(M*) ’ Lgclfg)cg,...,mn(M*) =
Itij . ,’L'tji
— M (M*) - L®) (M*) - H S N
T1,T2,e.es Ty T1,2,..,Tn ] NTis
1,22 1,T2 T (xl—l—xj) j
2
_ 1 * 2 * j
- L(xl),xz,...,xn(M ) Lc(rzl),azz,...,a:n<M ) ’ H Y

e (@ + ;)

Tegyiik fel indirekten, hogy van olyan pozitiv pontszamu jatékos az els§ csoport-
ban, aki kikapott valakitél a mésodik csoportboél. Feltehetjiik, hogy ez a mérk&zés
éppen az 1. és k + 1. versenyzdk kozott tortént. Ha a 77, = 0, akkor barmilyen
7*-hoz tart6 sorozatra x,.; — 0, azaz a k+ 1. versenyzé gydzelmének a valdszintsége
tart a nulldhoz az 77 > 0 pontszamu versenyzé elleni meccsen, azaz L — 0. Tehat
Tpp1 > 0.

Ha minden az els6 csoportba tartozo versenyzé pontszamanak vessziik a A-szorosat
(ahol 1 > X > 0), akkor nekik egymashoz képest a relativ pontszamuk nem véal-

tozik, azaz L 4y o (M*) = LY

AL1,AL2,..., AT,

(M*). A masodik csoportbeli meccsek
valoszintiségei is ugyanazok maradnak, azaz az egyetlen eltérés LU?-ben van. Itt
minden tényez6 szamléloja valtozatlan, hiszen a szamlaloban csak a masodik csoport
versenyzdinek pontszdmai szerepelnek. Az olyan nevezdk, amikben az els§ csoport
jatékosanak pozitiv pontszama van, csokkennek. Tehat L(?)-ben minden tényezd
valtozatlan vagy né. Mivel esetiinkben van olyan els6 csoportbeli versenyzé (az 1-es),
akinek pozitiv pontszama van, igy L(*?) szigortian né. Tehat ellentmondésra jutot-
tunk, ha van r; > 0 (i < k), hogy az i. versenyzd jatszott meccset egy méasodik
csoportbeli jatékossal, akkor L novelhetd, tehat 7* nem maximumbhely.

Ha a jatékosok két csoportra oszthatok tgy, hogy az elsé csoport tagjai egy mérkézést
sem nyertek a masik csoport ellen, akkor L csak akkor lehet a legnagyobb, ha az els6
csoportbol mindenkinek a pontszama, aki vesztett a masik csoport egy tagja ellen,
0-hoz tart. Ilyenkor L a kévetkezd alakba frhato: Lgﬁ{m,,,,,xn(y*) L) e (M) -

xJ

$tjz * * .Z *
I1 — e = Lgcll),xg,...,xn<M ) - L:gl),m,m,xn(M ) - Hi§k<j jgz - L"gl)v“:“'vx"(M ) -
J

1<k<j ($¢+Zj)tji

L) o a (M),

13



2 Rangsorolési modszerek 14

Abrazoljuk a mérkszéseket iranyitott grafként, aminek a cstcsai a versenyzok, és
pontosan akkor rajzolunk élt v pontbodl v-be, ha volt olyan meccs, ahol a v legy6zte

az u-t.

Definicié 2.3. Egy iranyitott graf erdsen Osszefiiggd, ha barmelyik csicsbol barme-

lyikbe vezet iranyitott 1it.

A fentiek miatt, ahol a grafban egyiranyt vagas van, azaz két csicshalmaz, melyek
kozott csak az egyik iranyba futnak élek, ott a feladatbol két kisebb részfeladatot
csinalhatunk. Ilyen médon a csticsokat addig bonthatjuk kisebb csoportokra, mig
erGsen Osszefiiggd komponenseket nem kapunk. A likelihood fiiggvény csak akkor
lehet maximalis, ha barmelyik két komponensre, melyek kézott megy iranyitott tt,
vagy az els6ben a pontszamok nullahoz, vagy a masodikban a pontszamok végtelenhez
tartanak, azaz az els6ben minden r; elhanyagolhatéan kicsi a méasodikban 1év6 r;-hez
képest. Mivel szeretnénk a versenyzsk erGsségeit Osszehasonlitani, ezért a gyakorlat-
ban olyan esetekben, amikor a mérkézések grafja nem erésen Gsszefiiggs, a maximum
likelihood becslés nem alkalmas a pontszamok meghatarozasara, hiszen egy kompo-
nensen kiviil minden més versenyzé pontszamara 0-t vagy oo-t ad. Ilyenkor mas

becslést fogunk alkalmazni.

2.3.1 EréGsen Osszefiiggs eset

Ha a mérkézések grafja erGsen Osszefiiggs, akkor az is kovetkezik, hogy nincs olyan
versenyzd, aki minden meccsét elveszitette vagy megnyerte volna.

Tegyiik fel, hogy van olyan, akinek a pontszama nem 0. Ahogy kozelitiink 7*-hoz,
nincs olyan versenyzs, akinek a pontszdma 0-hoz tart. Ellenkez6 esetben, példaul,
ha az 1. versenyz6 pontszamaval 0-hoz tartunk, akkor L csak akkor nem tart 0-hoz,
ha minden versenyzének, akit az 1. legy6zott, a pontszama 0-hoz tart. Mivel a graf
erGsen Osszefiiggs, ezért ekkor minden jatékos pontszama 0-hoz tart.

Igy ha a mérkézések rendszere erdsen Osszefiiggs, akkor a fenti négy eset koziil
csak az els6 ketts kovetkezhet be. Ilyenkor létezik a maximum, és a kordbban felirt

egyenletek teljestilnek:

14



2 Rangsorolési modszerek 15

. T
VZiti: Z Ej?“i—FTj (7)

=L
Mér belattuk, hogy az els6 két eset ekvivalens, hiszen ha minden értéket ugyanazzal
a skalarral szorozzuk, akkor L nem valtozik. Lassuk be, hogy a maximum egyértelmi
azzal a feltétellel, hogy >  r; = 1. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik két maximalis
megoldas 7 és 7. Mivel a két megoldas nem azonos, igy 3k, hogy a koordinatak
sorrendjét meg tudjuk tgy valtoztatni, hogy Vi <k :ry <1 ésVj>k:r; >l A
feltételiink miatt, hogy a pontszamok Gsszege 1, azt is tudjuk, hogy 0 < k£ < n.

/

!
Ekkor minden i < k < j-re = > " azaz iy >
5 rj T —H“

rz—i—r]

Vegyiik a kovetkez6 Osszeget és rendezziik at

DD DETEUEES S ik S i) D JR

=1 j=k+1 i=1 j<n,j#i i=1 j<k,j#i

_Zt B Z ( ”mir +Tﬂrz+rj) Zt B Z R

i<j<k i<j<k
A fenti 0sszeg megegyezik az atrendezés utan elsé k versenyzd altal 6sszesen meg-
nyert meccsek szamanak és az els6 k versenyzd egymas ellen jatszott mérkézéseinek
szaméanak a kﬁlénbségével

Mivel Vi <k < j:

- > igy ezt behelyettesitve:

7‘+T‘ r+r’

SUEDIETED 9D DT 9D DE LS SUED S

1<j<k i=1 j=k+1 i=1 j=k+1 i=1 1<j<k

Amivel ellentmondasra jutottunk, hiszen a megnyert, illetve lejatszott meccsek
szama konstans, nem fiigg a pontszamoktol. ¢

Tehat a )., r; = 1 megkotés mellett a megoldéas egyértelm.

Térjiink vissza az altalanos feladatra. Az erésen Osszefiiggd komponensek kozott
felallithatunk egy részleges rendezést. Ebben C; és C,, komponensekre C; < C,,, ha
van a komponenseknek egy olyan Ci, Cs, ... és C,, sorozata, hogy V1 < ¢ < m : C;
és C;y1 komponensekre van olyan versenyzé C;.i-ben, aki legy6zott valakit C;-bél.

Mivel a komponenseket egy pontta Gsszehiizva aciklikus grafot kapunk, igy nincs két

15



2 Rangsorolési modszerek 16

komponens, amire C; < C,, és C; > C,, is igaz.

Két komponens pontosan akkor nem &sszehasonlithato, ha a grafban nem vezet
irdnyitott ut az egyikbdl a méasikba.

Szamoljuk ki a komponensekre kiilon-kiilon az optimaélis r; értékeket. Ha egy
komponens minden versenyz§jének a pontszamat ugyanazzal a A > 0 szdmmal szoroz-
zuk, akkor a komponensre az L fliggvény értéke valtozatlan. Ha minden versenyzére
keressiik a legjobb 7 pontszamokat, akkor a 3. és 4. eset miatt akkor kapjuk a w
kozelitését, ha a komponenseken beliil a pontszamok aranya megmarad, mig minden
olyan komponenspérra, ahol C; < C;, ott az i és j komponensbeli pontszamok aranya

a 0-hoz tart.

2.3.2 A pontszamok kiszamitasa

Ford 1957-es cikkében [4] bizonyitotta, hogy erésen Gsszefiiggd esetben a maximum
egyértelmi, és iteracioval tudunk konvergalni hozza. O a maximum létezését és
egyértelmtiségét kicsit eltérd iranybol kozelitette meg. A skdlazhatosag miatt az ere-
deti feladattal ekvivalens, ha olyan pontszamokat keresiink, melyekre {0 > x;, > x; =
1}. A maximum létezéséhez vegyiik a tartomény lezartjat: {0 > z;, > z; = 1}-t. Ford
belatta, hogy ha a likelihood fiiggvényt ennek a kisebb feliiletnek a hatarpontjain 0-
nak definialja, akkor L folytonos a tartomanyon.

Legyen T’ egy pont a hataron, azaz 3j : ¥, = 0. Mivel ) x; = 1, ezért 3k : ), > 0.
Feltettiik, hogy erésen Osszefiiggd a meccsek rendszere, azaz van a versenyzGknek

olyan vy, vy, ..., vy, sorozata, amire vy = j, v, = k és VO < i < m : ¢, > 0, azaz

Vit1
a sorozatban barmely két egymast kovetd emberbdl az elsé legalabb egyszer nyert a

masodik ellen. A sorban az elsé olyan versenyzd, akinek nem 0 a pontszama, legyen
t
al V1,7

! x!
vi—1 + vy

v;. Az L fiiggvénynek van alaki tényezdje (és a kitevs pozitiv),
azaz barmilyen (T), sorozattal tartunk 7’-hoz, a tényezd 0-hoz tart. Mivel minden
tényezd legfeljebb 1, igy ilyenkor L is 0-hoz tart. Tehat ha a hatarpontokon 0-nak
definialjuk, L folytonos a tartomany lezartjan.

Egy korléatos, zart tartoményon folytonos fiiggvénynek van maximuma a Weierstrass-

tétel szerint, azaz a maximum létezését igy is be tudtuk latni.

Ahogy korabban leirtuk, azt az X pontszam-vektort keressiik, ami teljesiti a

16
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kovetkezd feltételeket:

n

. X
Viiti= Z Tijxi—i-l’j

=i

A megoldas megtalalasara nincs gyors, explicit megoldas, ezért iteraciokkal kon-
(0)

vergalunk a maximumhelyhez. A kezddépont legyen egy (¥, amire Vi : x, >0 és
egy iteracios 1épés:
LD L

x§k+1) _ xg'k)’ Vi i

ahol 1 = 1,2, ...n ciklizalva.

Jegyezziik meg, hogy ha belsé pontbol indultunk (azaz Vi : x; > 0), akkor végig a
tartomany belsejében maradunk iteraci6 kozben. Egy iteracio utan a ) . x; = 1 felté-
tel mar nem lesz igaz. Megtehetnénk, hogy iteracionként norméljuk az 6sszes pontsza-
mot, azonban az a tapasztalat, hogy mivel nekiink a pontszamok arényai a fontosak,
ezért nem lesz sziikség arra, hogy folyton normaéaljunk, ezt elég csak koronként megten-
niink, miutdn minden koordinatéat egyszer frissitettiink.

Lassuk be az iteracio konvergenciajat. Vizsgaljunk egyszerre egy lépést (ahol épp
az i versenyz6 pontszaman javitunk). Bebizonyitjuk, hogy z*~1 és %) kozott Ly

monoton né. El&szor vezessiik be a kovetkezd két fliggvényt:

Di(T) = 6(T) -z =t; — (Z u) (9)

= T; + T
D; = ¢; - x; monoton x; € RT-re, ha minden maéast rogzitiink, hiszen ahogy x;
nd, ugy minden ﬁ—z tag n6. Tehat, ha tudnank, hogy &;(z*V) és §;(z*)) elsjele
megegyezik, akkor az is igaz, hogy T*~1 és T%) kozotti szakasz minden pontjara

ugyanaz ¢; elGjele.

17
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Léssuk be , hogy minden k > 1-re §;(Z®) és 6;(z*~Y) el6jele megegyezik. Hasznaljuk

a fenti két egyenletet:

t. n T t. n T..
_(k;) o v 1) _ 1 . 1]
0:(T™) = =5 (Z 0] (ﬁ)) = 7 Z L o ®
J

T: - x +z Tyj = ;
=1 n P B =1 n Tz
¢ J g J 2i=1 z(_kﬂ)fz(_kﬂ) J 2=t Wl(k—l)
i J 4 +zl
n Ti
. n T. . S b E—

B ( T, ij 2121 2F D 4D B
= =1, (-1 Z =
pucll:2 + z; i + 33' Zz 10 1>+$<k )

n Til
n
1 2 -1 2D g (5= D)

=1 k1 ) 4
U -’17§ "ot fv§ Y x—(k—nTl;(k—l)
l

i

k) —n T n Ty ( (k-1) (k—1)>
no o ti+x - e — = (2, T
it py LD =) > i1 2D g0 \ T +

=27 o -
- k—1 k—1
Jj=1 (l‘g )—0—565- )> (t —|—$ Zl 1 0 1)+ = 1))
(k n T;
n = Wlxwm
=N : =

- k—1 k—

Jj=1 (xz( )+x§ )> (t +$ Zl 1 0 1)+ = 1)>

- i@t ) -yt

=27 -
.7 (k—1) (k—1) (k) n T;
Jj=1 (332 + .Tj > (tz + .CB]- . Zl:l x(kl)—i-lxl(kl))

i

n x(k—l)
= 52.(5(1671)) ) T i
= (l“gk_l) +$§k—1)> (t + a5 S 1>+ = 1))

Mivel a méasodik tényezd mindig pozitiv (ha T a tartomany bels6 pontja), ezért

§;(T*V) és 6;(®) eljele megegyezik, tehat §;(Z) elGjele a két pont kozotti egész

szakaszon ugyanaz marad.
A frissités szabalya szerint » ?:1 W’;(H = ﬁ, azaz

i

B I A R e S
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2 Rangsorolési modszerek 19

=(M™)

6;(w) definicio szerint & 50—+ Mivel §; elgjele nem valtozik 7k ¢s 7 kozott,

(k) _ =(k=1)

és 6;(*~V) éppen akkor pozitiv vagy negativ, ha 7, T, is az, ezért Tk ¢s

7®) koézott Lz monoton nd (hiszen a derivaltja végig nemnegativ). S6t, amennyiben

§;(*Y) #£ 0, az L fiiggvény szigortian monoton nd. Ha d;(Z*~V) = 0, akkor fﬁk) =

El(-k_l), azaz az iteracié kézben nem mozdultunk.

Most térjiink &t az egész algoritmus vizsgalatara. Minden korben végigmegyiink
7 minden koordinatdjan, kozben L monoton nd. Minden koér végén norméljuk a
pontszamokat, hogy az Osszegiik 1 legyen, ekdzben a fiiggvényérték valtozatlan. A

K sorozatot. Mivel L korlatos és monoton né a korok

norméalt z-ekbdl kapjuk az
soran, ezért L_x konvergens. Legyen T® egy torlodasi pontja Z*. Ha L konvergl,
akkor Lz koronkénti novekedése a 0-hoz tart. Az, hogy Lz mennyit né egy kor alatt
folytonos 7-ben, azaz x*-ban L kdéronkénti névekedése 0.

Ha egy egész koron at nem javitunk, akkor Vi : 6;(F) = 0, ami atrendezve épp
azt jelenti, hogy T teljesiti az (5) egyenleteket, tehat megtalaltuk az L fiiggvény
maximuméat. Mivel az T sorozat barmely T* torlédési pontja maximumhely (amirél

belattuk, hogy egyértelmt), igy pontosan egy torlodéasi pont van, azaz a sorozat

konvergal: T — 7*.

2.3.3 Gyorsabb konvergencia

Belattuk, hogy az el6bb mutatott iteracioval konvergalunk az optimalis pontszamokhoz,
a konvergencia lasstu. 1957 6ta tobbféle iteracios 1épést is talaltak, amik mind bizonyi-
tottan konvergélnak ugyanehhez a maximumhoz. M. E. J. Newman [6] is bemuta-
tott egy masik iterdcios eljarast, amivel bar nem bizonyithato, hogy minden eset-
ben gyorsabb lenne a konvergencia, de altalaban gyorsabban megtalaljuk a keresett
pontszamokat.

Ennek az iteracionak a frissitési szabalyahoz is azt hasznaljuk fel, hogy a loglike-
lihood derivaltja 0 az optimalis X-re ((6) egyenlet), de a tagokat méshogy csopor-
tositjuk:

li - 13 - tij T T - 13
) (G ) ) -
T i+ T T ri+r; Tt i+ T

J=li#j J=Li#j J=li#j

19



2 Rangsorolési modszerek 20

-y (o (. ))—(Z L>:O
ity \Ti Ty T jzlﬁi#ri—i-rj

Igy az iteracio:

(k)

J=LE] 8y )

T(k+1) L i

1 o ZTL t]‘i
j=1i#j rl(k)ﬁ—r;k)
A modszernek egy elénye, hogy mar az elsé korben kideriil, ha valaki egy meccset
sem nyert, vagy minden meccsét megnyerte. Ha ¢ nem nyert meccset, akkor a szdm-
laloban 0 all, tehat az elsG iteracio utan 0 lesz a pontszama, mig ha egy meccset sem

veszitett, akkor a nevezgbe keriil 0 és a pontszama oo lesz rogton az elsé korben.

2.3.4 Altalanos eset

A Bradley—Terry-modellhez eddig felsorolt pontszémitasi modszerek mind csak olyan
esetben miikodtek, amikor a meccsek rendszere erésen Osszefiiggs grafot alkotott. A
tovabbiakban bemutatunk egy modszert, M. E. J. Newman [6]| cikke alapjan, amivel
kezelni tudjuk a nem erdsen Osszefiiggs eseteket is.

Keressiink pozitiv pontszamokat és az eddig hasznalt ) !, z; = 1 feltétel helyett
a kovetkezékben vegyiik a [[, x; = 1 megkotést. Korabban belattuk, hogy ha
Yo, o =1 teljesiil, akkor pontosan egy pontszam-vektor létezik, ami maximalizalja
a likelihood fiiggvényt. Ekkor, ha az z pontszdmokat mind elosztjuk M—
vel, akkor a szorzatuk éppen 1. Egyértelmd megfeleltetés van a > " 2, = 1 és
[T:-, #i = 1 megoldasok kozott, ezért mindkét megkotéssel is egyértelmi a megoldas.
Azért tértiink at erre a normalizaciora, mert ebben az esetben konnyen latszik, hogy

az atlagos versenyzs éppen az 1 pontszamot kapja, azaz annak a valoszintisége, hogy

Ty

z;+1°

az x; pontszamu versenyzG6 nyerjen az atlagos jatékos ellen éppen
A tovéabbiakban az T pontszam-vektor helyett keressiik a pontszamok logaritmusat.
Ezt jeloljik 7-vel.
Ehhez a maximum likelihood becslés helyett hasznaljunk maximum a posteriori
(MAP) becslést. Ilyenkor van egy elézetes tudasunk a keresett paraméter (7*) elos-

zlasarol, ez az a priori eloszlas. Vessziik a P(7|T') feltételes valoszintséget, ahol T a
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minta, azaz esetiinkben a meccsek rendszere. Ez a posteriori eloszlas, és mi olyan 7
paramétert keresiink, ami ezt maximalizalja.

Valasszuk meg az m;-k feltételezett eloszlasat. Mivel nincs el6zetes tudasunk az

Ty

x;+1

T-16l, ezért legyen minden i-re -nek — azaz az atlagos jatékos elleni gy&zelem

valoszintiségének — eloszlasa egyenletes a [0; 1] intervallumon.
Ekkor a stirtiségfiiggvény transzformacioval megkapjuk, hogy z; stirtiségfliiggvénye

fm(aj) = m €s s; SﬁrﬁSégﬁiggVéHye pedlg fm(ﬂ—) - (1_f;:r)2 = (1_‘_6#)(11_’_67#) = (1f$)2~

A feltételes valoszintiség:

3 e tij 1
o) =11 (=" ) Uareyires ©

1,J %

ahol C konstans fliggetlen 7-t6l és T-t6l. Olyan 7 erésségeket keresiink, amik
P(7|T)-t maximalizaljak.

12 4 tij 1 i b
Vegyiik észre, hogy H” (ﬁ) 11, ey (lte ™) H” (%i%) 11 ﬁ

éppen annak a valoszintisége, hogy Vi jatékos az eddigi meccsein kiviil egy mérkszést

megnyert és egyet elveszitett az dtlagos jatékos ellen. Szemléletesen tehéat a mérkdzések
grafjat agy tettiik Osszefiiggévé, hogy létrehoztunk egy 1j csicsot, amibol minden
mésikba rajzoltunk oda-vissza egy-egy iranyitott élt. Ezutén a fent bemutatott itera-
cios 1épésekkel meg tudjuk talalni az optimalis pontszamokat.

Tehat azt kaptuk, hogy pontszamok maximum a posteriori becslése ekvivalens
azzal, mintha maximum likelihood becslést alkalmaztunk volna kibévitett mérkézések

rendszerére.
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2.4 Elé-pontozas

Ahogy a Bradley-Terry-modellt, tgy az El6-pontozast is a sakkversenyek pontozésa
ihlette. A pontrendszer kitalaloja El6 Arpad fizikus, sakkozo és az Egyesiilt Allamok
Sakkszovetségének alapitod tagja.

A pontozas menete a kiovetkezs: kezdSként minden versenyz$ pontszama 1500,
majd a pontszamot minden meccs utan frissitjiik attol fiiggéen, hogy nyert vagy
vesztett az illeté és hogy milyen erGs volt hozza képest az ellenfele. Két versenyzé
z; és z; pontszamaibodl az elsé gydzelmének a valoszintségét a P(az i legyézi j-t) =
% képlettel szamoljuk.

1410100

Vegyiik észre, hogy a gydzelem valoszintiségének ilyen szémolasa (a pontszamok

skalarszorosatol eltekintve) ekvivalens a kordbban emlitett Bradley—Terry-modellével,

Zq
] 3 ) P ~ 100 Ccz;
hiszen atrendezve P(az i legyGzi j-t) = —L=r = —= "=~ = =, ahol ¢ =
1410 400 10400 410400
log(10)
400

Az eltérés az el6z6 modelltsl a pontszamok kiszamitasaban rejlik. Iterativ eljaras
helyett most online algoritmust hasznélunk. Ennek nagy elénye, hogy ha lejatszanak
egy 1j mérkézést, akkor nem kell el6rél kezdeniink a pontszamok szamitasat, hanem
meccsenként egy révid képletbe behelyettesitve megkapjuk az 4j pontszamokat.

A gy6zelem valoszintisége nem fiigg a pontszamoktol, csak azok kiilonbségétdl,

L = ; +61_m jelolést. Ahogy ezt korabban

1410100

belattuk b(z; — z;) + b(z; — 2;) = 1, illetve b(0) = 0.5.

ezért bevezethetjik a b(z; — z;) =

Tegyiik fel, hogy a k. mérkdzés az i és j jatékosok kozott zajlott, akiknek a

pontszdma eddig zF és ij volt. A pontszamok frissitésére a szabaly a kovetkezs:
2P = 2F 4+ 2K (I(i nyerte a k. meccset) — b(z; — z;))

ahol K egy el6re megadott konstans. Ezzel a frissitéssel a két pontszam Osszege nem
valtozik, hiszen 27 4251 = 27428 +2K (I(i nyerte a k. meccset+1I(j nyerte a k. meccset)—

bz — zj) —b(zj — z1)) = 2F + 28 + 2K(1 — 1) = 2F + 2%,
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2.4.1 Konvergencia két jatékosra

Tegyiik fel, hogy az altalunk vizsgalt ¢ és j jatékosok ereje nem valtozik az iddk
soran, azaz minden mérkézésiiket i ugyanazzal a p;; valoszintiséggel nyeri meg. Krifa,
Spinelli és Junca bemutattak egy bizonyitast, hogy ha a két jatékosra a kettejiik kozti
mérkdzések szama tart a végtelenhez, akkor a b(z; —z;)-k (a prediktalt valoszintiségek)
atlaga tart p;;-hez.

Mivel mindig csak a jatékosok pontszamainak a kiilonbségével szamolunk, ezért

vezessiik be a dfj = zF - zJ'?’ valtozot. Erre a frissitési szabaly a dffl = dfj +

2K (I(i nyerte a k. meccset) — b(d};)). Legyen dj; adott valos szam és jeloljiik D
nel a k. meccs el6tt a lehetséges dfj—k halmazat. Minden mérkézésnél, az ered-

ménytol fliggden dffl = df; + 2K (1 —b(d};)) vagy df; — 2Kb(d};)). Vizsgaljuk meg az

M* = max D* sorozatot. Ezt gy kapjuk, hogy minden kérben dfjJrQK(l—b(dfj))-val
frissitiink (azaz minden meccset az i jatékos nyert). Vezessiik be a g;(z) = v +2K(1—
b(z)) fiiggvényt, erre MFHT = g, (MPF). A gy szigortian monoton né, ha a derivaltja

pozitiv, azaz ha 2K - b/ (z) < 1. Esetiinkben 0'(z) = (= )/ =——1 ..

T+eew (I4e—c)
1 e 1 » . , . . e ey g e es . , . . .
ahol 1= - 15, < ; a szamtani-mértani kozepek kozotti Osszefiiggés miatt mindig

—x

igaz. Tehat K < 2 = IOZ(()?O) valasztassal a b/(x)-re vonatkozo feltételt mindig tel-
jesitjiik.

Lassuk be, hogy az M* monoton névs sorozat a végtelenbe tart. Ehhez az kell,
hogy minden G szamra létezik olyan N indexe a sorozatnak, hogy VK" > N-re

M¥ > G. Ha M* < G, akkor M*1 — MF = 2K (1 — b(MF)). Tudjuk, hogy

bMF) = —L— < —L azaz 2K (1 — b(M")) > 2K (1 -—1 ) Mivel min-
1410400 1410400 1410400

den iterdciokor M* értéke legalabb egy adott G = 2K (1 — 1G) konstanssal
1410700

né, ezért egy idS utan atlépjiik G-t. Azonban annak a valészintisége, hogy DF = M¥*,

a nulldhoz tart, hiszen azt jelenti, hogy ¢« minden mérkézést megnyert.

: , K log(k) _ log(10)
Tétel 2.1. Ha k elég nagy M* ~ 222 ahol ¢ = 255

A bizonyitashoz elszor vezessiik be a O(f) (nagy-ordo) és o( f) (kis-ordo) fogal-

makat.
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2 Rangsorolési modszerek 24

Definicié 2.4. Legyen f(n) és g(n) két egész szamokon értelmezett figgvény. g =
O(f), ha létezik s konstans és Ny index, hogy ¥Yn > Ng: g(n) < s- f(n).

Definicié 2.5. f(n) és g(n) tovdbbra is egészeken értelmezett figguények, tovdbbd

g(n) csak véges sokszor veszi fel a 0 értéket. f = o(g), ha % — 0.

Madsképp megfogalmazva barmilyen s’ > 0 wvalds szdmra létezik Ny index, hogy

Vn > Ny : f(n) < s -g(n).

Probaljuk M novekedését megbecsiilni, ehhez vizsgaljuk a ¢;(x) — = fliggvényt.
gl(x> — X = 2K(1 — mﬁ) = 2K<1i;—0_9561) = 2K€_Cx(ﬁ) = 2K€_Cx(1 — e—CCC +

e — e 4 ) = 2Ke " + O(e ). TItt felhasznaltuk, hogy 1le Taylor-sora
ly| < 1 esetén konvergens. Mivel dj; — oo, igy elég nagy n-re di; > 0, azaz x > 0.
Ekkor e™** < 1, tehat hasznalhatjuk a fenti becslést.

x > G (G megfeleléen nagy konstans) esetén g;(z) — x feliilrsl becsiilhets Ce™*-
vel, ahol adott C' > 2K. g;(MF) — MF* éppen MF! — MF¥ azaz azt adja meg, hogy

MPF mennyit nétt a k. lépésben. Tehat G < k-ra (k € Z) MF — MF < CemM",
Allitas 2.2. M* = o(\Vk)

Bizonyitas 2.1. Ehhez ldssuk be, hogy létezik Ny € Z7T, hogy Yk > Ny MTI: < g.
Mivel az f(x) = \/x monoton novekvd és a derivdltja f'(x) = #E monoton csikken,
ezért Vk + 1=k alulrol becsiilhetd f'(vk + 1)-gyel, tehdt az f(1), f(2), ... sorozat k.

és k+1. eleme kozott ﬁ-vel nd. Mivel az M* sorozat elég nagy k-ra mdr kevesebb,

cM

mint Ce=M" _val nd, ezért barmilyen s” > 0-ra létezik olyan Ny index, hogy Yk > N

/it
Ce—ecMPF
nd, mint az M. Mivel M*¥ — oo, igy van olyan Ny, hogy MM+ > 2MNs' | azaz
MF megdupldzédott az Nyr. és Ny-. lépések kiozott. Ezalatt 'k legaldbb s” - MNs -sal

nétt, azaz \/Ng > s" - MY, Legyen A olyan konstans, amire AMNs" > MNs*

esetén M¥ pozitiv és > §", azaz minden lépésben a 'k sorozat s -szor annyival

. . N _x Nn ’ . . P
ekkor s" = 4 wvdlasztdssal A\;— > f}A/(lAN - >4 =4 = ¢ Mivel a névekményekre
s* s s

tovdbbra is igaz, hogy V'k gyorsabban, s" > ﬁ-szor annyival nd, mint M*, igy a MT:

sosem emelkedik s' folé.

Vezessiik be az rp = % sorozatot. Mivel M* — oo, ezért r, > 0 elég nagy k

esetén. A 2.1-es tétel bizonyitasdhoz elég lenne belatnunk, hogy r, — %
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2 Rangsorolési modszerek 25

Ehhez hasznaljuk fel, hogy elég nagy k-ra M* = o(v/k), valamint hogy M*+! —
MF < Ce=M" | Rendezziik 4t az egyenleteket és helyettesitsiik be rj-t:

[ VE
=0\ fogi

log(k + 1) Mk+1 k _ Mk 1 _ Mk
o\ v T _ < C c < - C [
log k Tkt logk — logk (M +le )‘Tk+logk< ¢ )
log k <
— 1 <1
Tog(k + 1) kS Tkt

Ezek segitségével hatarozzuk meg, hogy r,.1 — rr mikor pozitiv és negativ:

log(k + 1 1 .
The1 — Tk < (1 — —1<ng >> Tkl + —logkj <C€ Mk) =

1 B 1 k41 .
— o ((logk —log(k +1))rg1 + Ce Mk) = Tog k (— log (T) rr+1 + Ce Mk)

Ismert, hogy log (%) Taylor-sora % — # + ﬁ — .... Ezt behelyettesitve:

1 k’—i— 1 —eME 1 Tka1 Tka1 —eME
. M- c = Ikl any c <
1ogk< 1°g< k >r,€+1+ce ) logk< k +O(k2>+ce ) <
1 Th1 MF 4 CemM oMk
< _I o CeM | <
_logk< R <k210g(k—|—1) e =

1 logk 7 VEk —eMF
< — L0 = Cle ¢
_logk( log(l€+1)l<:+ <k2)+ c

Legyen 7, > G, ahol Gy -c > 1. Ekkor M* > G, -logk, azaz e—M” < ke < %

Ha k > G, akkor —<&k_ a]ulrol becsiilhets egy konstanssal: Ch-vel.

log(k+1)
Tehat elég nagy k és rp > G esetén 11 — 1) < loék (C% -Gy +0 (}f—f)) < 0.
Mivel az rp, 1 — i kiillonbség ilyenkor —@—nel aranyos, és » ;= @ = o0, igy az

(ry) sorozat véges sok lépés utan lecsokken Gy ala. Mivel barmikor, amikor r; > %,
re+1 < 71 (a sorozat csokkenni kezd), mindig csak két szomszédos elem kiilonbségével
keriil G folé (barmely Gy > i-re). Az ry, sorozat feliilrdl korlatos, azaz |ry 1 — rj| <
O(ngk). Tehat lim sup r, < %

Hasonloképpen, ha r, < GGy, ahol G- ¢ < 1, akkor emeME > e Gy % Tehat elég
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2 Rangsorolési modszerek 26

nagy k és rp < Go esetén ry1 — rp > 0, és az (1) sorozat véges sok lépés utan eléri
Go-t (barmely G < %—re). fgy lim inf r, > %, tehat bebizonyitottuk, hogy r, — %
és Mk ~ %. O

Végiil lassuk be, hogy ha vessziik b(dY;), b(d};), ... b(d};) atlagat, az tart p;-hez.

o~y gy log(log(k))
1S w0 (280)

Bizonyitas 2.2. Nézziik meg, hogy valtozott a pontszamok killonbsége az elsd' k mérkdzés

Allitas 2.3.

alatt.
k

dfj - d?j = Z dl — dl D) Z I(i nyerte az l. meccset) — b(dﬁj_l)))

=1 =1

=

k k
dfj —dy, =2K (Z I(i nyerte az l. meccset) — Zb(déﬁ)) (10)

=1 =1
A > 1(i nyerte az l. meccset) figgetlen, p;; paraméterd Bernoulli-eloszldsi vdl-
tozok oOsszege. Legyen X; = 1(i nyerte az l. meccset) — p;j. Ekkor az Xy, Xo, ...
valtozok vdarhato értéke 0 €s a szdrdsa véges, azaz haszndlhatjuk az iterdlt logaritmus

tételt. Ebbol azt kapjuk, hogy % Zle (i nyerte az . meccset) = py;+O ( log(lc;cg(k)))

majdnem mindeniitt. Atrendezve az (10) egyenletet:

k k 0
log(log(k)) di; — dy;

l— 1 N _ J J

2:: (dij") =pi +O ( k k2K

—logc(k), ezért a jobb oldalt a

Mavel d?j konstans és tudjuk, hogy dfj < max D¥ ~
kovetkezdképpen becstilhetyiik:

]‘ -1\
2 bd;) =py+0 K koK 2

=1

’“ ( 1og<1og<k>>> _ Ollogtk) _ O( logaog(k»)

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a (dfj) sorozat eqy Markov-lancot alkot. Ha (dfj) er-
godikus Markov-ldanc, akkor a fenti eredménybdl kévetkezik, hogy limy_ o b(dfj) varhato

értéke p;;.
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2.5 Tobb dimenziés pontszamok

Eddig mindegyik modelliinkben a versenyzsk erésségeit egy szémmal fejeztiik ki.
Felmeriilhet a kérdés, hogy javithatunk-e a modellek teljesitményén, ha mindenk-
inek tobb pontszamot is adunk, és ezeknek a fliggvényeként szamoljuk ki a gy6zelem
valoszintiségét.

Egy kézenfekvs lehetGség az, hogy azt a fent bevezetett M maéatrixot kozelitjiik
egy alacsonyabb rangtival, ami a jatékosok gy6zelmeinek relativ gyakorisagait tartal-
mazza. Feltételezziik, hogy a mérkézések szaméanak noévekedésével az M, ; értékek
tartanak a versenyzSk gy6zelmének valoszintiségéhez. Az M matrixra igaz, hogy
M;;=1—M

i, 1gy atalakithatjuk antiszimmetrikussa azzal, hogy minden értékébdél
kivonunk 0.5-6t. A kapott M’ matrixra tehéat igaz, hogy M’ = —(M")T. Feltettiik,

7j

hogy M f6atlojaban mindenhol 0.5 allt, ezért M’ f6atlojaban minden érték 0.

Egy masik lehet&ség, hogy az Mw = A]Z” métrixot, vagy ennek a logaritmusat
9 7,

M}; = log(M;;) — log(M;;)-t szeretnénk kozeliteni. Ez azért intuitiv, mert ha a

jatékosok erdsségei egy w € R™ vektorral leirhatok lennének, akkor az M matrix

9

M =wx % alakban megadhaté lenne.

Vegyiik észre, hogy M'-ben log(M; ;) — log(M;,;) = log (Mi’j> = log (%’), tehat a

MJ,’L

nyert mérkézések ardnyénak a logaritmusai szerepelnek az M' matrixban. Ekkor is
igaz, hogy M! antiszimmetrikus, tovabba az eddigi aranyok helyett itt a matrix elemei
linedrisan fiiggnek a jatékosok erdsségeinek a logaritmusatol. Ha két jatékos koziil
minden mérkézést ugyanaz nyerte, akkor M'-ben —oo vagy oo szerepelne (hiszen ]\Aj—]i
nulla vagy %), ennek az elkeriilése érdekében hatarozzunk meg egy € > 0 kiiszobot,
hogy ha valamelyik 7, j versenyz6pérra M; ; < e, akkor cseréljiik ki az értékeket M; ; =
e-raés M;; = 1—e-ra. e-t valaszthatjuk a legnagyobb %—;J arany konstansszorosanak.

Egy méatrix alacsonyabb rangi kozelitését szingularis érték felbontés segitségével

hatarozzuk meg.

Definici6 2.6. Az A mdtriz szinguldris érték (SVD) felbontdsa USVT, azaz A-t
hdrom mdtriz szorzataként irjuk fel, melyekre U és V ortonormdlt bdzist alkotnak,
és S egy diagonalis matriz, aminek minden eleme nemnegativ. S fdéatlojaban lévd

elemeit nevezziik szinguldris értékeknek, mig U és V oszlopait jobb-, illetve baloldali
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2 Rangsorolési modszerek 28

szinguldris vektoroknak.

Minden mdtriznaok létezik SVD felbontdsa, és a szinguldris értékei eqyértelmiek.

Ha azt az M matrixot keressiik, aminek a rangja r és || M — M|y a lehetd legkisebb,
akkor a megoldas éppen M = U,S,VT, ahol S, az r legnagyobb szinguléris érték-
b6l alkotott diagonalis métrixot, valamint U, és V, ezekhez a legnagyobb értékekhez
tartozo r jobboldali és baloldali szingularis vektort jelentik. Tehat SVD felbontés-
sal meghatarozhatjuk egy maétrix alacsony rangi kozelitését. Minden ¢ jatékosra
megjegyezve az (U 1, ...U;,, Vi1, ...V;,) szamokat, Sy, ...S, ismeretében ezekbdl vissza-
kaphatjuk az ]\Z] értékeket, hiszen ]\Zj = 11 UirSiVig

A mi gyakorlati példankban ritka a mérkézések matrixa, amit kozeliteni szeretnénk,
ami probléma, hiszen szinguléaris érték felbontas alkalmazasakor a hidnyz6 elemek
helyén all6 nullakra is illeszkedni probalunk az alacsonyabb ranga kozelitéssel. Ker-
esslink olyan modszert, amivel a hidnyzo értékektdl el tudunk tekinteni, avagy potolni
tudjuk 6ket ugy, hogy a rang minél kisebb legyen. Vezessiik be a Py (M) jelolést,
ahol Py (M) egy M-mel azonos méretd matrix, amire Py (M);; = M, ;, ha W;; > 0,
azaz 1 és j mar jatszottak egymas ellen, egyébként Py (M); ; = 0. Ekkor az altalanos
feladat megfogalmazéasa: minimalizaljuk a mng(]/\? ), mikozben PW(]\AJ ) = Py (M.
Ez egy N P-nehéz feladat, ezért valamiképpen relaxalnunk kell.

A legismertebb megkozelités, hogy M rangja helyett az M nuklearis norméjat min-
imalizaljuk, ahol az A matrix nuklearis norméja a szingularis értékeinek az Gsszege.
Ezt ||Al|.-gal jelolve a feladat a kovetkezd:

min || M|l
ahol Py (M) = Py (M)

Nekiink az a célunk, hogy M egy alacsony rangu kozelitése legyen a métrixnak,
ezért nem varjuk el, hogy M minden ismert értékére pontosan illeszkedjen az M , csak
azt hogy kozel legyen a ketts. Ezért megadunk egy r rangot és olyan r rangu M*
matrixot keresiink, hogy || Py (M*) — Py (M)]|% minimalis legyen.

A jol kozelité matrix megtalalasdhoz ALS (Alternating Least Squares) modsz-
ert hasznalunk. Az M-ot UVT alakban keressiik, a célunk olyan U* és V*, amire
|| Pw (U*(V*)T) — Py (M)||% minimalis, azaz ahol UVt — M} ;)? alehets
legkisebb.

i,j:W¢,j>0(
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Vegyiik észre, hogy a célfiiggvény altalanosan nem konvex, azonban ha U vagy
V' egyikét rogzitjiik, akkor mar konvex optimalizicidés problémat kapunk. U = A
rogzitése esetén a feladatunk éppen az AV ~ M'! tébbvaltozos linearis regresszidban
a V becslése tigy, hogy M! ismert értékeire a négyzetes eltérés a legkisebb legyen. Az
ALS modszer tehat a kovetkezo:

1. Inicializaljuk U® € R™" matrixot, mint Py (M') SVD felbontédsaban az r leg-
nagyobb szinguléris értékhez tartozé baloldali szingularis vektorokat. i értéke

legyen 1.

2. Rogzitjiik U Y-et és meghatarozzuk V-t a kévetkezéképpen:
Vv = argmin || P (UVV) — Py (M)]|r

3. Rogzitjiik V-t és meghatarozzuk U¥-t a kévetkezSképpen:
U = argmin || Py (UV) — Py (M")] |

: (z) , . . . . P .
4. Legyen U = W Ha nem értiik el az el6re megadott maxiter iteréciosza-

mot, akkor ¢ =1 4 1 és visszatériink a 2. ponthoz.

Az algoritmus utan minden jatékosra megjegyezziikk a kapott U és V maétrixok
megfelel6 sorat, ezekbdl rekonstrudlhaté UV minden eleme. Az igy kapott alac-
sonyabb rangui matrix strukturaja azonban nem lesz feltétlen azonos, mint az eredeti
M-é. Mar emlitettiik, hogy r = 1 esetén, amikor M -t két didd szorzatéval probaljuk
kozeliteni, akkor a matrixot UVT alakban varjuk, ahol U ~ w és V ~ % Ekkor

valoban teljesiil, hogy UVZI; = UV, = = L Ugy tudjuk elérni, hogy az

11
viu; UV
algoritmusban végiil U = -t kapjunk, minden iteraci6 végén az 4j U®-t és V-t

. S UL . )
megvaltoztatjuk a kévetkezéképpen: U = —5 s VO = T

M kbzelitésekor nem tudunk ilyen egyszert megkotést arra, hogy V milyen fiig-

gvénye legyen U-nak, hogy a szorzatuk megfelel§ strukturaju legyen. Azonban az itt

M-NIT
2

immetrikus matrixot kapunk, amire ||PW(M) — Py (MY||% > ||PW(M) — Py (MY)||3.

is igaz, hogy ha a kapott M métrix helyett vessziik M= t, akkor egy antisz-

Ezt lassuk be: minden olyan i, 7 parra, ahol ]\N/[Z] = —]\7“ a matrix valtozatlan, azaz

—~
—~ —~

Mi,j = ]/\\42,] = —M]’Z = —]/\\/[/J72 Ha valahol M’] = Mij—i—a és ]%,i = M]lﬂ—l—ba 7é b valos

szamokra, akkor a Frobenius-norméban ezek az elemek (M; ;— M, L)+ (M;;—M 17 =
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a® + b>ként jelennek meg. Ha M-et M-re cserélnénk, akkor ugyanezek a tagok:

e — M, i —(MT), ; M i— (DT

(Mg = ME + (Mg = M = (Femgtun — M) 4 (Feegiie — M) =
M; ;—M;.; M;,i— M, _ (M ;+M; —a—b M+ M, ;—a—b

= (T = M+ (PR = M) = (T = M)+ (P

M;,)* = 2(%£2)2, ahol felhasznaltuk, hogy ]\Z] + ]\AjjZ =a+b.
Ismert azonossag, hogy a® + 0 > 2 (“T“’)Q, tehat belattuk, hogy ||Py (M) —

Py (M")]]% nem nétt, amikor M-ot M-ra cseréltiik.
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3 Modellek kiértékelése

Keressiink mérdszamokat arra, hogy melyik modellel kapott pontszamok fedik a
legjobban a valésagot.

Ehhez vezessiink be néhény fogalmat:

Definicié 3.1. Legyen X és Y a lehetséges bemenetek és kimenetek halmaza. Az

f: X =Y figguények modellek. Gyakran X = R? és Y = R.

Definici6 3.2. A (z1,11), (T2, y2), ..., (Tm, Ym) bemenet-kimenet pdrok véges sorozatdt
mintdnak nevezziik. A wveszteségfigguény L : R x R — [0,00) megadja, hogy (y;)
kimenetek és y; prediktalt kimenetek esetén mennyire volt jo vagy rossz a modelliink,
azaz mennyire taldlta el a célvdltozot. Minél kevésbé talaltuk el a valos kimeneteket,

anndl nagyobb a veszteségfiigguény értéke.

Definici6 3.3. A kockdzat a veszteségfiigguény varhato értéke, azaz R = E(L(f(X),Y).

Az a célunk, hogy a kockdzatot minimalizdljuk.

Hatéarozzuk meg, hogy milyen veszteségfiiggvényt hasznaljunk a modelliink josaga-
nak mérésére. Az egyik modszer, hogy vesziink meccseket és leszamoljuk, hogy hanyat
talalunk el, ha mindig arra a sportolora tippeliink, akinek nagyobb a pontszama, azaz
aki az erésebb.

Mivel a fent taglalt pontszamitasi szabalyok esetén tudunk valoszintiségeket is sza-
molni, ezért keressiink olyan fiiggvényt, amivel a prediktalt valoszintiségeket értékel-

hetjiik.

3.0.1 Valészintiségek kiértékelése

Tegyiik fel, hogy minden (4, j) versenyzéparra az elsé jatékos allando ¢, ; valoszintiséggel
nyeri meg a mérkézéseket. Abban az esetben, ha a meccseket, amiken kiértékeliink,
egy rovidebb iddintervallumbol valasztjuk, akkor ez az allitas hihet6.

Tegyiik fel, hogy az m mérkdzés kozott, amiken kiértékeliink, minden mérkézés

azonos valoszintséggel fordul eld.

Legyenek az éppen vizsgalt m mérkdzés jatékosai (i, j1), (2, 72); vy (G, Jm) QEY,
hogy Vk : x;, > xj,, azaz mindig az az els6, akinek a gy6zelmét valoszintibbnek
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tartjuk. Emellett y; = I(x; nyerte a mérkézést) és legyen Vk : p; = p(wy,,z;,) az
altalunk josolt valoszintiség, hogy a k. meccset x;, nyeri.

Olyan L((i1, j1,41), (i2, J2, Y2), -+ (ims Jms Ym)> (P15 P2, - Pm)) vesztesegfiiggvenyt
keresiink, aminek a varhat6 értéke éppen akkor a legkisebb, ha Vk : p, = ¢, j,, tehat
ha éppen eltalaltuk a gy6zelmek valoszintiségét.

Legyen L((i1, j1,91), (2, 2, Y2), -+ (ims G Ym )5 (P15 P25 s Pm)) = D _pey L((iks Ji )5 Yks D1
és keressiik L-et L((ix, k), Yr, Px) = Go(ur) - P2 + 91(yx) - 1 + go(yx) alakban, azaz a
veszteségfiiggvény fiigg attol, hogy jol tippeltiink-e, illetve az altalunk elGrejelzett
valoszintiségek legfeljebb masodfoku fliggvénye. Mivel a varhato érték a meccseken
osszeadodik, igy elég az m = 1 esetet vizsgalnunk és olyan L-t keresniink, amire a
kockazat akkor minimalis, ha p; ; = ¢; ;.

A veszteségfliggvény feltételes varhato értéke ekkor az (i, j) parra:

E(L((k, Ik )s rs pr)lin = 4, jx = ) = L((4, 5), L, pij) - dig + L((2, ), 0, pij) - 450 =

= (92(1) - P75 + 01 (1) - pij + 90(1)) - @iy + (92(0) - pF; + 91(0) - pij + 90(0)) - gy

Mivel a mérkézés soran ¢ és j koziil pontosan az egyikiik nyer, igy ¢;; = 1 — g;;.
Ezt helyettesitsiik be:

(92(1) - p; + 91(1) - pij + 90(1)) - iy + (92(0) - p7; + 61(0) - pij + 90(0)) - (1 — giy) =
= ((92(1) = 92(0)) - gij + 92(0)) - p7; + ((91(1) = g1(0)) - gij + g1(0)) - pij + (9o(1) —
90(0)) - qi.j + 90(0)

A minimum megtalédlasahoz vegyiik az els6 és masodik derivaltakat. Az elsG de-
rivalt legyen 0 a masodik pedig nemnegativ:

E(L((k, Ji), Yo o)tk = 1, 1k = J)' =
=2((92(1) = 92(0)) - qij + 92(0)) - pij + (91(1) — q1(0)) - qij + 1(0) = 0
E(L((iks k), Yo Ptk = 4, Jie = 7)" = 2(g2(1) — 92(0)) - ¢, + 292(0)

Akkor veszi fel a fliggvény a minimumot, ha ¢;; = p; ;, Vg, : 0 < ¢;; < 1, azaz

0=2((g2(1) — 92(0)) - @iy + 92(0)) - Gi.; + (91(1) — @1(0)) - gij + g1(0) =

= 2(g2(1) — 92(0)) - q'?,j + (91(1) — 91(0) +292(0)) - gs,; + g1(0)

¢i; polinomja éppen akkor konstans 0, ha minden egyiitthat6 0, tehat
e g:(0)=0

® 91(1) — g1(0) + 292(0) = 0 = 2¢»(0) = —g1(1)
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e g2(1) — g2(0) = 0 = 2g2(1) = 292(0) = —g1(1)

Legyen mivel minden megfelel§ polinomban tér csak el, a minimumbhelyiik ugyan-

ott van, igy megvélaszthatjuk g,(0)-at 1-nek. Ekkor a kapott veszteségfiiggvény

i , ha yr = 1, azaz jol tippeltiink

L((irs ) Yo Pr) =
(1 —pr)?* , ha yp =0, azaz rosszul tippeltiink

A valoszintiségek ismeretében mar nem csak meccsek, hanem versenyek eredményeit
is képesek vagyunk el6rejelezni. Példaul egy egyenes kieséses versenyen, a sorsolas
ismeretében minden mérkézésre meg tudjuk hatarozni, hogy melyik versenyzének
mennyi esélye van eljutni odaig és megnyerni azt, azaz felirhatd, hogy kit mekkora
valoszintiséggel varunk a dobogora vagy az els6 helyre. Tehat azt is hasznalhatjuk a
modelliink helyességének egyik mérdszaménak, hogy eltaldltuk-e a verseny dobogo-

sait, illetve milyen valoszintiséggel tippeltiik a valodi nyerteseket a dobogoéra.
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4 Alkalmazas

Vizsgéljuk meg, hogy milyen eredményt adnak a fenti modelleink valés adatokon.
Ehhez a mér korabban emlitett dzstidomeérkézéseket tartalmazd adathalmazt fogjuk
hasznalni. Mivel az adatok nagy idgintervallumboél szarmaznak (van, amelyik tobb
mint 20 éves), exponenciélis stlyozast alkalmazunk tgy, hogy az egy éve tortént
mérkdzések sulya fele akkora, mint egy mai meccsé.

A dzsudoversenyeket ritkan szervezik kormérkdzéses formaban, ehelyett rendszerint
egyenes kieséses lebonyolitastak, teljes- vagy negyeddoéntSktsl kezd6ds vigaszaggal.
Emiatt a mérkézések grafja nem erdsen Osszefliggd, tehat a Bradley—Terry-modell
esetén a MAP-becslést tudjuk ra alkalmazni.

A modszerek Osszehasonlitdsanal a modelleket a 2024. évi nyéri olimpia el6tti
egy év mérkézésein teszteltiik. Azért valasztottuk ezt az intervallumot, mert az
olimpiara készils versenyzdk ritkan valtanak stlycsoportot az utols6 évben, illetve
ekkor mar nem tortént szabdlymodositas sem, igy ezek nem befolyésoltak a mérésein-
ket. Vettiik az 0sszes 2023. julius 26. el6tti mérkézést, és ezekre futtattuk le a harom
pontszamitd algoritmust. ElGszor nézziik meg a futasidGket. Az adatok beolvasasa és
elokészitése mindegyik esetben 5-10 masodpercet vett igénybe. Az El6-rangsorolas, ha
a meccseket mar sorbarendeztiik idépont szerint, kevesebb, mint 1 masodpercet vesz
igénybe. A linearis modellben és a tobb dimenzids kozelitésnél is egy nagy — kozel
50000 sorbol és oszlopbol allo —, feltehetGen ritka métrixszal dolgoztunk. Ahhoz,
hogy ekkora métrixot kezelni tudjunk, a pont ilyen helyzetekre kitalalt SciPy.sparse
Python-csomagot hasznaltunk.

A linearis modellben egy kozel 50000 sorbol és valtozobol allo egyenletrendszert
kell megoldanunk minél gyorsabban. Erre léteznek iterativ moédszerek, mi a gmres
algoritmust hivtuk meg. Igy a linearis pontozas futasideje (a beolvasas utén) 15
masodperc volt. A tobb dimenziés modell esetén az ALS algoritmust implemental-
tuk, hogy megkapjuk a versenyzdk eréviszonyanak logaritmusét tartalmazoé matrix 5
rangi kozelitését. Probalkoztunk nagyobb, példaul 10, illetve 50 rangu kozelitéssel is,
azonban egyre tobb iteraciora volt sziikség a konvergencidhoz, és a teljesitmény nem
javult lényegesen. Az algoritmus sorédn egy iteracié kozel egy percet vett igénybe,
azaz az altalunk lefuttatott 90 iteracioval mésfél ora alatt végeztiink.

A Bradley-Terry-modell szerinti pontszamok szamolasanal az volt a megallasi

34



4 Alkalmazas 35

feltételiink, hogy a pontszamok abszolut valtozasa a legtjabb iterdciéban Osszesen
kevesebb, mint 0, 1. Azt tapasztaltuk, hogy ahhoz, hogy a pontszdmok valtozasa 1-
nél kevesebb legyen, nagyjabol 7000, mig az algoritmus leallasaig 9000 iteraciora volt
szitkség. Igy a pontszamok kiszamitasahoz 6sszesen 30 percre volt sziikség.

Ezutan vettiik az olimpia el6tti utolsd évbdl és az olimpiarol a mérkézéseket, és a
versenyeket koriilbeliil 4000 mérkézésenként csoportositva kiértékeltiik a harom mod-
ellt. A csoportokat az idérendben egymaést kovets versenyekbdl alakitottuk ki, a lent
lathato tabldzatban a csoporthoz tartozé utolsé verseny idépontja szerepel. Minden
csoportra megszamoltuk, hogy hany olyan meccs volt, ahol valamelyik versenyzét
nem ismertiik, és a tébbi mérkézésen vizsgaltuk a predikcionk eredményét. Az alabbi
tablazatban lathato, hogy a kiillonb6z6 modellekkel milyen ardnyban talaltuk el helye-
sen a mérkézések eredményét, illetve hogy mennyi a 3. szekcidban leirt veszteségfiig-
gvény értéke. Az utolsod oszlopba irtuk viszonyitasi alapként, hogy mennyi lenne a

veszteségfiiggvény, ha a modelliink minden jatékost ugyanolyan erésnek prediktél,

azaz minden mérkézésnél 0, 5 valdszintiséggel nyernek mindketten.

Talalati arany Veszteségfiiggvény
Idspont | Osszes | Hianyos || Linearis| Els- |Bradley-| T6bb Linearis Els- | Bradley- | Té6bb 50%
meccs | meccsek || modell | pontok | Terry | dimenzi6 pontok | Terry |dimenzié

23.aug | 4142 | 948 0.688 | 0.626 | 0.695 0.586 || 279.295 | 174.931 | 175.526 | 292.578 | 798.50
07.0kt | 4091 305 0.715 | 0.645 | 0.725 0.613 || 347.961 | 134.124 | 227.969 | 136.972 | 946.50
11.nov | 4246 | 969 0.679 | 0.644 | 0.693 0.601 282.117 | 153.736 | 170.184 | 312.287 | 819.25
02.feb | 4146 | 1077 0.712 | 0.639 | 0.711 0.622 || 264.730 | 106.425 | 172.366 | 324.599 | 767.25
0l.mar¢ 4106 | 1256 0.671 | 0.617 | 0.679 0.589 || 255.195 | 117.338 | 164.122 | 368.250 | 712.50
23.méard 4228 | 1223 0.695 | 0.652 | 0.695 0.569 || 254.203 | 129.901 | 156.674 | 358.168 | 751.25
13.4pr | 4221 | 1899 0.677 | 0.623 | 0.680 0.602 187.122 | 118.113 | 119.486 | 521.022 | 580.50
03.maj | 4388 | 1424 0.684 | 0.614 | 0.694 0.592 || 245.631 | 134.140 | 150.472 | 408.581 | 741.00
25.méaj | 4459 | 1974 0.684 | 0.623 | 0.703 0.592 || 209.312 | 112.943 | 126.558 | 535.073 | 621.25
27.jal | 4083 | 1336 0.692 | 0.653 | 0.697 0.565 || 212.917 | 124.254 | 126.695 | 385.579 | 686.75
09.aug | 4072 | 1248 0.678 | 0.625 | 0.678 0.546 || 235.985 | 150.080 | 143.343 | 354.713 | 706.00
16.aug | 3661 | 1949 0.709 | 0.606 | 0.693 0.539 113.014 | 156.697 | 39.620 | 512.185 | 428.00
Osszes [ 49843 | 15608 || 0.691 | 0.632 | 0.696 0.587 || 2887.482|1612.684|1773.014|4510.007 | 8558.75
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Ahogy azt a tablazatbol latjuk, a mérkézések kimenetelét a Bradley—Terry-modell
és a linearis modell lényegesen jobban eltalalja, mint az Elé-pontozas vagy a tobbdi-
menzios kozelités. Meglepd, hogy a linearis modell egyszertisége ellenére alig maradt el
a széles korben hasznalt Bradley—Terry-modell teljesitményétsl. Ami a valdszintiségeket
illeti, ott az El6-modell a legjobb, a Bradley-Terry-modell a mésodik, végiil a linearis

és a tobbdimenzios modellek adjék a legkevésbé pontos becsléseket.
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