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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkdszonni a rengeteg segitséget a témavezetémnek, Gerencsér Balazsnak, aki-
nek koszonhetéen mélyebb betekintést kaphattam a Markov-ldncok témakorébe. Készonom
a rendszeres konzultéiciés alkalmakat, amelyeken hasznos tanacsokkal és javaslatokkal latott
el, illetve hogy barmikor kereshettem kérdéseimmel, amelyekre mindig részletes, segité va-
laszokat kaptam.

Ezenkiviil szeretném megkoszonni a csalddomnak és a barataimnak a sok-sok tamogatést,
és hogy minden nehezebb pillanatomban mellettem alltak és biztattak.



1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatom témaja és célja az elGszor a 80-as években felfedezett, a Markov-lancok té-
makoréhez tartozo cutoff jelenség bevezetése és példakon keresztiil torténd megismertetése
volt. A jelenségrdl legel@szor Diaconis, Shahshahani és Aldous tettek emlitést, akik a jelen-
séget a kartyakeverési problamékkal kapcsolatban fedezték fel, amikor azt vizsgaltak, hogy
hény keverés utan lesz elég kozel a kevert kartyak sorrendjének eloszlasa az egyenleteshez.
Példaul ilyen volt a kés6bb a 3. fejezetben is emlitésre keriil§ Gilbert-Shannon-Reeds kartya-
keverési modszernél, azaz a "riffle shuffle" keverésnél megjelend ismert, elhiresiiltebb allitas
- miszertint "Nyolc keverés elég" - bizonyitéasa.

Dolgozatomban a 2. fejezetben ismertetem a Markov-lancokkal kapcsolatos alapfogalmakat,
illetve definidlok néhény, a cutoff jelenség ismertetéséhez sziikséges fogalmat, koztiik a keve-
rési id6 (mixing time) matematikai jelentését is. Ezen keverési id6, és a hozzatartozo totalis
variacios tavolsag segitségével tudunk majd a tovabbiakban a cutoff jelenségrél beszélni.
Ezenkiviil par, a kés6bbi bizonyitdsokhoz hasznosnak bizonyulé moédszert és ismert allitast
is megfogalmazok, mint példaul a Cheeger-allandora vonatkozd egyenlStlenség és a coupling
modszer.

A 3. fejezetben a cutoff jelenség leirdsdhoz a Diaconis altal megfogalmazott definiciokat
hasznélom fel, majd az 6 cikke alapjan [1] ismertetem par egyszert példanal a cutoff megje-
lenését. Ezutén a hiperkockan val6 bolyongas cutoffjat és annak idejének bizonyitasat irom
le, a Hamming-sily segitségével, illetleg visszavezetve ezt a problémat az Ehrenfest-féle
urnamodellre és a kupongytijté problémara.

Az egész szamokon torténs egyszeri szimmetrikus bolyongasnak ugyan nincsen cutoffja,
de egy egyszerti modositassal kapott valtozatat vizsgalva méar tapasztalhatjuk a jelenséget,
igy megkapva egy elégséges feltételét a cutoff létrejottére (3.11), amelynek a bizonyitasa is
szerepel a 3. fejezetben. Ez a feltétel elégséges ugyan, de nem sziikséges, mint ahogy azt
a fejezet végén egy egyszerd példan, a duplazd sétéan keresztiil, abrakkal és grafikonokkal
kiegészitve megmutatjuk.



Az utolso fejezetben leirok még egy sziikséges feltételt a cutoff jelenségre, ezenfelil megje-
gyezve, hogy nem csak a keverési id6 szerint szadmolhatunk, bevezetjiik a szeparéciés idét,
illetve a limitalt entropiat. Ezek segitségével szintén érdekes allitasokhoz jutunk Markov-
lancok cutoffjaval kapcsolatban.

A jelenség létrejottének bizonyitasa a legtobb esetben komplikalt, kiilonb6z6 bonyolult
valoszintiségszamitési, algebrai és kombinatorikai moédszereket hasznal, igy szakdolgoza-
tom is felhasznal kiilonbo6z6 egyenlségeket, egyenlStlenségeket, tételeket ezen témakorokbdl
(ilyen lesz példaul a Cheeger-allandora vonatkozo egyenlétlenség a 3.11 tétel bizonyitasaban,
amelynek bizonyitasat a szakdolgozatban nem irom le).



2. fejezet

Alapok, definici6k

Néhdny bevezetd definicio a Markov-ldncok elméletéhez. Ebben a fejezetben csak a
késdbbiekben rendszeresen haszndlt fogalmakat, dllitdsokat ismertetjik, a teljesség igénye
nélkil. Nem célunk minden alapfogalom definidldsa, felfrissitése.

2.1. Markov-lanc

Vezessiik be tehat a Markov-lancokkal kapcsolatos alapfogalmakat, diszkrét ideji Markov-
lancok esetén. Azaz legyen t € T, T = {0,1,2,3,...}.

2.1. Definicio. Vegyiik az X allapotteret, (X1, Xs, .....) random valészintiségi valtozok so-
rozatat és P dtmeneti matrixot, amely Vz,y € X-re meghatarozza az atlépés valdszintségét
(x € X esetén a szomszédos cstucsokba valo atlépés valoszintsége: P(x,.)). Ez egy Markov-
lanc, ha tetszGleges t > 1-re és x,y € X-re teljesiil a Markov-tulajdonsag, azaz:

P(z,y) =P{{Xit1 =y} [{Xe =z} n{Xpmr =z} NN {X1 =m31}) =
=P({ X1 =y} [ {Xs = 2}),

ahol PUX: =z} nN{Xim1 = a1} N---N{Xy =x1}) > 0.

Tegyiik fel innentdl, hogy az altalunk targyalt Markov-lancok homogének, azaz az d&tmenet-
valoszintiségek fliggetlenek a t id6paramétertsl. Ekkor felirhato egy altalanos P atmeneti
méatrix az dtmenetvaldszintiségek alapjan, amelynek egy-egy sora egy adott x-re vonatkozo
P(x,-) eloszlast ad meg |2, 1.fejezet].

2.2. Definicié. P sztochasztikus, ha VP(z,y) > 0 és Z P(z,y) =1Vz € X-re.

yeX
2.3. Definicié. Egy Markov-lanc irreducibilis (azaz 1 osztalybdl all), ha Vx,y € X-re

It eZ: Px,y) > 0.



2.4. Definici6. Legyen 7(z) := {t > 1 : P'(z,x) > 0}, tehat azok az iddk, ami utdn a
lanc visszatérhet az x kezd6pontjaba. A Markov-lanc periodusa a 7(x)-ek legnagyobb kozos
osztoja, és ha a periddus 1 minden allapotra, akkor a Markov-lanc aperiodikus.

2.5. Definicio. Egy Markov-lanc ergodikus, ha irreducibilis (1 cstucsosztalybol all) és aperio-
dikus (periodusa 1). T6bbségében az ilyen jellegii lancokrol fogunk beszélni a kovetkezdkben.

2.1.1. Stacionarius eloszlas

2.6. Definici6. Azt a 7 valdszintiségi eloszlast, amelyre m = 7P teljesiil a Markov-lanc
stacionérius eloszldsanak nevezziik.

2.7. Tétel. Ez az eloszlas egyértelmten létezik minden ergodikus Markov-lanchoz. |2, 6.fe-
jezet]

2.1.2. Megfordithatdsag

2.8. Definicié. Ha egy X'-n vett Markov-lanc atmenetvaldszintiségeire és m valoszintiségi
eloszlasra, Vx,y € X teljesiil, hogy:

m(z)P(z,y) = n(y)P(y, x),

akkor azt mondjuk, hogy a 7 eloszlas teljesiti a részletes egyensulyi feltételeket.

2.9. Definici6. Azok a lancok, amelyek teljesitik a részletes egyensulyi feltételeket megfor-
dithatoak.

2.10. Lemma. Minden ilyen 7 eloszlas stacionarius eloszlas a P-n. |2, 6.fejezet|

2.1.3. Totalis variacidé tavolsag

2.11. Definicié. Definidljuk két valoszintiségi eloszlas tavolsagat az alabbi médon: @ és
Q)2 valdszintiségi eloszlasokra:

1

1Q1 = QzllTv = 5 D 1Qilg) — Qa(9)],
geG

ahol teljesiil a 0 < ||Q1 — Q2||7v < 1 egyenlStlenség.

Ez a definici6 atirhato masik alakba:

Q1 — Q2l|lrv = glggngl(A) —Q2(4)]

2.12. Lemma. Az irreducibilis, aperiodikus (tehat ergodikus) Markov lancok eloszlasa tart
a stacionarius eloszlashoz. |2, 6.fejezet|

2.13. Definicié. Definialjuk az adott idSpontban vett eloszlasunk és a stacionarius eloszlas
tavolsagat az alabbi médon:

d(t) := max ||P'(z,-) — 7||v.
TEX
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2.14. Tétel. (Konvergencia tétel:) Ha P egy irreducibilis és aperiodikus Markov-lanc atme-
neti matrixa, 7 stacionarius eloszlassal, akkor létezik a € (0,1) és C' > 0, hogy: |2, 4.fejezet]

d(t) < Ca'.

2.1.4. Keverési idd

2.15. Definici6. A keverési id§ segitségével tudjuk kifejezni, hogy a Markov-lancnak mennyi
idG6 sziikséges olyan keveredéshez, hogy eloszlasa nagyon kozel legyen a stacionarius elosz-
lashoz:

tmiz(€) = min{t : d(t) < e} és

1
tmiz = tmiz Z .

Ezen definiciok mellett a késébbi bizonyitasokban tobbszér Markov-lancok sorozatéarol fo-
(n)

gunk beszélni, ezekrdl allitjuk be allitasainkat. Jelolje ebben az esetben példaul ¢~ az n.

lanc keverési idejét.

2.2. Also korlatok a keverési iddre

Mivel a dolgozatban tobbnyire ergodikus Markov-lancokroél lesz sz6, igy nézziik meg az alabbi
két also korlatot, amelyek ergodikus lancok esetén mindig teljesiilnek a keverési idére.

2.16. Definicid. Legyen P egy irreducibilis és aperiodikus Markov-lanchoz tartoz6 dtmeneti
méatrix az X allapottéren. Jelolje ekkor dyy(x) az z-bdl egy lépésben elérhets csucsok
szamat, azaz doy(z) = [{y : P(z,y) > 0}| és jelolje A ezek koziil a maximumot, tehat
A := maxzex doyt (). Emellett jelolje X az z-bdl ¢ 1épésben elérhetd csticsok halmazat.
Ekkor nyilvan teljesiil, hogy:

7] < A
Ha egy adott e-ra teljesiil, hogy:
A" < (1),
akkor, amennyiben 7 stacionarius eloszlas az egyenletes eloszlas:
Al 1—¢e)|X
| P! (z, ) — 7|y > Pz, &) — m(XF) > 1 — m >1- (|XE)’|| =1—(1—¢€) =g,

amibdl pedig atrendezve az egyenlGtlenséget, majd logaritmust véve megkapjuk az alabbi
also korlatot t,,i.(€) keverési idére |2, 7.fejezet]:

log(X](1 - )

tmiz >
(€) log A



2.17. Definici6. Legyen P atmeneti matrix irreducibilis és aperiodikus az X allapottéren,
ahol Vz,y € X-re, melyre teljesiil, hogy P(x,y) + P(y,x) > 0, a P-hez tartozo grafban
behuzzuk az (z,y) élet. Ennek a grafnak atmérgjét jelolje L, ami a maximaélis, a paronkénti
csucstavolsagok koziil.

Legyen xy és yo két egymastol L tavolsagra levs cstcs. Igy teljesiil, hogyPL%J (x,-) és
pl] (y,-) pozitiv, két diszjunkt halmazra koncentralt mérték. Igy E(L%J) =1, ahol:

d(t) == max [|[P'(z, ) = P'(y,")llv,
r,yeX

és ez alapjan Ve < %—re megkapjuk, hogy [2, 7.fejezet]:

2.2.1. Cheeger-allando

2.18. Definicié. Legyen v az éleken vett mértek és v(A,A) = > 4 yea?(@,y), ahol
v(z,y) = m(x)py és A = S\ A Tehat v(4,A) annak a val6szintségét jeldli, hogy a
stacionérius eloszlasbol indulva egy lépés alatt A-bol a A halmazba jutunk.

A Cheeger-édllando, egy a graf keresztmetszetének sziikségét leird szam (méasképpen bottle-
neck ratio), amelyet az aldabbi modon definidlhatunk, a fenti valoszintiség definicio segitsé-
gével:
2.19. Definicio. Egy adott S halmazra jelolje ®(S) a Cheeger-allandot, amelyet az alabbi
moédon szamithatunk ki: _

v(S,S)

o(9) = S

Az egész lancon vett allandot pedig jeldlje:

®:= min &(9).
SZTI’(S)S%

2.20. Tétel. Ekkor a fent definidlt Cheeger-allandora és a keverési idére teljesiil az alabbi
altalunk a 3.16-ban kihasznalt osszefiiggés [2, 7.fejezet]:

1 1
tmiz = tmiz Z > E

2.3. Coupling

Vezzessiik be még ebben a fejezetben a coupling fogalméat is, amelyet majd késébb a 3.6
bizonyitasaban fogunk hasznalni az allitas és ezaltal a bizonyitas leegyszertisitésére.



2.21. Definici6. Két valoszintiségi eloszlas couplingjanak nevezziik az X és Y val6szint-
ségi valtozobol alkotott (X,Y) part, amelynek marginalis eloszlasa megegyezik az eredeti
valoszintiségi valtozok eloszlasaval, azaz:

P{X =2} = p(x) és P{Y =y} = v(y),

tehat p az X szerinti, v az Y szerinti marginalis eloszlas.

Tehat pu és v eloszlasok (X,Y) € X x X couplingjara teljestil minden g kozos eloszléasra,
hogy |2, 5.fejezet]:
q(z,y) =P{X =2,Y = y} esetén:

ZQ(x7y) = ZP{X:x,Y:y}:P{sz} :M({L‘), és

yeX yeX
D alwy) =D P{X =2,V =y} =P{Y =y} = v(y).
zeX zeX

2.22. Lemma. Legyen p és v két valoszintiségi eloszlas X-en. Ekkor a totalis varidcios
tavolsagukra teljesiil, hogy [2, 5.fejezet]:

|l — v||lry = inf{P{X # Y} : Vi, v eloszlashoz tartozo (X,Y’) coupling}.
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3. fejezet

Cutoff jelenség Markov-lancoknal

Most pedig térjiink at a szakdolgozat {6 témajat ado cutoff jelenségre, amely jelenség vizsga-
lataval els6ként tobbek kézott Persi Diaconis foglalkozott részletesebben 1996-os megjelenésii
cikkében [1]. T6bb Markov-lancként felirhato folyamatot gytjtott dssze, amelyeknél tapasz-
talhato6 volt, hogy a 2.12 lemma allitasaban szerepld stacionarius allapothoz valé konvergen-
cidban nagyobb ugras torténik bizonyos id& elteltével; ezt a jelenséget nevezte cutoff-nak,
azaz levagasnak.

3.1. Cutoff

3.1. Definici6. (Diaconis-féle definicio) Legyenek a,, — 400 és b, — +0o sorozatok,
melyekre §* — 0, ahogy n — oo és legyen kng = [an + 0b,| (ahol § € R). Ekkor P,
Markov-lancok egy sorozatara, n — oo esetén teljesiil:

PR — mall = c(6),

6——o0

1.

3.2. Definicié. (Altalanos definicié) Azt mondjuk, hogy egy Markov-lancnak cutoffja
van, ha teljesiil Ve € (0, 1), hogy

amely c fliggyvényre: c(0) b7o0, ) 6s c(0)

(n)
lim tmix (6)
(1= 6)

=1.

)

3.3. Definici6. Egy cutoff tartama (window-ja) O(wy) nagysagi, ha w, = o(t,,;.) és

teljesiil, hogy:

L (n) _
O}Ln;o hnlggéf dn (). — awy) =1,
lim limsup dn(tigi)x + awy,) = 0.

Q=00 p—oo
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Masképpen, egy folyamat cutoffjanak tartama w, = o(t,,,;,) nagysagu, ha Ve € (0, 1) teljesiil,

hogy dc. : V elég nagy n-re:

tgllz)m(e) - tfgz)x(l - 6) < CeWn-

3.4. Definicié. Egy Markov-lancnak pre-cutoffja van, ha a lancra teljesiil, hogy:

(n)
sup lim M < 0.
0<e<t M0 t%)z(l —¢€)

A fejezet tovabbi részében elGszor par egyszertibb példat fogunk megnézni, amelyeknél ta-
pasztalhato cutoff, majd attértink a hiperkockan valo (lusta) bolyongasra, és az egész sza-
mokon valé, modulo n bolyongasra. Emellett bizonyitunk egy allitast, ami ezen bolyongas
konvergenciasebességének novelésérdl szol. Végiil megvizsgaljuk milyen sziikséges feltételei
vannak annak, hogy egy Markov-lancnak lehessen cutoffja.

3.2. Bevezets példak

3.2.1. Gilbert-Shannon-Reeds kartyakeverés

Ennél a keverési moédszernél a keverés folyaman mindig n db kirtyat bontunk kétfelé bino-
mialis eloszlas alapjan: A, B. Itt legyen |A| = a és |[B| = b =n —a. Az A és B kupac
Osszekeverésénél tehat annak valoszintisége, hogy a kovetkezd kartya A-bol keriil ki: %, annak

hogy a B kupacbél: % A folyamat tart a m = % egyenletes eloszlashoz.

Ennél a folyamatnal éles cutoff-ot is tapasztalhatunk [1], [3| kpg = %10g2n +60,n — o0
esetén, a definiciéban szerepl$ sorozatok: a, = %logz n,b, = 1 valasztasaval. (Raadasul
ennél a keverésnél példaul n = 52-re a hatodik keveréstél kezdve g = % aranyu, konstans
leesést tapasztalhatunk a stacionérius eloszlastol vett tavolsagban.)

3.2.2. Random cserék (egy kartyapakliban)

Vegyiink egy masik a kartyak keverésével kapcsolatos modszert, ahol n kirtyat kiteritiink
sorban, majd keveriink tgy, hogy mindig egymaéstol fliggetleniil valasztunk két egész szamot
az [1,n] intervallumbol és felcseréljiik a nekik megfelels lapokat (tehat % valoszintséggel
ugyanazt a szamot valasztjuk kétszer és igy nem torténik csere). A folyamat itt is a m = %

egyenletes eloszléshoz tart, cutoff-ja pedig kg = 3n(logn + 6)-nél van [1], [4].

3.2.3. Ehrenfest urnaja

Paul és Tatyana Ehrenfest urnamodelljénél adva van két urnank (M és N), illetve d darab
golyonk, amelyek a t = 0 iddpillanatban mind az M urndban vannak. Minden ¢ > 1-re
az egyik véletlenszerten vélasztott golyot atrakjuk a mésik urnadba. Az M urnabol vett
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atmenetvaloszintiségeket a folyamatnal vegyiik az aldbbiaknak, (ahol engedjiik meg, hogy
barmely allapotboll ﬁ valoszintiséggel onmagaba érjiink vissza, hogy elkeriiljiik a peri6-
dussal kapcsolatos problémékat):

) 1 d—1
= — P. ) = — ]P) 1 1 ]_ =
d—i—l’ (272) d—|—1, (Zal+ )

P(i,i — 1) B EE

A kérdés, hogy milyen idépillanatban lesz a golyok elhelyezkedése elég kozel a stacionérius
d

eloszlashoz, ami itt a 7(j) = < binomiélis eloszlas.

Ennek a folyamatnak szintén van cutoff-ja kqg = 1(d + 1)(logd + ) idében [1].

3.3. Bolyongas a hiperkockan

Most pedig ezen bevezet§ példak utan nézziik meg a hiperkockan valé bolyongast kicsit
részletesebben, bizonyitéssal egyiitt:

Vegyiik az n dimenziés hiperkockat egy olyan grafnak, melynek a csticsaira egy-egy n hosszi
koordinata van irva, mely koordinaték elemei a {0,1}" halmaznak. Ebben a grafban egy
él akkor van behuzva két cstcs kozott, ha ezek koordinatai pontosan 1 helyen térnek el
egyméstol. A hiperkockan vett egyszert véletlen sétat definialjuk tgy, hogy adott cstcsbol
indulva, minden lépésnél valasszunk a szomszédos csiicsok koziil egyenls valdszintiséggel
és ide lépjlink tovabb (minden cstcsnak n szomszédja van, hiszen ennyi koordinataban
hiszen az igy definidlt Markov-lancnak a periddusa 2, igy hat definidljuk a lusta véletlen
sétat, ahol % val6szintiséggel az eredeti csticson maradunk. FEkkor mar egy aperiodikus
lancot kapunk.

3.5. Definicio. Legyen egy x € {0,1}" vektor vagy koordindta Hamming-silya a nemnulla
elemeinek szama:

W(z) = Z xj.
j=1

Ez a Hamming-sily ekvivalenciaosztalyokra bontja a csticshalmazunkat, attol fliggéen, hogy
a csicsok koordinatai mennyi 1-est tartalmaznak. Jelolje az x csics, illetve hozza tartozo
vektor ekvivalenciaosztalyat [z]. Ha x és 2’ egy osztalyban vannak, akkor a Daly] = Pa'ly)
dtmenetvaloszintiségek egyenléek. Egyszert véletlen séta esetén minden 1épésnél eggyel né
vagy csokken a Hamming-suly, attol fiiggéen, hogy 0-r6l 1-re, vagy 1-r6l O-ra valtoztatunk ko-
ordinatat. Ennek a példanak az ekvivalenciaosztéilyokat tekintve a 3.2.3 Ehrenfest urna példa
egy projekcidja, az osztalyokra vonatkozo stacionérius eloszlas pedig a my @ Binom(n, %)
lesz, akircsak az Ehrenfest urna modell esetében.
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Allapot (mod {n})
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3.1. dbra. Egy 5 dimenzi6s hiperkockan val6é bolyongés koordinatanként.

Mivel ebbdl nem kapunk tul informativ abrat, nézziik a Hamming-siuly valtozasat ennél a
bolyongésnal:

Gly

Hamming-s

Véletlen séta Hamming-sllya a 5-dimenziés hiperkockan
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3.2. dbra. Egy 5 dimenzios hiperkockan valé bolyongas Hamming-stlya.

Ennek a fliggvénynek a grafikonja méar inkdbb hasonlit egy szimmetrikus bolyongés grafi-
konjara, stacionarius eloszlasa viszont a binomialis eloszlas lesz.
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Cutoff a hiperkockdn - Hamming-suly szerinti 6sszehasonlités (d = 19)
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3.3. abra. Az n=19 dimenziés hiperkockan valé lusta véletlen séta Hamming-silya és ennek
tavolsidga a binomialis eloszlastol (ami a Hamming-stlyok stacionarius eloszlasa).

Cutoff a hiperkockdn a Hamming-suly szerint (d = 19)
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3.4. abra. Az n=19 dimenzidés hiperkockan val6 (NEM lusta) véletlen séta Hamming-stlya
és ennek tavolséga a binomiélis eloszlastol (ami a Hamming-sulyok a stacionarius eloszlasa).

Itt lathato, hogy ha nem a lusta sétat nézziik, akkor mivel a periédus 2, a totélis variacios
tavolsag nem tud a 0-hoz tartani, csak a 0,5-h6z, hiszen a paritas alapjan a teljes allapot-
teret két diszjunkt és egyenls csticshalmazra osztva (egyikben a paros, masikban a paratlan
Hamming-stlyu csicsok), az adott 1épés paritasatol fiiggéen csak az egyik meghatéarozott
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cstcshalmazban lehetiink.
3.6. Tétel. Az n dimenzioés hiperkockdn vett lusta véletlen sétanak cutoffja van k =
snlog, n idében O(n) tartamban. [2, 18 fejezet]

Bizonyitds. A tételiink bizonyitasa két részre oszthatd: bizonyitanunk kell a cutoff definicio-
jaban (3.2) szerepld also és felss korlatot. Kezdjiik bizonyitasunkat a fels§ korlat belatasaval,
azaz hogy (2, 18.fejezet|:

1

lim limsupd, <n logn + om) = 0.
Q=0 poo 2

Ehhez vegyiik az alabbi lemmat:

3.7. Lemma. Legyen X; = (X}, X?,..., X}") a 0-bol kiindulo véletlen séta allapota egy
adott t id6pillanatban, és legyen Wy = W(X;) = 29:1 X7. Jelolje Py az 1., P, az n. csticsbol
indulé6 folyamatot, 7 az (X;)-hez, my pedig a (W;)-hez tartozo stacionarius eloszlast. Ekkor
Wi-re és X, -re teljesiil, hogy [2, 18.fejezet]:

|P{X; € -} —7llry = [|Poa{W € -} — 7w |7V,

igy 3.7 alapjan elég lenne Wi-t vizsgalnunk X; helyett.

Lassuk be el@szor a 3.7 lemma allitasat. Legyen X, := {x : W(x) = w}, azaz az ugyanolyan
"w" Hamming-sullyal rendelkezé csicsok halmaza.

Mivel a szimmetria miatt az f : © — Pi{X; = x} fliggvények és m konstans X, felett,
igy a kiilonbségiik is konstans, tehiat minden z-re ugyanannyi, és emiatt az abszolitérték
kiemelhetd a szummébol:

Yo A{Xi=a}-a@)=| Y P{X;=2}-n(x)|.

z:W(z)=w W (z)=w

Ekkor elvégezve az Gsszegzést:

> P{Xi =2} —n(x)| = |P{W: = w} — mw ().
W (z)=w

X, nyilvan tranzitiv, igy pedig mindkét egyenletet w szerint Gsszegezve és 2-vel leosztva a
totalis variacié tavolsdgokat kapjuk:

1
5 > Y. 1P{Xi =g} —n(2)| = [|P(Xe) = 7llry = d(D)
z: W (z)=w we{0,...,n}
1

3 S AW =w} — mw(w)] = [|Pa(W) — mw |7y
we{0,...,n}
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Ezeket 6sszevetve megkapjuk, hogy

d(t) = [|[PL(Xt) = 7llrv = [[Pn (W) — mw[|7v

Tehat a lemmat ezzel belattuk. O

Lassuk ez alapjan a fels§ korlat bizonyitasat. Ehhez vegyilink két Markov-lancot: Wi, Z;-t,
amelyek két kiilonbozs allapotbol: a w-bdl, illetve z-bdl kiindulé Ehrenfest urnamodellen
torténd lusta bolyongéast irjak le. Vegyiik ekkor a (W3, Z;) coupling-ot, ahol % valoszintiséggel
az egyik lancban, % valoszintiséggel a méasik lancban lépiink (mig a masik lanc ugyanabban
a pozicibban marad). A két rész az elsg talalkozasuktol kezdve egyiitt mozog. Jeldlje T az
elss talalkozas idSpontjat, azaz 7 := min{t > 0: W, = Z;}.

Feltehetjiik, hogy z > w, és mivel az elsG talalkozastol egyiitt mozognak, minden t-re telje-
stilni fog, hogy Z; > W;. Jeldlje D, a |Z; — Wy kiilonbséget. Itt nyilvan Dy = |Z; — Wy| =
Zy — Wy > 0.

Ekkor ¢t < 7 esetén legyen (Wy, Z;) = (wy, z¢) és mivel teljesiil, hogy Wy # Z;, igy 2y # wy.

Vegyiik ekkor a Dy — Dy kiilonbséget:
D1 — Dy =1, ha Dyyq > Dy, melynek valoszintisége %(1 — Z) 4 %(ﬂ és
1

Innen kiszamolva a feltételes varhatod értéket:

1 z
E[Dt11— Dt | Z = 20, W = wy] = (2 (1 — l) +

1 1 1 z 1 z 1 w

Ebbdl pedig kévetkezik, hogy

D
E Dt+1—Dt+t’Zt:Zt,Wt:wt:| :O, azaz
n

D 1
E[Dt—H’Zt:ztaWt:wt]:Dt_?t:Dt (1_n>

Mivel ¢ < 7 pontosan akkor teljesiil, amikor W} # Z;, ezért 1oy = g, £z, Tehat ezen
az eseményen Dy feltételes varhato értéke felirhato:

1

E[leryDis1|We, Zt) = B, w[ljp<ry D] = (1 -
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A jobboldali kifejezés ekkor ugyanaz, mintha a varhaté értéket vennénk, hiszen a kifejezés
mérhetd a feltételre:

1
EZ,w[Il{KT}DtH] = (1 - n) E.w [Dt]l{t<r}]a

és mivel ]l{t+l<7'} S ]l{t<7'}:
1
Bz w[Lr+1<ryDega] < (1 - n> E, w[Dilfcr]-

Ezt iterdlva azt kapjuk, hogy:

1\* 1\' -
E.w[lit<ryDes1] < (1 - n) Doljgry = (1 - n) (2 —w) < new .

Vegyiik a Dy sorozat S; szimmetrikus bolyongéssal vett couplingjat, ahol Dy = Sy, (illetve
mindkét sorozatot a 0-ba érve megéllitjuk,) és mivel lattuk, hogy w; > z; Vi-re (a w < z
feltétel miatt):

w
we_ 2
n n
1 2t 1 Wt 1 Zt 1 U]t
R - 7.7<7 - — -
2 n+2 n 2 n ' 2 n
1(1_ﬁ) 1.%@& 1(1 )
2 n 2 n 2 2

ezért a Dy sorozat nagyobb valoszintséggel Csé')kken, mint né és D, < S, is teljesiil.
Legyen 7/ := min{t > 0 : Sy = 0}. Ekkor mivel {S; = 0} C {D; = 0}, teljesiil, hogy 7 < 7'.
Tudjuk, hogy létezik olyan ¢ konstans, amelyre: [2, 2.fejezet|

k
Pr{r > u} <Pp{r’ > u} < &

Ja

Ez alapjan, feltéve, hogy Ds-bdl indulunk ki:

CDs]]-{s<T}
Peulr > s 0] D) = LperyPp,fu < 7} < L)

Itt az imént kiszamolt felsé becslést hasznalva a varhato értékre:

C cne n

EE(JL{KT}DS) < N

Ekkor u := an és s := %nlogn valasztéssal:
do(s +u) = dy | 2nlogn + <
n\$ n n+an | < .
g Ja
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Ebbdl viszont megkapjuk, hogy

1
lim limsupd, <2nlogn + om) =0,

Q=00 p—oo
azaz belattuk a felsé korlatot.

Ezutan nézzik a bizonyitas maésik felét, az alsé korlatot, ahol azt fogjuk belatni, hogy |2,
7 fejezet]: d(inlogn —an) > 1 — 8e*72%.

Vegyiik f := W-t, azaz legyen f az a fiiggvény, ami egy = = (2%, 22,...,2") € {0,1}" vek-

torhoz a Hamming-silyat rendeli hozza. W eloszlésa a m egyenletes stacionarius eloszlason
binomialis, igy

1 n
Eﬂ_ = = - = —_,
(W) =np=ny =5
1 1 n
2

Jelolje R; azon elemek szaméat egy koordindtaban, amelyek a ¢ id6pontig még nem lettek
frissitve. Legyen 1 := (1,...,1) a kiindulasi koordinata. Ekkor R; = r azt jelenti, hogy
a koordinataban r db 1-esen kiviil a maradék n — r elem 1 és 0 értékd is lehet. Emellett
legyen B : Binom(n —r, %) eloszlasi valoszintségi valtozo. Ezen b-vel Ry definicidja alapjan
teljesiil, hogy a feltételes (W (X;)|R; = 1)) és r + B eloszlasok megegyeznek:

(W(X)|Re=7) < r+ B.

Ennek segitségével mar kiszamolhatjuk a E(W (X;)|R: = r) feltételes varhato értéket, ki-

hasznalva, hogy B binomiélis eloszlast paraméter varhato értéke (n — r)p = (n=r).

2
1174 (n—r)
E(W(X)|Ry=7r)=E(r+B)=r+ 5
Ezt altalanositva:
— R 1 1 R
E(W(X0)|R) = Re+ == = 3(Ritn) =n- 5 (1+J> |

Ebbél pedig, mivel R; kozelitSleg binomialis eloszlast, (varhato értéket vesziink, igy nincs
sziikségiink a fliggetlenségre, és szamolhatunk binomialis eloszlasként) p = (”T_l)t = (1 — %)t
paraméterrel (akarcsak a kupongytjtési problémaknal). Innen kovetkezik hogy:

E(R,) :np:n<1—1>t,

n

innen pedig kiszamolva W (X;) varhato értékeét:

s =1 (1 B00) < (1 2

|3

2 n 2 n
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A szorasnégyzetekre igaz az alabbi egyenl6ség a feltételes szorasnégyzet tétel alapjan (ahol
o1, E1 az 1-bdl indulo folyamatra vonatkozik):

ot (W(Xy)) = o (E(W (X)) Ry)) + E1 (0 (W (X1))|Ry),

amibsl E(W(X;)|Ry) = 2 (1 + £t) behelyettesitéssel:

FHRe) + 30— Ba(R) = 3(0}(R) + 7~ Ea(R).

Ekkor R; felirhato negativan korrelalt (0, 1 értékeket felvevd) identikatorok osszegeként, ahol
a négyzetreemelés nem véltoztat se 0, se 1 értékén. Emiatt o és o2 értéke ugyanaz. Igy a
variancia kisebb, mint a varhatoérték:

02(Ry) < Eq(Ry).

Ebbdl az egyenlétlenséghdl pedig kovetkezik, hogy

o1(W (X)) = iw%(Rt) +n—Ei(Ry)) < %(Eluﬁ) +n—Ei(R)) = .

Legyen o := y/max{c2(W),a?(W(X;))} = @ Ekkor teljesiil:

(D] 302 -2

Ekkor felhasznalva, hogy (1 — %)n <el< (1 — %)n_l igaz minden egész n-re,
tn == 2(n—1)logn — (o — 1)n > inlogn — an = n(1 logn — ) valasztassal teljesiil:

n

EA (W)~ E(W(X0)| = |5

n
2

1 tn 1 %(nfl)lognf(afl)n
W) - B (X = ot (1- 1) =i (1- 1)

1 n(%logn—a—&-l) 1 —logn
vi(i-2) (-2)
n

n

(n—1)(%logn—a+1
1) (3 ) - U\/ﬁe_(%logn—oc-f—l)

>a\/ﬁ<1—n

_1 _ [
= g/ne 218"l = 5\ /nn 207!

=g,

3.8. Lemma. Tudjuk [2, 7.fejezet] alapjan, hogy tetszéleges r esetén:

8
|l —vllry > 1 - 2

ha f: X — A egy a mintatérrsl a valosakra képzé fiiggvényre, és o-ra (ahol legyen o2 :=

max{Var,f,Var,f}), teljesiil |E,(f) —E,(f)| > ro.
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Tehét egy P atmeneti matrixa X,, Markov-lancra atirva ezt a lemmat:

8
1P () =7l 21— .

r

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy E,(f) < E,(f). Igy felihato a Csebisev egyenlétlenség, te-
hattetszsleges A eseményre:

1
B(|4— E(4) > ko) < .

Ebbe behelyettesitve A := (E,(f) + 7§, 00)-t, (ahol jeldlje E, a p eloszlasbol indul folya-

matot) és k := § valasztassal megkapjuk, hogy:

B(Eu(f) + 15 —E(Eu(f) +72,00) 2 50) < 5 = .

4
pfH(A) < pox

Illetve a korabbi feltevés miatt szimmetrikusan:

Ezeket 6sszevetve megkapjuk, hogy:

_ _ 8
lwf =t =vf v 21— .
.

Legyen f : X — A, ahol A véges halmaz és A C A. Ekkor ha p és v valosziniiségi eloszlas
X-en, akkor jeldlje (uf~1)(A) := p(f~1(A)). Ezenkiviil teljesiil, hogy:

lw—vlrv > lnf~t = vf v,

mivel

ufHB) = vfHB)| = u(fH(B) = v(fH(B))],
B)—vf! < — .
max |pf~(B) — vf~(B)| < max|u(4) — v(4)]
Ezek segitségével méar megkapjuk a lemma allitasat:

_ _ 8
o —virv > lpf ™t —vf ey >1- 5
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E-(W) —Ei(W(Xy,))| > e* o egyenlSség miatt r := e~ ! valasztassal teljesiil az el6z6
lemma feltétele és a lemma allitasa alapjan megkapjuk, hogy:

1
d(t,) = d <2nlogn - om> > P! (L,) = 7l > 1 — —1-8(e>)

8
(60‘71)2
Ebbél viszont kovetkezik, hogy:

1
lim liminfd <2nlogn — om) = lim (1— 8(62_2a)) =1,

a—0o0 N—0o0 a—o0

amivel belattuk, hogy ez az als6 korlat is teljesiil. Tehat ezen paraméterekre teljesiil a cutoff
definici6ja. Ezzel befejeztiik a tételiink bizonyitésat, a hiperkockan valé lusta szimmetrikus
bolyongés cutoffja valdéban k = %nlogn idében, O(n) tartamban torténik.

3.4. Bolyongas az egész szamokon

3.4.1. Véletlen egydimenzids séta

Nézziik tehat az egyszert, (lusta) random sétat Z,-en, amelynél egy adott szamon allva azo-
nos valosziniiséggel léphetiink egyet elére, egyet hatra, vagy maradhatunk az adott szamon.
Definialjuk ezt a folyamatot az alabbi (X}) sorozattal:

3.9. Definicié. Legyen Xy = 0 és legyen (g;);—1 fliggetlen, egyenletes eloszlasu valosziniiségi
valtozo sorozat {1,0,—1} halmazon, azaz:

1
\ﬁeN*—re:P(si:1):@(5,-:0):1@(81.:_1):5

Ekkor Xj.-et rekurzivan az alabbi médon kaphatjuk meg:

Xit1 = X+ €11 (mod n).

Az egyszert, random egydimenzi6s bolyongés azonban O(n?) 1épés alatt keriil nagyon kozel
a stacionarius allapothoz, ami itt az egyenletes eloszlas Z,-en, azaz m; = % Ez nagyon lassi
konvergencia, azonban konnyen felgyorsithato egy egyszerii 1épéssel:

Jeloljiik S-sel a csucsok halmazat a grafban. Legyen f egy bijektiv S — S fiiggvény (azaz
a f megadja a cstucsok egy permutaciojat). Ekkor vizsgaljuk az alabbi, modositott rekurzio
konvergenciajat:

Xk+1 = f(Xk) + €41 (mod n)

Igy a modositott lanc mar majdnem minden f bijekciora O(log n) idében éri el a stacionarius
allapotat. [5]
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3.4.2. Gyorsitas determinisztikus fiiggvényekkel
A kovetkezd tételekhez vegyiik Markov-lancok egy csaladjat:

Legyen S véges halmaz: |S| = n és P pedig az dtmenet matrix egy olyan tetszélegesen S-en
vett Markov-lanchoz, amelyekre teljesiilnek az alabbiak:

1. A Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus,

2. Vie S:py; >0,

3. 1,7 € S-re, ha p;; > 0, akkor p;; > 0 is teljesiil (azaz i és j kozlekednek),

4. u az egyenletes eloszlas S-en, amely egyben a stacionérius eloszlésa is a lancnak.
3.10. Definicié. Jeloljik d-val a miniméalis (nemnulla) d&tmenetvaloszintiséget:

0:= mm{pij 11,7 € S,pij > 0}

3.11. Tétel. Valamely A C S-re legyen £(A) = {j € S :3i € A:p;; >0} (tehat £(A) az
A-bol 1 lépéssel elérhets csucsokbol allo halmaz). Tegyiik fel, hogy létezik e € (0,1), ami
mellett V|A| < F-re teljesiil, hogy:

€0 foE(4)] > (1+ )4l

Ezenkiviil legyen f : S — S bijekci6, amelynek permutaciométrixat jeldlje 1. Vezessiik be a
Q jelolést a @ := IIP métrixok szorzatéra, azaz () azon lanc atmenet méatrixa, ahol 1éplink
egyet f bijekcio szerint, majd a P szerint. Ekkor a ) altal definialt lancra méar teljesiil, hogy
mig stacionérius eloszlasa szintén a p egyenletes eloszlas, O(logn) idében keveredik, mivel
teljestil ra az alabbi egyenlétlenség [5]:

k—2
268 4
||M§M||Tvé\éﬁ<162 ) . VieS

ahol 0-t a 3.10 szerint definialjuk, € a tétel feltételeinek megfeleléen valasztjuk, u¥ pedig az
X}, eloszlasa Xy = 7 kiindulas esetén.

3.4.3. Bizonyitas a 3.11 tételhez

Legyen R := L?(L")?, ahol L := PII.

Mivel L = PII, ahol P-r&l feltehetjiik, hogy duplan sztochasztikus atmenet matrix (ez
kovetkezik abbol, hogy a stacionarius eloszlasa az egyenletes eloszlas), II pedig egy permu-
taciomatrix, ami mindig duplan sztochasztikus. Két duplan sztochasztikus métrix szorzata
mindig duplan sztochasztikus marad, igy L is duplan sztochasztikus lesz, akércsak LT illetve
az ezek szorzatabol allo R = L2(LT)2.

R valojaban az alabbi alakban is irhato:

R=r*(L")? = puprii(PI)T (P = pupun? PP’ P = pripP I PT.
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3.12. Lemma. A fent definialt R szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, mig a hozzatartozo
Markov-lanc irreducibilis, aperiodikus, reverzibilis, és a stacionérius eloszlasa az egyenletes
eloszlas.

Tz

Bizonyitds. P definiciéjaban feltettiik, hogy a P-hez tartozé stacionarius eloszlés az uniform
eloszlés, igy természetesen L = Pll-hez is az egyenletes eloszlas lesz a stacionarius, és az
ebbdl definidlt R-hez is. R szimmetridja adodik a definiciojabol, mivel egy matrixnak és
transzponaltjanak szorzata L2(LT)? mindig szimmetrikus matrixot ad, és R szimmetriajabol
kovetkezik, hogy az R-hez tartozé Markov-lanc reverzibilis is lesz, az uniform stacionérius
eloszlason nézve. Emellett R pozitiv szemidefinit is, mivel egy métrixot és transzponaltjaval
szorozva mindig pozitiv szemidefinit métrixot kapunk:

2T AAT e = (AT2)T(ATz) = ||ATz||3 > 0,Vz € R™.

Mivel R = PIIPPTTIT PT, ahol P a véges S-en vett atmenet matrix volt és mij-re (amely
mi; a I megfelel§ eleme), m;; = 1, ha j = f(i) és mj; = 0, ha j # f(i), teljesiil r;; € R-re,
hogy:

Tii 2 PiiTif(i)P (i) f()PF(6)F(6) T f(i)iPii-

Ezenkiviil feltettiik, hogy Vi € S : p;; > 0, igy:
PiiTif(6)Pf (i) £ (i)PF () £ () T f(@yiPii > 0-

Tehat R-re teljesiil, hogy aperiodikus, mivel a hozzatartoz6 Markov-lanc minden csticsaboél
onmagéba pozitiv valészintiséggel tud egy lépéssel eljutni: Vi € R-re:

ri > 0.

Emellett
Tij Z PigTjf(HPLG)fGPFG) G TF()iPis>
és ha p;; > 0 teljestil egy 7, j parra, akkor

Pij T ()P 1) f )P FG) T F(i)iPis > O-
Tehat ha P irreducibilis, akkor R is az, mivel p;; > 0-bdl kovetkezik, hogy r;; > 0 adott 4, j
esetén. Marpedig P-rdl feltettiik, hogy irreducibilis, igy pedig R is az.
O

3.13. Lemma. R legnagyobb sajatértéke 1, egyszeres multiplicitassal, mig minden mas
sajatértéke szigortian kisebb 1-nél és nemnegativ, (tehat 1 = A > A > A3 > ... >\, > 0,) a
legnagyobb sajatértékhez tartozo sajatvektor pedig az (1,1, ...,1)T vektor, amelyre vezessiik
be az 1 := (1,1,...,1)7 jelolést.
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Bizonyitds. Az el6zé 3.12 lemmaéaban belattuk, hogy R irreducibilis, aperiodikus, szimmet-
rikus és pozitiv szemidefinit. Utébbival ekvivalens, hogy R minden sajatértéke nemnegativ.
Ezenkiviil egy atmenet matrixnak mindig A\; = 1 értékd a legnagyobb sajatértéke és a
hozzatartoz6 vektor az 1, és ha a hozzatartozé lanc irreducibilis, akkor ez csak egyszeres
multiplicitassal szerepel (emiatt itt is egy ilyen sajatérték lesz a szorzatként el6allo R méatrix
sajatértékel kozott). |2, 12.fejezet] O

3.14. Lemma. Barmely k& > 1-re és x € R™-re, ahol x mer&leges a 1-re:
[[L5a]] < A=V ],
ahol ||z|| alatt a 2-es normajat értjiik, azaz ||z||2-t.
Bizonyitds. Mivel R = L?(LT)? egy szimmetrikus méatrix, ezért a kiilonboz6 sajatértékekhez
tartoz6 sajatvektorai merélegesek. Mivel x merdleges 1-re, ahol 1 a Ai-hez tartozd sajat-

vektor, ezért x-et a v, ve, ..., v, egység sajatvektorok linearis kombinaciojaként felirva, a vy
vektorhoz tartozo egyiitthato 0. Tehat

n
T = E ;U5
=2

és gy az x normanégyzetét nézve csupan az egyiitthatok négyzetdsszege marad:

n
] =" af.
i=2

z-et R-rel balrol szorozva kapjuk, hogy:

n
Rx = E /\iaﬂ)z‘,
=2

mivel Rv; = A\jv;. Innen pedig megkapjuk, hogy:
tTRx = Z o,
=2
A sajatértékeket Ao-vel feliilr6l becsiilve:
T Rx < Xol|z)?,
o' Re = 2T L*(LT)%z = ((L7)%) T ((LT)%2) = [I(L7)%a* < Aol .

lletve L = PII-r6l tudjuk, hogy duplan sztochasztikus, igy teljesiil, hogy 17(L7)? = 17, és
172 = 0, mert merélegesek. Igy (L)% tovabbra is merdleges lesz 1-re, azaz teljesiil, hogy:

1772z =17z = 0.
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Ez alapjan a fentit pedig iteralni is tudjuk:
L) 2| = (L)L) 2][* < Xl [(LT)22]* < AF [

T2k, .[|2 k)12
I(L5) ™| |* < Agll=][?, Yk € Z7.
Befejezésiil, mivel L egy duplan sztochasztikus matrix, ezért az L-lel valo szorzas egy ¢2-beli
gyenge kontrakcio, akarcsak az LT-vel valo szorzas, azaz:
||| < [[]].
Igy mar belathatjuk eredeti allitasunkat, hiszen péaros kitevére mar belattuk, paratlan kite-
vére pedig ebbdl kovetkezik:
1(LT)#H 0] |2 < |[(L7)* ][> < Agllelf?, vk € Z7.

Tehét teljestil az alabbi egyenlGtlenség:

(k=
2

1)
Lz < Ay ||zlf?, Yk € Z7.

Mivel az L duplan sztochasztikus, ezért teljesiilnek az alabbi ekvivalencidk:
LTl < a vy L1y (LT)"s <o oTL < a s |L7y] < a,

Igy az el6z6bsl gyokst vonva, a lemmank allitasat kapjuk:

(k=1)

(LT *al| < Ay [lall, vk € Z*.

3.15. Lemma. Barmely k > 2-re és ¢ € R"-re, ahol x mer6leges a 1-re:
1Q ]| < X2/ ||,
ahol @@ = IIP métrixot jelolte.
Bizonyitds. Mivel P és II is duplan sztochasztikus, igy ezek is £2-beli gyenge kontrakciok és

172 = 0 esetén 17 Px = 0 is teljesiil. Ezenkiviil felirhatjuk, hogy Q? = (IIP)(ILP) = IILP,

amit iteralva kapjuk:
Q" = (mP)k =1L* VP,

és mivel II és P kontrakcié, megkapjuk, hogy:
Q% || = (ILEY Pa|| < [|[LED Paf] < XE2/4|Paf| < A®2/4jz]].
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3.16. Lemma. Jelolje Ay az R masodik legnagyobb sajatértékét. Ha e megfelel a 3.11
tételbeli feltételeknek az R-hez tartozé Markov-lancra, akkor:

258
€%
A <1 — —.
2= 2
Bizonyitds. Definidljuk a v valoszintiségi mértéket S x S-en:
.o . Tij
v(i,j) = u(i)ryy = =,
n
mivel p stacionérius eloszlés itt az egyenletes eloszlés.

Jelolje A az A csticshalmaz komplementerét, azaz legyen A = S\ A. Az R atmeneti matrixhoz
tartozé Markov-lancra irjuk fel a Cheeger-konstans &ltaldnos képletét, amelyet 2.2.1-ben
vezettiink be, az alabbi modon [2, 7.fejezet]:

® = min v(4, A),
Acsu(a<y m(A)

ahol v(A, A) = Z v(i, j).

i€EA,JEA

Helyettesitsiik be a fent kiszdmolt v(i, j) = %—t. Ujra kihasznélva, hogy itt u stacionarius
eloszlas, az uniform eloszléas:

1
d= min — Z T,
ACS,|Al<2 |A] Y
i€A,jEA

Mivel 4 definicidja miatt 0 < p;; esetén § < p;; is teljesiil, ezért egy 7, j parra, ha r;; > 0,
akkor az is teljesiil r;; > PiiTif(HPFG) FGPLG) FG) TGP miatt, hogy r;; > 5 (hiszen
Pijs Pig»Pr(i) (i) = 0-nak is igaznak kell lennie sorra 7, Tijs Ty f() > 0 esetén Vi, j € S).

Legyen A’ a R altal definialt lancban egy lépésben elérhetd cstucsok halmaza: A’ = {j € S :
Ji € A:rj; > 0} és legyen £(A) az P &ltal definialt lancban egy lépésben elérhetd csticsok
halmaza: £(A) ={j € S:3ie A:p;; >0}

Mivel p;; > 0 ekvivalens azzal, hogy p;; > 0, teljesiil hogy:
Z T'ij > 54|A/ ﬂ/ﬂ,
i€A,jEA

és (hiszen mindketts az A-bol elérhetd, de nem A-beli csticsokat irja le) és teljesiil, hogy
A C A’ (hiszen p; > 0, Vi € S):

oA N Al =51 (1A - 1A]),
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Igy pedig:
Y oy = 6(A] - A,

i€A,jeA

A’-t az alabbi moédon, az R = PIIPPTIIT PT definicio alapjan felirva, ahol £ egy P vagy PT
szerint tett 1épést jelol, f pedig a IT permutécié alkalmazaséat, kapjuk az aldbbi egyenlGséget:

A=Eoflofokofok(A).

Mivel tudjuk, hogy A C £(A), igy egy € szerint vett 1épés, ahogy f, illetve f~! sem csok-
kentheti a halmaz méretét:

A'DEo0fo&(A)
Ekkor € 3.11-beli definicidja miatt teljesiil, hogy:

|[A'| > |Eo fo&(A) > (1+¢€)|Al

Osszefoglalva:

Yo iy = 8H(A = A = 6+ lA] - |A]) = 6%l 4],
i€A,jeA
s @ = min  or Y
és®= min — T
acsjaisy |A] &= Y
€A, JEA
A fels6 egyenlétlenséget behelyettesitve tehat megkaptuk, hogy ® > ed*, amibdl kivetkezik,
hogy:
P? > 268,

Ekkor felhasznalva a sajatértékek és a Cheeger-konstans kozotti osszefiiggést 2, 7.fejezet],
tudjuk, hogy A mésodik legnagyobb sajatértékre fennall, hogy:

(1)2
?gl—&g@, azaz
@2
Ezeket 6sszevetve kijon a lemma allitasa:
258
o<1 S0
2

Ezekbdl mér bizonyitani tudjuk a 3.11 tételt:
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Bizonyitds. Legyen x olyan R"-beli vektor, melynek az i. (i € S) koordinataja 1 — %, tobbi
koordin4ataja pedig —%, azaz T = (—%, - %, 1— %, —%, ey —%), tehat x gyakorlatilag az i.

egységvektor és a stacionarius eloszlas kiillonbségeként irhat6 fel. Ez nyilvan meréleges 1-re.

Ekkor ha vessziik a (Q7)*x szorzatot, akkor ennek az I. komponense p¥(1) — u(l) lesz, igy
1

pedig |[(QT)Fz|| = (Zjes(yf(j) - ;L(j))2>§. Ez alapjan a 3.15 és 3.16 lemmékat felhasz-

nalva:

1 . .
ik = mllry = 5 D 1) = n()]
jES

N
N|—=

S G) - nG)? | = ) - n)?

JjES JES

Viszont x definicidja miatt az is teljesiil, hogy ||z|| < 1, igy pedig visszakapjuk az eredeti

tétel allitasat: oo
268\ "1

n €0 1
|’N§_M|’TV§§<1_2> :

Ez természetesen Vi € S-re ugyanigy teljesiilni fog, hiszen sehol sem hasznéltuk ki, hogy 4
hanyadik koordinata, igy a tételt belattuk, a fentiek szerint definialt ()-val megadott Markov-
lancnak valéban logn nagysagrendi a keverési ideje.

O

3.4.4. Ellenpélda
Vegyiik azon specialis "duplazé" f bijekciot, amely az aldbbi moédon moédositja a random

sétankat:

Xpy1 = 2Xy + €41 (mod n).
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Véletlen séta Z_n-en (n = 19)

Allapot (mod n)

7.5

5.0

2.5

0.0

Lépés

3.5. abra. Egy véletlen 1 dimenzids séta az id6 szerint.

Véletlen duplaz6 séta Z_n-en (n = 19)

Allapot (mod n)
~
&

5.0

2.5

0.0

Lépés

3.6. abra. Egy véletlen duplédz6 1 dimenzids séta az id§ szerint.

Errél a modositasrol tudni, hogy a keverési ideje O(logn) [5], azonban mégsem feltétlentil
teljesiil rd a 3.11 tételben szerepld feltétel. Vegyiik példaul az n = 4m — 1-en torténd duplazod
sétat, és valasszuk az A halmazt az alabbinak:

A={12,.... m—1}U{2m+1,...,3m — 1}.

Ekkor az A-boél egy lépésben elérhetd csicsok halmaza: £(A) = {0,1,...,m}U{2m,...,3m},
hiszen minden csticsbél az eggyel kisebb, illetve eggyel nagyobb csiicsok érhetéek el.

Ekkor ha alkalmazzuk £(A)-ra a duplazo f fiiggvényt:
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fol(A)=fo{0,1,...,m}U fo{2m,...,3m} ={0,2,4,....2m} U{1,3,...,2m + 1} =
{0,1,2,...,2m,2m + 1}.

Innen pedig még egy lépést téve, a f o E(A)-bol elérhets cstucsok halmaza:
Eofol(A)={4m —1,0,1,2,...,2m + 2},

tehat | o f o E(A)| = 2m + 4. Igy lathatjuk, hogy a 3.11 tételbeli feltételek koziil |A| < 5
ugyan teljesiil A valasztasaval (JA| = 2m — 2), de [Eo fo E(A)| > (1 + €)|A| feltétel jelen
esetben:

2m+4> (1+¢€)(2m — 2).

Ebbdsl g:’g‘fg =1+ 277572 > 1+ ¢, tehat 277572 > ¢e. Erre az e-ra alkalmazva a 3.11 tételt,
csak (n) ideji keveredést kapnank, ez viszont gyengébb mint a tényleges keverési idg, ami
itt O(logn). Ez egy jo példa arra, hogy a 3.11 tétel allitasa elégséges a gyorsitott keverés

létrejottéhez, de nem mindig sziikséges hozza.
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Véletlen séta cutoffja (mod 19)

1.0 —— TV
--- &= 0.25 mixing time

Totdlis Variacids Tavolsag

100
Lépés

3.7. abra. 10.000 darab véletlen 1 dimenziés séta atlaganak, totalis varidcids tavolsaganak
valtozasa.

Véletlen duplézé séta cutoffja (mod 19)

1.0 —— TV
—--= € = 0.25 mixing time
0.8
=)
G
KLl
[}
&
[ 4
" 0.6
2
o
©
s
>
v 0.4+
©
°
e
0.24
0ol — e stsoresetee reteases seser
0 20 40 60 80 100
Lépés

3.8. abra. 10.000 darab véletlen duplaz6 1 dimenzios séta atlagénak, totalis variacios tavol-
saganak valtozasa.
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4. fejezet

Kiegészitések

4.1. Product condition: A cutoff egy sziikséges feltétele

4.1. Definici6. Legyen P atmeneti métrix X allapottéren szimmetrikus, tehat legyen P
minden sajatértéke valos. Emellett legyen P irreducibilis és megfordithaté (ami a métrix
szimmetrikussagb6l mar automatikusan kovetkezik), illetve a hozzé tartozé Markov-lanc
lusta (azaz Vx € X-re teljesiiljon, hogy P(z,x) > %) Ekkor definidljuk P relaxacios idejét

az alabbi modon : .

trel e NN

(1=X2)
ahol Ay P méasodik legnagyobb sajatértéke, amelyre igaz, hogy Ao < 1 a feltételek miatt.

Ekkor teljesiil az alabbi sszefiiggés a keverési id6 és a relaxacios idé kozott [6]:

1
(tret — 1) log <2 > < timiz(€) < log <
€

—— | trel-
€min, 7r(x)> rel

A product condition lancok egy sorozatahoz vett ezen két mérészam sorozat (tffél) , 68 t’E?Tsz)ac>
Osszefliggésére ad feltételt.

4.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy lancok egy sorozata teljesiti a product condition-t (azaz
szorzasi feltételt), ha teljesiil ra, hogy:

(1— Az)(n)tf,:i)m TN avagy : tfj;l) = o(tgsi)x).

Ezekbdl mar megkaphatjuk az alabbi rendkiviil erds tételt a cutoff létezésének sziikséges
feltételére:

4.3. Tétel. Egy irreducibilis és aperiodikus Markov-lanc sorozatnak, ahol tffé}
id6k, és ™ 4 keverési idok, csak akkor létezhet cutoff-ja, ha - o(t(n)

mix rel mix
mérdszam sorozatokra, n — oo esetén. [6]

a relaxacios

) teljesiil a
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4.2. Szeparacios cutoff

4.4. Definici6. Definidljuk egy Markov-lanc szeparacios tavolsagat a cstcsokon vett szepa-
racios tavolsagok koziil a maximalisnak, azaz legyen |2, 18.fejezet|:

s(t) = max s, (t), ahol

zeX
=g |1 S5

7 pedig a stacionarius eloszlas.
4.5. Definicié. Ekkor legyen egy lanc szeparacios ideje adott € € (0, 1)-re t4ep(€), ahol:

toep(€) :==1nf{t > 0: s(t) < e}.

Egy Markov-lanc sorozatnak szeparacios cutoff-ja van, ha teljesiil a szeparécios keverési id6k
sorozatara, hogy:
(n)
tsep(€
lim 7(71)861’ ()
n—oo tsep(l _ 6)
4.6. Tétel. Az n dimenziés hiperkockan valé lusta sétdnak nlogn idében van szeparécios
cutoffja is van, w,, = O(n) tartamban. |2, 18.fejezet|

=1,Ve € (0,1).

4.3. Cutoff a limitalt entréopianal

4.7. Definici6. Legyen H := —+ >0 P(i,j)log P(i,j) = + Y1, P(i, ) log ﬁ Ek-

kor definialjuk a limitalt entropiat az alabbi modon: [7] [§]

A logn
ent -— Joi .

Vegyiik a 3.11 tételben szerepld definiciok szerint egy P bisztochasztikus matrixot és II
permutacié matrixot, illetve a szorzatukként elGalld, mar kordbban is hasznalt @) := PII
méatrixot. Tudjuk, hogy a P-hez, és igy a QQ-hoz is tartozd stacionarius eloszlas az egyen-
letes. Ekkor ha a P(™) métrixsorozat teljesit bizonyos feltételeket, akkor majdnem minden
permutéciora a Q™ matrixokhoz tartozo lancsorozatnak limitalt entropianal (azaz teps 1d6-
ben) cutoffja van.

4.8. Tétel. Legyen P, bisztochasztikus méatrixok egy sorozata (tehat a matrixoknal legyen
minden sorban és oszlopban az elemek Osszege 1) Xj,-en, ahol |&,| = n > 1. Ekkor ha
teljesiil az alabbi harom feltétel:

o Szortsag:

O := min{Pa(i, ) 4,5 € X, Puliyj) > 0} = — 5.
n
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e Nem-degeneraltsig:

A :=sup max P,(i,7) < 1.
nzl ivjeXn

1
o, losn
loglogn
akkor a fenti feltételek mellett a P-hez tartozé6 Markov-lancnak nagy valdszintiséggel 1étezik
u stacionarius eloszlasa. Ezenkiviil ¢ = Mgy + 0(tent) esetén:

e Limitalt entropia:

n—oo

A > 1:max||PL(i,-) — pllry —0,
1€[n]

A <1:min|PG,-) — pllry = 1.
1€[n]
Tehat Gsszefoglalva megkapjuk a cutoff limitalt entropiara vonatkozo definiciojat: ha I egy
Xp-n levd permutaciomatrix, akkor a @ = PII lanc keverési idejére teljesiil, hogy [7]:
(4)
tmim(e) _

tent

n—o0

Ve € (0,1) : max

L,
i€[n]

majdnem biztosan, azaz [8|:

Hnt(n) (6) n—00

miz

logn

1, sztochasztikusan.
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5. fejezet

Osszefoglalas

Ez volt tehat a szakdolgozatom - egy révidke betekintés a cutoff jelenségbe, annak elméleti
hatterének kibontésa, illetve a legismertebb példak bemutatasa, néhény esetben szemlélte-
tése.

(A dolgozat abraihoz tartozo Python-kodok, melyek a GPT-4o segitségével késziiltek,

a https://github.com /petofibori/cutoff/blob/main /szakdogaa.ipynb linken érhetéek el.)
Jelenleg a cutoff jelenség létrejottére nem ismert atfogd, egyben sziikséges és elégséges tétel,
igy tobb nyitott kérdés is van még a jelenség vizsgéilataval kapcsolatban. Frissességének és
hasznossagénak koszonhetGen, (tobbek kozott fontos szerepe van példaul a ferromagneses-
séget leird Ising-modell vizsgalatanal, az erre hasznalt Glauber dynamics szimulacioknal,)
aktiv teriilet a matematikaban és sok potenciéllal rendelkezik.
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Mesterséges Intelligencia hasznalat

Alulirott, Pet6fi Bori, nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb felsorolt
feladatok elvégzésére a megadott MI alapu eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt eszk6z | Felhasznalas helye
Programkod irasa GPT-40 Minden megirt Python kéd a GPT-
40 segitségével késziilt.

Abrakészités GPT-40 Az bsszes dbra Pythonban irt kodja.
LaTeX jelolések kikeresése | GPT-4o Teljes dolgozat.

LaTeX tablazat GPT-4o0 Ez a 5 téblazat.

Nyelvhelyesség ellenérzése | GPT-4o Teljes dolgozat.

5.4bra

A felsoroltakon tul mas MI alapi eszk6zt nem hasznéltam.

Yo & s
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