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Bevezetés

A statisztikai tanulas napjaink egyik alapveté tudomanya, amelyet tobbek kozott kiilonféle
fiiggvények becslésére hasznalunk. A gépi tanulas egyik leggyakrabban vizsgalt teriilete a fel-
tigyelt tanulds, ahol az a cél, hogy a rendelkezésre all6 bemeneti és kimeneti adatok alapjan
megtanuljunk egy olyan fliggvényt, amely jol leirja a bemenet és kimenet koézotti kapcsola-
tot. Az egészségiigyben példaul gyakran szeretnénk el6re jelezni bizonyos értékeket — példaul
a vércukorszintet —, vagy megérteni egyes betegségek, példaul a prosztatarak kialakulasa-
nak okait (Hastie, Tibshirani és Friedman 2004). Ezek a problémak jol megfogalmazhatok
a felligyelt tanulas keretében, mivel adott bemeneti valtozok és a hozzajuk tartozé megfi-
gyelt kimenetek alapjan keresiink egy olyan modellt, amely a lehet§ legjobban illeszkedik az
adatokhoz.

A diplomamunkamban a feliigyelt tanulas keretén beliil alkalmazott médszerek mélyebb
megértésére torekszem, kiilonos tekintettel a fliggvénybecslésre és a predikcios teljesitmény
javitasara. Célom olyan megoldésok és technikik bemutatéisa, amelyek segitségével minél

jobb altalanosito képességii modellt tudunk kialakitani a valos adatok alapjéan.



1. fejezet

Linearis regresszio

1.1. Alapvetd probléma

Tanulmanyaink vagy munkank soran stiriin el6fordulhat veliink, hogy el6zetesen mért adata-
ink alapjan kell becsiilniink egy 1j adat értékét. Példaul, ha szeretnénk eladni az ingatlanun-

kat, és szeretnénk felmérni, hogy mennyi lehet a realis ara pusztan a mérete alapjan.
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1.1. abra. Abra a hazarakrol a méret fiiggvényében.
Forras: Kaggle adathalmaz


https://www.kaggle.com/datasets/prokshitha/home-value-insights/data

Az 1000 darabos adathalmazboél 100-at valasztottam ki egyenletesen, majd sorba ren-
deztem 6ket. Mint lathatjuk, az adathalmaz azt tamasztja ala, amit sejthetiink el6zetesen is.
Valamifajta linearis kapcsolat van a hazéarak és a hazméretek kozott, amit még nem ismeriink.

Természetes oOtlet lenne, hogy polinom interpolaciét hasznaljunk ahhoz, hogy megtud-
juk, mégis mennyibe keriilhet az ingatlanunk. Ehhez hasznalhatunk kiilonb6z8 interpolécios
technikakat, példaul Lagrange-interpolaciot. Ennek a médszernek az alapja, hogy olyan po-
linomot taldlunk, ami minden ponton athalad pontosan egyszer, anélkiil, hogy a pontokat
explicit modon Osszekapesolnank. Magyaran n darab pontra egy (n — 1)-ed foki polinomot
illesztiink (Farago és Horvath 2013).

Ezzel az a probléma, hogy béar a modell tokéletes pontossaggal megmondja, hogy a mér
meglévs adataink hogyan helyezkednek el, 1j adatbevitelkor nem kapunk altalaban jo valaszt.
Ez azt jelenti, hogy rossz a modszer altalanosito képessége, de ez mar latszik abbdl is, hogy
ha elvesziink egy pontot a tanulé adatainkbol, akkor mar egy eggyel kisebb foktu polinomot
kapunk.

Ebben az esetben probalkozzunk meg egy bonyolultabb interpoléciés moédszerrel. Ami
esziinkbe juthat, az a Spline-interpolacié. Ennek a modszernek az alapja, hogy az intervallu-
munkat kisebb részintervallumokra bontjuk, és az azokban elhelyezkedd pontokra illesztiink

kisebb fokt polinomokat.

le6

® Hazarak
=== Spline illesztés

L=

2.5 1

2.0 1

1.5

Ar (Milli6 USD)

1.0 1

0.5 1

1000 2000 3000 4000 5000
Méret (Négyzetlab)

1.2. dbra. Abra a kubikusspline interpolaciorol.



1.2 abra azt mutatja, hogy a feltételezett kozel linearis kapcsolatot nem latja a modell,
egy-egy helyen nagyon kiugrik. Ez tobbek kozott azért is van, mert a spline interpolécionél a
pontokban a kétoldali derivaltaknak szeretnénk, hogy megegyezzenek,, azért, hogy a fliggvény
folytonosan derivalhato legyen.

Bar a modszeriink szofisztikaltabb, sajnos tovabbra sem érjiik el tokéletesen a kivant

hatast, vagyis, hogy jo legyen a modell altalanosité képessége.

1.2. Regresszi6

Represszi6 esetén rendelkezésiinkre all egy (X, Y') véletlen véltozopér, ahol X € R? ésY € R.
Célunk, hogy feltarjuk a kapcsolatot X és Y kozott egy olyan f : R? — R mérhetd fiigg-
vény segitségével, amely f(X) értékével jol kozeliti Y-t. A kozelités josagat egy nemnegativ
(f(X),Y) veszteségfiiggvénnyel mérjiik, amelynek tobb lehetséges forméaja létezik; a dolgo-
zatban az Lo-normén alapuld négyzetes veszteségbdl indulunk ki.

Mivel X és Y valoszintiségi valtozok, ezért a célunk nem csupan a pillanatnyi veszteség
minimalizélasa, hanem annak varhato értékét szeretnénk csokkenteni. Ezt nevezziik risk-nek,

azaz kockazatnak, amely az Lo-es veszteség esetén a kovetkezd forméat olti:

R(f) = E [(f(X) - V)?].
A célunk tehat egy olyan f fiiggvény megtalélasa, amely minimalizdlja ezt a varhato négyzetes

hibat. (Gyorfi, Kohler, Krzyzak és Walk 2002).

1.1. Definicio (Négyzetes hiba) A regresszio varhatd négyzetes hibdjanak nevezzik az

E[(f(X) —Y)?] kifejezést.

Célunk tehét, hogy egy olyan m* : R? — R mérhetd fiiggvényt talaljunk, amire

E[(m"(X) =Y)?] = min E[(f(X)-Y)’] (1.1)

fRISR

1.2. Definicié (Regresszios fliggvény) Az m(z) = E[Y|X = z| figgvényt regresszids fiigg-

vénynek nevezzik.



1.1. Tétel A regresszios figguény minimalizdlja az Lo hibdt.

Bizonyitas: Tetszbleges f : R — R négyzetesen integralhato fiiggvényre:

E[(f(X) = Y)*] = E[(f(X) — m(X) + m(X) = Y)’]

(1.2)
= E[(f(X) — m(X)*] + E[(m(X) - Y)]
[tt a toronyszabalyt hasznéltuk fol:
E[(f(X) = m(X))(m(X) = Y)] = E[E[(f(X) — m(X))(m(X) =) [ X]]
= E[(f(X) = m(X))E[m(X) =Y | X]] 13
= E[(f(X) = m(X))(m(X) —m(X))]
=0
Tehat
E[(f(X)-Y)*] = /Rd |f(x) = m(z)*u(dz) + E[(m(X) = Y)?] (1.4)

ahol 11 az X eloszlasa. Ez a kifejezés csak akkor 0, ha f(z) = m(x), kiilonben pozitiv.
Tehat m(X) optimalis becslése Y -nak. O

1.3. Linearis regresszid

A linearis regresszios modell felteszi, hogy a regresszios fiiggvény E[Y|X] a paramétereiben
linearis, vagy konnyen becsiilhets ugy. Igy, ha a bemeneti vektorunk

XT = (X1, Xs, ..., X,), akkor f(X,8) = Bo+ X101+ X2Bs+...+ X, 8, a legegyszertibb linearis
regresszios modell.

Itt a O;-k ismeretlen egyiitthatok (amikben a regresszios fliggvény lineéris), az X;-k pedig
kiilénboz6 adatok, amiket mérésekkel, illetve azok transzformaécidival kapunk. Ugyanakkor
a linearités egy szoros megkdtése a modellnek. Ennek érdekében kibévithetjiik a fiiggvény-

csaladunkat tgy, hogy rogzitett nemlinearis fliggvények linearis kombinacioit vessziik. Az igy



kapott modell a kovetkezs alakot veszi fel:

£ B) = Bo+ 3 5i04(0), (1.5

ahol:

e [ az affin eltolas (intercept),

e {3;}9_, a modell ismeretlen paraméterei,

. {qﬁj(:v)}?:l pedig a rogzitett, nemlineéris transzforméciok, az tgynevezett bazisfiiggvé-
nyek.

Gyakran kényelmes definialni egy un. dlbdzisfiigguényt. Legyen
po(x) = 1. (1.6)

Ekkor a fiiggvény az alabbi formaban irhato fel:
d
fle,B) =) Bi0i(x) = BT6(x) (1.7)
=0

Itt 8= (Bo, B, B, ¢(x) = (do(x), d1(2), ..., Palx)).

Azaltal, hogy nemlinearis béazisfiiggvényeket hasznalunk, el tudjuk érni, hogy a regresszios
fliggvény, az r nemlinearis fliggvénye legyen. Példaul ha ¢;(x) = 27 és csak egyetlen beme-
neti vektorunk van x, akkor visszakapjuk az egyszerd polinom regressziot, aminek, mint mar
emlitettem, az a limitacidja, hogy egyetlen beviteli pont megvaltoztatasa globalisan megval-

toztathatja a fiiggvényt (Bishop 2006).

Szoéba johetnek més bazisfiiggvények is, mint példaul a Gauss bazisfiiggvények, amik a

kovetkezd alakot veszik fel:

@w:m{iﬁﬂf) (18)

252

ahol p; a varhato6 értékeknek, s pedig a szorasnak felel meg.



Egy masik gyakori bazisfiiggvény a szigmoid bazisfliiggvény, aminek az aldbbi fliggvény

felel meg:

o) =0 (251) (19)

S

ahol a szigmoid fliggvény:
1

= oo (1.10)

o(z)

Megjegyzés: Ez egy gyakori valasztas aktivacios fiiggvénynek neuralis héldzatokban.

Polinom bazisflggvény Gauss bazisfuggvény Sigmoid bazisfuggvény
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1.3. abra. Sorban a polinom, Gauss, és sigmoid bazisfiiggvények kiilonbozé -k, és s = 1
esetén.

n darab bemeneti vektor esetén jelolje ® = (é(z1),...,¢(x,)) a bemeneti méatrixot,
g = (Bi,...,0,) az ismeretlen egyiitthatokat, és y = (y1,...,y,) a kimeneti vektort. Ek-
kor atirhatjuk a lineéaris regressziot ugy, hogy megprobéljuk megbecsiilni y-t egy lineéris
egyenletrendszer segitségével. Tehat:

P~y (1.11)

1.3. Definicié (Rezidualis) Az i. bemeneti vektor rezidudlisa az £;(8) = yi — ¢5(x;). Igy a

rezidudlisa a rendszernek az e(8) =y — ®f

1.4. Definicio (Legkisebb négyzetek modszere)

RSS(B) = R(B) = |ly — @613 = (y — ©8)" (y — ©B) (1.12)

(RSS: Residual Sum of Squares, vagy mds néven OLS: Ordinary Least Squares) (Hastie,
Tibshirani és Friedman 2004)



1.1. Megjegyzés A dolgozatban mostantél || X || norma alatt az Lo-es normat értjiik.

1.5. Definicié (Atlagos négyzetes hiba)

n

MSE =3 (i~ i) (113)

i=1
MSE : Mean squared error

Tegyiik fel, hogy ® teljes rangu (r(®) = d), illetve n > d. Ekkor célunk tehat taldlni egy

B—t, amire igaz, hogy

. 1
f = argmin S|y — &5 (1.14)

ahol adott y € R" és a ® € R™*? matrix.

1.2. Megjegyzés A feltevéseink miatt egyértelmien létezik B

1.3. Megjegyzés Az %—es szorz6 konnyitésként van, hogy a gradiensben ne jelenjen meg

konstans szorzo6.
1.2. Tétel Ekkor a legkisebb négyzetek mddszerének Hesse-mdtriza pozitiv definit.

Bizonyitas: A Hesse-matrix a kiovetkezs: H = ®T®. 10T dx = (o) (Pz) = ||Px||?
Mivel ® teljes rangt, igy minden x # O-ra ®z # 0. Tehat ||®z||?> > 0 minden z # O-ra. Igy
H pozitiv definit. O

1.2.1. Kovetkezmény R([) igy szigortian konvex.

Ahhoz, hogy a szélsGérték problémat megoldjuk, kell a legkisebb négyzetek modszerének

~

gradiense (3 szerint, tehat VzR(8) = —®" (y — ®3) = 0 -t kell megoldanunk. Ezt kibontva és

atrendezve a kovetkezs egyenletet kapjuk:

dTy = 7D (1.15)

10



Feltételeink szerint 3 egyértelmien létezik (hiszen R szigortan konvex) és igy

j= (@) Ty

1.3. Tétel (Ortogonélis projekcio) (IDB a legkozelebbi pont y-hoz ® oszlopterében.

Bizonyitas: Minden 3 € R%re
(@8)"e(B) = (28)"(y — @) = 7@ (y — ) = 0

Igy a rezidualis ortogonalis ® oszlopterére.

1.4. Megjegyzés Az ortogonalis projekcié matrixa az 1.16-bdl kiszémithato:

H=3(®To) ot

11

(1.16)

(1.17)

(1.18)
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1.4. abra. Abra arr6l, hogy a kimeneti vektor y ortogonalis projekcidja az P és @, éltal

generélt altérre az ®f.

1.4. Sztochasztikus linearis regresszid

Célunk tehat, hogy a legjobb becslést kapjuk 5*-ra, adott determinisztikus regresszios matrix

® esetén, feltéve, hogy
y=o0" +¢ (1.19)

ahol
o 3* € R? a rogzitett helyes paraméter

e & determinisztikus és tobb oszlopa van, mint sora (sovany) és teljes rangu

12



e ¢ egy fehérzaj, azaz 0 varhato értékd, korrelalatlan és homoszkedasztikus, vagyis

E [eeT] = 021, ahol 0 < 0% < o0
(Csji 2024)

1.4. Tétel Tegyiik fel, hogy az y; -k korreldlatlanok és konstans o a szdrdsnégyzetiik, akkor

a kovariancia mdtriza a legkisebb négyzetek maodszer becslésének megadhato a kévetkezdképp:
Cov(B) = (dTd) 102 (1.20)

Bizonyitas: Az 1.16-be y = ®3* + ¢ -nt behelyettesitve, és felhasznélva, hogy B torzitat-

lan, mivel

A

EB] =E [8* + (27®)'®Tc] = 5* + (¢ ®)'®"E[e] = 5* (1.21)

Igy
Cov(B) = E [((2T®) 1o e)((0T0) 10 e)T]. (1.22)

Jelolje A = (®T®)~1dT igy:
Cov(B) = E [(Ae)(Ae)"] = E [Aec"AT] = AE| [ee"] AT (1.23)
Mivel E [ee™] = Io?, gy
Cov(B) = A(0?1)AT = 62 ATAT = 62 AA". (1.24)
Visszahelyettesitve A = (#T®)~1oT _t:
AAT = ((©TD)'0T) (2T®) D7) . (1.25)
Mivel (®T®) szimmetrikus, igy (®T®)~! is szimmetrikus lesz. Igy pedig

AT = (@T0)'0T) = & ((0T0) )" = d(OTD) ! (1.26)

13



Ezzel tovabbszamolva:
AAT = ((@"®)'0T) o(@T D) !

= (To) o p(dTP) ! (1.27)
= (')
Kovetkezésképp
Cov(f) = AAT0? = (9T ) 1o? (1.28)
D

Felmeriilhet benniink, hogy miért pont a legkisebb négyzetek modszerével foglalkozunk
ennyit. Azon feliil, hogy nagyon intuitiv, és konnyt vele szamolni, van ennek mas oka is,

ellenben ehhez be kell vezetniink egy definiciot.

1.6. Definicié (Lowner-részrendezés) A és B szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrizokra:

A > B < A — B pozitiv szemidefinit.

1.5. Megjegyzés Intuitivan ez annyit jelent, hogy A legalabb akkora, mint a B métrix
pozitiv szemidefinitas szempontjabol. Ez részrendezés azért, mert nem minden métrix ha-

sonlithato igy Ossze.

Most, hogy ezt definialtuk, kimondhatjuk azt a tételt, ami miatt kulcsfontossagi a legki-

sebb négyzetek modszere a statisztikaban.

1.5. Tétel (Gauss-Markov tétel) A sztochasztikus linedris regresszio feltételei mellett, V5* €
R?: V3 linedris torzitatlan becslésre Cou(3) = Cov(B), vagyis a legkisebb négyzetek mddszer

a legjobb linedris torzitatlan becsld.

Bizonyitas: Legyen 3 egy tetszbleges lineéris torzitatlan becslés. Mivel linearis, ezért
felirhato 3 = B + My alakban.
Mivel 3 torzitatlan, ezért E[5] = §* V3*ra

E[f] = E[3 + My] = E[f] + E[My] = 8* + E[M (8" + ¢)]
= "+ MOB* + ME[g] = * + MOB* — M = 0.

(1.29)

Ezt hasznalva (3 kovarianciaja pedig felirhato a kévetkezSképp:

14



Cov(B) = Cov(B + My) = Cov ((&T®) & e + MOB" + Me)
= Cov (((®"®)"'®" + M) ¢) (1.30)

— ((@7®) '™ + M) Cov(e) (#T®) 1T + M)"

=0? ((®"®)™' + MM™) = Cov(B) + > MM™ = Cov(p)

]

1.5.1. Kovetkezmény Ha feltessziik, hogy a regresszios fliggvény linearis, akkor a legjobb,
amit tehetiink a paraméterek torzitatlan becslésére az az, hogy a négyzetes hibat vessziik, és

aszerint optimalizalunk.

1.5. Modellilleszkedés mérése
1.7. Definici6 Jelolje TSS = >"" (y; — y)*. Ekkor

_TSS—RSS _ RSS . YL(y—5)

R2 - =
TSS TSS S (i —7)?’

(1.31)

ahol RSS az dtlagos négyzetes hiba figguénye (1.4), eqy statisztikai mérészam, amellyel a

regresszids fligguény illeszkedését mérjik (James, Witten, Hastie és Tibshirani 2013).

1.6. Megjegyzés R? értéke 0 és 1 kozott mozog. Azt mutatja, hogy a modell az adatok
variancidjanak mekkora részét magyarazza meg. Ha 0, az azt jelenti, hogy a modell teljesen

pontatlan, ha 1, akkor a minden adatpont tokéletesen illeszkedik a regresszios fliggvényre.

1.6. Példa

Az eddigiek alapjan szinuszos adathalmaz esetén a kapott fliggvényiink a kévetkezd:

15
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1.5. abra. Gauss bazisu linearis regresszi6 szintetikus adatokra

A 1.5 abran Gauss bézist linearis regressziot hasznaltam szintetikus adatokon, amelyeket
a szinusz figgvény + 0,2 szorast normalis zajjal generaltam. A gauss bazisfiiggvények szo-
rasanak 0,5-0t valasztottam, a varhato értékeket pedig egyenletesen az adatok maximuma és
minimuma koézott 20 helyen. A kapott atlagos négyzetes hiba 5-szoros keresztvalidacio utan

0.04521 volt, az R? pedig 0.94383, ami majdnem tokéletes illeszkedést mutat.

16



2. fejezet

Torzitatlansag vs Variancia

A gyakorlatban egy modell altalanosité képességét tigy mérjiik, hogy a bemeneti adatokat
tanito- és tesztadathalmazokra bontjuk. A tanitdadathalmazt felhasznéalva kapjuk meg f -ot,

majd ennek a fiiggvénynek az atlagos négyzetes hibajat szamoljuk ki a tesztadatokon.

2.1. Tétel Jelolje X a tesztadatok halmazdt. Tegyiik fel, hogy létezik eqy f fiigguény, hogy
minden (xg,yo) € X-re yo = f(xo) + €, ahol € fehérzaj. Legyen f, f figguény adott modell

szerinti becslése. Ekkor igaz, hogy
E [(yo - f(:z;o))z] = (B [/0)] - f(x0)>2 + Var (f(ao)) + o (2.1)
Bizonyitas:

| (- fa)) | =B | () + - flaw))

_E [(f(xo) . f(x()))Q] 4 2F [(f(a:o) - A(xo)) 5] + E[il 22
Mivel e fiiggetlen 0 varhato értékd zaj, igy
2E | (f(w0) = f(@0)) | = 2B | (f(x0) = () | Ele] = 0 (23
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R 2
Végiil marad nekiink E {( flzo) — f (a:o)) } , amit még nem ismeriink.

E | (#tau) = o)) | =B | () ~ ELf )] + Bl o) ~ ) )]
~ (#(ao) - i) + £ | (e
+2(f(z0) — E[f(x0)) E [E[

KH> —
—~
§ /\>
= &
~—
| |
KH> .
—~
s 7
. =
N————
[N}
| I
—~
©)
o~
S~—

A masodik tag tehat

B | (BL7(e0)] - Foo)) | = Var (7(00) (25)

Az utolso tag pedig:

2 (f (o) ~ ELf(a0))) B [BIf ()] - f(z0)] =0 (2.6

Es mivel
(o)~ B [f(w0)])) = (& [Fw0)] - 7)) (27)

ami a négyzetes torzitottsagot jelenti, igy:

EK%—ﬂmgﬂ_(mﬂ%n—ﬂ%ﬁﬂﬂm(ﬂ%0+a2 (2.8)

m
A (2.1) egyenlet tehat megmutatja, hogy ha minimalizalni akarjuk a varhaté négyzetes hi-
bat a tesztadathalmazon, akkor egy olyan modellt kell valasztanunk, amire a variancia és a

négyzetes torzitas minimalis.

2.1. Megjegyzés Tudjuk, hogy a variancia és a négyzetes torzitas mindketten nemnegativ
mennyiségek, kovetkezésképpen a varhaté négyzetes hiba sosem lehet kisebb Var(e) = o2

-nél.

A Gauss-Markov tétel szerint a legkisebb négyzetek modszer a legjobb linearis torzitatlan

becsls. De eléfordul, hogy a jo atlag mellett meglehetésen nagy a varianciank. Az a feltétele-
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zés, hogy elegendd csupan a jo varhato értékre torekedniink, mikozben a varianciat figyelmen

kiviil hagyjuk, lényegében hibas. Vegylink egy szemléletes példat:

2.1. Példa Tekintsiink egy mérleget, ami 0.5 valoszintiséggel 80 kg-ot ir ki, és 0.5 valo-
szintiséggel 160 kg-ot. A becslés varhato értéke 0.5 * 80 + 0.5 x 160 = 120 kg. Viszont a

szorasnégyzete:
Var(0) = E(6?) — E2(A) = (0.5 % 80% + 0.5 % 160%) — 120 = 1600 (2.9)

Tehat a szorés v/ 1600 = 40 lesz.

Bar az atlag megegyezik a varhato értékkel, a nagy szoras miatt a mérleg mérései rendkiviil
ingadozoak, és kevés informaciot adnak a valos értékrdl.

De mit is jelent pontosan egy modell varianciaja és torzitottsaga? Egy statisztikai tanulasi
modszer variancidja azt fejezi ki, hogy mennyire valtozna f , ha mas tanul6adathalmazbol
becsiilnénk meg. Idealisan, f becslésének nem kellene fiiggnie nagyban a tanuléadathalmaztol,
de ha a modszerlinknek nagy a variancidja, akkor kis valtoztatasok a tanulohalmazon is nagy
valtozéassal jarhatnak f—ban. Igy, ha a modelliink nagy hibaval teljesit a tesztadathalmazon,
akkor azt mondjuk, hogy magas a varianciéja.

A modell torzitottsaga alatt pedig azt értjiik, hogy mekkora a hiba, ha esetleg egy szimp-
labb modszert alkalmazunk egy bonyolultabb problémara. Ezt a jelenséget nevezziik alul-
tanulasnak. Példaul, ha feltessziik egy adathalmazrol, hogy lineéaris a kapcsolat az adatok
kozott, akkor az egy nagyon erds megkotést jelent.

Ezzel szemben, ha a modelliink tul 6sszetett az adathalmazunkhoz képest, el6fordulhat,
hogy tanitaskor a tanitbadatokon nagyon magas pontossigot ériink el. Ez gy fordulhat eld,
ha a modelliink ratanul az adatainkban levé zajra. Példaul modelltanitaskor kaphatunk olyan
eredményt, hogy bar a tanulvadathalmazunkon 100%-os pontossagot értiink el, a tesztadat-
halmazon csak 70%-ot. Az a 30%-os kiilonbség arra utalhat, hogy a modelliink ratanult a
tanitoadathalmaz zajara. Ezt a jelenséget tultanulasnak nevezziik. Altalanossagban, ha a
modelliink a tanitéadathalmazon meglehetGsen jobban teljesit, mint a tesztadathalmazon, az

azt jelenti, hogy a modell veszitett az altaldnositd képességébdl, azaz tultanult.
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2.2. Megjegyzés Ezt a jelenséget megfigyelhetjiik a 1.5 példa esetén.

2.2. Példa A 1.1-es hazaras abran lattuk, hogy kozel lineéaris kapcsolat lehet az ingatlanok
mérete és ara kozott. Tegylik fel, hogy létezik még két lakés, egy, ami kicsi, ellenben nagyon
draga, és egy mésik, ami nagy, de nagyon olcsé. Ha ezekre a hazaras adatokra szdmoljuk ki
a linearis regresszio altal adott egyenest, akkor azt varhatjuk, hogy a két kiugré adat miatt

kisebb meredekségii lesz.

le6

1048 °

0.8

0.6

Ar (Millié USD)

0.4 A

® Hazarak
0.2 4 —— Linedris regresszi6

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000
Négyzetlab

2.1. abra. Linearis regresszié kiugré adatokkal

A 2.1 abran az egyszerti linearis regresszios egyenest illesztettem 17 darab pontra, amik
koziil 15-0t egyenletesen valasztottam ki a hazaras adataink koziil, és 2 kiugré pontot ma-
nualisan adtam meg. Az egyenes egyenlete az y = 2.992 + 540071.17, az R? = 0.1120-tel,
o = 242683.7126 szorassal, illetve MSE = 58895384384.8405 atlagos négyzetes hibaval.
Lathatjuk, hogy az egyenes nem illeszkedik jol az adatokhoz, mint ahogy azt els§ latasra
elvarnank a két kiugr6é pont miatt. Ha a két pont még kiugrobb lenne, az egyenes akar nega-
tiv meredekségiivé is valhatna, ami ugyan megérizné a jo atlagot, de még nagyobb szoréssal
jarna és teljesen félrevezets képet adna az adatok kozotti kapesolat természetérsl. Modellva-

lasztaskor tehat fontos, hogy ne legyen érzékeny a kiugré adatokra.

Az aldbbi képen lathatjuk tehat, hogy hogyan alakul a torzitottsig és a variancia, mo-
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dellkomplexitastol fliggden.

Hiba

1.2 1 Optimalis mod:ell komplexitas
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Modell Komplexitas

2.2. abra. Torzitottsag, variancia és hiba a modell komplexités fiiggvényében.

Az 2.2 dbra azt mutatja, hogy ha a modelliink Gsszetettsége tul alacsony, akkor magas tor-

zitottsagra és alacsony varianciara szamithatunk, ami alultanulashoz vezethet, tehét a tanito-

és tesztadathalmazon is alacsony pontosséigra, azaz nagy hibara szdmithatunk. Ugyanakkor,

ha tul nagy a modell komplexitésa, akkor f tulsagosan szépen simul ré a tanitéadathalmazbe-

li pontokra, ugyanakkor a tesztadathalmazon nagy varianciaval jar, ami tiltanulédshoz vezet.

Tehat az optimalis modellt a minimélis 6sszhibéanal talaljuk, a megfelels torzitottsaggal és

variancidval.

Egyes adathalmazok esetén célunk tehat egy olyan modell kivalasztasa statisztikai tanu-

laskor, ami altal adott f nem tulsagosan torzitott, viszont nem is olyan nagy a varianciaja.
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3. fejezet
Regularizacio

Az el6z6 fejezetben kitargyaltuk a modellhibat jellemz6 két kulcstényezét - a torzitottsagot
és a varianciat. Lattuk, hogy a modell komplexitasanak csokkentésével alacsonyabb lesz a
variancia, ami alultanulédshoz vezet, ugyanakkor a magas modell 6sszetettség kovetkeztében
né a variancia, ami pedig tiltanulast eredményezhet.

Ttltanulas kezelésére sok modszer 1étezik, példaul feltételezhetjiik, hogy csak a legfonto-
sabb jellemz6i érdekelnek minket az adatnak, és minden mést kinullazhatunk, igy csékkentve
a modell komplexitasat. Ezt hivjak valtozokivalasztasnak (angolul: subset selection). Ellen-
ben, mivel ez egy diszkrét folyamat, (valtozokat vagy kivalasztjuk, vagy kinullazzuk) gyakran
magas varianciaval szamolhatunk, igy magas marad a hiba a tesztadatokon.

Egy alternativ megkdzelités, ha nem nulldzzuk ki teljesen a kevésbé fontos valtozokat,
hanem biintetjiik a modellben szereplé paraméterek nagysagat, igy osztondzve a kisebb érté-
kekre. Ezt nevezziik zsugorité modszereknek (shrinkage methods), amelyek a modell stlyait
,osszehuzzak”, és ezéltal szabalyozzak a modell Osszetettségét. Ez finomabb moédon szaba-
lyozza a modell komplexitasat, és gyakran jobb altalanosité képességet eredményez.

A regularizacio a tultanulés csokkentésén, és az altalanositas novelésén kiviil tébb prob-
léméat is segit megoldani. Példaul, a legkisebb négyzetek modszerénél a megoldas nem egy-
értelmt, ha n < d, hiszen egy pontra tobb egyenest is tudunk illeszteni. A regularizacioé
segitségével ilyen esetekben is egyértelmd megoldas lehet. Egy masik elénye a regularizéaci-
6nak, hogy rosszul kondicionélt feladatokat jol kondicionéltta teheti. Tehat, ha a bemeneti

matrixunk kondiciészama nagyon nagy (||®|] - |[|®~!|| >> 1), akkor a modositott matrix mér
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kondicionaltabb lehet.
Ebben a fejezetben a héarom {6 zsugoritomodszerrel, a Ridge regresszidval, a LASSO-val

és az elasztikus héaloval foglalkozunk.

3.1. Ridge regresszio

A ridge regresszi6é Osszezsugoritja a modell egyiitthatoit tgy, hogy az Lo -es normajukkal

egyiitt minimalizal.

3.1. Definicié Adott X > 0 esetén a ridge regresszio fiigguénye:

v(B) = lly — BI5 + MBI = R(B) + AlIBll3 (3.1)

Egy ezzel ekvivalens definicio:

v(B) = |ly — ®BI[3 ahol ||B||* <t (3.2)
3.1. Megjegyzés Egyértelmii megfeleltetés létezik A és t kozott.

A X\ > 0 a modell paramétere, mely kontrollalja a zsugoritas mértékét. Egyszerd latni,
hogy A = 0 esetén a négyzetes hibat kapjuk vissza. A ridge regresszié A-janak novelésével az

egylitthatok kozelednek a nullahoz (és egymashoz).

3.2. Megjegyzés Az L, regularizacié nemcsak a linearis regresszio esetén hasznos. Széles
korben alkalmazzék példaul neuralis halok tanitasanal, ahol Lo-es bilintetés néven vagy weight

decay-ként szerepel, és a tultanulas elleni egyik legismertebb technika.
3.1. Tétel A ridge regresszio figguényét, v(f3), négyzetes hiba alakba irhatd dt.

Bizonyitas: Legyen

KA
I

N}
I

(3.3)
VI 0
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Ekkor a ridge regresszié célfiiggvénye az alabbi modon irhatoé fel:

v(B) = lly — @8> + | 8II° (3.4)
atirhato a kovetkezd alakra:
~ 2
v(8) = |7 - &6 (3.5)
Ugyanis,
o y ® y—op
y— o8 = - p= (3.6)

0 VAT —VIB

és ennek a normanégyzete a kovetkezd:

2

2 | R v PP RV

—VAIB

~—~

3.7)

O
Célunk tehat megtalalni 3 -ot, amire igaz, hogy
3 1 2, Njan2
5r = argmin Zly — B + 51151 (33)
BER?
Ha ezt a kifejezést 5 szerint derivaljuk, és nullaval egyenlévé tessziik:
—P(y—PH)+A\=0 (3.9)
Majd ezt kibontva, és 8 -ra rendezve megkapjuk az optimélis 3-t:
By = (T + ATy (3.10)

3.3. Megjegyzés Ha \ > 0, akkor (®T®+ \I)~! mindig létezik, mivel ®T® + AT sajatértékei
a ®Td pozitiv szemidefinit matrix sajatértékeinek és A\-nak az Osszegei, ezek pedig minden

esetben pozitivak. (Mohri, Rostamizadeh és Talwalkar 2018)
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3.1.1. Tikhonov-regularizaci6

Sok esetben szeretnénk beépiteni egyfajta relevanciat a paramétereinkbe. Példaul a hazaras
példanal lehet, hogy nem annyira fontosak mar a tobb, mint 10 éves adatok hiszen az infla-
ci6 és az altaldnos ingatlanar-valtozas jelentGsen valtoztatja ennyi id6 alatt az arakat. Egy
mésik példa, hogy egy munkavégzésénél szeretnénk a modellnek megadni valahogyan, hogy
a szerszamaink mennyire régiek, hiszen ez valamelyest befolyasolja az elvégzés idGtartamat.

Ekkor beszélhetiink a Tikhonov-regularizaciorol, amelynek a célfiiggvénye a kovetkezé:

o1
v(B) = argmm§||y—<l>ﬂll2+ 7512 (3.11)
BERL

A T az dgynevezett Tikhonov-mdtriz, ami altalaban szigortian pozitiv definit és sokszor
M -nek valasztjak. Eszrevehets, hogy ha I' = v/AI, akkor a ridge regressziot (3.1) kapjuk
vissza. Ugyanakkor ha 0 < A\ < 1, akkor I'-t valaszthatjuk diag(A\%, A~1... AL, 1)-nek, és

ebben az esetben valéban egyfajta valtozorelevanciat adunk meg.

3.4. Megjegyzés Tikhonov-regularizacional nem frunk ki kiilon A-t, mivel az mar implicit

modon szerepel a I' matrixban.

A 3.11 egyenletet atirhatjuk a 3.1 szerint négyzetes hiba alakba, vagyis

o
Iy - osi-+ 151 = (3) - (1)

Ha erre alkalmazzuk a megoldoképletet, akkor az optimalis 5’ kifejezhets a kovetkezSkép-

2 (3.12)

2

pen:

B = (@ +1TT) o7y (3.13)

3.1.2. Ridge regresszio6 torzitottsiaga és varianciaja

Torzitottsag

A (3.10)-bél kiindulva felirhatjuk E [B)\} -ot (Sun 2022).

E [BA] —E [(@70 + AD)'0Ty] = (070 + A) O R [y], (3.14)
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ahol felhasznaltuk, hogy ® rogzitett. Mivel tudjuk, hogy y = ®5* + ¢ és E[e] = 0 megkapjuk
azt, hogy:

E[fy] = (8T® + AI) " ®Td8" = (0T + AI) " (0T + AT — AI) 5
B (3.15)

1

= (10 + ML) (OT® + M) B — A (TP +AI)
=B = A (T 4+ AI) T B,

Jelolje T'(\) a torzitottsagot A fiiggvényében. Ekkor ez felirhato ugy, hogy
T T 2 T 2
T =Y (B 6w) - (8)6(w)) = (B8 - 8770(@)  (316)

Ezt behelyettesitve, majd kibontva a mar megkapott E[B \)-t:

1

TO) =38 (897 (@70 + A1)~ gb(:pi)>2

n

= XD (B (@1 + A (i) () (TR + AL (5Y)
i=1 (3.17)

n

= X(B)(@T®+ AT b)) d(x:)] (TR + AI)TH(BY)

i=1

= N(5) (BT + A1) O TD(DTD + AT) ()

PTP sajatértekfelbontasat felirva ®T® = ULUT, ahol ¥ = diag(oy,...,04) gy, hogy
01> 09 > -+ > 0y, és U ortonormalis méatrix.

Mivel ®T®+ AT sajatvektorjai az U oszlopai és a sajatértékei a 0,4+ minden i € [1, ..., d)-
re, igy ®T® + A\ = U(X + M)UT. Ezt a sajatértékfelbontést felhasznélva, felirhatjuk a
torzitottsagot sajatértékek segitségével:

T\ = XU+ ) UTUSUTU (S + AUt B (3.18)

Felhasznalva, hogy U ortonormalt, azaz UU' = UTU =1

= NB)UES+HAD)TIEE AU (3.19)

26



w0 0
0 p—wL 0
_ )\Q(ﬁ*)TU (o24+A) UTﬁ* (320)
o0
(01/(;\14-1)2 0 0
0 e 0
= (8")'U (2/A ) urg: (3.21)
0 0 o/ |
3.1.1. Kovetkezmény Ha A\ — 0, akkor a diagondlis matrix elemei (a/i—l)l’ — 0. Tehat a

torzitottsag is tartani fog a nulldhoz. Egyértelmten, ha A = 0, akkor torzitatlan.

Ha A — +o0, akkor (az/(j\—+1)2 — 0. Vagyis

n

A—00 -
=1

Mivel, ha A\ — +o0, akkor a ridge regresszioban B — 0, vagyis mindig nullat fogunk

prediktéalni, amibdl kovetkezik, hogy E[5] — 0, vagyis ilyenkor erésen torzitott a becslésiink.

3.5. Megjegyzés Eszrevehetjiik, hogy a torzitottsag, T(\), monoton né, ahogy A né.

Variancia

A (3.14)-et felhasznélva irjuk fel a varianciat a kévetkezoként. Jelolje V(\) a varianciat A

fiiggvényében. Ekkor:
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Jelolje tr(A) az A matrix nyomat. Altalanossagban E[sAcT] = E[tr(Aee™)]. Mivel mar
megkaptuk a formulat 3 -ra (3.10) és E[3]-ra (3.14), igy felirhatjuk a két elem kiilonbségét:

E[f] — B = (D70 + A) '@ 0B — (BT + A1) 0T (BB +¢)

= (@1 + AI) 1T PB — (Td + A dTRp — (@TD 4 AI)TRTe  (3.23)

—(®T® 4+ A1) 10 e

[eT®(@T® + A)'OT (D D + AT) DT e]
tr

E
Etr (c"®(®T0 + )"0 (0T D + A1) '0Te)
E tr

(5 (TP + AI)T'OTR(RTD + A) DT

O(OTD + AN)T'OTO(R D + A) DT (3.24)

tr (Efe
tr (0”1 - ®(®T® + A1) 'O TR(®TD + A) D)
o’ tr

(D@7 + A)'OTO(PTD + AI) DT
=0’ tr (PTO(Q D + AI) 'R TR(®T D+ AI) ),
ahol felhasznéltuk, hogy tr(AB) = tr(BA) és E [eeT] = o°1.
Ha megint hasznaljuk ®T® = UXUT sajatértékfelbontést (®T® + Al-re is), akkor meg-
kapjuk, hogy:

o’ tr (USUTU(S + M)T'UTUSUTU(S + M) 'UT)

:a2tr(U (E+AD)T'EE+ AU

=’ tr (S(T+ M) T'E(Z+ AT (3.25)
d 2

_ 2 gi

=" (0; + )2

i=1

Itt az UTU = I azonnossagot hasznaltuk fel, illetve az utols6 egyenléségnél

(S + M) 'S(S + M) egy diagondlis matrix % fGatlobeli clemekkel.

3.1.2. Kévetkezmény Ha A — +o00, akkor a2+i2)\)2 — 0, vagyis a variancia, V(\) — 0. Ez

(o
annak is a kévetkezménye hogy ha A — 400, akkor B — 0.

Ha A — 0, akkor )2 — 1, vagyis V() = o* Zle 1 — do?
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3.6. Megjegyzés Eszrevehetjiik, hogy a variancia, V' ()), csékken, ahogy A né.

—— Feature 1
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—— Feature 4
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60 -
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©
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1072 107! 10° 10! 10? 103
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3.1. dbra. Ridge regresszio egyiitthatoi kiilonbozé A-k esetén

A 3.1 dbran 10 darab tulajdonsagra generdltam egyenként 100 darab adatot szintetikusan,
10 zajjal. Az abran lathato, hogy A\ — oo esetén a modell egyiitthatoi tartanak a nulldhoz,

ellenben nem érik el azt.

3.2. LASSO

A ridge regresszionak egyik f6bb tulajdonsiga, hogy nem nulldz ki egyiitthatokat. Tehat a
végsé modellben az Osszes paraméter benne van (kivéve, ha A = oo), mivel a M||3||* csak
csOkkenti az egyiitthatokat nulla felé. Ez persze nem jelent problémat a modell pontossaga
esetén, ellenben nehezebben lesz értelmezhetd, ha sok paraméter van. A LASSO (least ab-
solute shrinkage and selection operator) egy olyan zsugorit6 modszer, ami megoldést jelent
erre a problémara ugy, hogy a ridge regresszidoban levé Lo-es norma helyett Li-es norméja

biintet6tagot minimalizdlunk. Tehat:
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3.2. Definicié Adott X > 0 esetén a LASSO célfiigguénye

v(B8) = [ly — @65+ AllBll = R(B) + Al (3.26)
Eqgy ezzel ekvivalens definicio:
v(B) = [ly — ®B|[5 ahol |||l <t (3.27)

Vagyis a célunk megtalalni B—ot, amire igaz, hogy

- 1

B = argmin - [ly — 5" + A|l; (3.28)
BERI
Avagy:
~ 1
5A:argm1n§||y—<1>5||2 ahol ||B]]1 <t (3.29)
BeR

3.7. Megjegyzés A ridge regresszidval valo hasonlosag ellenére, a LASSO esetén az L
norma miatt a megoldés nem lesz linearis y-ban, és nincs is zart formula ra. A becsiilt B,\

kiszamitasa kvadratikus programozasi feladat, amivel nem foglalkozunk a diplomamunkaban.

Ha t elég kicsi, akkor egyes egyiitthatoi a modellnek kinullazédnak, igy egyfajta folytonos
valtozokivalasztasi modszert is érthetiink alatta. Ha t > to, ahol to = ||8]|; (ahol 3 a legkisebb
négyzetek modszer becslése), akkor a B,\ megegyezik a legkisebb négyzetek modszer becslés-
sel. Ugyanakkor, ha t = %0, akkor a legkisebb négyzetek modszer altal becsiilt paraméterek
atlagosan felezdnek. Ellenben a zsugoritas hatésa a paraméterekre nem ennyire egyértelm.

(Hastie, Tibshirani és Friedman 2004)

3.1. Példa Tekintsiink egy olyan adathalmazt (Forras: Kaggle adathalmaz), amiben a cél-
valtozo az tgynevezett DiabetesPedigreeFunction, egy olyan érték, ami azt méri, hogy adott
illet6 mekkora valészintiséggel cukorbeteg. Az adathalmazunkban 7 darab valtozo van, ezek a
kovetkezdk: terhességek szama, gliikoz, vérnyomas, bérvastagsag, inzulinszint, BMI és a kor.
Meg szeretnénk tudni, hogy ezek koziil melyeknek van szignifikins hatasa a cukorbetegségre.

Ha LASSO regressziot alkalmazunk ezen az adathalmazon, akkor megkapjuk a kiovetkezét:

30


https://www.kaggle.com/datasets/aemyjutt/diabetesdataanslysis

Kor 1

BMI 4

Inzulinszint

Bérvastagsag A

Vérnyomas -

Glikdz A

Terhességek szdma -

0.01 0.02 0.03
Lasso-egyltthatd érték

o
o
S

3.2. abra. LASSO egyiitthatok

A 3.2 abra azt mutatja, hogy a legnagyobb hatéassal a cukorbetegségre, a bérvastagsag, a
gliik6z, és az inzulinszint voltak, melyek kéztudottan szoroskapcsolatban allnak vele. Ugyan-
akkor észrevehetjiik, hogy a vérnyomas teljesen kinullazodott a modellben, s6t a terhességek
szama negativ hatéssal van ra. A modellben az optimalis A a 0.00657 volt, melyet Otszoros
keresztvalidacioval kaptam meg. Az atlagos négyzetes hiba (MSE) 0.1059 volt.

Megkaphatjuk azt is, hogy kiilonb6z6 lambdakra, hogyan valtoznak a modell egytitthatoi.



0.04 4
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T
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£
)
$
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<
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pe)
>
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w
0.00 A
—— Terhességek szdma
—— Glikéz
—0.01 A —— Vérnyomas
—— Bdrvastagsag
—— Inzulinszint
— BMI
—0.027 —— Kor
1074 1073 1072
A (log skala)

3.3. dbra. Valtozok nagysaga kiilonb6z6 -k esetén

A 3.3 abran lathatjuk, hogy minél nagyobb lambda esetén, a valtozok tartanak a nulladhoz,

és elég nagy lambda esetén ki is nullazodnak..
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3.4. abra. A LASSO és a ridge regresszié megoldasai

A 3.4 abran a regularizalatlan hiba fliggvényt lathatjuk (kék), a LASSO regularizacioval
a bal oldalon, és a jobboldalon pedig a ridge regularizicioval kiegészitve. Ha t elég nagy,
akkor a megkotési tartomany magaba fogja foglalni fB-t, és ekkor a ridge és LASSO becslések
megegyeznek (egy ilyen nagy ¢t a A = 0O-nak felel meg). Az ellipszisek egyes korvonalain
ugyanazokat az RSS értékeket veszik fel, és ahogy novekszik az ellipszis el 3-tol, gy né. A
3.2 és (3.27) egyenletek azt sugaljak, hogy a LASSO és ridge egyiitthato becslések ott vannak,
ahol el6szor érintkezik az ellipszis a megkotési tartomannyal. Mivel a ridge regresszionak a
biintetStagja egy gomb, igy az érintkezés nem egy tengely mentén lesz, és igy a becslés
sosem lesz nulla. Ellenben a LASSO biintet6tagjanak vannak sarkai minden tengely mentén,
és igy az ellipszis gyakran fogja azt érinteni. Ekkor az adott ; kinullazodhat. Magasabb

dimenzidkban egyszerre tobb 3; is lehet nulla.
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3.3. Altalanositott regularizacié

Alkalmazhatunk altalanosabb biintetétagot is adott ¢ > O-ra is:

v(B) = lly — BI1* + AlI81IF = R(B) + A5l (3.30)

Ha a [|3]|7 kifejezést a B; paraméter log-prior stirtiségének tekintjiik, akkor ezek egyben a
paraméterek prior eloszlasanak szintvonalai is (Hastie, Tibshirani és Friedman 2004). Ha
g = 0, akkor ez a valtozokivalasztasnak felel meg, mivel ekkor a biintetés, a paraméterek
darabszamat szamolja. A ¢ = 1 a LASSO-nak, a ¢ = 2 a ridge regresszionak felel meg. Ha
q < 1, akkor a prior eloszlas tomege a koordinatairanyok mentén koncentralodik. A ¢ = 1-hez
tartozo prior eloszlas a Laplace eloszlas minten (3; paraméterre, aminek a strdségfiiggvénye

a kovetkez§:

f(z) = %exp <—@> , ahol 7= % (3.31)

Megfigyelhetjiik, hogy a ¢ = 1 eset a legkisebb olyan ¢, hogy a megkotési tartoméany

konvex. A nem konvex megkotési tartoméanyok nehezebbé teszik az optimalizalasi problémat.

q=4 q=2 q=1 q=0.5

I
]\ Y

3.5. dbra. L, normak

3.4. Elasztikus halo

A LASSO regularizacionak van néhany nemkivanatos tulajdonsaga. Példaul, ha n < d, akkor
maximum n darab nem nulla egyiitthat6 lesz a modellben. Ez a ridge regresszié esetén nem
fordulhat elg. Masodszor, a LASSO gyakran alulteljesit, amikor 5*-nak sok elég kicsi, de nem
nulla eleme van. Annak érdekében, hogy ezeket a problémakat megel6zziik, johet szoba az

elasztikus halo becslés, amellyel elGszor Trevor Hastie és Hui Zou foglalkozott 2005-ben (Zou

34



és Hastie 2005). Ez a kévetkezd minimalizalas probléméat mutatja be:

~ 1
B, A2) = argmin o [ly — @B|* + Xo[B][3 + M[B]]1, (3.32)
ﬁERd 2
ahol A\, Ay > 0.
Egyértelmien A\; = 0 esetén visszakapjuk a ridge regressziot, A = 0 esetén pedig a

LASSO-t. Itt a biintetGtagot felfoghatjuk mint a skalazott stulyozott atlagat az L, és Lo
hibanak.

A

P)\I;AQ(ﬁ) = <)‘1 + )‘2> <)\1 T

A
1918 + 525 191 (3.9

Igy pedig hihetének tiinik, hogy megfelels (i, \y) valasztasaval, az elasztikus héalo el
tud érni egyfajta egyensilyt a LASSO és a ridge regresszio elényei kozott, a hatranyaik

elkertilésével.

3.2. Tétel Adott (X,Y) adathalmaz és (A, A\2) paraméterek esetén készitsik el az (X*,Y™)

adathalmazt a kovetkezdképp:

1 X Y

V1t ’
VAl Oq

X" =

ahol I eqy d x d egységmdtriz, és 04 € R egy nullvektor. Legyen v = M\ /v/1+ Xo €s jeldlje
B =+/1+ Xof. Ekkor az elasztikus hdlo dtirhato LASSO problémdra a modositott adatokkal:

L(v,8) = ly" = X" B[l + 167 (3.34)

Sdt, jelolje:

p* = argmin L(y, 5°) (3.35)
Ekkor az elasztikus hdlo megolddsa a kovetkezd:

1 .

b= (3.36)
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Bizonyitas: Az elasztikus halobol (3.32) kiindulva:

L(A, Az, B) = lly — XBl3 + A2IB3 + AullBll
=y'y—2y' XA+ B XTXB+XB" 8+ N|Blh

=y y—2y" XB+ B (XX + Xly)B + MB1

Most vegyiik a felnagyitott (n + d) x d-s méatrixot:

~ X
X —
Vol
Ekkor
XX = XTX + M\,
Ellenben X nem normélis minden j € {1,..., p}-re:

X)X =X X;+ X

Igy vehetjiik a normalissa tett alakjat:

. 1 - 1
VI N VI N

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Definialjuk az y* = (y,04)T vektort. Mivel y centrélva van (az elemei atlaga nulla), igy y*

is centralva van. Igy pedig:

* * * * 1
vyt =yly, yTX =
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Most atirhatjuk a veszteséget:

LA A, B) =y y =2y  XB+ BT (XX + Aaly)B+ Ml Blh

1 . (3.41)
=y Y =2 =y T X (1 X) BT X XTB 4 A8l
14X
Helyettesitsiink 8* = /1 + A\of3, és definialjuk v = A\;/+/1 + Ag. Ekkor:
LA, Ao, B) =y Ty = 20T X5+ BT XX+ |57
(3.42)
=y = X8l + 187l
Ez a LASSO definici6ja. Igy, ha:
¥ Zargrgin(lly* — X315 +16%) » (3.43)
akkor az elasztikus hal6 megoldasat megkapjuk a kovetkezSképp:
= (3.44)
V14X '
O

3.8. Megjegyzés Igy, hogy visszavezettiik a LASSO regressziora, ugyancsak kvadratikus

programozasi probléma a megoldas.
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3.2. Példa Nézziik meg, hogyan viselkedik az elasztikus halo egy példan keresztiil:

A1 =014 =01

A1=01,4,=05

A =01,1,=09

70
60
3 50 3 3
5 5 5
g 40 2 2
£30 £ H
2 2 2
g20 2 2
10
4
0 2 4 6 8 o 2 6 8 4 2 8
Paraméter index Paraméter index Paraméter index
M =104 =01 A =101 =05 A =10,4,=09
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A =100,4; =01 A =100,4,=05 A1 =100,4; =039
70
60
3 50 3 3
S 5 5
g0 2 <
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2 2 2
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f— N N || .m0 ]
4 2 4 6 8 o 2 4 6 8 4 2 4 8

Paraméter index

3.6. abra. Elasztikus

Paraméter index

Paraméter index

halo egyiitthatok kiilonbozd Ay, Ao értékekre

A 3.6 abran szintetikusan generéaltam 10 kiilonb6z6 paramétert, mindegyikbdl 100-at, 10

Gauss eloszlasbeli szorassal. Ezutan elasztikus halo modellt hasznaltam A; = (0.1,1,10) és

Ay = (0.1,0.5,0.9) esetekben. A modell a legjobban a A; = 0.1 és Ay = 0.9 esetén illeszkedett,
MSE = 99.08-al. Az abréan tobb dolgot is észre lehet venni. Példaul, ha A, elég kicsi, de Ao

ellenben nagy, akkor a LASSO paraméter kinullazo hatasa elmarad, az egyiitthatéink nem

lesznek nullak. Ellenben, ha pont forditva van az eset, vagyis az Lso-es biintetGtag A-ja kicsi, és

az Ly-esé nagy, akkor a legtobb valtozé kinullazodik, ezzel is megmutatva a LASSO regresszio

egyik {6 tulajdonsagat.
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Osszegzés

Dolgozatom elsGsorban olyan fiiggvények keresésérdl szol, amik jol lefrnak egy valovilagbeli
jelenséget, példaul szeretnénk megtudni egy ingatlan redlis arat tgy, hogy csak a méretét,
szobainak a szamat, és elhelyezkedését ismerjiik.

Diplomamunkamban els6ként a polinominterpoléacié segitségével motivaltuk a linearis reg-
resszi6 alkalmazasat. Megmutattuk, hogy 6nmagaban nem elegendd olyan fiiggvényt konst-
rualni, amely minden tanitopontra illeszkedik, mivel az ilyen modellek altaldnosito képessége
gyenge lehet, vagyis j bemenetek esetén nem biztositanak jo predikciot.

Ezt kovetGen bevezettiik a regresszids problémét, melynek célja megtalalni az X és YV
kozotti kapcesolatot egy mérhets f fiiggvény segitségével. Ha feltételezziik, hogy a regresszios
fiiggvény m(z) a paramétereiben linearis, akkor lineéris regressziorol beszélhetiink. A klasszi-
kus linearitas azonban gyakran tul sztik feltétel, ezért altalanositottuk a fogalmat: a fiiggvény
akkor is lehet linearis, ha rogzitett, nemlinearis bazisfiiggvények linearis kombinéci6jaként ir-
hato fel. Ezutan bemutattuk a legkisebb négyzetek modszerét, és elemeztiik annak tulajdon-
sagait. Megmutattam, hogy ha a bemeneti matrix ¢ teljes rangt és sovany, akkor a becsiilt
B paramétervektor létezik és egyértelmid. Azt is belattuk, hogy a rezidualisa a rendszernek
merGleges ® oszlopterére. Ezt kivetGen targyaltuk a sztochasztikus linearis regressziot, amely
megfelels feltételek mellett hasonlé tulajdonsagokat mutat, mint a determinisztikus eset, il-
letve megmutattuk, hogy a lineéris és torzitatlan becslések kozott a legjobb.

A kovetkezd fejezetben a legkisebb négyzetek modszerének korlataira hivtuk fel a figyel-
met. Bemutattuk, hogy a varhato négyzetes hiba harom komponensre bonthaté: a torzitottsag
négyzetére, a varianciara és az adatokat jellemzd zaj variancidjara. Ebbél kovetkezik, hogy a
varhato négyzetes hiba als6 korlatja a zaj variancidja. Kiilonb6z6 példakon keresztiil szemlél-

tettiik, hogy egy torzitatlan modell sem feltétleniil optimélis, mivel magas varianciaval jarhat.
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Ismertettiik az alultanuléds és tiltanulés jelenségét is, és példakon keresztiil érzékeltettiik a
gyakorlati hatasukat.

A regularizacioval foglalkozo fejezetben megoldési lehetGségeket mutattunk arra, hogyan
modosithato a legkisebb négyzetek modszere kis mértékd torzitas bevezetésével annak ér-
dekében, hogy csokkenjen a modell varianciaja és javuljon az altalanositoképessége, illetve
egyéb elényoket is elérhessiink, mint példaul a jol kondicionéltsag. A zsugoritémodszerek ko-
zil elsGként a ridge regressziot mutattuk be, amely egy Lo normén alapulé biintet&taggal
egésziti ki a célfiiggvényt. Megmutattuk, hogy a regularizaciés paraméter A novelésével a mo-
dell torzitottabb lesz, viszont a variancidja csokken, és A — oo esetén a becsiilt paraméterek
nulldhoz tartanak. Kitértiink a Tikhonov-regularizaciora is, ahol a biintetétag stulyozasat egy
tetszoleges pozitiv definit matrixszal (Tikhonov-méatrix) lehet végezni.

Ezutan bemutattuk a LASSO-moédszert, amely L; normét hasznal biintetGtagként. Lat-
tuk, hogy nagy X\ esetén a paraméterek nullava valhatnak, igy a modszer alkalmas valto-
zoszelekciora is. Végiil ismertettiik az altalanositott regularizéciot, amelyben tetszéleges L,
normakat alkalmazhatunk. A dolgozatot az elasztikus halé modszerével zartuk, amely a ridge
és a LASSO kombinacioja. Megmutattam, hogy ez a mddszer visszavezetheté a LASSO meg-
oldasara, és egy konkrét példan keresztiil illusztraltuk, hogyan valtozik a modell viselkedése

kiilonbozs Ay és g értékek esetén.

Megjegyzés: A dolgozatban szerepld valamennyi dbrdt sajat magam készitettem. Ezeket, vala-
mint az dbrdk elddllitasdhoz haszndlt Python-kddokat feltéltdttem a kovetkezd GitHub-repozitoriumbac:

Kodok, dbrdk repozitoriuma.
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MI alapu eszkozok hasznalatarol szolo

nyilatkozat

Alulirott Halasz Erik nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb felsorolt

feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt eszkoz Felhasznélas helye
Irodalomkeresés GPT-4 Teljes dolgozat
Nyelvhelyesség ellendrzése Writefull Teljes dolgozat

A felsoroltakon til méas MI alapu eszkozt nem hasznaltam.
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