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1. fejezet

Bevezetés, definiciok?

1. Definicié (Virtual private network design (VPND) feladat). Adott:
o G = (V, E) 0sszefiiggs egyszert graf
e c: IF — Ry nemnegativ élkoltségfiiggvény
e T C V fontos cstcsok halmaza, amelyeket terminaloknak neveziink
® boyt, bin, : T — Z>o a terminalok fel-, illetve letoltési korlatai

A feladat talalni egy u : E — Ry kapacitasfiiggvényt, valamint minden (7, j) €
T x T rendezett terminalpérra kijelolni egy ¢ és j kozotti Pj; utat agy, hogy:
e minden D € géT érvényes forgalmi matrixra teljesiil, hogy az Gsszes
igény egyszerre kielégithets a kijelolt utakon keresztiil, azaz D(i, j) egységnyi
forgalmat hozzaadva Pj; éleihez (V(i,5) € T' x T') nem lépjiik tal az élkapaci-

tasokat
o > .cpu(e) c(e) minimalis

2. Definici6. D € QLXT érvényes forgalmi matrixnak nevezziik (a by, és boys

korlatokra nézve), ha

WieT: Y D(i.j) <buli), Y D(i) < bini),

JET,j7#i JET j#i
azaz tiszteletben tartja a terminalok fel- és letoltési korlatait.

1. Eszrevétel. A VPND probléma NP-nehéz. [11]

'Ez a fejezet a [6] cikk alapjan késziilt




1. Bevezetés, definiciok

Bizonyitds. Konnyt latni, hogy a kozismerten NP-nehéz minimélis koltségl Steiner-
fa feladat visszavezetheté a VPND-re a kovetkezSképpen:

Legyen a Steiner-fa feladat egy tetszéleges v terminaljara by, (v) = 0 és by (v) =
1, valamint Yu # v terminélra b;, (u) = 1 és by (u) = 0. Ekkor a minimalis koltségii
Steiner-fa éleihez 1 kapacitast, tobbihez 0 kapacitast rendelve optimélis megoldast

kapunk a VPND probléma ezen példanyara.

1.1. Eddigi eredmények

A VPND probléma szamos kiilonboz6 valtozatat tanulmanyoztak mar, ezekbdl

néhényban jelentGs eredményeket értek el.

3. Definicié. A tovabbiakban nevezziik fa megoldasnak az v : £ — R kapaci-
tasfiiggvényt, ha a pozitiv kapacitésa élek fat alkotnak. Az éltalanos esetet nevezziik

graf megoldasnak.

4. Definici6 (szimmetrikus korlatok). Vv € T termindlra b;, (v) és by (v) érté-
kek helyett egy b(v) € Z>q érték adott, ami a termindl osszforgalméra (bemend +

kimend) felss korlat.

A [11] cikkben a probléma kovetkezs verzioit tanulméanyozzak:

SymT (symmetric tree): szimmetrikus korlatok, opt. fa megoldast keresiink

Megmutatjak, hogy polinomialis futasi idében megoldhato.

SymG (symmetric graph): szimmetrikus korlatok, opt. graf megoldast keresiink

L

Belatjak, hogy SymT optimuma 2(1 — T

)-kozelitést ad erre a verziora.

Innen kévetkezik, hogy SymG polinomialis futasi idében 2-kozelithetd.

AsymT (asymmetric tree): b;, és b, korlatok, opt. fa megoldast kerestink

Belatjak, hogy NP-nehéz, emellett adnak ra egy 9.002-kozelits algoritmust.

AsymG (asymmetric graph): b;, és b, korlatok, opt. graf megoldast keresiink
Belatjak, hogy NP-nehéz (1. észrevétel), a kozelits algoritmus kérdését viszont

nyitva hagyjak.

Ezek mellett még a "balanced" verzi6 is emlitésre mélto:



1. Bevezetés, definiciok

BalT (balanced tree): Vv € T : b;,(v) = bout(v), opt. fa megoldast keresiink

Polinomialis futési idében megoldhato [14].

BalG (balanced graph): Vv € T : b;,(v) = bout(v), opt. graf megoldast keresiink

AsymG specialis esete. A 3.1 alfejezetben mutatunk ra 2-kozelité algoritmust.

Az ugynevezett VPN-sejtés (eredetileg VPN conjecture), miszerint SymG-re min-
dig létezik optimalis fa megoldés, hosszt ideig nyitott kérdés volt. Ezzel egyiitt SymG
NP-nehézsége is ismeretlen volt. A sejtést végiil a [10] cikkben igazoltak. Ebb&l ko-
vetkezik hogy a [11] cikkben bemutatott algoritmus val6jaban pontos megoldast ad
SymG-re, nem csak kozelitést. Igy ma mar tudjuk, hogy SymG polinomialis futési
idében megoldhato.

A [12] cikkben tobbek kozott megfogalmaznak egy randomizalt algoritmust az
AsymG verziora, 5,55-0s varhato kozelitési arannyal, ami jelentss elGrelépés a ko-
rabbi O(log nloglog n)-es eredményekhez képest. A [6] cikkben ezt az aranyt 3, 55-re
javitjak.

A tovabbiakban a fejezet elején megfogalmazott verziora, azaz az AsymG-re fo-
gunk VPND problémaként hivatkozni, és ezt targyaljuk részletesebben ebben a szak-
dolgozatban. Megprobalunk minél jobb kozelitési aranyt, polinomiélis futasi ideji
algoritmusokat adni, majd ezeket a gyakorlatban is leimplementaljuk és teszteljiik

kiilonféle inputokon.

1.2. Eszrevételek

A [12] cikket kovetve tehetiink néhany feltételezést, amelyek jelentsen leegysze-
risitik a problémat.

Minden v terminalt képzeletben felbonthatunk b,,(v) darab kiildé (sender), és
bin(v) darab vevé (receiver) termindlra. j terminélt akkor nevezziik kiildének, ha
bin(7) = 0 és by (j) = 1, vevének pedig akkor, ha b;,(7) = 0 és by (j) = 1.

Igy az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy minden terminél
vagy kiilds, vagy vevs. Ehhez elegendd azt kikotniink, hogy az eredeti grafbeli u és
v terminalok mésolatai kozott ugyanazokat az utakat jeloljik ki (V(u,v) € T'x T)).

Legyen mostantol S a kiildsk, R a vevSk halmaza, tovabba legyen R = |R| és
S = |S]. A szakdolgozat tovabbi részében feltételezziik, hogy R > S. Szimmetria

miatt ezt megtehetjiik az altalanossdg megszoritasa nélkiil.



1. Bevezetés, definiciok

Legyen B = (SUR, EP) teljes paros graf. Ekkor az eredeti grafbeli élekhez kell
kapacitasokat rendelniink, és a terminalparok kozotti utak P halmazat kijelélniink
ugy, hogy P-ben B minden sr éléhez legyen egy Py, Ut, és B minden parositasat
ezeken az utakon irdnyitva, minden élen legyen elég kapacitas.

Mas szdval, az eredeti graf minden e élére teljesiil a kovetkezd:

{P.s € Ple€ P, rs € M}| <u(e), B-nek minden M parositasara. (1.1)

Megjegyzés. Vegylik észre, hogy a P utak egyértelmien meghatarozzak a hozzajuk
tartoz6 minimalis u-t. Tehat elegendé megkeresniink azokat az utakat, amelyek a

minimalis koltségi kapacitasfiiggvényt adjak.

5. Definicié (Elstlyozott egyszerti graf metrikus lezartja). Az eredeti graf cstcshal-
mazan értelmezett teljes graf, amelynek minden éléhez a két végpontjanak eredeti
grafbeli tavolsagat rendeljiik koltségként. Ha két cstcs kozott nincs 0t az eredeti
grafban, akkor a tavolsdgukat +oo-nek definidljuk (a mi esetiinkben ez nem fog

el6fordulni, mivel 6sszefliggs grafokkal dolgozunk).

Konnyt latni, hogy G metrikus lezartjaban a kiildsk és a vevk kozotti barmely
parositas Osszkoltsége also korlat az optimumra. Jeldlje ¢(u,v) az u és v csticsok
tavolsagat G-ben. B éleihez ((r, s) koltségeket rendelve azt kapjuk, hogy barmely

B-beli parositas osszkoltsége also korlat.

1. Lemma (|12]). Legyen B(S U R, Ep) a kilddkin és vevdkin értelmezett teljes
pdros grdf, az élkoltségek (0 : Ep — Rsq) legyenek a G-beli tavolsdgok a ¢ élkiltség-
fiigguénnyel. Ekkor barmely B-beli pdrositas dsszkéltsége also korlat a VPND feladat

optimumdra.



2. fejezet

Alsé6 korlat az optimumral

Ebben a fejezetben mutatunk egy alsd becslést a VPND feladat optimumeérté-
kére, javitva az 1. lemmé&bol kapott eredményen. Bebizonyitjuk, hogy az S U R'-n
¢ koltségfiiggvénnyel értelmezett teljes (nem feltétleniil paros) graf barmely pérosi-
tasanak osszkoltsége also becslést ad, ahol R’ egy tetszdleges S elemt részhalmaza
R-nek. Mivel ebbe beletartoznak az SUR paros graf parositasai is, ezzel javitunk az
el6z6 fejezetben kapott eredményen. A bizonyitashoz Hu 2-termékes folyam tételét

[13] fogjuk felhasznélni.

1. Tétel (Hu 2-termékes folyam tétele [13]). Adott G = (V, E) egyszert grdf, u :
E — Rsq kapacitdsfiiggvény, (s1,71), (S2,72) csucspdrok, valamint dy,ds € Rsq igé-
nyek. Pontosan akkor létezik (tort) 2-termékes folyam dy és dy értékekkel, ha minden
U C V részhalmazra teljesil a vdgdsi feltétel, azaz u(5(U)) > dyx1(U) + dax2(U).
Itt §(U) az U dltal meghatdrozott vagds éleit jeloli, és i € 1,2-re x;(U) =1, ha a
d(U) wvagas elvdlasztja s;-t és ri-t (vagyis a vdgds kiillonbézd oldaldn vannak), kiilon-

ben x;(U) = 0.

1. Kévetkezmény. Adott G = (V, E) egyszerd grif, v : E — Rsq kapacitasfiggvény
és (s1,82), (r1,m2) € V csicsparok. Legyen minden igény 1. Ha létezik 2-termékes fo-
lyam az (s1,71), (S2,72) €s az (s1,132), (S2,71) pdrokra, akkor létezik 2-termékes folyam

az (s1,82), (r1,r2) pdrokra is.

Bizonyitds. Ha minden igény 1, a vagési feltétel ekvivalens azzal, hogy w(6(U))

legalabb akkora, mint a §(U) vagas altal szétvalasztott parok szama.

'Ez a fejezet részben a [6] cikk alapjan késziilt



2. Alsé korlat az optimumra

Hu tétele miatt elegend6 megmutatni, hogy ha a vagasi feltétel teljesiil az
(s1,71), (S2,72) és az (s1,72),(s2,71) parokra, akkor teljesiil az (si,s2), (11,72) Pé-

rokra is. Vegylink ehhez egy tetszéleges U C V' halmazt.

1. Ha a §(U) vagas nem valasztja szét sem az (s1, s2), sem az (11, 79) part:

Az egyenlétlenség jobb oldala 0, igy a feltétel trividlisan teljestil.

2. Ha pontosan az egyik part valasztja szét:
Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy (s, s2)-t valasztja
szét, (r1,72) eset hasonlo.
Ekkor a vagas szétvalasztja vagy az (si,71), vagy az (sg,r1) part (kiilonben
s1 és sy a vagasnak ugyanazon az oldalan lennének). Tehét ebben az esetben

u(6(U)) > 1.

3. Ha mindkeét part szétvalasztja: A vagas szétvalasztja vagy az (s1,71) és (S2,72),
vagy az (S1,12) és (s2,r1) parokat, igy u(d(U)) > 2. Tehat ebben az esetben is

teljesiil a feltételiink.

Ezzel minden esetre belattuk, hogy teljesiil a vagasi feltétel.

]

Megjegyzés. Ha megkoveteliink egész értéki folyamokat, ez méar nem feltétleniil igaz.
Tudjuk, hogy egész értékii 2-termékes folyam keresése NP-nehéz [8]. Hu eredményé-
bl viszont kovetkezik, hogy ilyen esetben mindig létezik félegész (egész szam fele)

értékd folyam.

A kovetkez6 lemma azt mondja ki, hogy az S és R k darab részhalmazra valo
particionalasa, és az igy kapott k részfeladat optimumértékeinek osszege also korlatot

ad az eredeti feladat optimuméra.

2. Lemma. Legyen Si,95,...,Sr S-nek egy particidja, és Ry, Rs, ..., Ry R-nek
eqy particioja. Legyen I; a VPND feladat példinya a G grdfon S; kilddkkel és R;
vevdkkel, valamint legyen OPT; az I; példdny optimumértéke. Ekkor:

k
Z OPT, < OPT.
=1

Bizonyitds. Legyen P az eredeti feladat optimalis Gthalmaza, u pedig a hozza tar-

tozo kapacitasfiiggvény. Legyen P; C P azon utak halmaza, amelyeknek mindkét



2. Alsé korlat az optimumra

végpontja S; U R;-ben van. Konnyt latni, hogy P; optimélis megoldast ad az I; rész-
feladatra (mert kilénben P sem lenne optimélis). Legyen w; : E — Rso a P;-hez
tartozo kapacitasfiiggvény. Elegends megmutatni, hogy u(e) > Zle u;(e) minden

e € E élre. (1.1)-bol kovetkezik, hogy minden ¢ € {1,2,..., k}-ra:

u;(e) = mj\?x]{Prs € P |le€ Pyésrse M},

ahol M; végigmegy az Osszes S; és R; kozotti parositason.

Jelolje M; azt a parositast, amelyen a maximum felvétetik. Ekkor az M :=
Ule M; diszjunkt uni6 egy parositas az S U R paros grafon.

Igy az (1.1)-bél kévetkezik, hogy:

k k
u(e) > {P  €PlecPyesrsc MY =Y {P.€P|ecPyésrse M} =) ule)
i=1 i=1
minden e € E-re. Ezzel az allitast belattuk. O

Most mar készen allunk a kovetkezs tétel bizonyitaséara:

2. Tétel. Vegyiink egy S elemd R’ C R részhalmazt (létezik ilyen, mivel feltételeztiik,
hogy R > S). Legyen M egy pdrositis az S UR'-n értelmezett teljes grifon. Ekkor:

Z ((v,w) < OPT.

vweM
Bizonyitds. Legyen & = {s1,89,...,8s} és R' = {ry,re,...,rg}. Trividlis, hogy
elegendd csak teljes péarositasokra bizonyitani a tételt. Tegyiik fel (az altalanosséag

megszoritasa nélkiil), hogy a parositas a kovetkezs élekbdl all:

5182, 8354, - - ., S2k—152k
rre, 304, ..., Tok—1T2k
Sok+1T2k+1, S2k+2T2k+2, - - -, SST'S.-

Vegyiik S és R’ kovetkezs particionélasat:
Si = {s2i-1, 82}, Ry = {raic1,m2i}, 1< <k,

Si={s;}, R, ={r;}, 2k+1<i<8.



2. Alsé korlat az optimumra

Legyen I; a VPND feladat példanya S; kiild6kkel és R, vevSkkel, valamint le-
gyen OPT; az I; optimumértéke. A 2. lemma miatt elegendé azt bizonyitani, hogy
0(s9i_1,89;) + U(ro;_1,19;) < OPTy, Vi € {1,2,...,k}.

Az I; részfeladat optimélis megoldasa egy olyan kapacitasfiiggvény, amely meg-
enged 2-termékes folyamot az (Sa;_1,72i-1), (S2i,72i) €8 az (S9i-1,79), (S2i, T2i—1) Pé-
rokra. Az 1. kovetkezmény szerint ez a kapacitasfiiggvény az (Sa;—1, S2:), (r2i—1, 72i)
parokra is megenged 2-termékes folyamot. Tehat OPT; legalabb f¢(so;_1,S2;) +

0(roi_1,79;), és ezzel készen vagyunk a bizonyitéssal. O

2.1. Algoritmus az als6é korlat kiszamitasara

A gyakorlatban nem éri meg a maximalis Osszstulyi SUR' péarositast megkeresni,
mivel ehhez R-nek (1;) darab részhalmazat kellene végignézniink. Helyette megfelel
az is, ha elGszor R U S-ben keressiik meg a maximaélis sulyu parositast, majd ebbsl
toroljiik a legkisebb R-R éleket, pontosan annyit darabot, hogy ugyanannyi R-R
él legyen, mint S-S él (mivel R > S, R-R élbdl legalabb annyit valasztottunk ki,
mint S-S élbél). Igy kapunk egy teljes parositast S U R'-n, ahol R’ egy S elemi
részhalmaza R-nek.

Ezzel a kovetkezd problémaba iitkoziink: ha R U S-en futtatunk egy maximalis
stlyu parositas algoritmust (példaul Edmonds [5]), a kapott futasi id6 nem az input
méretében, hanem R + S-ben lesz polinomialis. Mi viszont er&sen polinomiélis fu-
tasi idejd algoritmust szeretnénk. Ehhez mindenképp el kell keriilniink a terminalok

szétbontéasat kildékre és vevkre.

6. Definici6é (Max b-matching feladat). Adott G(V, E) egyszert graf a ¢ : E — Rxq
élsulyozassal, tovabba adott minden v csticsra egy b(v) korlat, b : V. — Zsq. b-
matchingnek nevezziik azt az v : £ — Z>( nemnegativ egész élsulyozést, amely-
re Yo € V @ Y cpz(uv) < b(v). Keressiik azt az z b-matchinget, amelyre
Y e c(e)r(e) maximalis. Azaz tgy szeretnénk kivalasztani éleket (ugyanazt az élt
tobbszor is kivalaszthatjuk) maximalis 6sszstllyal, hogy minden v cstcsnak legfel-

jebb b(v) éle legyen.

Vegyiik észre, hogy az R U S teljes grafbeli maximalis sulyu parositas feladat
visszavezetheté max b-matchingre a metrikus lezart T' altal feszitett részgrafjan,

b(v) = bin(v) + bout(v) korlatokkal.



2. Alsé korlat az optimumra

Igy sajnos nem tudjuk biztosan megmondani, hogy a kapott parositasban me-
lyek voltak az R-R, illetve az S-S élek, hogy tordlhessiik a megfelelg szami R-R
élt. Bzt a problémat ugy tudjuk megoldani, hogy minden terminalt megduplazunk:
legyenek v masolatai vy, és voy. Az 1 grafon legyenek a korlatok b(vi,) = by (v),
illetve b(vour) = bout(v), valamint legyen az j élsulyozas ¢'(u*v*) = f(uv),Vu* €
{Win, Uout }, V* € {Vin, Vour }. Ezen a grafon maximélis b-matchinget keresve egy pé-
rositasbeli él mindkét végpontjarol biztosan meg tudjuk mondani, hogy kiildé vagy
vevé volt.

A max b-matching egy jol ismert, részletesen kutatott probléma, amelyre is-
meriink polinomialis futéasi ideji algoritmusokat, példaul a [1| cikkben bemutatott
algoritmus O(|T|?)-ben adja meg ennek a 2|T| csticst teljes grafnak a maximalis
b-matchingjét.

Algoritmus az als6 korlat kiszamitasara: (pszeudokod)

VieT:
Dijkstra(i) // a kapott £(ij) tavolsagokat eltaroljuk
T’ és ¢/ megkonstrualasa
VieT:
b(iin) := bin(7)
b(iout) = bout(i)
M := MaxBMatching(7", ¢, b)
output: (M)

Aszimptotikus futasi id6: O(|T||E|log [V |+ |T|*) = O(|T|(|E|log |V |+ |T?)), a
Dijkstra-algoritmus klasszikus binaris kupacos implementéci6jat hasznalva.

Megjegyzés. A Dijkstrat d-edfoki vagy Fibonacci-kupaccal implementalva ennél jobb
aszimptotikus futasi idét is el tudunk érni. Ezek azonban csak elméletben adnak jobb
futasi id6t, a gyakorlatban sokkal lassabbak szoktak lenni a nagy konstans szorzok

miatt [2]. Ezért a tovabbiakban a binaris kupacos implementéciot fogjuk hasznélni.
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3. fejezet

Kozelit6é algoritmusok

3.1. Determinisztikus algoritmus
Otlet (1. algoritmus) [6]:

(1) Keressiik meg a v € V csticsot, amely minimalizalja a ) s ¥(s,v) +
> ver U(r,v) Osszeget.
(2) Minden v € R U S-re az u és v kozotti legrovidebb ut mentén adjunk

hozza 1 kapacitast az élekhez.

Megjegyzés. Konnyt latni, hogy az algoritmus fa megoldast ad, mivel v-bél Dijkstra-
algoritmust inditva kapunk egy v gyokert feny6t a legrovidebb utakbol, és pontosan
a fenyd élei fognak pozitiv kapacitast kapni. P, ;-nek a fabeli (egyértelmt) ¢ — j utat

megvalasztva latszik, hogy ez egy megengedett megoldas lesz.

Ismert, hogy ez az algoritmus optiméalis megoldast ad a SymT [11], illetve a BalT
[14] verziora. Tovabba azt is megmutatték, hogy SymG-re 2-kozelits [11].

Megjegyzés. Az 1. algoritmus "nem tesz kiilonbséget" kiilddk és vevdk kozott, csak a
bin + bous értékeket nézi. Innen latszik, hogy ha R sokkal nagyobb S-nél, nem mindig
ad jo kozelitést.

A kovetkezSkben az optimumértékre kapott alsd korlatot felhasznalva belatjuk,

hogy az 1. algoritmus 1 + %—kb’zelitc’i.

Megjegyzés. Innen trivialisan kovetkezni fog, hogy BalG-re is 2-kozelit6, mivel ebben

a verzibban R = S.

A bizonyitashoz el6bb az alabbi lemmara lesz sziikségiink:

11



3. Kozelit6 algoritmusok

3. Lemma. [6]

> > Us,r) < R-OPT, (2)

sES reR

ahol OPT pedig a feladat optimumeértéke.

Bizonyitds. Legyen B(S U R, EP) teljes paros graf, ¢ : EP — Ry, élkdltségliige-
vénnyel. B éleit fel tudjuk osztani R db diszjunkt parositasra, legyen ezen parosi-

tasok halmaza M. Ekkor az 1. lemma miatt VM € M parositasra ¢(M) < OPT,

igy:
) Us,r)= > UM) < R-OPT
seES reR MeM
Ezzel a lemmat belattuk. Készen allunk a kozelitési arany bizonyitasara. O]

3. Tétel. [6] Az 1. algoritmus 1 + £-kizelito.

Bizonyitds. Legyen G™(RUS, E™) RUS metrikus lezartja, azaz a teljes graf az RUS
csucshalmazon, ¢ élkoltségfiiggvénnyel. Megmutatjuk, hogy létezik olyan u € RUS,

amelyre:

> f(uv) < (14 E)OPT,

vERUS S
vagyis az u kdzéppontu teljes csillaggraf osszkoltsége legfeljebb (1 + £)OPT.
Ha R = S, akkor E™ éleit fel tudjuk osztani 25 —1 diszjunkt teljes parositasra. A
2. tétel szerint minden péarositis 6sszkoltsége alsd korlatja OPT-nak. Mivel minden

élt pontosan két csillaggraf tartalmaz:

> tluv) =20(E™) < 2(28 — 1)OPT.

uERUS vERUS

Igy kell léteznie legalabb egy csillaggrafnak, amelynek osszkoltsége legfeljebb
205 UOPT - 20PT = (1 + £)OPT.

A tovébbiakban tegyiik fel, hogy R > S. Jeldlje Mg és M alegfeljebb | 2] elemi
parositasok halmazat, amelyek csak kiildéket, illetve csak vevSket tartalmaznak. A

2. tételbdl kovetkezik, hogy:
g(Ms) + E(MR) < OPT VMge Mg, Mr € Mz (3)
Innentdl két esetet kiilonboztetiink meg:

(A) ((Ms) < %,VMS € Ms
Legyen G%¢ G™ S altal feszitett részgrafja. Mivel G'¢ éleit fel tudjuk osztani S db

12



3. Kozelit6 algoritmusok

diszjunkt parositasra:

SN s s) =2(EY) < 25@ — 5. OPT. (4)

s'eS s€S

(4)-bol és (2)-bsl a kovetkezot kapjuk:

Z(ZES s+2€s 7") (S+ R)OPT.
s'eS \seS reR

Ez azt jelenti, hogy léteznie kell legalabb egy s* kiild6nek, amelyre:

> st v) < (14 g)OPT.

vESUR

(B) ((Ms) > 2T (valamelyik) maximalis sszkdltségli Ms € Mg-re.
Legyen a megszokott jeloléssel G a metrikus lezart R altal feszitett részgréfja.

Megmutatjuk, hogy barmely G’3-beli maximalis elemszamu M péarositasra:

win < 2251 5)

Mivel G%3 éleit legfeljebb R db maximalis parositasra tudjuk particionalni:

PT 2
SN ) < 2350— ~opr.
2 S
r"eRreR
(2)-t hozzéadva kapjuk:
R2
Z Zﬁsr +Z€rr R+?)OPT
r'eR \seS reR

Ebbdl kovetkezik, hogy 1étezik olyan r* vevs, amelyre:

> ) < (14 g)OPT.

vESUR

(5) bizonyitasat két esetre bontjuk, S paritasatol figgsen:
(B.1) S paros.
A 2. tételbdl és az ((Ms) > 2L feltételbsl kovetkezik, hogy ((Mg) < L

minden Myr € Mgy péarositasra. Mivel M egy maximélis elemszamii parosités,

13



3. Kozelit6 algoritmusok

M| = [ ] > 2. Vegyiik M-nek az 2 legnagyobb koltségi élét, jeldlje ezt a pa-
rositast M'. Mivel M’ € Mg, (M') < 22T, Ebbol kovetkezik, hogy M éleinek
atlagos koltsége legfeljebb OE/TQ/ 2 = OISDT, amibdl:
OPT ROPT ROPT

- 2 S S 2

(M) < |M|

(B.2) S paratlan.
Legyen s* a kiild6, amit az Mg parositas nem tartalmaz. Minden Mgz € Mg péro-

sitasra és rj € R-re, amit Mp nem tartalmaz, a 2. tétel szerint:

((Ms) + £(Mg) + £(s*,r}) < OPT,

tehat: OPT
((Mp)+L(s*,1]) < —

Vegyiink egy masik r3 vevst, ami nincs parositva. Ilyen létezik, mivel R > S.
(-re trividlisan teljesiil a haromszog-egyenlStlenség: (15, r5) < 0(s*,ry) + £(s*,73).
Igy:

OPT

(M) + 505 78) < S0 )

minden Mz € Mg-re és 1}, rs parositatlan vevékre.
Legyen M-nek az % legnagyobb koltségd éle M’ (parositas), és legyen e’ az
541 edik. Mivel M’ € Mg, (6) miatt

(o) + Loy < YT
5 5
_ orr
S
amibél OPT ROPT ROPT
() < M =375 ~ 95 3
0

14



3. Kozelit6 algoritmusok

3.2. Az 1. algoritmus implementaci6ja

Konnyt észrevenni, hogy az implementacioban nem sziikséges a terminélokat fel-
bontani kiild6kre és vevékre, mivel a tavolsagdsszeg, amit minimalizalni szeretnénk,
felirhat6 a kovetkezs formaban:

> (bin(i) + bou (i) )£(vi),

€T
Vv € V csicsra. Igy elérhetd az erdsen polinomialis futési idé.

Megjegyzés. Ahhoz, hogy minden cstuicsra megkapjuk a fenti téavolsadgosszeget, nem
kell minden csticsbol Dijkstrat futtatnunk. Elegendd csak a terminalokbol inditani,
majd minden csticsra 6sszeadni a terminaloktol vett tavolsagokat (b;, 4D,y értékekkel

szorozva). |T| < |V| esetén ez jelentésen jobb futasi id6t ad.

1. algoritmus: (pszeudokod)

Vi € V : tavolsagosszeg(i) := 0
VieT:

Dijkstra(i) // a kapott £(ij) tavolsagokat eltaroljuk

VieV:

tavolsagosszeg(j) := tavolsagosszeg(j) + (bin () + bout(7))€(i7)

v = argmin,y tavolsagosszeg(i)
Dijkstra(v) // minden csticsnak eltaroljuk a sziil6jét a kapott fenySben
// igy rekonstrualni tudjuk a legrévidebb utakat

VieT:
ji=1
while 7 # v:

U(], SZUI(’)’(])) = U(], SZUIé(])) + bm(z) + bout(l)
J = szils(y)

Aszimptotikus futasi id6: O(|T||E|log|V| + |T||V|) = O(|T||E|log |V])
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3. Kozelit6 algoritmusok

3.3. Randomizalt algoritmus
Otlet (2. algoritmus) [6]:

(1) Rakjunk minden vevét véletlenszertien S darab (kezdetben tires) részhal-
maz egyikébe, egyenletesen, egymastol fiiggetleniil. Igy R-nek egy par-
ticiojat kapjuk. A particié nemiires részhalmazai koziil valasszuk ki az

egyik R’ részhalmazt véletlenszeriien, egyenletesen.

(2) Minden s € S kiild6re szamitsunk ki egy 2-kozelits Steiner-fat! az {s} U
R’ terminalhalmazon (jeloljiik ezt T'(s)-sel), majd ennek minden éléhez

adjunk hozza 1 kapacitéast.

(3) Minden r € R vevére az r és R’ kozotti legrovidebb it mentén adjunk

hozza 1 kapacitast az élekhez.

Minden (s, r) kiild6-vevs parra a kovetkezs utat jeloljik ki:

Legyen r* R’-nek az r-hez legkozelebbi eleme (ha t6bb is van, akkor a 3. fazisban
kivalasztott). Vegyiik a T'(s)-beli (egyértelmid) s — r* 1t és az r* — r kozotti (egyik)
legrovidebb ut konkatenaciojat. Mivel nem biztos, hogy ez ut (csak séta), toroljiik
bel6le a korcket addig, amig nem kapunk utat. Kénnyt latni, hogy a kapott élkapa-
citasok mar a korok torlése nélkiil is megengednék a sétakat. Igy tehat megengedett

megoldast kapunk.
Megjegyzés. Ellentétben az 1. algoritmussal, ez nem mindig ad fa megoldést.

A 2. algoritmus kozelitési ardnyanak bizonyitasdhoz el6bb sziikségiink lesz par
lemmaéra. A tovabbiakban jeloljiik st(V')-vel a V' terminalhalmazon vett optimalis

Steiner-fa koltségét.

2. Kovetkezmeény. (6] Vegyiik R-nek eqy R, Ra, ..., Rs particidjdt, valamint egy
tetszdleges teljes pdrositist S és a részhalmazok kozétt. Jelolje R(s) az s-hez pd-
rositott részhalmazt. Az {s} U R(s) termindlhalmazokon vett optimdlis Steiner-fdk

koltségeinek Osszege also korlatot ad a VPND optimumértékére:

> st({s} UR(s)) < OPT

seS

Léteznek ennél jobb kozelitési aranyt algoritmusok is a Steiner-fa feladatra, jelenleg (2025
majus) 1,39 a legjobb [3]. Mivel ez kiviil esik a szakdolgozatom keretein, az egyszertiség (és a jobb
futéasi id6) kedvéért megelégsziink egy kozismert 2-kozelitd algoritmussal.
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3. Kozelit6 algoritmusok

Bizonyitds. Ez kovetkezik a 2. lemmabol, mivel az {s} U R(s) terminalhalmazon
vett VPND feladat megoldasanak tartalmaznia kell egy Steiner-fit ugyanezen a

terminalhalmazon. O

4. Lemma. [6] Egy véletlenszerien, eqyenletes eloszldssal vdlasztott 8 € S esetén:

OPT

Bizonyitds. Vegylik a kdvetkezs véletlen folyamatot: minden vevét hozzarendeliink

E[st({sTUR)] <

egy egyenletesen véletlenszertien valasztott kiildShoz. Jelolje R(s) az s-hez rendelt
vevsk részhalmazat. A R(s) részhalmazok R-t S db (esetleg tires) részhalmazra

particionaljéak. Igy az 1. kovetkezmény szerint:

> st({s} UR(s)) < OPT

seS

Ez azt jelenti, hogy egy egyenletesen véletlenszertien kivalasztott s’ kiild6re:

Elst({s UR() < Tot

Jelolje A azt az eseményt, hogy R(s') iires. Felirva a teljes valoszintiség tételét:

E[st({s'} UR(s"))] = P(A)E [st({s}UR(s)) | A] + P(A)E [st({s'} UR(s)) | 14_1]

Eszrevehetjiik, hogy:

Valamint azt, hogy:
E[st({s'} UR(s)) | Al = E[st({s'})] = 0

Igy

E[st({s'} EJ R(s"))] < OPT
P(A) S (1 — e‘%)

Mivel R(s') feltételes eloszlasa A-t feltéve megegyezik R’ eloszlasaval:

E[st({sTUR(S)) | A] =

OPT

Est({s'} UR)] = E [st({s} UR(s)) | 4] <

17



3. Kozelit6 algoritmusok
O

5. Lemma. [6] A 2. algoritmus 2. fizisiban a hozzdadott kapacitdisok vdrhato dssz-

kéltsége legfeljebb:

Y

Bizonyitds. A varhato Osszkoltség:

> cT(s))

seS

E

ahol ¢(7T'(s)) a T'(s) Steiner-fa koltsége. Mivel 2-kozelits:

c(T(s)) < 2st({s} UR)

20PT

1—e"5

R

Legyen s’ egy egyenletesen véletlenszertien valasztott kiilds. A 4. lemma szerint:

] =2SE[st({s'} UR")] <
[

Z st({s}UR)

<2F
seS

> o(T(s))

seS

6. Lemma. [6] A 3. fazisban a hozzdadott kapacitdsok vdrhato dsszkoltsége szintén

E

il

20PT
e

legfeljebb:

1—e %
Bizonyitds. El6szor vegyiik észre, hogy barmely két kiilonbozs ' # " vevér

annak a feltételes valoszintisége, hogy r” € R, r' € R'-t feltéve.
Ha R*-gal jeloliink egy egyenletesen véletlenszertien kivalasztott (esetleg iires)

részhalmazt a particiobol:
P(r'e R*:NR*#0) P(r'eR") i
P /G R/ — P / E R* R* @ — — — S .
(reR) =Pl [ R #0) P(R* #0) P(R*#0) 1—-(1—1)F
Hasonloéan:
(5)”
1—(1- %)R

PirreR nr"eR) =

18



3. Kozelit6 algoritmusok

Igy valoban:

" Py /_P(T//GRIQT/ER/)_(l)2/(1_(1_l)R)_1
PO ER I ER) = =per)  ~ M- 0-1® 5

Most pedig tekintsiik a kovetkezd véletlen folyamatot:

Kezdetben legyen A = B = {r'}, ahol r’ egy egyenletesen véletlenszertien kiva-

lasztott vevs. Majd minden iterécioban:

e vegyiik azt az (egyik) r € R\ A vevét, amely a legkozelebb van B-hez

o Ai=AU{r}

1

e - valoszintiséggel:

— 1 és B kozotti legrovidebb 1t éleihez 1 kapacitast adunk

- B:=BU{r}
e kiilonben r és B kozotti legrovidebb 1t éleihez 1 kapacitast adunk

Ezt addig iteraljuk, amig A # R.

Konnyt latni, hogy ennek a véletlen folyamatnak a végén B eloszlasa ugyanaz,
mint R’-nek. Jelolje a tovabbiakban ((v,V’) egy v cstcs és egy V' csticshalmaz
kozotti tavolsagot, r; a t-edik iteracioban kivalasztott vevét, By pedig a B halmazt

a t-edik iteraciéban.

E|> (rnR)| =E|> B <E| > (r.B)| =

reR\R/ reR\B r¢e€R\B

=F <FE =F

§:<1—%)am80

rt€ER

2:(%)sanlﬁ

rtER

> St By)

r+€B

’

ahol az egyenlGtlenség onnan adodik, hogy B; C B, Vt.
Eszrevehetjiik, hogy ez utébbi pontosan S-szerese annak a varhato koltségnek,
amit B metrikus lezartjan az r’-bdl inditott Prim-algoritmus ad. Ismert, hogy ez

2-kozelitést ad a Steiner-fa feladatra [15], igy tehéat:
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3. Kozelit6 algoritmusok

E|Y  Si(r,B)

re€B

< 2SE[st(B)] = 2SE [st(R)].

4. lemma szerint egy egyenletesen véletlenszertien valasztott s kiildére:

OPT

E[st(R)] < E[st({s'} UR')] <
Tehat Gsszességében:

E

OPT 20PT
E r,R)| <28 = .
reR (T )] S <1 — e_%> 1-— 67%

4. Tétel. A 2. algoritmus —2— -kozelitd

l—-e  §

Bizonyitds. Trividlis kovetkezménye a 3. és 4. lemmaknak.
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3.4. A 2. algoritmus implementaci6ja

1. fazis: Ahogy azt a 6. lemma bizonyitdsaban lathattuk, R’ kivalasztasa szimulél-

hato a kovetkezSképpen:

- Valasszunk ki egy ' € R-t a egyenletesen véletlenszertien, és adjuk hozza a

halmazhoz.

- A tobbi vevé mindegyikét é valoszintiséggel adjuk hozza a halmazhoz, egy-

mastol fiiggetlentil.

Megjegyzés. Ezt a véletlen folyamatot ebben a formaban leszimulalni O(R) lépést
igényelne. Ha erdsen polinomialis futasi idét szeretnénk, akkor ennél okosabbnak
kell lenniink. Vegyiik észre, hogy az algoritmus hatralevs részében mindegy, hogy
egy adott terminalhoz tartozo vevsk koziil hanyat vettiink be R’-be. Csak az sza-
mit, hogy bevettiink-e legalabb egyet, tehat elegendd csak ezt szimulédlnunk. Annak
a valoszintisége, hogy egy v terminélnak egy vevéjét sem vettiik be, p, = (1— %)bm (v)
(kivéve a kezdetben kivalasztott r'-t). Ezek kiilonb6z6 terminalokra fiiggetlen valo-
szintiségi események. Minden v-re a p, valosziniiség kiszamithato O(1) futési idében
lebegdpontos miiveletekkel (ha a bitek szamat konstansnak vessziik), valamint szin-
tén O(1)-ben szimulalhato egy valoszintségi valtozo, amely p, valoszintiséggel hamis,
kiilonben igaz. A kezdeti v’ kivalasztasa megoldhato egy véletlen egész szam gene-

ralasaval [0, R — 1]-bdl egyenletesen.

2. fazis: Kozismert, hogy a kdvetkezd algoritmus 2-kozelitést ad a minimalis koltségt

Steiner-fa feladatra [15]:

- Keészistiik el a graf metrikus lezartjanak a terminélok altal feszitett részgrafjat.

- Ebben keressiink minimaélis feszitéfat (példaul Prim-, Kruskal- vagy egyéb al-

goritmussal)

- A minimélis feszitéfa minden élére az annak megfelels eredeti gréafbeli éleket,
azaz a két végpontja kozti eredeti grafbeli (barmelyik) legrovidebb ut éleit

adjuk hozza a megoldashoz

- Mivel nem biztos, hogy az igy kapott részgraf fa, vegyiik a(z egyik) minimaélis

feszit6fajat, a tobbi élt pedig tordljiik belsle
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Megjegyzés. Legyen F a minimalis feszit6fa a metrikus lezart R’ altal feszitett rész-
grafjan. Vegyiik észre, hogy ehhez egy 1j s csticsot és a hozzé tartozo éleket hozzaad-
va, az (egyik) 4j minimalis feszit6fa élei csak F'UJ(s)-bdl kertilhetnek ki (ahol d(s) az
s éleinek halmaza a metrikus lezartban). Ez azt jelenti, hogy elegendd csak ezekre az
élekre futtatni a minimalis feszitéfa algoritmust. Ha F-et méar kiszamitottuk, az 1j
miniméalis feszitéfat O(|T'| log|T’|)-ben meg tudjuk kapni. Ezzel az optimalizacioval
jelentdsen jobb futéasi id6t kapunk, mint ha minden R’ U {s}-re az elejétdl kezdve
szamitanank ki Gjra a minimalis feszit&fat.

Megjegyzés. A metrikus lezart T' altal feszitett részgrafjat elég csak egyszer elkészi-
teni, és amugy is, az Osszes tobbi algoritmusunknak is része az, hogy Dijkstrakat
futtatunk a terminalokbol. Igy ennek az algoritmusnak a legkdltségesebb része az
utolso két 1épés marad: a minimalis feszit6fabol elkésziteni a Steiner-fat az erede-
ti grafon. Mivel mér a minimalis feszit6fa Gsszkoltsége is 2-kozelités az optimaélis
Steiner-fa koltségére [15], sokszor ez is megfelel, és az utolsd két lépést kihagyhat-
juk teljesen. Ezt a 4. fejezetben bévebben kifejtem. Egyel6re implementaljuk le az

algoritmust a fent leirt formaban.

3. fazis: a legrévidebb utakat megkaphatjuk egyetlen, tobb forrasa Dijkstra
futtatasaval (a Dijkstrat egy képzeletbeli cstucsbol inditjuk, amelybdl 0 koltségii

éleket huzunk R’ cstcsaiba).

Az alabbi implementaci6é aszimptotikus futasi ideje:

O(IT||E|log |V| + | E| log | E| + T2 og |T| + |T|(|T | log | T| + T||V'|log |V'| + | E)) =
O(IT|(|E| +[T(IV]) log [V])

(Dijkstrak + élek rendezése + Kruskalok + utak rekonstrualasa)
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2. algoritmus (pszeudokod):

// 1. fazis
R =10
r’ ;= RandomEg¢sz[0, R — 1]
Vv € T, by, (v) > 0:
=1 — by (v)
if r' <0:
R =R U{v}
break
Yv € T, by, (v) > 0,v ¢ R
pi=(1- %)bm("’)
if RandomValos|0, 1) > p:
R =R U{v}
// 2. fazis
VieT:
Dijkstra(i) // a tavolsagokat és a sziil6ket eltaroljuk
// az eredeti graf éleit elére rendezziik ¢ szerint, hogy gyorsitsunk a
// Kruskal-algoritmuson
F :=Kruskal(R', /) // Kruskal-algoritmus a metrikus lezérton
F szamlalo := 0
Vs € T, bout(s) > 0:
if s e R":
F szamlalo := F szamlalo + by (s)

else:
F' .= Kruskal(F' U §(s), ()
// ahol §(s) s éleinek halmaza a metrikus lezartban
Steiner := ()
Yuv € F":
// visszakovetjiik az u — v utat az u gyokerd Dijkstra-feny&ben
Ve € ut: Steiner := Steiner U {e}
Steiner := Kruskal(Steiner, ¢) // a rendezett éllistan végigiteralva,
// minden élre megnézziik, hogy bevettiik-e
Ve € Steiner: u(e) := u(e) + bour(S)
Steiner := ()
Yuv € F":

// visszakovetjiik az v — v utat az u gyokert Dijkstra-fenyGben
Ve € ut: Steiner := Steiner U {e}
Steiner := Kruskal(Steiner, ¢) // a rendezett éllistan végigiteralva,
// minden élre megnézziik, hogy bevettiik-e
Ve € Steiner: u(e) := u(e) + F szamlalo
// 3. fazis
Dijkstra(R') // tobb forrasu Dijkstra az eredeti grafon
Vr € T, by (r) > 0:
// visszakovetjiik a legrovidebb utat r-bsl R'-be
Ve € ut: u(e) := u(e) + bin(r)
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3.9. Osszegzés

Az NP-nehéz VPND feladatra két kozelit algoritmust mutattunk be: az egyik

determinisztikus, 1 + % kozelitési arannyal, a masik pedig randomizalt, varhato-

an —44 kozelitési ardnnyal. Lattuk, hogy mindketté megvalésithaté polinomialis

l—-e S
futéasi idében.

4

1—e

Vegyiik észre, hogy 1 + % ng, 7 viszont csokken % fiiggvényében.

114 1. alg
2. alg
10 A
9_
8_
z
.E 7_
m
£ °]
87
P4

3.1. abra. A két algoritmus kozelitési aranya % fliggvényében

Ahogy az a fenti abran is lathato, egy inputra mindkét algoritmust lefuttatva és
az eredmények minimuméat véve ~ 4, 17-es varhato kozelitési aranyt tudunk garan-
talni. Ezen javithatunk, ha a 2. algoritmus tobb futasanak vessziik a minimumaéat. A

kovetkezs fejezetben tobbek kozott ezzel is fogunk kisérletezni.

Megjegyzés. Ha a 2. algoritmus 2. fazisdban jobb kozelitési aranyu Steiner-fa algo-
ritmust hasznalunk, tovabb tudunk javitani a végsé kozelitési aranyon. Példaul ha
1, 39-kozelit6t 3| hasznalunk, a 4, 17-et le tudjuk csokkenteni &~ 3, 65-re. Ez ttlmutat

a szakdolgozatom keretein, de az elméleti lehetGséget fontosnak tartom megemliteni.
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4. fejezet

Tesztelés

Ebben a fejezetben az eddigiekben bemutatott algoritmusok C++ implementaci-
6it fogjuk tesztelni kiillonb6z6 inputokon, lemérve a futasi idket és Gsszehasonlitva a
kapott eredményeket. Tovabba, az optimumértékre also korlatot kiszamitva feliilrél
becsiiljiik az algoritmusaink kozelitési aranyait.

Az implementécithoz a LEMON nevtd C++ konyvtarat hasznaltam. Azért erre a
konyvtarra esett a valasztasom, mert a nekem sziikséges algoritmusok (pl. Dijkstra,
Kruskal) és adatszerkezetek (pl. grafok, csics/él mapek) nagy részét hatékonyan
megvalositottak benne. A LEMON, illetve annak dokumentéaci6ja és telepitési ut-
mutatdja elérhetd a https://lemon.cs.elte.hu cimen. Az altalam hasznalt ver-
zibszam: 1.3.1.

A C++ kodok forditdsahoz a g++ forditoprogram 15.1.1-es verzidjat hasznaltam
-02 optimalizacios szinttel és -std=c++17 szabvany megadésaval. A programokat

Arch Linux kérnyezetben futtattam, az alabbi hardverkonfiguracion:

e Lenovo ThinkPad T480s (20L7001NGE) laptop
e Intel(R) Core(TM) i7-8550U (8) @ 4.00 GHz

e 16GB DDR4 RAM, 2400 MHz

A tesztesetek generaldsdhoz a NetworkX nevi Python kényvtarat hasznaltam, a
grafikonok elkészitéséhez pedig a Matplotlib nevii konyvtarat. Az altalam hasznalt
Osszes C++ és Python kod, valamint az inputok és a kapott eredmények elérheték

a https://github.com/kalex3/vpnd cimen.
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4. Tesztelés

4.1. Eszrevételek, optimalizaciok

Mint mar emlitettem, ugyanazon a grafon elegendd csak egyszer lefuttatni a
|T| darab Dijkstrat. Ez O(|T||E|log |V]. A tavolsagokat eltarolva megkapjuk a graf
metrikus lezartjanak T altal feszitett részgrafjat, amire a 2. algoritmushoz sziikség
van. Ha a fenytket is eltaroljuk, rekonstrualni is tudjuk a legrévidebb utakat.

Ezutan az 1. algoritmus csak annyibol all, hogy kivéalasztjuk a legkisebb tavol-
sagosszegi csicsot, majd mindegyik terminélra visszakovetjiik az oda vezetd legro-
videbb utat. Ez O(|T||V]).

A 2. algoritmus legkoltségesebb része az marad, hogy a metrikus lezartbeli mi-
nimalis feszit6fak éleibdl elkészitsiik a Steiner-fikat az eredeti grafon. Ez a leg-
rosszabb esetben O(T) darab feszit6fara 6sszesen O(|T'|(|T||V | log|V| + | E])) lépést
igényel. T6bbszori futtatas esetén viszont erre nincs mindig sziikség: megtehetjiik
azt, hogy a generalt R'-kre elGszor csak a minimaélis feszitéfa koltségét szamitjuk ki
(ez O(|T|?log |T| 1épésben megoldhato fiiggetleniil az eredeti graf méretétél), majd
ehhez hozzdadjuk a 3. fazis koltségét (ez O(|T'|?), minden terminélra meghatarozzuk
a hozza legkozelebbi R'-beli terminal tavolsagat, és ezeket a by, értékekkel megszo-
rozva Osszeadjuk). Miutan megkaptuk ezt a fels6 becslést minden R'-re, kivalasztjuk
a legjobbakat és csak ezekre készitjiik el a Steiner-fakat (majd a kapott eredmények
minimumét vessziik). Ez sokat javit a futési idén.

Sziikségiink van tovabba egy als6 korlat kiszamitasara is. A 2. fejezetben kapott
eredmménnyel az a probléma, hogy csak kis %—ekre ad jo becslést. Viszont észre-
vehetjiik, a 2. algoritmus kozelitési ardnyanak bizonyitasabol az 1. kévetkezmény

szintén ad egy also korlatot:

Z st({s} UR(s)) < OPT,
seS
ahol R(s),Vs € S a vevSknek egy tetszéleges particidja.
Az optimaélis Steiner-fak koltségét alulrol tudjuk becsiilni 2-kozelitések felével.
Hétravan T darab minimalis feszit6fa kiszamitasa tgy, hogy a végss futasi id6 ne

fiiggjon T-t6l. Ezt megoldhatjuk példaul a kovetkezd algoritmussal:
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4. Tesztelés

Uj als6 korlat kiszamitasa (pszeudokéd):

sum := 0
while R > 0,5 > 0:
generaljunk R'-t a szokasos modon
valasszunk ki egy s-t véletlenszertien a nemnulla b,,; értéki terminalok koziil
min := 400
Vr e R
if by (1) < min :
min := by, (r)
if boye(s) < min :
min := by (s)
sum = sum + ¢(Kruskal(s UR'))/2

forr € R:
bin(r) = bin(r) — min
R:=R—min

bout (8) := bout(s) — min

S :=85—min

return sum

Mivel minden iteracioban lenullazunk legalabb egy 4j b;, vagy b, értéket, az algo-
ritmus legfeljebb 2|T'| iterdcioban véget ér. Igy tehat az algoritmus Gssz futasi ideje:

OQ@IT|- |T*log |T]) = O(IT|*log T').

Megjegyzés. El6fordulhat, hogy maradnak olyan vevék, amiket egyik kiild6hoz sem
rendeltiink hozza. Ezeket utolag hozzarendelve valamelyikhez, mivel egy terminal-
halmaz bévitésével az optimalis Steiner-fa koltsége nem csokkenhet, az algoritmus

végén kapott érték tovabbra is alsé korlat.

Mivel ez nagy % esetén jelentGsen jobb kozelitési aranyt garantal, mint a 2. fejezetben

kapott als6 korlat, a tovabbiakban ezt fogjuk hasznalni.

4.2. A tesztelés menete

Az algorimusainkat kiilonb6z6 cstcsszami és élstirtiségd grafokon futtatjuk.

Ugyanazon a grafon tobbféle terminalszamot és % aranyt is kiprobalunk. ElGszor

véletlen grafokon teszteljiik 6ket, majd pedig egy valodi grafon is.

Az eredményeket az % arany fiiggvényében fogjuk vizsgalni (mivel elsGsorban
ettdl fiigg, hogy melyik algoritmus teljesit jobban), tovabba egy also korlatot kisza-
mitva feliilrél becsiiljiik a kozelitési ardnyokat. Mint azt latni fogjuk, a gyakorlatban

az eddig ismert 3,55-0s elméleti aranynal [6] jeletSsen jobb eredményeket kapunk.
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4. Tesztelés

A 2. algoritmus 1000 futésabol a felsé becslés szerinti legjobb 10 minimumat vet-
tem. A felsé becsléseket Osszeatlagoltam, ezzel kozelitettem a 2. algoritmus varhato
eredményét. Also korlatot a 4.1-ben bemutatott algoritmus 1000-szeri futtatasaval

kaptam, az eredmények maximumaéat véve.

4.3. Tesztelés véletlen grafokon

El6szor az Erdés—Rényi modell 7] szerint generaltam véletlen grafokat. Ebben a
modellben két paraméteriink van: n és p. n a csticsszam, és minden csicspar kozé p
valészintiséggel hiizunk élt, egymastol fiiggetleniil. A p paraméterrel lehet allitani a
graf (varhato) élszamat.

Mivel az Erdés-Rényi modell nem garantél osszefiiggs grafot, a kapott graf leg-

nagyobb Osszefiiggé komponensét vettem. 3-féle élstirtiséggel kisérleteztem:

e ritka grafok: m ~ nlogn él (egy legalabb ennyi élii Erdés-Rényi véletlen graf

nagy valoszintiséggel osszefiiges [7])
o kozépstrd grafok: m ~ ny/n él
e sird grafok: m ~ {n? ¢
3 kilonboz6 terminalszam koziil valasztottam:
o |T|~logn
o T~ /n
o |T|~+/n

Az élkoltségeket egyenletes eloszlassal vettem a [0, 100) intervallumbol.

El6szor meghatéarozott szamu kiild6t és vevét osztottam szét egyenletesen vélet-
lenszertien a terminalok koézott, kezdetben R = S = 200.

Ezutan egyenletesen véletlenszerten kivalasztott terminéloknak noveltem a b;,
értekét (Osszesen 100-at hozzdadva minden iterécioban), ezzel valtoztatva az &
aranyt. Az eredményekrdl, kozelitési aranyokrol, illetve futési idSkrél grafikonokat
készitettem % fliggvényében. Kiilon vizsgaltam a 2. algoritmus 2. és 3. fazisaban
hozzaadott koltséget.

1000 csucsu grafokon az alabbi eredmények sziilettek:
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4. Tesztelés

1 000 csucs, 7 000 él, 7 terminal

2. algoritmus fazisai

50000 +

40000 -

30000 4

20000 +

10000

—— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)

30
Futasi iddk

10 20

0.012

0.010

0.008

0.006

0.004

0.002

0.000

Metrikus lezart
1. alg
2. alg (1000 futasbol legjobb 10)

Mmsé korlat (1000 futas)
MM.—_H

1 000 cstics, 7 000 él, 10 terminal

Eredmények
400000 1 —— 1. alg
350000 - 2. alg (1000 fute?s aFIaga)
—— 2. alg (1000 futasbél legjobb 10)
300000 4 —— Alsd korlat (1000 futas maximuma)
250000
200000 ~
150000
100000
50000 ~
04
T T T T T T
0] 10 20 30 40 50
Kozelitési aranyok
16
— 1l.alg
14 4 —— 2. alg, (1000 futés atlaga)
—— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10)
0] 10 20 30 40 50
R/S
Eredmények
300000 1 1.2alg -
—— 2. alg (1000 futas atlaga)
—— 2. alg (1000 futasbdl legjobb 10)
250000 . . :
—— Alsé korlat (1000 futds maximuma)
200000
150000
100000
50000 +
0 - f
0 10 20 30 40 50
Kozelitési ardnyok
Ly—1 alg
—— 2. alg, (1000 futas atlaga)
10 4 — 2. alg, (1000 futas, legjobb 10)
B -
6 -
4
2

20 30

R/S
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2. algoritmus fazisai

50000

40000

30000

20000

10000 +

—— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)

10 20 30
Futasi idék

0.030

0.025 4

0.020 1

0.015 +

0.010

0.005

0.000

Metrikus lezart

1. alg

2. alg (1000 futasbél legjobb 10)
Also korlat (1000 futas)




4. Tesztelés

1 000 csucs, 7 000 €I, 32 terminal

2. algoritmus fazisai

—— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)

20 30 40 50
Futasi idok

Metrikus lezart

1. alg

2. alg (1000 futasbol legjobb 10)
Alsd korlat (1000 futas)

2. algoritmus fazisai

—— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)

20 30 40 50
Futasi id6k

Metrikus lezart

1. alg

2. alg (1000 futasbol legjobb 10)
Alsd korlat (1000 futas)

Eredmények
350000 -
—— 1l.alg 120000 4
300000 4 — 2. alg (1000 futds atlaga)
—— 2. alg (1000 futasbdl legjobb 10) 100000 4
2500004 —— Alsd korlat (1000 futas maximuma)
80000 4
200000 -
150000 - 60000 +
100000 40000 +
50000 - 20000 -
0 -
T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10
Kozelitési aranyok
504 g, alg 0.84
—— 2. alg, (1000 futés atlaga)
459 —— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10)
0.6+
4.0 4
3.5 4 0.4
3.0 1
0.2 4
2.5 1
2.0 0.0 | m=—=———
0 10 20 30 40 50 0 10
RJ/S
1 000 cstics, 32 000 él, 7 terminal
Eredmények
12000 +
70000 1-2lg
—— 2. alg (1000 futas atlaga) 10000
60000 4 —— 2. alg (1000 futasbal legjobb 10)
—— Alsé korlat (1000 futas maximuma)
50000 - 8000 -
40000 6000 -
30000
4000 1
20000 4
2000 4
10000 +
/_F_ 4
0 0
0 10 20 30 40 50 0 10
Kbzelitési ardnyok
0.0175
— 1. alg —_—
12 1 —— 2. alg, (1000 futas atlaga) 0.0150 A —
—— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10)
0.0125 4
0.0100
0.0075 1
0.0050 1
0.0025 -
0.0000 1
T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10
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4. Tesztelés

1 000 csucs, 32 000 él, 10 terminal

Eredmeények 2. algoritmus fazisai
80000 A 14000
—— 1. alg
70000 4- —— 2. alg (1000 fut?s aFIaga) 12000 4
—— 2. alg {1000 futasbaél legjobb 10)
60000 + —— 4 4 4
Also korlat (1000 futas maximuma) 10000 4
50000 4
40000 8000 1 —— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
30000 6000
20000 - 4000 4
10000 4 /_____,_;——'— 2000 1
0-
T T T T T T T T T T T T
0] 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Kozelitesi aranyok Futasi idok
— 1. alg 0.025
P 2. alg, (1000 futés atlaga)
1 — 2. alg. (1000 futés, legjobb 10
g.( 9] } 0.020 4
87 —— Metrikus lezart
0.015 + —_—————
— 1l.alg
6 —— 2. alg (1000 futasbél legjobb 10)
0.010 4 —— Also korlat (1000 futas)
41 0.005 -
29 0.000 -
0] 10 20 30 40 50 ] 10 20 30 40 50
R/S R/S
1 000 cslcs, 32 000 él, 32 terminal
Eredmények 2. algoritmus fazisai
— 1.alg —— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
80000 1" — 2. alg (1000 futés atlaga) 30000 41 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg (1000 futasbél legjobb 10)
—— Alsé korlat (1000 futas maximuma) 25000 A
60000 ~
20000 A
40000 - 15000 4
10000
20000
5000 4
0 -
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Kozelitési ardnyok Futasi iddk

507 — 1. alg 0.8 4 — Metrikus lezart
—— 2. alg, (1000 futas atlaga) —— 1. alg
4.5 1 —— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) —— 2. alg (1000 futasbél legjobb 10)

—— Alsé korlat (1000 futas)

0.61
401
3.5 7 0.4
3.0 4
0.2
2.5
2.0 1 0.0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
RIS RS
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4. Tesztelés

1 000 csucs, 100 000 él, 7 terminal

Eredmeények 2. algoritmus fazisai
— 1l.alg 3500
250009 5 aig (1000 futas atlaga)
—— 2. alg (1000 futashdl legjobb 10) 3000 1
4 —— Alsé korlat (1000 futas maximuma
20000 ( ) 2500
15000 2000 ~ —— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga
1500 4 g ( 9a)
10000 +
1000
5000 500 4
0 01
T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Kozelitési aranyok Futasi idok

— 1. alg
14 1+ —— 2. alg, (1000 futas atlaga) 0.04 4

—— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10)

0.037 —— Metrikus lezart
— 1l.alg
0.02 4 —— 2. alg (1000 futashél legjobb 10)
’ —— Als6 korlat (1000 futas)
0014/
0.00
0] 10 20 30 40 50 ] 10 20 30 40 50
R/S R/S

1 000 cslcs, 100 000 él, 10 terminal

Eredmények 2. algoritmus fazisai
6000
30000 + — 1. alg
—— 2. alg (1000 futas atlaga) 5000
25000 4 —— 2. alg (1000 futashol legjobb 10)
—— Alsé korlat (1000 futas maximuma)
20000 4 40001
—— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
15000 + 3000 4 —— 2. alg 3. fizisa (1000 futas &tlaga)
10000 2000
5000 + 1000
N /‘_’_,___,—f
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Kézelitési aranyok Futdsi iddk
0l 1. alg —— Metrikus lezart
T — 2. alg, (1000 futas atlaga) 0.05 — 1l.alg
—— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) —— 2. alg (1000 futashél legjobb 10)
—— Also korlat (1000 futas)
8 0.04 1
0.03 4
6 T Fan '
_
0.02
4
0.01
27 0.00 -
T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
R/S R/S
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4. Tesztelés

1 000 csucs, 100 000 él, 32 terminal

Eredmeények

2. algoritmus fazisai

—— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)

T
10 20 30 40 50

Metrikus lezart

1. alg

2. alg {1000 futasbél legjobb 10}
Also korlat (1000 futas)

Futasi idok

2. algoritmus fazisai

—— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)

10 20 30 40 50
Futasi idék

Metrikus lezart

1. alg

2. alg (1000 futasbél legjobb 10)
Alsd korlat (1000 futas)

— 1.alg 10000 -
25000 4 —— 2. alg (1000 futas atlaga)
—— 2. alg (1000 futasbél legjobb 10) 8000
20000 - Also korlat (1000 futas maximuma)
15000 4 6000 7
10000 4 4000
5000 + 2000 4
0 -
T T T T T T
0 10 20 30 40 50
Kozelitesi aranyok
5.0 — 1l.alg
—— 2. alg, (1000 futas atlaga) 0.8 1
4.5 - —— 2. alg, (1000 futds, legjobb 10)
0.6
0.4 A
0.2
0.0
0 10 20 30 40 50
R/S
5 000 cstcs, 42 000 él, 8 terminél
Eredmények
350000 4. —— 1-2l9 1 50000
—— 2. alg (1000 futas atlaga)
300000 4 —— 2. alg (1000 futasbdl legjobb 10) 40000
—— Alsé korlat (1000 futds maximuma)
250000
30000
200000 -
150000 20000 -
100000
10000 A
50000 A
L
0+ 0
0 10 20 30 40 50
Kozelitési ardnyok
14+— Llalg 0.040
—— 2. alg, (1000 futas atlaga)
12 L — 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) 0.035 1
0.030
107 0.025 -
8 0.020 1
0.015
6 -
0.010 1
4
0.005 4
27 0.000 +

20 30 40 50
R/S
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4. Tesztelés

5 000 csucs, 42 000 él, 17 terminal

Eredmények 2. algoritmus fazisai
—— 1.alg 100000
350000 7 —— 3. alg (1000 futas atlaga)
300000 L 2. a/lg flE?OO futasbol‘legjobb 10)
—— Alsé korlat (1000 futas maximuma) 80000
250000
200000 A 60000 ~
150000 +
40000
100000
50000 + 20000 4 —— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
o //—’—’_f —— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
T T T T T T T T T T T T
0] 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Kozelitési aranyok Futasi idék
74 i
— 1 0.14
—— 2. alg, (1000 futds atlaga) 0124
6 +—— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10}
0.10 4
59 —— Metrikus lezart
0.08 4
— 1l.alg
4 0.06 1 —— 2. alg (1000 futashél legjobb 10)
: —— Als6 korlat (1000 futés)
0.04 4 N
3+ | ~—
0.02 4
27 0.00 -
0] 10 20 30 40 50 ] 10 20 30 40 50
RJ/S R/S
5 000 cslics, 42 000 él, 70 terminal
Eredmények 2. algoritmus fazisai
400000
— 1.alg 200000
350000 + — as &
2. alg (1000 futz?s a}:laga} 175000 -
—— 2. alg (1000 futasbél legjobb 10)
300000 1 ___ als korlat (1000 futés maximuma) 150000 4
250000 +
125000 4
200000 ~
100000
150000
75000
100000 +
50000 A
50000 + 25000 4 —— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
0 —— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
= ! ! ! ; . 01+ r ‘ . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Kozelitési ardnyok Futési id6k
5.5 A
— 1. alg 5+ —— Metrikus lezart
5.0 4 —— 2. alg, (1000 futas atlaga) —— 1. alg
—— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) ol 2. alg (1000 futasbol legjobb 10)
—— Alsé korlat (1000 futas)
3,
2_
14
o4
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4. Tesztelés

5 000 csucs, 350 000 él, 8 terminal

Eredmeények 2. algoritmus fazisai
1. alg 6000
40000 1 —— 3, alg (1000 futas atlaga)
—— 2. alg (1000 futasbdl legjobb 10) 5000 4
—— Also korlat (1000 futas maximuma)
30000 -+ 4000
—— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
20000 4 3000 4 —— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
2000 A
10000 +
1000
0 04
T T T T T T T T T T T T
0] 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Kozelitési aranyok Futasi idok
14 4 — 1.alg 0.257 —— Metrikus lezart
—— 2. alg, (1000 futas atlaga) —— 1l.alg
12 4. — 2.alg, (1000 futas, legjobb 10) 0.20 1 —— 2. alg (1000 futasbél legjobb 10)
—— Alsé korlat (1000 futas)
101 0.15
g
0.10
6
0.05
4 -
24 0.00
0] 10 20 30 40 50 ] 10 20 30 40 50
R/S R/S
5 000 cslics, 350 000 é&l, 17 terminal
Eredmények 2. algoritmus fazisai
50000 < 14000
— 1. alg
—— 2. alg (1000 futas atlaga) 12000 -
40000 + —— 2. alg (1000 futasbdl legjobb 10)
—— Als¢ korlat (1000 futds maximuma) 10000 4
30000 -+
8000 —— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
20000 + 6000 1
4000 A
10000 4
,//—"—" 2000
0 -
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Kozelitési ardnyok Futasi iddk
7 o
— 1. alg 0.30 4
—— 2. alg, (1000 futas atlaga)
6+ —— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) 0.25
57 0201 Metrikus lezart
— 1l.alg
al 0159 3. alg (1000 futashél legjobb 10)
—— Also korlat (1000 futéas) —
0.10
3 -
0.05
2
0.00
T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
R/S R/S
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4. Tesztelés

5 000 csucs, 350 000 él, 70 terminal

Eredmeények

2. algoritmus fazisai

50000 25000
—— 1.alg —— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg (1000 futas atlaga) —— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
40000 + —— 2. alg (1000 futashol legjobb 10) 0000 -
—— Also korlat (1000 futas maximuma)
30000 + 15000
20000 ~ 10000 -
10000 + 5000 4
0 -
T T T T T T T T T T T T
0] 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Kozelitesi aranyok Futasi idok
551 — 1.alg 51 — Metrikus lezart
5.0 4 —— 2. alg, (1000 futas atlaga) —— 1l.alg
—— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) 4] — 2. alg (1000 futasbol legjobb 10)
—— Also korlat (1000 futas)
3
2 -
" /_//
~ A
0-
0] 10 20 30 40 50 ] 10 20 30 40 50
R/S R/S
5 000 cslics, 2 500 000 él, 8 terminél
Eredmények 2. algoritmus fazisai
7000 +
— 1.alg 1000
6000 4 —— 2. alg (1000 futés atlaga)
—— 2. alg (1000 futasbdl legjobb 10) 200 4
5000 4 —— Alsd korlat (1000 futds maximuma)
4000 4 600 - —
—— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
3000 4 —— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
400 +
2000 +
200 1
1000 +
0+ = 04
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Kézelitési aranyok Futési id6k
—— 1l.alg —— Metrikus lezart
13 4. — 2.alg, (1000 futas atlaga) 25 —— 1. alg
—— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) —— 2. alg (1000 futashél legjobb 10)
Alsd korlat (1000 futas)
10 2.0 A W ———— A
81 1.5 -
6 1.0 4
44 0.5
27 0.01
T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

R/S
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4. Tesztelés

5 000 cstcs, 2 500 000 él, 17 terminal

Eredmények 2. algoritmus fazisai
6000 1800 4
—— 1l.alg
S 2. alg (1000 futas atlaga) 1600
—— 2. alg (1000 futashél legjobb 10)
—— Also korlat (1000 futds maximuma) 1400 1
4000 1200 4
3000 4 1000 4 —— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
800 +
2000 -
600
1000 4 400 ~
/ 200 A
0,
1] 10 20 30 40 50 o] 10 20 30 40 50
Kozelitési aranyok Futasi iddk
61 — 1.alg 331 \
—— 2. alg, (1000 futas atlaga)
—— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) 301
> 2.5
—— Metrikus lezart
.01 ==,
4 207 — 1. alg
151 2. alg (1000 futasbdl legjobb 10)
) —— Alsé korlat (1000 futas)
31 1.0 4
0.5
2
0.0 1
T T T T T T T T T T T T
4] 10 20 30 40 50 o] 10 20 30 40 50
R/S R/S
5 000 cstcs, 2 500 000 él, 70 terminal
Eredmények 2. algoritmus fazisai
— 1l.alg —— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
6000 - 1 3000 A — == =
—— 2. alg (1000 futas atlaga) —— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg (1000 futasbadl legjobb 10)
5000 1 Alsg korlat (1000 futads maximuma) 2500 +
4000 4 2000 4
3000 A 1500
2000 1000 |
1000 500 4
0,
T T T T T T T T T T T T
[v] 10 20 30 40 50 o] 10 20 30 40 50
Kbézelitési ardnyok Futasi idék
5.5 A
— 1l.alg 17 4 —— Metrikus lezart
5.0 4 —— 2. alg, (1000 futas atlaga) —— 1l.alg
—— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) 10 4 —— 2. alg (1000 futasbél legjobb 10)
—— Alsé korlat (1000 futas)
H -
6 -
4
2 4
0+
i T T T T T T T T T T T
4] 10 20 30 40 50 o] 10 20 30 40 50
R/S R/S
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4. Tesztelés

Eszrevehetjiik, hogy a 2. algoritmus kevés terminél esetén teljesit jobban. Minél
tobb a terminal, annal nagyobb % aranynal "elézi be" az 1. algoritmust.

Lathatjuk, hogy a 2. algoritmus 3. fazisanak varhato koltsége 0-hoz kozelit %
novekedésével. Ez azzal magyarazhato, hogy nagyobb % esetén varhatoan tobb ter-
minalt vesziink be R’-ve, igy csokken a vevék R’-t6l vett tavolsdgainak varhato
Osszege.

Nagy terminalszdm esetén az also korlatot kiszamito algoritmus futasi idejének

novekedése szintén azzal magyarazhato, hogy varhatéan nagyobb R’-re kell minima-

lis feszit6fakat szamolnunk. Bizonyos % arany felett (amikor mar nagy valoszintiség-
gel az Osszes terminal R’-ben lesz) lathatjuk, hogy a futasi id6 eléri a maximumat.

Az 1. és 2. algoritmus minimumat véve a varhato kozelitési arany egyik esetben
sem haladta meg a 3-at. Ha pedig a 2. algoritmus 1000 futasabol vessziik a legjobb

10 fels6 becslést minimumat, mindegyik esetben 2,5 alatt volt az arany.
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4. Tesztelés

4.4. Tesztelés valodi grafon

Mivel az Erd6s-Rényi véletlen grafok nem allnak kozel a valdosdghoz, érdemes
letesztelniink az algoritmusokat valos adatokon alapulé grafokon is.

Vegyiik példaul az internet autondém rendszereinek grafjat 2007-bél, a
https://snap.stanford.edu/data/as-Caida.html cimr6l. Ez egy 26475 cstcst,
106762 éld graf.

Az élkoltségeket tovabbra is a [0,100) intervallumon vett egyenletes eloszlasbol
generdltam. A csiicsok koziil egyenletesen véletlenszertien kivalasztottam 10, 30 illet-
ve 160 terminélt. A b;, és b, értékeket lognormalis eloszlasbol valasztottam, mivel
ez jobban tiikrozi a valosagot, majd egyenletesen véletlenszertien valasztott termi-
nalok b;, értékeihez adtam hozza szintén lognormaélis eloszlasbol vett értékeket.

Lathatjuk, hogy valodi grafon sem kapunk rosszabb kozelitési aranyokat.

Autondm rendszerek grafja, 10 terminal

1e6 Eredmények 1e6 2. algoritmus féazisai
61 — 1.alg —— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
2. alg (1000 futas atlaga) 104 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
51 —— 2. alg (1000 futashdl legjobb 10) '
—— Also korlat (1000 futads maximuma)
N 0.8 -
34 0.6
21 0.4 1
1_ 4
== 0.2
0_
T T T T T T T T T T T T
o] 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Kozelitési aranyok Futési idék
0.12 4
104 — 1l.alg /\____.. —— Metrikus lezart PP
2. alg, (1000 futas atlaga) 1. alg
—— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) 010 + —— 2. alg (1000 futasbél legjobb 10)
8 —— Also korlat (1000 futas)
0.08 4
6 0.08 4
0.04 4
4 M
0.02 4
2 4
0.00 4
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
R/S R/S
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Autondm rendszerek grafja, 30 terminal

167 Eredmények 166 2. algoritmus fazisai
—— 1.alg —— 2. alg 2. fazisa (1000 futas atlaga)
504 — 2. alg (1000 futas atlaga) gl — 2.alg3. fazisa (1000 futds atlaga)
—— 2. alg (1000 futasbél legjobb 10)
—— Alsé korlat (1000 futas maximuma)
L5 61
1.0 A 4
0.5 4
5
0.0 1
0 10 20 30 40 50 o] 10 20 30 40 50
Kozelitési aranyok Futasi iddk
0.8
a5 — 1l.alg
—— 2. alg, (1000 futas atlaga) 0.7 1
2.0 —— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) 06
0.5 —— Metrikus lezart
0.4 1 — Ll.alg
—— 2. alg (1000 futasbol legjobb 10)
0.3 —— Alsé korlat (1000 futés)
0.2
0.1
N
0.0 4
T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 o] 10 20 30 40 50
R/S R/S
Autonom rendszerek grafja, 160 terminal
1e8 Eredmények 167 2. algoritmus fazisai
—— 1.alg —— 2. alg 2. fazisa (1000 futés &tlaga)
LO9 —— 2. alg (1000 futés 4tlaga) 61— 2. alg 3. fazisa (1000 futas atlaga)
—— 2. alg (1000 futasbél legjobb 10)
0.8 4 — Also korlat (1000 futas maximuma) 59
4 -
0.6 4
3
0.4 4
2
0.2 1
l -
0.0 1 0
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Kbzelitési ardnyok Futési idék
5.0 4 — 1l.alg P Metrikus lezart
—— 2. alg, (1000 futas atlaga) —— 1l.alg
4.5 —— 2. alg, (1000 futas, legjobb 10) —— 2. alg (1000 futasbdl legjobb 10)
201 — Also korlat (L000 futas)
15 1
10 4
5
oA
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
R/S R/S
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4. Tesztelés

4.5. Osszegzés, tovabbi lehetdségek

Osszességében tehét 2, 5-6s kozelitési aranyt tudtunk elérni a gyakorlatban. Ezt
ugyan elméletben nem bizonyitottuk, de sokféle kiilonboz6 grafon tesztelve ezek
igéretes eredmények, melyek jelentGs el6relépést hozhatnak az eddigi 3, 55-6s elméleti
aranyhoz képest.

Mar emlitettem annak a lehet&ségét, hogy a 2. algoritmus 2. fazisaban egy jobb
kozelitési aranyt Steiner-fa algoritmust is hasznalhatunk. Ez a végs6 kozelitési ara-
nyon javitana, a futasi idén viszont rontana, igy ez egy "trade-off" amit mérlegelniink
kell.

A [6] cikkben megfogalmazott 3. algoritmus is érdekes lehet. Ez annyiban tér
el a 2. algoritmustol, hogy |R'| < logn esetén kozelités helyett pontos Steiner-fat
szamit ki a Dreyfus-Wagner algoritmussal [4]. Ezzel javitottak az elméleti kozelitési
aranyon: 3, 79-r6l 3, 55-re sikeriilt lecsokkentenitik. Mivel a gyakorlatban nem javit
sokat, a szakdolgozatom keretein beliill nem foglalkoztam ezzel, viszont a jovébeli
kutatasok soran érdemes lehet ezt a lehetGséget is figyelembe venni.

Es végiil, de nem utolsésorban, érdemes megjegyezni, hogy az algoritmusaink jol
parhuzamosithatok. Az egymastol fliggetlen Dijkstrakat és Kruskalokat, valamint a
Steiner-fak elkészitését szét tudjuk osztani kiilonbozd szalak kozott. Igy parhuzamo-

sitassal a futési id6k akar a toredékiikre is csokkenthetsk.
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