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1. fejezet

Bevezetés

A Markov-lancok idében folyamatosan valtozé véletlen jelenségek legegyszertibb ma-
tematikai modelljei. Elméletiik alapja, hogy a jelen csak a tegnapon miilik, nem
szamit, hogy régebben mi tortént. Az viszont, hogy tegnap mi volt, igenis szamit,
tehat az események nem fiiggetlenek egymastol. Viselkedésiik pont egyszertiségiik
miatt nagyon jol tanulmanyozhato, és mar kordbban is sokan vizsgalték, igy akit
nagyon megfog eme szakdolgozat, az utana tobbféle iranyba is elindulhat. Az ala-
pok megértése rendkiviil fontos, elsajatitasuk nélkiil az ember késébb konnyedén el
tud veszni a bonyolultabb matematikai modellek stirdjében, amelyek megértése a

Markov-lancok teljes kort megértésén alapul.

Szakdolgozatom, amely csak a véges-allapotterd, diszkrét idejid Markov-lancokkal
foglalkozik, elsG fejezetében a Markov-lancok alapjait jarja korbe, definidljuk az
alapvets fogalmakat, a hozzajuk tartozo fontos tételeket pedig kimondjuk és bebizo-
nyitjuk. A 2. fejezet a Markov-lancok hosszi tava viselkedésével foglalkozik, ami a
szakdolgozat {6 témaja, és azzal az allitassal végzddik, hogy a Markov-lancok expo-
nencialis sebességgel konvergalnak a stacionarius eloszlasukhoz. Szakdolgozatom az
érintett lemmak és tételek teljes bizonyitasat tartalmazza, igy még érhetébb, hogy

hogyan is jutunk el a végsé bizonyitasara az exponencialis konvergencidnak.



2. fejezet

A Markov-lancok elméleti alapjai

2.1 A Markov-lanc definicigja

A Markov-lanc egy olyan folyamat, amely egy elére meghatérozott halmaz elemei
kozott 1épked a kovetkezGképpen: amennyiben jelenleg egy adott x allapotban van,
akkor, hogy ezt kovetGen melyik allapotba keriil, az csak és kizarolag x-t6l fiigg,
mégpedig egy el6re meghatarozott valoszintiségi eloszlast kovetve. Ezt kicsit pre-
cizebben: Adott (Xo, X7,...) valoszintiségi valtozok sorozata Markov-lanc a véges
X allapottérrel, P atmeneti matrixszal, hogyha barmely x,y € X, ¢ > 1 valamint
minden olyan H; ; = ('_{X, = .} eseményre, amelyre P(H, ; N {X; = z}) > 0,

teljesiil, hogy:
P(Xep1 =y | Ha N{Xy = 2}) =P(Xpp1 =y | Xy = 2) = P(z,y).

Ezt nevezziik Markov-tulajdonsagnak, ami azt mutatja meg, amennyiben a jelenben
az x allapotban vagyunk, akkor annak a valdszintisége, hogy a kovetkezs allapot
amibe keriiliink y lesz teljes mértékben fiiggetlen attol, hogy a miltban mely allapo-
tokat jartuk be, tovabba hogy milyen sorrendben jartuk be azon &llapotokat, csak

és kizarolag a jelenen milik.
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A P matrix mérete | X| x | X]| lesz, az x-edik sora azt irja le, hogy az x allapotbol
a tobbi allapotba milyen eséllyel 1éplink. Természetesen a matrixnak nem lehet
negativ eleme, amibdl kdvetkezik, hogy a P matrix sztochasztikus, ami azt jelenti,

hogy minden eleme nemnegativ, és teljesiil ra, hogy

Z P(z,y) =1 minden z € X esetén.
yeX
Ez egy rendkiviil fontos tény a P matrixokrol, amit az elkovetkezGkben sokszor

fogunk hasznositani

2.2 Példa: Elemér filmjei és sorozatai

Elemér nagy mozgokép-rajongd, emiatt minden nap néz valami érdekeset a TV-ben.
Mivel a filmeket és a sorozatokat is szereti, viszont nem tul magabiztos, minden nap
a szerencsére bizza, hogy mit nézzen. A kdvetkez6 modszert tanulta el az apuka-
jatol: amennyiben el6z6 nap filmet nézett, masnap feldobja a Csillagok héborijas
pénzérméjét, ami 1 — p eséllyel esik a Yoda mesteres oldaléara, és p eséllyel a Darth
Vaderesre. Amennyiben a Yoda mesteres oldalara esik, akkor masnap is filmet néz,
amennyiben a Darth Vaderesre, akkor masnap sorozatot. Amennyiben el6z6 nap
sorozatot nézett, a Twin Peaks-es pénzérméjét dobja fel, ami 1 — ¢ eséllyel esik a
Cooper 1igynokos oldalra és ¢ eséllyel a Bobos oldalra. Amennyiben az elébbi, akkor

marad a sorozatnézésnél, amennyiben utobbi, valt filmnézésre.

A fentebbi mese nyilvan kénnyedén Markov-lancként irhato fel, mégpedig ugy, hogy
az allapottér legyen 2 elemi: f,s. A valoszintségi valtozok sorozata pedig az, hogy
az egymast kovets napokon mit nézett Elemér. Tegyiik fel, hogy a 0.napon filmet né-

zett, tehat elGszor a Yodas érmét dobja fel. Ekkor a P 4tmenet matrix is konnyedén
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meghatarozhato:

Az els§ kérdés, ami felmeriilhet benniink az, hogy ahogy telnek a napok, mi is
torténik, azaz hogy sokadik napon mostani tudasunk szerint mit néz Elemér, filmet
vagy sorozatot. Azt még kézzel is fel lehet {rni, hogy az els6 par nap milyen eséllyel

néz majd mit Elemér, viszont hosszt tavon ez tul sok szédmolast eredményezne.

Egy 0j megkozelitésre lesz tehat sziikségiink, amihez vezessiik be a kdvetkezd p-vel

jelolt fogalmat:

pe = P{Xy = f| Xo=f}, P{X; =5| Xo = f})

Erre ugy érdemes gondolni, hogy azt taroljuk el a p;-kben, hogy a t-edik idépont-
ban mekkora az esélye, hogy Elemér éppen filmet vagy sorozatot néz, amennyiben

filmnézéssel kezdett a 0. napon.

Nyilvanvalo, hogy barhonnan is indulunk, annak az esélye, hogy valamit néz Elemér

a t. idépontban 1, tehat

> ) =1

zeX
Tehét g = (1,0). Most ha felelevenitjiik magunk el6tt a matrix szorzas tulajdon-
sadgait, amikor egy négyzetes méatrixot szorzunk egy sorvektorral, lathatjuk, hogy

teljesiil, hogy 1 = poP. Nyilvan ebbdl indukcioval lathato, hogy py = poP?.

Amint méar kordbban emlitettem a legérdekesebb szamunkra az, hogy hogyan is
viselkedik ez a p; amennyiben ¢ — co. Ez lesz a dolgozat egyik kézponti témaéja.
Egyelére tegyiik fel, hogy valoban létezik egy olyan 7 sorvektor, amihez tart a py

sorozat. Ekkor annak a m-nek teljesitenie kell a kdvetkezs egyenletet: m = 7P
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Most ezt oldjuk meg a mi mesénkre: Ez esetben a keresett m, ami teljesiti a m = 7P

egyenletet, a kovetkezG alakban irhato fel:

m = (n(f), 7(s))
Most fel lehet frni a kovetkezs egyenletet:

m(f) =7(f)(L —p) +7(s)q,

m(s) = n(f)p +n(s)(1—q).

Itt segitségiil hivjuk, hogy m(f) + 7(s) = 1, majd vegyiik az clsG egyenletet:
w(f) = 7(f)(1 = p) +7(s)q.
Vonjuk ki 7(f)(1 — p)-t mindkét oldalrol:
w(f) = w(F)(1=p) = w(s)g = 7(f) |1 = (1-p)|.
Nyilvan 1 — (1 — p) = p, ebbdl:
w()p=n(s)a, = w(f) = nls)

Most hasznaljuk a mar korabban targyalt feltételt, azaz, hogy w(f) + m(s) = 1.

Helyettesitve a fenti kifejezésbe:
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Maér csak a visszahelyettesités maradt:

Osszegezve:

N SN
w(f) = (e = L

Most pedig vezessiink be egy j mennyiséget, At a kovetkezd modon:

Ay = f) — 7 amennyiben ¢ > 0,
P+q

Ekkor pi;41 definicioja alapjan a (4A;) sorozat kielégiti:

Aver = ()1 =p)+ (1= m(f)g — —— = (1= p— @A

P+q
Igy amennyiben 0 < p < 1,0 < ¢ < 1, akkor
. q . p
lim =—— , lim u(s) = ——.
HOo,ut(f) P+q Hoo,ut( ) P+q

Tehat p; konvergél m-hoz, amikor ¢ — oo

2.3 Irreducibilitas, aperiodicitas

Most pedig fedezziink fel két egyszerii tulajdonsagot, amelyek az altalunk vizsgalt

Markov-lancokra mindig teljesiilnek.

Egy P atmeneti matrixa Markov-lancot irreducibilisnek neveziink, ha barmely két
z,y € X allapotra létezik olyan ¢ € N, amelyre P'(z,y) > 0. Egy P atmeneti
méatrix reducibilis, ha nem irreducibilis. Hogyha egy atmeneti matrix irreducibilis,
az azt jelenti, hogy csak pozitiv valoszintiségti atmeneteket hasznalva a lanc barmely

allapotabol eljuthatunk barmely masik allapotaba. A tovabbiakban nem fogjuk tjra
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kihangsulyozni mindig, de tgy gondolunk majd a lancokra, hogy teljesiilnek rajuk

az irreducibilitasi feltételek.

A mi Eleméres példankban is egy irreducibilis lancrol van sz6, most nézziink egy
reducibiliset /1./ FErample J.1/: Tekintsiink egy Markov-lancot az (Xg, Xi,...) &l-

lapothalmazzal és az aldbbi &tmeneti matrixszal:

05 05 0 0
03 07 0 O
0 0 02 08

0 0 08 0.2

Az atmeneti méatrixot megnézve rogton lathatjuk, hogy ha a lanc az 1-es vagy 2-es
allapotbol indul, akkor 6rokre az 1-es és 2-es allapotok kozott marad. Ugyanigy, ha
a lanc a 3-as vagy 4-es allapotbdl indul, akkor pedig a végtelenségig a 3-as és 4-es

allapot kozott fog ugralni. Tehat a lanc reducibilis.

Most nézziik a masik fontos fogalmat
T(z):={t>1:P(x,z) >0}

azoknak az idépontoknak a halmaza, amikor a lanc visszatérhet a kiindul6 x al-
lapotba. Az z allapot periddusat T'(z) legnagyobb kozos osztojaval definialjuk.

Amennyiben ez 1, azt mondjuk, hogy az allapot aperiodikus

Egy irreducibilis lancot aperiodikusnak neveziink, ha minden allapot aperiodikus.

Ha a lanc nem aperiodikus, periodikusnak nevezziik.
Most lassunk be egy egyszert lemmat az irreducibilitasrol:

2.3.1. Lemma. /3, 1.6 lemma/ Ha P irreducibilis, akkor az dsszes dllapot periddusa
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megeqyezik, vagyis

LNKO(T(z)) = LNKO(T(y)) Vz,y € X.

Bizonyitas. Rogzitsiink két allapotot: x-t és y-t. Mivel P irreducibilis, léteznek

r,l > 0 egész szamok ugy, hogy
P(z,y) >0 & Pl(y,z)>0.
Legyen m = r + 1. Ekkor m € T'(x), mivel z-bél y-ba r lépésben, majd y-bol z-be [

lépésben eljuthatunk, ami 6sszesen r + | = m 1épés. Hasonloan, m € T'(y).

Amennyiben a € T'(x), akkor

a+m e T(y),

mivel elmegyiink y-b6l z-be, majd z-bdl x-be a lépésen keresztiil, és végiil x-bdl
vissza y-ba, Osszesen

[4+a+r=a+m lépés.

Ezért:
ac€T(y)—m VaeT(z),
ahol
T(y)—m={n—m|neT(y)}
Tehat:

T(x) CT(y) —m.

Vegytink egy n € T'(y) elemet. A LNKO definici6ja szerint:

LNKO(T'(y)) | n.
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Mivel m € T'(y), ezért:
LNKO(T'(y)) | m.

Ebbdl pedig:
LNKO(T'(y)) | (n —m) ¥n € T(y).

Masképp fogalmazva:

LNKO(T(y)) | a Ya € T(y) —m.

Mivel korabban kimutattuk, hogy

T(x) € T(y) —m,

ezért:

LNKO(T(y)) | a Va € T(z).

Tehat LNKO(T(y)) kozos osztoja T'(z) elemeinek, ami a LNKO definicioja alapjan
azt jelenti, hogy:
LNKO(T(y)) | LNKO(T(x)).

Hasonlo érveléssel, ha x és y szerepét felcseréljiik, akkor:

LNKO(T(z)) | LNKO(T'(y)).

Ezért:
LNKO(T(x)) = LNKO(T(y)) Vz,y € z.

A kovetkezo fejezetben sziikség lesz még egy lemméra, aminek a bebizonyitdsahoz

pedig sziikség van a kdvetkezd lemmara szamelméletbdl:



2. fejezet A Markov-lancok elméleti alapjai 12

2.3.2. Lemma. [5, 1.4.1 nyomdn] Ha S C Z, U{0} dsszeaddsra zdrt (azaz a+b €
S Va,be€S), tovibba LNKO(S) = 1, akkor létezik eqgy M szdam, amelyre igaz, hogy

a€S Va> M.

Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy létezik egy véges T' C S részhalmaz, amelyre

LNKO(T) = 1.

Legyen Sy = {ap}, ahol ag € S tetszdleges elem.

Ha LNKO(Sp) = 1, akkor T' = Sy és készen vagyunk. Amennyiben nem, létezik egy

a; € S elem, amelyre

LNKO(Sp U {a1}) < LNKO(Sy),

mivel ellenkezs esetben

LNKO(S) = LNKO(S,) # 1.

Legyen ekkor
Sl = S() U {al}.

Ahogyan az el6bb is emlitettiik

LNKO(S;) < LNKO(S,).

Ezt folytatva minden lépésben talalunk egy a; € S elemet, amelyre

S; = LNKO(S;_; U {a;}),
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¢s

LNKO(S;) < LNKO(S;_).
Igy egy olyan véges halmazsorozatot kapunk, ahol a LNKO szigortan csokken, amig
végiil

LNKO(S;) = 1.
Ekkor T' = §; és készen vagyunk.

Ez a folyamat biztosan véget ér, mivel egy konkrét szamtol indulva egy szigortan

csOkkend szamsorozat véges lépésszamban eléri az 1-et.

Mivel LNKO(T') = 1, létezik egy linearis kombinéacioja a T elemeinek, ahol 1 az

eredmény, azaz, hogyha

T = {t1,ta,...,tn},

akkor léteznek olyan ¢y, co, ..., ¢, € Z egészek, amelyekre

Cltl +Cgt2+"'—|—cntn =1.

Most pedig 2 részre bontjuk ¢y, cs, . .., c,-t: Vegylik fel 1 < k < n indexet, méghozza

ugy, hogy

C1,Coy...,Cc, >0 és cpi1,...,cn <O0.

Ekkor az Gsszes negativ tagot atvissziik a masik oldalra:

city + coty + - -+ ety = 1+ Cogalpypr + -+ + Cotp.

Mivel S 6sszeadasra zart, és minden t; € T C S, az egyenlet mindkét oldalan 1évé
nemnegativ linearis kombinéaciok is S beliek. Ezeket nevezziik el p-nek és g-nak.
Ekkor p,q € S és

p=1+g¢q.
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Lehetséges, hogy a jobb oldal pontosan 1 (hogyha ¢ = 0), ekkor

p=1¢€S.

Mivel S Osszeadasra zart, valaszthatjuk M = 1-et, és készen vagyunk. Ellenkezé

esetben legyen

M =q(g—1).

Ekkor barmely a > M esetén az polinommaradék-tétel tétel szerint

a=kq+r ahol 0<r<gq ¢és k>qg—1.

Mivel 0 <r <q—1<k, ezért

k—r>0.

Ebbdl latszik, hogy a felirhaté nemnegativ linearis kombinaci6jaként p-nek és g-nak:

a=kq+r=(k-r)g+rig+1)=rp+ (k—r)g.

Ezért:
acS Va> M.

O

2.3.3. Lemma. /3, proposition 1.7.] Ha P aperiodikus és irreducibilis, akkor létezik

r >0 egész szam, amelyre:

P'(z,y) >0 Vz,yeX.

Bizonyitds. Barmely z € X esetén lathatjuk, hogy T'(z) olyan nemnegativ egész
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szamok halmaza, amely Osszeadasra zart. Ha a,b € T'(x), akkor
P(x,2) >0 és P’(z,2)>0.
Ezért:
Pz, 1) > P*(x,2) - P’(2,2) > 0,
vagyisa+beT.

Mivel P aperiodikus,
LNKO(T'(z)) = 1.

Ez azt jelenti, hogy alkalmazhatjuk az el6z6 lemmét, amely szerint 1étezik egy M,

amelyre

P'(z,z) >0 Vt> M,.
Legyen

M =max{M, : v € X}.
Ekkor:

PY(z,x) >0 Vt>M VzeX.

Mivel P irreducibilis, barmely =,y € X esetén létezik egy t, amelyre

P'(z,y) > 0.

Legyen

to = max{barmely ¢, amelyre P'(x,y) > 0:z,y € X}.

Ez az 0sszes ilyen ¢ maximuma. Legyen:

T:t0+M.
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Ekkor barmely =,y € X esetén létezik egy t < ty, amelyre
P'(z,y) > 0.
Ekkor
r—t=DM+ (ty—t) > M,

ami azt jelenti, hogy

P z,z) > 0.

Ezért:
P'(z,y) > P""(z,z) - P'(z,y) > 0.

2.4 Stacionarius eloszlas

Ahogyan mar korabban emlitettiik, egy Markov—lanc hosszu tavia viselkedését mu-

tatja igazabol meg a stacionarius eloszlas, amit a kdvetkez6 modon definialunk:

Legyen P atmeneti matrix a véges X allapothalmazon. A 7 : X — [0, 1] eloszlas

stacionarius, ha

m=1P <= 7(y)=>» w(@)Plxr,y) (ye€X).

zeX

Lathato, hogy amennyiben a lancot 7w szerint inditjuk, minden idépontban ugyan-

ebben az eloszlasban marad.

Most vegyiink egy egyszerd példat: Legyen egy G = (V) E) grafon futo egyszert

véletlen bolyongasunk. Bérmely y € V' csiicsra

> deg(z) P(w,y) =) A82) _ deg(y)

zeV
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Mivel Z deg(y) = 2|E|, normalassal a kovetkezd valoszintiségi mértéket kapjuk:
yev

") =G eV

Tehat a fokszamokkal ardnyos 7 minden esetben stacionarius eloszlasa a grafon

torténd véletlen bolyongésnak.

Most pedig elkezdjiik vizsgalni a stacionérius eloszlasokat, amihez el6szor definaljuk

a harmonikus fiiggvényeket, és egy hozzajuk kapcsolodo lemmét.

Egy h: X — R fliggvényt harmonikusnak neveziink az x € X pontban, ha

h(z) =Y P(z,y) h(y).

yeX

Ha h minden allapotban harmonikus az X = {x1,zs,...,z,} halmazon, akkor azt

mondjuk, hogy h harmonikus X-en. Ekkor matrixos formaban
Ph =h,

ahol h az alabbi oszlopvektor:
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2.4.1. Lemma. /3, lemma 1.16] Ha P irreducibilis és h harmonikus az X halmazon,

akkor h konstans fligguény.

Bizonyitds. Abbol, hogy X véges-allapottert kovetkezik, hogy h felvesz egy maxi-

mumot valamely xq € X allapotban, azaz
h(xzo) > h(y) minden y € X esetén.

Legyen z € X valamelyik olyan allapot, amelyre P(xg, z) > 0, majd tegytik fel, hogy

h(z) < h(xg). Mivel h harmonikus az z, pontban,

hao) = 3 Plao.y) hiy).

yeX
Az Osszeg felbontasaval:
yeX, y#z

Fontos, hogy h(xy) maximaélis:
h(y) < h(xy) minden y # z esetén.

Igy:
h(zg) < P(xo,2)h(z) + Y P(x0,y) h(xo).

yeX, y#z
Mivel P(xg,z) > 0 és h(z) < h(xy) szigortan, az egyenlStlenség szigortan kisebb

lesz:

P(xo,2) h(z) + Z P(xo,y) h(zo) < P(xg,z) h(zo) + Z P(zo,y) h(xo).

yeX, y#z yeX, y#z
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Viszont h(xg) kiemelésével:

P(xo,2) h(xo) + Z P(zo,y) h(zo) = (Z P(%JJ)) h(zo) = h(xo)

yeX,y#z
Amivel ellentmondésra jutottunk, tehat h(zg) = h(z).
Mivel P irreducibilis, barmely két allapotbol eljuthatunk barhova. Valasszuk ki egy
lehetséges eljutast xy-tol y-ig:

Lo, L1y, Tpn =Y,

ahol P(x;, ;1) > 0 minden 0 < i < n esetén.

Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy:

h(zo) = h(z1) = h(zz) = -+ - = h(z,) = h(y).
Igy:
h(y) = h(xzg) minden y € X esetén.
Tehéat h nem lehet mas, mint konstans fiiggvény. O]

Ezeket felhasznalva most belatjuk a kovetkezot:

2.4.2. Allitas. [1, Theorem 5.83] Amennyiben az irreducibilis P-nek létezik eqy sta-

ciondrius eloszldsa, w, akkor pontosan az az 1 fog létezni.

Bizonyitds. A iménti lemma szerint a harmonikus fiiggvények a kiovetkezs alakuak:

h(z)=c Ve X,

valamilyen konstans ¢ mellett.
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Ha ezt vektor alakban irjuk fel, akkor ez azt jelenti, hogy a

Ph=h vagy (P—IDh=0

A (P —I)h = 0 egyenlet egyetlen megoldésa a kovetkezs:

Ezért:

dim(ker(P —I)) = 1.

A dimenzi6tétel szerint:

rank(P —I) = | X| — 1.

Mivel a matrix sor- és oszloprangja mindig megegyezik:

rank(P — I) = rank((P — I)7) = rank(P" — I) = | X| — 1.

Ismét a dimenzidtétellel:

dim(ker(PT — 1)) = 1.

Ez azt jelenti, hogy az Osszes sorvektor v € RIX! esetén az

(P"— D" =0

egyenlet megoldéasterének dimenzidja is 1.

Mivel ez az egyenlet ekvivalens azzal, hogy

vP=w,
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tovabba tudjuk, hogy mP = 7 egy megoldas, minden méas megoldéas csak a kévetkezé
alakban létezhet:

v = AT,
ahol \ egy skalar.

Azonban, mivel a megoldas vektor elemei 6sszegének 1-nek kell lennie, és m-rdél fel-

tettiik, hogy jo megoldas, sziikséges, hogy: \ = 1.

Tehat az egyetlen stacionarius eloszlas 7. O

Most pedig azt fogjuk belatni, hogy minden irreducibilis Markov-lancnak van staci-
onarius eloszlasa, méghozza olyan modon, hogy kredlunk egyet. Ha ezt is belattuk
tehat megvan az, hogy mindig létezik pontosan 1 stacionarius eloszlasa az irreduci-

bilis Markov-lancoknak.

Ehhez viszont el6bb még definidlunk kell par dolgot: Egy tetszéleges Markov-lanc
esetén az x € X allapot elérési ideje az az id6pont, amikor a lanc elGszor jar az x
allapotban. Jeldlése:

7, =min{t > 0: X; = z}.

Altaldban azt szeretnénk, hogy az elérési id6 szigortian pozitiv legyen, akkor azt igy
jeloljiik:

7.0 =min{t > 0: X, = z}.

x

Hogyha Xy = x, ezt els6 visszatérési idének nevezziik.

//////

a {Xr1k}te>o ldne (az X, dllapotbdl ijraindule Markov-ldnc), és fiiggetlen a mailtbeli

torténésektdl, azaz a {Xy}r<r sorozattol, feltéve, hogy T < co.

A tovabbiakban pedig az F fogja jelolni egy valtozo varhatéd értékét, és az FE, az

Xo = x kezdeti feltétel melletti varhatd értéket jeloli. P,-szel pedig egy esemény
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valoszintiségét, hogyha Xy = x

2.4.4. Lemma. [3,lemma 1.13.] Ha vesziink egy irreducibilis Markov-lancot, akkor

barmely kettd x,y € X-ra az E,(7,7) véges.

Bizonyitds. Mivel P irreducibilis, barmely két allapot (z,w € X) esetén létezik egy

olyan legkisebb s > 0, amelyre
P?(z,w) > 0.

(Nyilvan lehet, hogy z = w, ekkor olyan utat vesziink, amely z-b&l egy masik alla-

potba megy, majd visszatér z-be, igy hogy tényleg s > 0.)

Legyen r az ilyen s értékek maximuma az Osszes z,w € X esetén, és legyen:
e=min{P’(z,w) >0|0<s<r z,we X}
Ekkor minden z,w € X esetén létezik 0 < s < r Ggy, hogy
P(z,w) > e >0.

Azaz barmely X, esetén a valdszintisége annak, hogy a lanc az y allapotba keriil az

t és t + r id6pontok kozott, legalabb . Ebbdl kovetkezik, hogy:
P{X;#y :Vit<s<t+r}<l-—e.
A 7, definiciojabol kovetkezik, hogy ha

T;>n — X;#y VO<t<n.
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Tehat ha k£ > 0, akkor:
Pt > kr} = PAX, #yVO0 <t < kr}

— PAX; #yV0<t < (k—1)r} PAX; #yV (k—1r <t <kr}
<PAX, #yV0<t<(k—1)r}-(1—e¢)
<PAX; #yV0<t< (k—2)r}-(1—¢)?
<. < (1-e)k

[smert, hogy barmely nemnegativ egész értéki valtozora:
E(Y)=> P{y >t}
t=0
Nyilvanvaléan P{7," > ¢} csékkend fiiggvény t-re nézve, ebbdl:
P{r) >t+ 1} <P{7 >t + 1} + P{r, =t + 1} = P{r] > t}.
Ennek a felhasznalasaval pedig:

E (1)) = ZPI{TZJ+ >t}
=0

< ZTPI{T;_ > kr}
k=0

<ry (1-o

Definici6 szerint 0 < e < 1, ezért 0 < 1 —¢ < 1, ami azt jelenti, hogy ez az Gsszeg

konvergens, tehat I, (7,7) véges. O

Most pedig mar minden tudés a birtokunkban van a kdvetkezé tételhez:
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2.4.5. Allitas. [1, Theorem 5.1] Ha P irreducibilis, akkor létezik egyetlen staciond-

rius eloszldsa, w, ahol m(x) >0 Vx € X, és az aldbbi képlettel adhato meg:

Bizonyitds. El6szor rogzitsiink egy tetszéleges z € X éllapotot. Ezutan definialjuk:

7(y) = E.(az y allapot latogatasainak szama, miel6tt visszatérne a folyamat z-be)

=> PAX, =y, 7" > 1},

t=0
(A fenti varhato érték gy szamolhato, hogy szummazzuk valoszintiségeit azon ese-
ményeknek, amikor a ldnc az y allapotot eléri a visszatérési idénél kevesebb 1épés-

ben.)

Barmely lancra, aminél Xy = 2, az y allapot latogatasainak szama a visszatérés
el6tt maximum 7.7, Ezért:

#(y) < E.(r),
ami az 2.4.4 szerint véges, tehat minden 7(y) véges.

Mivel P irreducibilis, legalabb egyszer biztosan meglatogathato az y allapot, tehét

az y allapot visszatérés elGtti latogatasainak varhato szama pozitiv, igy
7(y) > 0.

Most megmutatjuk, hogy 7 stacionérius, azaz minden y-ra (7 P)(y) = 7(y). Elszor
nézzik:

(7P)(y) = > _ #(z)P(z,y).

zeX

Felhasznalva a korabbi 7(x) kifejezést, valamint 77 > ¢ helyett a 7,7 > t+1 kifejezést
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alkalmazva:

(7P)(y) = Y > PAX; ==, 7} > t+1}P(x,y).

zeX t=0
Mivel az {77 > t + 1} esemény kizardlag az Xy, X1, ..., X; valtozoktol fiigg, ezért

az X; = x feltétel mellett fiiggetlen az X;,1 = y eseménytsl. Ez azt jelenti, hogy:
PiXi=2,Xpp1 =y, 7 >2t+1} =PAX; =2, 77 >t+1}PA{X1 =y | X; = x}).
Mivel P.{X;y1 =y | X; = 2} = P(x,y)

PiXi=2,Xi =y, 7 >t+1} =P{X,=x,7) >t +1}P(z,y)).

Ezt az el6zoleg kifejezett (7 P)(y) alakba helyettesitjiik agy, hogy a szummak sor-
rendjét felcseréljiik (mivel a bels§ Osszeg minden x € X esetén konvergens, ezt

megtehetjiik), a kovetkez6t kapjuk:

[e.e]

(7P)(y) :ZZPZ{Xt =z, X1 =y, 7 >t+1}

t=0 ze€X

=Y PAXpu =y, 2+ 1} =) PAX, =y, 7 >t}

t=0 t=1

Az utolsé szumma kifejezhet az eredeti 7(y) kifejezésbdl:

(ﬁp)(y):ﬁ(y)_Pz{XOZva;>O}+ZPZ{Xt:yaT;:t}

Ennek az Osszegnek az utols6 tagja nyilvan 1, ha y = 2, és 0 kiilénben, mivel a
Markov-lancnak a kiinduléasi pontba kell visszaérnie. Az utolso el6tti tagnél pedig
trividlisan latszik, hogy szintén akkor lesz 1, ha y = z, kiilonben 0, tehéat ez a 2 tag

kiiiti egymast minden esetben. Igy:

(7P)(y) =7(y) Yye X, vagyls 7P =n.
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Tehat a stacionarius eloszlas kiszamitasahoz méar csak © minden elemét el kell osztani

az elemek Osszegével:

Z 7(x) = Z E.(az x-ben jarasok szama, miel6tt visszatérnénk z-be) = E,(7.").
zeX rzeX

(Mivel a visszatérési id6 barmely megegyezik a a tobbi allapotban jarasok Osszegé-

vel.) Tehat ha vessziik:

Stacionérius eloszlast kapunk, mivel 77 > 0.. Korabban belattuk, hogy ez a 7 az
egyetlen ilyen stacionarius eloszlas. Tehat barmely z € X valasztasa esetén ugyanazt
a stacionarius eloszlast kapjuk:

7(x)
E.(13)

T

Vr e X.

m(x) =

Végiil pedig gondoljunk bele, hogyha z = x-et valasztunk, akkor 7(z) az x allapotba

valo visszatérés el6tti o latogatasok varhato értéke lesz, ami 1, Ezért:

m(z) = Ve e X

2.5 Tovabbi érdekes allitasok

2.5.1. Allitas. /3, Exercise 1.6/ Legyen P eqy irreducibilis dtmeneti mdtriz, amely-
nek periodusa b. Ekkor az X dllapothalmaz minden esetben feloszthato b darab rész-
halmazra (Cy,...,Cy)-re, 1igy, hogy P(x,y) > 0 csak akkor, ha x € C; ésy € Ciyq.

(Az i+ 1 Osszeadds modulo b-n van értelmezve.)

Bizonyitds. Az, hogy P periddusa b azt jelenti, hogyha minden allapotra megnézziik
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a lehetséges visszatérések idépontjait, azok azonos LNKO-val rendelkeznek:

LNKO(T(z)) =b Vze X.

Ezek utan fixaljunk le egy tetszGleges allapotot, legyen ez s, majd definidljuk a Cj

halmazokat a kovekez8 modon:

Ci={yeX:d3n>0: P (s,y) >0ésn=i¢ (modb)}, i=0,1,....,b—1

Mivel P irreducibilis, minden éllapot keriil legalabb egy C;-be, azt kell elGszér meg-
vizsgalni, hogy van-e olyan allapot, ami keriil tobbe is.
Ezt indirekt modon belatjuk: tegyiik fel, hogy y 2 kiilonb6z8 Cj-be is keriilt. Ekkor

létezne n és m ugy, hogy
P(s,y) >0, n=i (modb) é P"(s,y)>0, m=j (modbd), i#j.
Irreducibilitds miatt y-bol vissza tudunk jutni s-be egy valamilyen d-1épéses titon,

igy

P"i(s,5) >0, P™(s,5)>0
Viszont akkor teljestilnie kéne, hogy

b| (n—m).

Ez ellentmondas, ha i £ j. Tehat ezzel belattuk, hogy diszjunkt felbontésa a fentebbi
az allapotoknak. Most nézziik az dtmeneteket: Vegyiik barmely x-t és y-t melyekre

P(z,y) > 0, majd nézziik azt C;-t, amelynek eleme z. Ekkor valamely n-re

P"(s,z) >0, n=1i (modb).
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és mivel P(z,y) > 0, a kévetkezs 1épésben y-ba jutunk, tehat:
P (s, y) > P"(s,2) P(z,y) >0,

Tehat y € Ci41 (mod b). O

2.5.2. Allitas. /3, Exercise 1.7] Egy dtmeneti mdtriv P szimmetrikus, ha minden

x,y € X esetén

P(z,y) = P(y, ).

Amennyiben P szimmetrikus, akkor X-en az egyenletes eloszlds staciondrius P-re.

Bizonyitds. Az egyenletes eloszlas azt jelenti itt, hogy m(x) = ﬁ (minden x € X).

Tehat az allitas bebizonyitdsdhoz azt kellene belatnunk, hogy minden y € X- re:

(7P)(y) = Y w(x) P(x,y) = 7(y)

zeX

Egy d&tmeneti méatrix minden soranak 6sszege 1. Mivel ez esetben egy szimmetrikus

atmeneti méatrixrol van szo, itt minden oszlop Gsszeg is 1 lesz. A korabbiakbol:

1 1
(7P)(y) = > w(x) Pla,y) = Y mP(x,y) = mzp(m,y)-

reX reX reX
Itt pedig kihasznaljuk, hogy az oszlop sszegbdl adodik, hogy > .y P(z,y) = 1,
tehat

(TP)(y) = 1 3 Pl y) = 1 1= 7(y)

TP)(y) = == ry) = - 1=7ly

X1 2 X

O

2.5.3. Allitas. /3, Ezercise 1.12] Legyen P egy irreducibilis Markov-ldnc dtmeneti

mdtriza. Legyen A C X eqy részhalmaz, tovdbbd legyen:
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ahol T4 az elsd visszatérési idd az A halmazba, x pedig a kezdeti dllapot. Amennyiben
x ¢ A, akkor:
fl@) =1+ Plz,y) f(y).

yeX

Bizonyitds. Mivel a kezdeti allapot nincs A-ban, ezért 74 legalabb 1. Ezen feliil
pedig ugy néz ki f(x), hogy ellépiink z-bsl valamely y € X allapotba P(x,y) va-
loszintséggel, majd tekinthetiink hogy a folyamatra, mintha y-bol indulnénk, csak

még 1 lépés, igy f(x) =1+ f(y). Tehat

E.(ra) = Y Play)[L+E,(ra)] = Y Pla,y) (1+ f().

yeX yeX

Innen pedig mar konnyt befejezni, mivel > _ P(z,y) =1

f)=> Plx,y) (1+f(y) =>_ Plx,y)+> Py fly) =1+ Plx,y) f(y)

yeX yeX yeX



3. fejezet

Markov-lancok konvergenciaja

3.1 Allitas pozitiv rekurrens Markov-lancokrol

A fejezetet egy érdekes allitassal kezdjiik, amihez definialni kell az allapotok egy

fontos tulajdonsagat. Legyen
=0, fM=P(X,=j, X #£jminden k=1,2,....n—1|Xg=1), n>1

Az fi(f) tehat annak a valoszintsége, hogy a Markov-lanc az i allapotbdl indulva

pontosan az n-edik lépésben éri elGszor a j allapotot, tovabba legyen

f=> 1
n=1

ami annak a valdszintisége, hogy a lanc az ¢ allapotbol indulva valamikor eléri a
j allapotot. Ekkor az i allapotot rekurrensnek (vagy visszatérének) nevezziik, ha
fi =1, ellenkez& esetben tranziensnek. Ha ¢ rekurrens, akkor az 7 allapot atlagos

visszatérési ideje:

mi = f:n : fz(zn)
n=1

30
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Az i allapotot pozitiv rekurrensnek nevezziik, ha m; < oo, ami kiilénosen fontos
szamunkra, mivel az altalunk vizsgalt véges-allapottert Markov-lancoknél ha egy

lanc rekurrens, akkor biztosan pozitiv rekurrens.

3.1.1. Allitas. /6, 2.28.Tétel] Legyen { X >0 egy irreducibilis és pozitiv rekurrens
Markov-lanc, m staciondrius eloszldssal, és legyen f : X — R tetszdleges fiigguény.

Amennyiben a

= fli)r

1€X

sor abszolit konvergens, akkor

n—1

1 noroo,
—E f(Xy) — - I(f) 1 valdsziniséggel
n

k=0

Bizonyitds. Rogzitsiink egy tetszSleges ¢ € X é&llapotot. Nézziik az ¢ allapotba

torténd visszatérések idépontjait:
O=Tp<n<mn<...,

azaz T, az n-edik visszatérés idépontja. Mivel a lanc pozitiv rekurrens, ezek a
megallasi idsk 1 valoszintiséggel végesek. Most vezessiik be az £(n) jelolést, amely
megadja, hogy az n-edik 1épésig hanyszor tért vissza a lanc az ¢ allapotba. Ekkor

egy fontos formula felirhaté n — re:
Totn) <N < To(n)+1-

A jelolések megkonnyitése végett legyen 7, = f(Xj). Ekkor Zi-k Osszegét a kovet-

kez8 modon lehet felbontani:

T1— 1 17'h+1—1

;Zk ZZHZ S Zo+ Z Z,

S=Th k= Tl(n)
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amelyet jelolhetiink igy:

n £(n)—1
N Zy=Y'+ > Yi+Y'(n),
k=0 h=1

ahol Y’ az els visszatérést megel6z6 Osszeg, Yy, a h — 1-edik és h-adik visszatérés

kozotti Osszeg, Y (n) pedig a maradék.

Mivel pozitiv és negativ részre torténd szétvalasztassal minden f helyettesithetd
nemnegativ fliiggvénnyel, feltételezhets, hogy f > 0. Ekkor:

£(n)

1
Zy < — | Y+ E Y,
t(n) =

1
— Y, <

M) 2 = i) 4
Az 2.4.3 allitas miatt Y}, valtozok fiiggetlenek és azonos eloszlasiak. Amiatt, hogy a
lanc az ¢ allapotba 1 valoszintiséggel végtelen sokszor visszatér, £(n) 1 valoszintiséggel

tart a végtelenhez. Emiatt felhasznélhato a nagy szdmok erds torvénye:

£(n)
1
—— ) Y, = E(Y},,) (1 valosziniiséggel)
) 3=
Masrészt
!/
i) — 0 (1 valoszintiséggel)

Ezekbdl kovetkezik, hogy

‘ ~

Zy, — E(Y3,)( 1 valoszintiséggel).

=)

()=

Tegyiik fel, hogy a lancunk i-bél indul. Ekkor

E(Y,) =E (Z Zy - x{km}) =N FG) P(Xk =4, k<) =Y f0) v,

k=0 jeX jex
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ahol:
vy = ZP(Xk =7, k< 7'1).
k=0

v; azt fejezi ki, hogy két latogatas kozott i-be hanyszor jar a lanc atlagosan j-ben,

a kezdGpont bele van szamolva, de a végpont nem. Vegyiik észre, hogy

Zvj:mi<oo.

jel

Most pedig meg fogjuk mutatni, hogy v; a stacionarius eloszlas egyenletrendszerét

kielégiti.
S uPG D) =YY P(Xp =g, k< 1)P(Xppr =1 | X = j).
J J k=0
Mivel minden tag nemnegativ, felcserélhetjiik a szummak sorrendjét:

=3 Y P(Xp=j, k< m)P(Xppr = 1| X = ).
k=0 g

Ezutan teljes valoszintiség tételét alkalmazva a belsd Gsszegre:

=Y PXpp=Lk<m)=) PXp=1k<m)
k=0

k=1

Tehat tényleg N
D uP( ) =) P(Xp =1 k<m)=u.
j k=1
Ez valoban u;, ugyan a kezdSpont nincs benne, de a végpont igen, de mivel a lanc
az 1 allapotbol indul és 7-kor djra i-ben van, ez nem valtoztat az Osszegen. Ezért
vj = c- 7.

Hai=j, akkorv; =1,igy l=c-m , v;=2L

Uy
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Ekkor:

=3 G = =3 Sy = 1L,

JjEX JGX

Ha f(j) = 1 minden j € X esetén, akkor Z;, = 1, és igy:

n+1 ZZ]C_)_

Ebbdl kovetkezik, hogy:

n

- l(n 1 e
e Z Zy = n(+)1 . m Zy — I(f) 1 valoszintiséggel
k=0 k=0

3.2 Teljes variacios tavolsag

Legyen az X véges allapottéren két valoszintiségi eloszlas, u és v. A teljes variacios

tavolsdgukat a kovetkez6 moédon definidljuk:

I = vlizv = max |u(4) - v(A)],

ahol

=> p(x)

€A

Most pedig be fogjuk latni, hogy egy a teljes variacios tavolsagot mas alakban is ki

lehet fejezni, késGbbiekben pedig ezt az alakot fogjuk hasznositani

3.2.1. Allitas. /3, proposition 4.2.]

o= vl = 5 3 It~

zeX
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Bizonyitdas. Legyen
B={ze X :pulz)>v(z)}

azoknak az allapotoknak a halmaza, amelyekre p(z) — v(z) > 0. Ennek komple-
mentere:

B¢=X\B={re X :ulz)<v(z)},
Tehat B¢ azon allapotoknak a halmaza, amelyekre u(x) — v(z) < 0.

Legyen A C X tetsz6leges allapothalmaz. FEkkor A felirhatéo az AN B és AN B¢
diszjunkt uni6jaként. Minden z € A N B¢ elemre igaz, hogy = € B¢, ezért u(x) —

v(z) <0, igy:

1(A)—v(A) = (W(ANB)—v(ANB))+ (u(ANB°) —v(ANB°)) < u(ANB)—v(ANB).

B felirhato az AN B és B\ A diszjunkt uni6jaként. Barmely x € B\ A esetén x € B,

ezért p(z) — v(z) > 0, igy:

WANB) = v(ANB) < ((ANB) ~(ANB)) + ((B\ A) ~ v(B\ A)) = p(B) ~ (B).

Tehat:
1(A) — v(A) < p(B) —v(B).

Ezt a gondolatmenetet a méasik iranyba lefolytatva A N B¢-val megkapjuk, hogy:

u(B) — v(B°) < p(A) — v(A).

Nyilvan
u(B) + u(B) = v(B) +v(B°) = 1,
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Ezt felhasznalva

Ezért, ha az el6z6 2 egyenlétlenséget felhasznaljuk:
—(u(B) = v(B)) < p(A) = v(A) < u(B) —v(B),

vagyis:

[u(A) = v(A)] < u(B) — v(B).

Tehat |u(A) — v(A)| értékét u(B) — v(B) korlatozza felilrgl. Hogyha A = B-t

vesziink, akkor pont egyenléség fog fenn allni, mivel

Ami abbdl jon, hogy
w(B) —v(B) >0 VzeB.

Végiil ebbdl az kovetkezik, hogy (a 3. egyenlGségnél felhasznéaljuk, hogy wu(B) —
v(B) = v(B%) — u(BY)):

i = v = mase |u(4) — v(4)

— u(B) - v(B)

[(u(B) = v(B)) + (v(B°) — u(B°))]

(Z (z) = v(@)[ + Y lplz) - V(w)|>

z€eB reBe°

N | —

N

zeX
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]

3.2.2. Allitas. A bizonyitdsban szerepelt az is, hogy || — v||rv = w(B) — v(B).
Mivel u(B) <1 és v(B) > 0, nyilvin

I —v|rv <1,

barmely p és v eloszlds esetén.

Most pedig készen allunk, hogy bebizonyitsuk a {6 allitasat a szakdolgozatnak, még-
pedig azt, hogy egy irreducibilis, aperiodikus Markov-lanc exponencialis sebességgel

konvergél a stacionarius eloszléséhoz.

3.3 Konvergencia tétel

3.3.1. Tétel. [3, Theorem 4.9] Ha P irreducibilis és aperiodikus, és van egy m

staciondrius eloszldsa, akkor léteznek 2 konstans, 0 < a < 1 és C' > 0, amelyekre:
max || P(z, -) — 7|lry < Caf
zeX

Bizonyitds. Mivel P irreducibilis és aperiodikus, a 2.3.2 lemma szerint létezik egy
r > 0, amelyre:

P (z,y) >0 Vz,y€ X.

Legyen

az a |X| x |X| méretd matrix, amelynek minden sora a Markov-lanc stacionéri-

us eloszlasa, 7, igy II egy sztochasztikus matrix.(azaz minden eleme nemnegativ,
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sordsszeg mindenhol 1)

Mivel P"(z,y) >0 Vz,ye X ésn(y) >0 Vye X, az 2.4.5 allitas szerint:

PT‘
5/ — IIllIl (I7y)

>0
zyeX  7(y)

teljesiil, tehat mivel % > 0

Pl(z,y) > d'r(y) Vr,yeX.

Nyilvan példaul § = min{d’, $ }-t hasznalva ¢’ helyett szintén teljesiil az egyenl6t-
lenség. Viszont ekkor 0 < § < 1. Vezessiik be: 6§ = 1 — ¢, ekkor 0 < # < 1. Most

definialjuk Q-t:
P —(1-6)l0
7 :

Q=

() minden eleme nemnegativ, mivel
Pr(z,y) — (1 = 0)l(z,y) = P'(z,y) — o7 (y) = 0,

a ¢ definicidja alapjan. Mivel P" és II is sztochasztikus matrixok és ) minden

soranak Osszege
1—(1-9)

=1
9 ’

@ is egy sztochasztikus métrix.
Minden n > 0 esetén Q" is sztochasztikus, ami () sztochasztikussagabol belathato

indukciosan: Els6 1épés: n = 1-re igaz:

Qz,y) >0, > Qz,y)=1 VzeX.

yeX
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Indukcios 1épés: n-rél n + 1-re

Q") (x,y) =) Q"(2,2) Q(zy) 20,

zeX
Q@ y) =D QMx,2)) Qzy)=> Q"(z,2) =1
yeX zeX yeX zeX
Ezt felhasznalva:
(Q'I)(x,y) = Y Q" (. 2)I( (v) ) Q"(w,2) = 7(y) = T(z,y).
zeX zeX
Tehat
Q"I =11
Mivel 7P =,
T TP 7
nep=|:|{p=\|:1|=|:|=n0
T P T
ezért
P =MpP)pP'=0P"'=...=TIP =1L

Most pedig ezekkel az azonossagokat indukciésan bizonyitjuk, hogy

P =(1-0"IT+0*QF Vk > 1.

Els6 lépés: k = 1-re igaz, mivel

Pr=(1-0)1+6Q

Indukcios 1épés: Tegyiik fel, hogy az allitas igaz k = n esetén, azaz:

P = (1— "I+ 60"Q".
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Ebbdl kell belatni n + 1-re:
Pr(nJrl) — prnpr

=[(1 - 4"+ ¢"Q"| P’
= (1—¢")IIP" + 6"Q"P"

Volt, hogy [1P™ = II tovabba, P" helyére ((1 — )11 + 0Q)-t helyettesitve

— (1= )T+ 6"Q" [(1 — )11 + 6Q)]

= (1 -6 +6"(1 - 0)Q"IL + " Q!
= (1 — ™I+ (6™ — g™ HIT + g1 Q™!
= (1 — 0" NI + onHiQrtt.,
Ezzel az indukcits 1épést bizonyitottuk.

Szorozzuk meg mindkét oldalt P’-vel, ahol j > 0:

P = (1 — 0")IP? + Q" P? = (1 — 011 + 6~ Q" P’

=11+ 6"(Q* P’ — 1) mashogy kifejezve: P — 11 = ¢*(Q*P/ —1I)

Vizsgaljunk meg egy tetszéleges x sort az utolso egyenlet két oldalan lathatd méatri-

xoknal a teljesen variacios tavolsag 2 ekvivalens definicidja segitségével, és hasznaljuk

fel, hogy (z,-) = m: (P™* —1I)(z, ) = 0%(Q* P’ — II)(z, -). Tehat:
1P () = wllpy = || P (2, ) = (. -)|7v

= 2 S IP (e y)|

yeX

=05 S IQ P ()

yeX
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= 0"|Q"P(x, ) — (z,)||rv < 6,

Abbdl, hogy @, P és Il sztochasztikusak matrixok, kovetkezik, hogy QFP7(x, ) és

[I(z, -) eloszlasok, tehat teljes variacios tavolsaguk maximum 1 a 3.2.2 allitas alapjan.

Most definialjuk a kovetkezs allandokat: o = v/ és C = o ". Legyen t > 0, és

hatarozzuk meg k és j értékét ugy, hogy: t =rk+j, ahol0<j <.

Mivel 0 <0< 1és0<a<1:

1Pz, ) = 7llrv = [P (2, ) = 7llzv

S ek — O/‘k S aTkaj—T — a—rark+j — CO{t.

Mivel ez igaz minden x € X esetén, ezért tetszéleges t > 0 esetén is igaz, hogy:

max || P'(z,-) — 7|7y < Cal.
zeX
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Osszefoglalas

Szakdolgozatomban tehat bevezettem a véges-allapotterti Markov-lancok alapvetd
fogalmait, a stacionarius eloszlast, a megértésiiket tébb helyen is példakkal segitet-
tem, majd a megismert definiciok és tételek segitségével végiil belattam, hogy az
irreducibilis, aperiodikus Markov-lancok exponencialis sebességgel konvergalnak a

stacionéarius eloszlasukhoz.

A masodik fejezetben elGszor definidltuk a Markov-lanc fogalmat, majd egy konnyed
mese segitségével példat is lattunk arra, hogy hogyan is képzelhetjiik el mindezt
egyszeru esetben. Ezutén definialtuk a szamunkra 2 legfontosabb fogalmat, az irre-
ducibilitast és az aperiodicitast, majd a fontos lemmaékat lattunk be ezzel a két fo-
galommal kapcsolatban. Ezek utan ratértiink stacionéarius eloszlasra. Ehhez el6szor
definidltuk a harmonikus fiiggvényeket, majd belattunk roluk egy lemmét. Ezutan
pedig bebizonyitottunk két fontos allitdst a stacionarius eloszlasrol. ElGszor azt,
hogy amennyiben létezik irreducibilis esetben stacionérius eloszlés, akkor pontosan
1 létezik, masrészrsl pedig azt, hogyha szintén irreducibilis esetben tényleg l1étezik
stacionéarius eloszlas. A fejezet végén pedig még néhany érdekes allitast bebizonyi-
tottunk, a tagabb megértés érdekében. A harmadik fejezetben elGszor belattunk

egy allitast pozitiv rekurrens lancok hosszu tava viselkedésérsl, majd definaltuk 2

42
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valoszintiségi eloszlés teljes variacios tavolsagat, ezutan belattunk a teljes varidcios
tavolsagra egy alternativ formulét, végiil pedig bebizonyitottuk, hogy az irreducibi-
lis, aperiodikus Markov-lancok exponencialis sebességgel konvergélnak a stacionarius

eloszlasukhoz.
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