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Koszonetnyilvanitas

Mindenekel6tt szeretném Gszinte halamat kifejezni Dr.  Jorddn Tibornak, aki téma-
vezetGként a szakdolgozatom megirasanak teljes folyamata sordn rendkiviil sokat segitett.
Kosz6nom, hogy elvéllalta a témavezetést, valamint hogy tiirelemmel, hasznos tanacsokkal és
kivalo meglatasokkal tdmogatott a téma kivalasztasatol egészen a dolgozat véglegesitéséig.
Tartalmi és technikai észrevételeivel nagyban hozzajarult ahhoz, hogy a dolgozat vildgosabbé
és olvashatobba valjon.

Halas vagyok a csaladomnak és bardtaimnak a biztatasért és tamogatasért. Kiilon koszo-
nettel tartozom Szabo Mdténak a dolgozat kiilalakjara vonatkozo otletekért, valamint Ferencz
Barbardnak a folyamatos 0sztonzésért és a dolgozat érthetGségét javito visszajelzésekért.

Végiil koszonom egykori munkahelyem menedzserének, hogy rendelkezésemre bocséatotta
a gyakorlati alkalmazashoz sziikséges adatkészletet.
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Bevezetés

A személyzetiitemezés, mint matematikai probléma azaltal valik lényegessé, hogy egyfeldl
a munkaltato vallalatok vagy szervezetek folyamatos és komplex munkaers lefedettséget
igényelnek; méasfel6l a munkaerdt képezé alkalmazottak valtozo, nem feltétleniil a munkaltatod
szamara optimalis 6rarendben és preferencidkkal tudnak és akarnak dolgozni. A munkaerd
egy, mindkét fél szaméra megfelel6 beosztasba iitemezése elengedhetetlen gy a munkavégzés
hatékonysaganak-, mint az alkalmazottak egészségének és elégedettségének szempontjabol.

Egy személyzetiitemezési feladatot kiilonb6z6 szektorokban eltérd kihivasok érintenek.
Kozlekedés és szallitas teriiletén egyes miiszakokhoz térbeli- illetve idGbeli korlatok tarsulnak.
Kereskedelemben és tligyfélszolgalatban a kereslet elérejelzése, és az elérejelzett kereslethez
sziikséges eréforrésok lefedése a f6 szempont. Egészségiligyben és katasztrofavédelemben a
folyamatos lefedettség biztositasa kiemelt fontossagu.

Mieke Defraeye és Inneke Van Nieuwenhuyse cikkének [1] bevezetésébdl kiindulva, a
személyzetiitemezés 4 f6 lépésének a kovetkezSket tekintjiik:

e (i) kereslet eldrejelzése empirikus adatok alapjan;

e (ii) a sziikséges munkaeré mennyiségének és Osszetételének meghatarozésa,

e (iii) a miszakok kialakitasa jogszabélyok és belss szabélyok figyelembevételével;
e (iv) az alkalmazottak, mint személyek miszakokba osztésa.

A dolgozat folyaméan a személyzetiitemezés 1épéseinek listajat tovabbi két elemmel bovitjiik:

e (v) rovid tava Gjraiitemezés varatlan kiesések esetén;

e (vi) feladatok és sziinetek titemezése alkalmazottakhoz.

Ezen dolgozat keretein belill a fenti lista (iii)-(vi) lépéseivel fogunk foglalkozni. Ezen
lépések modellezésének lehetGségeirdl részletes attekintést nyajt A.T. Ernst, H. Jiang, M.
Krishnamoorthy és D. Sier cikke [2]; mely a jelen dolgozat témajanak kigondolasaban is
hasznos olvasmanynak bizonyult.

A személyzetiitemezési problémék soran szamos egyéni és Osszesitett korlatozassal kell
szamolni; egyfeldl az egyes alkalmazottak munkakoriilményeire-, méasfelsl az Gsszesitett mun-
kavégzési elvarasokra vonatkozoan. E komplex kovetelményrendszer modellezésére kivaloan
alkalmasnak bizonyultak a tobbtermékes folyamokat vizsgalo optimalizalasi modellek, amelyek
képesek kezelni mind az egyéni-, mind az Osszesitett kikotéseket egy kozos halozati struktira-
ban. Bar a tobbtermékes folyamok vizsgalata a dolgozat kézponti targya; a hagyoményos
folyamok, illetve a specialis strukturaju tobbutas folyamok alkalmazasét is vizsgaljuk.

A dolgozat els6 fejezete a dolgozat megértéséhez sziikséges elméleti alapokat ismerteti, a
linearis programozas és a hagyoméanyos folyamfeladatok bemutatasaval. A masodik fejezet
egynapos személyzetiitemezési problémakat vizsgél hagyomanyos folyamok alkalmazaséaval.
A harmadik és negyedik fejezet a kéttermékes, majd a tobbtermékes folyamok megoldas-
kézpontu elméletét mutatja be; utobbi esetében kitérve a modell gyakorlati alkalmazasara
is tobbnapos személyzetiitemezési problémak kornyezetében. Az 6todik fejezet a tobbutas
folyamok elméleti hatterét targyalja, majd egy iitemezési problémén keresztiil mutatja be azok
alkalmazasat. A dolgozat utolso fejezetében a megismert folyammodellek implementéciojat
segitd eszkozok attekintGje-; a tobbtermékes folyamok alkalmazasanak egy implementalt
példajanak bemutatasa-; és a vizsgalt modellek fejlesztési lehetGségeinek targyalasa olvashato.



1. fejezet

Sziikséges elGismeretek

Ezen els6 fejezetben felelevenitiink két, a dolgozat kés6bbi részeinek megértését megalapozod
témakort. ElGszor is sz6 lesz roviden a linearis programozasrol, mint optimalizacios feladatrol;
bevezetjiik a linearis programozas legfontosabb fogalmait; vazlatosan bemutatjuk legjelents-
sebb megoldéasi moédszerét, a szimplex-modszert; és roviden targyaljuk hasznos tulajdonségat,
a dualitast. Masodszor, sz6 lesz harom hagyomanyos graf- és folyamfeladat definidlasarol
és altalanos megoldasi modszerérsl; ezek lesznek a minimalis koltségii utak-, a minimaélis
koltségl folyam- és a maximalis nagysagu folyam probléméja.

Ezen fejezet teljes mértékben Ravindra K. Ahuja, Thomas L. Magnanti és James B.
Orlin konyve [3] alapjan késziilt.

1.1. Linearis programozas

1.1.1. Bevezetés

Linedris programnak vagy LP (Linear Programming) feladatnak nevezziik azokat az
optimalizalasi probléméakat, amelyek rendelkeznek egy lineéris célfiiggvénnyel, egy, az isme-
retlen valtozokra értelmezett, linearis kikotések halmazaval, illetve az ismeretlen valtozok
nem szigori pozitivitasat biztosito kikotések halmazaval. ¢ darab valtozo és p darab lineéris
kikotés mellett, egy linearis program standard forméaja a kovetkezd alakban irhatoé fel:

Minimalizéaljuk Z Cixy; (1.1.1a)
j=1
q

ahol > agri=0b, Vi=1,...,p (1.1.1b)
j=1

x; >0, Vi=1,...,p. (1.1.1¢c)

A probléma maétrixos alakban is felirhato:



Minimalizéaljuk cx; (1.1.2a)

ahol Ax =0, (1.1.2b)
x> 0. (1.1.2¢)

Egészértéki linearis programozas: Akkor beszéliink egészértéki linedris programo-
zdsrol vagy ILP (Integer Linear Programming) feladatrol, amikor az z ismeretlen valtozoktol
nemnegativitasuk mellett egészértékiiségiiket is elvarjuk. Az ILP feladatok oriasi gyakorlati
jelentéséggel birnak, viszont altaldnos eseteik polinomiélis id6ben nem megoldhatoak. Egy
ILP probléma optiméalis megoldasdnak polinomialis ideji kozelitése lehet a probléma LP-
relazdltjdnak megoldasa, ami a probléma egészértékiiségi feltételének torlésével kapott LP
feladat megoldasat jelenti.

Feltételezhetd, hogy b; > 0 Vi = 1,...,p, mivel az a;; értékek negativak is lehetnek.
Minden linearis program felirhat6 standard alakban: 23:1 c;x; maximalizalasa egyenértékd
— i1 ¢jr; minimalizaldsaval; egy > 7 a;;z; < b; alaki kikotés 0 koltsegt y; feleslegvalto-
z0k a modellhez vételével 25:1 a;jxj +1y; = b; alaku kikotésekké tehetek, az optimalizdlando
célfiiggvény értékét nem valtoztatva. Standard alakban a kikotések halmaza egy egyenlet-
rendszert alkot, aminek megengedett megoldésainak halmaza valtozatlan marad, a rendszer
sorain végzett linearis kombinacios miiveletek sorén.

Azt mondjuk, hogy egy linearis program kanonikus alakban van, ha:

o kikotésenként egy valtozo izolalva van +1-es egyiitthatoval;
e minden izolalt valtozé sem més kikotésekben, sem a célfiiggvényben nem jelenik meg.

Minden lineéris program kanonikus alakba hozhato. A kikétéseken végzett egyszert sormiive-
letekkel, ahol egyszerd sormdvelet egy sor tobbszorosének egy mésik sorhoz adasa) mindig
elérhetjiik a kikotésekre vonatkozo feltételek teljesiilését; tovabba egy késGbb részletezett
modszerrel mindig elérhetjiik a célfiiggvényre vonatkozo feltételek teljesiilését is. Az izolalt
valtozok lesznek a feladat bdzisvdltozoi, egyiitt alkotjak a feladat bdzisdt. A nem izolalt
valtozokat nembdzisvdltozoknak hivjuk.

Az A kikétésmatrix A; oszlopa a linearis kikétéseknek a j-ik valtozohoz tartozo egytittha-
tokat tartalmazza. Legyen B = {1,2,...,p} a bazisvaltozok-, L ={p+ 1,p+2,...,q} pedig
a nembéazisvaltozok indexhalmaza. A linearis program (B, L)-ként jelolt béazistruktiraja
szerint definialjuk a B = [Ay, Ag, ..., A, és L = [A,11, Apyo, ..., A,] matrixokat, ahol B a
bazismatrix ¢s £ a nembazismatrix; tovabba particionaljuk a valtozokat az xp = {z; : i € B}
és az x;, = {x; : i € L} halmazokba. Ezen jelolésekkel a Ax = b egyenletrendszer atirhato
Bxp + Lx; = b alakba; amibdl a probléma kanonikus alakja zp + B~ Lz, = B~1b.

Egy kanonikus alakban felirt probléma bdzismegolddsihoz legyen xp = 0, amibdl
rp = B71b. Akkor beszélhetiink megengedett bazismegoldasrol, ha minden valtozo értéke
nemnegativ. Egy bazisstruktira akkor megengedett, ha a struktirahoz tartozoé bézismegoldas
megengedett. Mivel a bazismegoldas 1étezésének sziikséges feltétele a B bazisméatrix inver-
talhatosaga, amihez a bazisvektoroknak lineéris fiiggetlensége sziikséges; ezek utan bdzisnak
csak a linearisan fiiggetlen, p elemszamu vektorhalmazokat hivjuk.

Legyen A; = B1A; az A; vektor B bézis szerinti képuviseldje, mivel igaz rd, hogy BA; =
A;. Hasonléan legyen A, = B~L és b = B~1b a nembézismatrix és a kiktés-egyenletrendszer



jobboldalanak képviselGje; legyen tovabba cg = (¢1,¢2,...,¢p) és cr, = (Cpy1,Cpra, .-, Cq) B
bézis- és nembazisvaltozok kdltséguektora.

Kanonikus alakban minden bézisvaltozo6 egytitthatoja 0 a célfiiggvényben. Ezt ugy érjiik
el, hogy az i-edik kikétést megszorozzuk egy 7; tényezével, majd kivonjuk a célfiiggvénybdl, igy

i1 @iy — bi]. Az (1.1.1b) alapjan

kapva a kovetkezd célfiiggvenyt: Y7 cjz; — >0 [Zq
—SP m I aim; — b = 0; tehat az ezutan z(x)-szel jelolt célfiiggvény, rogzitett m
i=1 j=1 Wijlj J ggveny, 1rog

vektor és zp = Zfil m;b; jelolést konstans mellett a kdvetkezdre alakithato:

p q

z(x) = Z [cj — Zmaij] r; + Z [Cj — Zmaij] r; + 2. (1.1.3)

J=1 J=p+1

A kanonikus alak eléréséhez w-t tgy valasztjuk, hogy teljesiiljon:

p
C; — Zmaij =0 VJ € B. (114)
=1

Az (1.1.4) métrixos felirdsa 78 = cp. Legyen m = cgB~! a B bazishoz tartozo szimplex
tényezd. Definidljuk végiil az x; valtozo B bazis szerinti ledrazott koltségét: ¢f = cj—y b ma;.
1.1.2. Szimplex mdédszer

A szimplexr mddszer, mint linearis program megoldé modszer, egy megengedett bazismeg-
oldasbol indul; ellenérzi ezen megengedett bazismegoldas optimalitasat; megéll, ha optimaélis
a megoldas; amennyiben pedig nem optimalis a megoldas, bazisvaltast végez egy nem nagyobb
koltségi mésik bazisra.

Kezdeti bazisstruktara keresés
Mint elébb emlitettiik, nem minden béazismegoldas megengedett; tovabbé ismert az is,

hogy egy megengedett bazis keresése szinte hasonléan nehéz, mint az eredeti feladat. Emiatt
egy segédfeladat konnyen megkaphatd megengedett béazisat fogjuk hasznalni kezdeti béazisnak.

Vezessiink be minden kikotéshez egy elegendSen nagy M koltségi x4y, segédvaltozot gy,
hogy:

q a+p
Minimalizaljuk chxj + Z Mz ;; (1.1.5a)
j=1 J=q+1
q
ahol Z(aijxj +244) =0b;, Vi=1,...,p (1.1.5b)
j=1
z; >0, Vi=1,...,q (1.1.5¢)

Az elegendGen nagy M koltség miatt, ha a segédfeladatnak van olyan megoldésa, amiben
minden segédvaltozo értéke 0, egy ilyen megoldas lesz az optimalis. Lathato, hogy pontosan
akkor van az eredeti feladatnak megengedett megoldésa, ha a segédfeladatnak van olyan
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megoldésa, amiben minden segédvéltozo 0; és ebben az esetben a két feladat ekvivalens. Ez
azt jelenti, hogy az eredeti feladat helyett oldhatjuk a segédfeladatot; a segédfeladatnak pedig
egy megengedett bazisa a B = [Ai1, Agias - Agip, |-

Optimalitasi feltétel

Legyen (B, L) egy megengedett béazisstrukturaja a feladatnak. Ezen bazisnak megfelelg
kanonikus alakban a B bazis szerinti szimplex tényezével a célfiiggvény:

z(x) = Z cirj+ 2. (1.1.6)

J=p+1

Allitas: Egy megengedett bazismegoldas optimalis, ha ;>0 VjelL.

Bizonyitas: Optimalités ellenérzésekor 2 a jelenlegi megengedett bazismegoldas. Egy
megengedett megoldasban minden z; valtoz6 értéke nemnegativ, azaz z; > 0 Vj € L.
Tehat, ha ¢f >0 Vj € L, akkor z(r) > 2y V 1j bazis szerinti z(z) célfiiggvényre, azaz 2
optimalis. []

Bazisvaltas
A szimplex moédszer kivalaszt egy x, nembézis-, Gn. érkezd valtozot, amire ¢f < 0;

ennek értékét noveli meg 6-ra és tartja a tobbi nembézisvaltozo értékét 0-n. Ekkor a kikotés-
egyenletrendszer x5 + 0.A, = b alaku, tehat:

z=b —0a;; Yi=1,...,p. (1.1.7)

Ha a;s > 0, akkor z; sziikséges nemnegativitasa miatt 6 < ;’—, igy 0 = minlgigp{g’—; :
a;s > 0} a maximalis megengedett értéke x,nek. Ha a;s <0 Vi=1,..., p, akkor x, értéke
végteleniil nagy lehet; és mivel ¢] < 0, ezért a célfiiggvény értéke végteleniil kicsi lehet, azaz
nem létezik véges optimalis megoldas.

Legyen x, az Gn. tavozd bazisvaltozo, amelyre 6 = ;‘—:S.Ekkor (1.1.7) alapjan =, = 0. Ez-
utan z, lesz az r-ik bazisvaltozo, x,-bdl pedig nembazisvaltozo lesz. Az 0j bazisvaltozohalmaz
ismeretében létrehozzuk a feladat 4j kanonikus alakjat:

e az r-ik sort osztjuk a,s-sel, igy az xs egyiitthatoja +1 lesz;

o V1 <i¢<p, i+ rsorszami sor esetén megszorozzuk az r-ik sort —a;s-sel és hozzaadjuk

az i-edik sorhoz, igy a;; = 0 lesz;

o az r-edik sort megszorozzuk —cZ-vel és hozzaadjuk a célfiiggvényhez, igy =, egyiitthatoja

a célfiiggvényben is 0 lesz.



Moédositott szimplex modszer

A teljes A kikotésmatrix frissitésénél egy gyakorlatban lényegesen koltséghatékonyabb
modszer a kovetkezd: ha hozzatessziik a kikotéseinkhez a képzeletbeli y valtozokat tgy, hogy
Ax +Ty =b,2 >0,y > 0, ahol T az identitasmatrix; akkor a x5 + B~*Lx; + B~y = B~'b
alaku kanonikus alakbol latszik, hogy a képzeletbeli valtozok egyiitthatoi a bazisvaltas
utan az 0j béazis inverzének felelnek meg. Ezek alapjan tehat elegendd A helyett az 7
identitasmatrixon végezniink a béazisvaltast. Vegylik észre, hogy a szimplex modszer egyes
lépései soran a m = cgB~! szimplextényezs- és a A, = B~ A, érkezévektor képviselsjének
kiszamitasahoz csak B~!-et kell hasznalnunk; mig az A métrixot csupan a ¢™ = ¢ — A
learazott koltségfiiggvény kiszamitasahoz kell hasznalnunk.

Korlatos valtozés szimplex modszer

Tegyiik fel, hogy egy olyan linearis problémat akarunk megoldani, ami abban kii-
16nbozik az eredeti (1.1.1) probléméatol, hogy rendelkezik egy tovabbi kikotéshalmazzal:
r; <wu; Vj=1,...,q Eléz6ekben egy (B, L) bazis-struktira esetén az x; nembazisvalto-
z0k az alsokorlatjuk értékét vették fel. Ehhez képest, legyen most (B, L,U) a jelen korlatos
probléma valtozoparticidja; amire xp a bazisvaltozok halmaza, xp és xy pedig azon nemba-
zisvaltozok halmazai, amik az also- illetve felsGkorlatjuk értékét veszik fel. Eddigihez hasonld
jelolésekkel és a nembazisvaltozok megfelel értékadasaval kapjuk, hogy 5 = B~'b— B~ 1Uuy.

A probléma kanonikus alakjaban a célfiiggvény most 2(x) = >, cfa; + D5y ¢ + 20
Eléz6ekhez hasonloan, egy megengedett bazismegoldas akkor optimalis, ha ¢f >0 Vj € L
és ¢f <0 VjeU. A korlatos véltozos szimplex modszer érkezd valtozonak valaszthatja
barmelyik, az adott valtozonak megfelel6 optimalitasi feltételt nem teljesits valtozot. Az
érkezd valtozo 0 legnagyobb megengedett értéke min(|us|, min{g%"s V1 <i<p});ab=]u
esetben a bazisvaltozok halmaza valtozatlan marad és csupan az zs valtozo értéke valtozik
meg egyik eredeti hatarértékérsl a mésikra; a tobbi esetben pedig a béazisvaltozok halmaza és
a probléma alakja a Bazisvaltas részben leirtak alapjan torténik.

1.1.3. Linearis program dualisa

Egy linearis program dualisarol akkor beszélhetiink, ha a primdl feladatot szimmetrikus
alakjaban irjuk fel:

q
Minimalizaljuk Z cixy; (1.1.8a)
j=1
q
ahol Zaijxj Z bi, Vi = 1,...,p (118b)
j=1
z; >0, Vi=1...,q. (1.1.8¢)

Egy linedris programot tugy f{runk fel szimmetrikus alakba, hogy a kikotés-
egyenlGtlenségrendszer ellenkezd irdnyt egyenlGtlenségeit szorozzuk —1-gyel és egyes
egyenleteit két, egyetlen kikotésként indexelt, ellenkezd iranyu egyenlGtlenségként kezeljiik.

A szimmetrikus alaku linearis program dudlisa minden (1.1.8b) kikotésnek egy m; dualis
valtozot feleltet meg:



p
Maximalizaljuk Z bimi; (1.1.9a)
i=1

p
ahol > aymi<c, Vi=1,....q (1.1.9b)
=1

>0, Vi=1,...,p. (1.1.9¢)

Ha az i-edik (1.1.8b) kikotés egy egyenlGséget leird egyenlétlenségpar, akkor az i-edik
(1.1.9b) kikotést toroljiik.
Dualitas-tételek

Gyenge dualitas-tétel: Ha x és m megengedett megoldasok a primél és dual problémara,
akkor Zle biﬂ-i S Z?:l Cixy.

Erés dualitas-tétel: Ha a primal és dual feladat egyikének van véges optimuma; a
masiknak is van, és a két optimalis célfiiggvény értéke megegyezik.

Komplementer slackness optimalitasi feltétel: Egy (z, 7) megengedett megoldaspar
optimalis a primal és duél feladatra, ha rendelkezik a komplementer slackness tulajdonsaggal:

q
7)Y aye; —b(H)] =0, Vi=1,....p (1.1.10a)
j=1
p
rile; =Y aym(i)] =0, Vi=1,....q (1.1.10D)
=1

1.2. Hagyomanyos folyamfeladatok

A kovetkezs problémak altalanos megkdzelitése kombinatorikus szemlélett, azonban az
alabbiakban mindegyik feladat linearis programozési formaban is felirasra keriil. Ennek célja
a dolgozat egységességének tartasa, illetve ezen problémék, a dolgozatban késébb targyalt
feladatokhoz viszonyitott kisebb komplexitasanak hangsulyozasa.

1.2.1. Minimalis koltségl utak

A feladat egy halozatban kiszdmolni egy kijelolt s cstcsbol a minimélis koltségd utat
az iranyitott graf minden tovabbi cstucsaba. Tovabbi targyaldsainkhoz elegendd a probléma
azon esetét vizsgalnunk, ahol minden élhez rendelt koltség nemnegativ és egész, s-bdl pedig
minden cstucs elérhets:



Minimalizéaljuk Z CijTij; (1.2.1a)

(i,7)€A
n—1, 1i1=s
ahol Ti; + Tj = ’ ., Vi=1,...,p
{Z ’ Z ’ {—1, Vie N —{s}
J:(i.5)€A} {5:()eA}
(1.2.1b)
r; >0, V(i,j)eA (1.2.1¢)

Dijkstra algoritmus

Az alap algoritmus minden ¢ csiucshoz rendel egy d(i) cimkét, ahol kezdetben d(s) = 0,
mig d(i) = oo Vi # s. Minden idépillanatban d(i) az i cstcsba vezeté minimalis koltségi ut
jelenleg ismert legélesebb fels6becslése. A vizsgélt csticsok halmaza kezdetben iires. Minden
iteracioban kivéalasztjuk azt a még nem vizsgalt csicsot, amely s-hez a legkdzelebb talalhato,
majd ezen cstcs kimend élei mentén frissitjiik a végpontok d cimkéit, ha egy olcsobb, s-bdl
az él végpontjaba mend, uthoz jutunk. Ezutan az adott csics atvizsgalt statuszt kap. Az
algoritmus addig fut, amfg minden cstcs atvizsgalasra nem keriilt. A futasidé O(n?), ahol n
a csucsok szama. A megoldas gyorsithatd alternativ algoritmusok alkalmazéséval.

1.2.2. Minimalis koltségti folyamok

Legyen G = (N, A) egy iranyitott halozat s és t kijelolt csticsokkal, ahol s a G hélozathoz
rendelt x folyam forrasa, ¢ pedig a G' halozathoz rendelt x folyam nyelGje. Legyen c;; koltség-
fliggvény és u,; kapacitasfiiggvény minden (7, j) € A élre, feltételezve, hogy a koltségfiiggvény-
és a kapacitasfiiggvényértékek nemnegativak. Tovabba legyen b; kinalat-kereslet-fiiggvény
minden ¢ € N csicsra. Ez a b; kindlat-kereslet-fiigguényérték a folyam s forrasa esetén egy
el6re meghatarozott b, pozitiv szam, a folyam ¢ nyelGje esetén a b, = —b, negativ szam,
a (G halozat minden egyéb ¢ € N csiicsa esetén pedig b; = 0. A feladat megkeresni az
élkapacitéasokat betarto, csiics-kinalat-keresleteket kielégits, minimalis koltségti megengedett
folyamot. Feltételezziik, hogy létezik véges optimalis megoldés, és létezik végtelen kapacitasi
irdnyitott ut minden két cstcs kozott:

Minimalizaljuk Z CijTis; (1.2.2a)
(i,5)€A

ahol Z Tij — Z Tji = bi, Vie N (122b>
{7:(i.5)eA} {:()eA}
0 S Lij S Uy, V(l,]) e A (122C)

Rezidualis halézat: Egy z folyamhoz tartozé G(x) rezidudlis hdldzatban minden
(1,7) € A él helyett vegyiik fel a (i,7) és (j,i) éleket egyarant. Egy G(x)-beli (i,7) él
koltsége a G-beli ¢;; érték, rezidualis kapacitasa pedig r;; = u;; — 2;5. A G(x)-beli (4, 1) él
koltsége c;; = —c;; és rezidualis kapacitésa rj; = ;5. G(z) élei kozill csak a pozitiv reziduélis



kapacitasu éleket tartsuk meg.
Kormentesitd algoritmus

Negativ kor optimalitasi feltétel: Egy x* megengedett megoldas akkor és csakis
akkor optimalis, ha a megoldashoz rendelt G(z*) reziduélis halozat konzervativ, azaz nem
tartalmaz negativ 6sszkoltségi iranyitott kort.

Az algoritmus egy kezdeti megengedett megoldasbol indul. Minden iteracidoban keres
az aktualis G(x) rezidualis halozatban egy negativ kort; ha nem talal, akkor optimalis
megoldashoz jutott és befejezddik. Ha talal a rezidualis hal6zatban negativ kort, javitja a
megoldast a kapott kor mentén; és a javitott megoldassal 1ép a kovetkezs iteracioba. Az
algoritmus futésideje O(nm?CU), ahol C és U a megfelels kisbettivel jelolt élfiiggvényértékek
véges értékeinek maximuma. A megoldas gyorsasaga lényegesen javithatd mas algoritmusokkal.

Egészértékiiség: Egészértékd adatok mellett a kormentesitd algoritmus soran kapott
optimélis megoldés egészértéki lesz.

1.2.3. Maximalis nagysagu folyamok

Legyen G = (N, A) halozat nemnegativ u;; ¢lenkénti kapacitasokkal, és legyen U =

max{w;; : u;; < oo}. A feladat keresni egy maximalis nagysagi megengedett folyamot G-ben

a kijelolt s és t pontok kozott; feltéve, hogy nem létezik s és t kozotti végtelen kapacitasi
irdnyitott ut:

Maximalizaljuk bs; (1.2.3a)
by, 1=3s
ahol Y owy— Y wp=10, YieN—{st} ., (12.3b)
{5:(i.5) €A} {5:(G:i)eA} by = —by, i=t
0< Tij < U, V<Z,j) e A (1236)

s-t vAgas: Az N csticshalmaz kettévélasztasa S és S = N — S halmazokra, [S, S] jeldléssel
ugy, hogy s € S ést € S. Alternativ definicioként s — ¢ vagasnak nevezhets az S és S
csticshalmazokat 6sszekotd élek halmaza is. [S,S] vagasban (i,j) € A eléreél, ha i € S és
j € S;illetve (i,5) € A visszaél, hai € S ésj € S. Legyen (S, S) és (5, S) a vagas el6reéleinek
és visszaéleinek halmaza. Legyen egy vdgds kapacitdsa u[S, S| = > ij)e(s.9) Uijs 68 legyen egy
manimadlis vdgds egy olyan vagas, melynek kapacitasa minimalis G Gsszes vagésa kozott.
Cimkézéses algoritmus

Vegyiik észre, hogy minden egészértéki kapacitasokkal rendelkezé hélozat lebonthato
egészértéki kapacitdsokkal rendelkezs s—t-utak és egészértéki kapacitasokkal rendelkezé korok
pozitiv linearis kombinaciojara. Cimkézést hasznalva, minden iterdcioban s-bdl szélességi
keresést inditunk a reziduélis hal6zaton, minden csticsnal mentve az oda kiildhetd legtobb
folyamot, illetve a csticsnak a legtobb folyam kiildését biztosito ttbeli 6sét. Mikor elérjiik ¢-t,
visszafejtve t-t6l, a t-be legtobb folyam kiildését biztositd javitd utat az elmentett Gscstucsok
segitségével; elkiildjiik a maximélisan kiildhets folyamot a megfelel uton. Egy javitout
kapacitasa az ut élein felvett minimalis rezidualis kapacités, ez lesz a javitotuton kiildhetd



folyam maximélis mennyisége. x* megengedett folyam akkor és csakis akkor maximalis, ha a
G(z*) rezidualis halozat nem tartalmaz pozitiv kapacitasu s — ¢ javitoutat; akkor 4ll meg az
algoritmus, amikor megkapta ezt az optimalis folyamot. Az algoritmus futasideje O(nmU).
A megoldas gyorsasiga lényegesen javithaté mas algoritmusokkal.

Egészértékiiség: Egészértékid adatok mellett a cimkézéses algoritmus soran kapott
optimélis megoldés egészértéki lesz.

Maximalis folyam minimalis vagas tétel: A maximalis s — t folyam nagysaga
megegyezik a minimalis s — t vagas kapacitasaval.
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2. fejezet

Személyzetiitemezés hagyomanyos
folyamokkal

A kovetkezs fejezetben a maximaélis nagysagu folyam- és a minimalis koltségii folyamfeladatok
személyzetiitemezési alkalmazasainak két példajat lathatjuk .

Ezen fejezet elsé alfejezete Peter Brucker és Rong Qu cikke [4] alapjan-, mésodik alfejezete
M. Segal cikke [5] alapjan késziilt.

2.1. Egynapos iitemezés: feladatok dolgozékhoz rendelése

Minden e alkalmazott esetén adott a mtiszakjanak megfelels [V., W] idéintervallum. Le-
gyen n feladat, ahol Vj € {1,...,n} esetén adott egy p; idStartam és egy [R;, D;] végrehajtasi
idéablak: D; — R; > p;. Egyidében egyetlen alkalmazott dolgozhat egy feladaton; minden
feladat megszakithatd és kés6bb folytathatdé mas alkalmazott altal is. Egy e alkalmazott
csak a j € J. C {1,...,n} halmazbeli feladatokat végezheti el, ahol J, az ennek megfelelGen
definialt feladathalmaz.

Minden alkalmazottnak szerzddésétdl fiiggden jar adott mennyiségl és hosszisagu sziinet,
amelyek idGablakai a munkas miszakja szerint van meghatarozva. Az e alkalmazott sziineteit
ugy is felfoghatjuk, mint egy-egy feladat, amit csak § tud elvégezni; a tovabbiakban tehat
elégséges a munkak titemezésével foglalkoznunk.

Legyen T' = {R;,D; : Vj} U{V., W, : Ve}; jelolje t; < t3 < --- < ts a T elemeinek
rendezett sorozatat. Tekintsiik a kovetkezéképpen konstrualhaté G = (N, A) héalozatot. Az
N cstucshalmaz tartalmazza:

e aj=1,...,n feladatcstucsokat,

o a {[ti,tiy1];: [ti,ti1] € [R;, D]} Vj feladat-idSintervallum-csicsokat,

o a {[t;tiv1]e: [titiv1]) C[Ve, W]} Ve alkalmazott-idSintervallum-csucsokat,

e az s forrést és t nyel6t.

Az A irdnyitott élhalmaz pedig tartalmazza:

az (s,7) éleket, amelyek fels6 kapacitésa p;,

a (4, [ti, tit1];) éleket, amelyek fels§ kapacitasa t;11 — t;,

a {([ti,tix1];, [tistiva)e) 1 J € Qc} Ve  éleket, amelyek felss kapacitasa t;11 — t;,
a ([ti,tiz1]e, t) éleket, amelyek fels§ kapacitasa t;,1 — ;.

Egy f folyam értéke a ([t;, tit1];, [ti, tis1]e) €leken az e alkalmazott j feladattal toltott ideje
az adott iddintervallumban. A folyam megmaradasi kikotések miatt egy j feladatot egyidében
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tiv1 —t; tit1 — t; tiv1 —t;
— [tistiy1]y;, ——— [tistip1]e — ¢

thyr1 —

te+1 — Tk
[t tht]j, ————> [tk tosle

V

Abra a G halozatrol.

Jn

egyetlen alkalmazott végez, Osszesen p; ideig; illetve egy e alkalmazott a miszakjanak minden
pillanatdban egyetlen feladatot végez. Akkor és csakis akkor 1étezik megengedett iitemezés,
ha a haléozat maximalis folyaméanak értéke 2?:1 Dj-

Egyes feladatok megszakithatosaga kiiktathato, ha az adott feladat idGablaka ugyanolyan
hosszi, mint a feladat elvégzési ideje. A feladatot elvégz6 dolgozd személyének megvaltoztat-
hatosaga tovabbra is megengedett. Olyan megengedett litemezés keresése, amelyben egy-egy
feladat végrehajtasa soran minél kevesebb munkascsere torténik, NP-teljes probléma; ennek
részletes targyalasa azonban nem része a jelen dolgozat témajanak.

Fejlesztési lehetdség: Megeshet, hogy egy feladatot kiilonb6zd mindségekben el lehet
végezni aszerint, hogy hany egymasra épiils részfeladatat oldjuk meg. Utemezés szempontjabol
az a fontos, hogy az alapfeladat el legyen végezve, de torekednénk minél jobb mingségii
osszmunkara. Masképp megfogalmazva, lehetnek kotelezGen elvégzends feladatok és olyan
feladatok, melyekbdl j6 lenne minél tobbet megoldani, azaz minél tobbet hozzarendelni egy
alkalmazotthoz. Ezen probléma megoldasahoz vegyiink egy ¢ : A — R, koltségfiiggvényt:

pj, hai=sésj=jegy nem kotelez6 feladat,
cij) = § M, hai=sésj=jegy kotelezs feladat, illetve M egy elég nagy szam
0, egyébként.
Ezen koltségfiiggvénnyel a fejlesztett probléma ekvivalens egy minimalis koltségl folyamfel-

adattal a GG hélozaton és a c élkoltségfiiggvénnyel; ahol akkor és csakis akkor van megengedett
megoldés, ha a kapott folyam koltsége M-nél kisebb.

2.2. Egynapos iitemezés: munkasigény lefedése sziinetes miiszakokkal

Legyenek kiilonb6z6 hossziisagn és sziinetstruktiraju miszakok, melyek sziinetei az elére
meghatarozott idépontjaiktol 30 percnyit térhetnek el.
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Probléma egészértékii programozas alapu felirasa

Indexeljiik egy nap negyedorait ¢ szerint, ahol 1 <1i < 96. Az Gsszes lehetséges sziinetes
miiszakot, indexeljiik j szerint, 1 < j < J. Definidljuk az a,; matrixot:

1, ha az i. negyedora dolgoz6 periddus a j sziinetes miiszakban,
Qs =
Y 0, egyébként.

Legyen z; a j-edik mtszakhoz rendelt alkalmazottak szdma, és c; a j sziinetes miiszak-
bol visszafejthetd sziinetmentes miiszak egységkoltsége. Legyen s; az i-edik negyedoéraban
sziikséges alkalmazottak szama. A feladat ekkor a kiovetkezd:

Minimalizaljuk Z CiTj; (2.1.1a)
jed

ahol Zaijxj Z ll', (211b)
jed
;>0 é wx;€Z, Vjel (2.1.1¢)

Alkalmazottak sziinetmentes miiszakokhoz rendelése

El6szor a sziinetmentes miiszakok iitemezését oldjuk meg. Feltételezziik, hogy létezik
igényt lefedd iitemezés. Ezen segédfeladathoz legyen az idGegység 30 perc. Jeldljék a G graf ¢
pontjai az idGegységeket, a ¢ és i + 1 kozotti eléreélek a megfelel§ idGintervallumokat, az m
és 0, o > m kozotti visszaélek pedig a sziinetmentes miiszakokat. Jeloljiink minden mést az
el6z6hoz hasonloan.

Az el6reélek kapacitasanak felss korlatja legyen oo, alsé korlatja [;, koltsége 0. A visszaélek
kapacitasanak felsg korlatja legyen az adott szlinetmentes mitiszakkal kompatibilis alkalma-
zottak szama, also korlatja azon dolgozok szama, akiknek kotelezGen ebben a sziinetmentes
miiszakban kell dolgozniuk; koltsége pedig a sziinetmentes miiszak koltsége.

Lm,m Um,o

Lm+1,o+1a Um+1,o+1

ZZ',OO
12:00—)12:30—)13:00—)13:30—)14:00714:30—)15:00—)15:30—)16:00—)16.30

Példa a G halozat egy részére.

Az igy kapott G halozatban megoldott minimalis koltségl folyamfeladat x optimélis
megoldasa megadja a visszaélekben az adott sziinetmentes miiszakokban dolgozok szamat,
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az eléreé¢lekben pedig egy adott idGintervallumban elérhetd alkalmazottak szamat. Jelolje
Y; = xi41 — U; a felesleg alkalmazottmennyiséget az adott idGintervallumban.

Sziinetek beiitemezése, sziinetek miatt keletkezett alkalmazotthiAny mérése

Ismerve a jelenleg beiitemezett sziinetmentes miiszakok sziineteinek optimalis elhelyezését,
kiszamoljuk minden idSegységre a h; munkaerShianyt. Legyen a G halézat, melyben egy
s forrasbol megy él i idGegységekbe, minden i idSegység Ossze van kotve (0 — 1,7,4 + 1)
csucsokkal; és ezek mindegyike Gssze van kotve tg,tq, ..., t; nyel6kkel. A G hélézatban az
s — 1 élek fels6- és also kapacitasa h;, minden mas élnek pedig 0 illetve oo; az i — ty élek
koltsége f, minden més élnek pedig 0. Megoldva G-re a minimalis kdltségl folyamfeladatot,
megkapjuk a felesleg alkalmazottmennyiség optimalis felhasznélasat, illetve a sziikséges
tovabbi alkalmazottak szamat és iitemezését.

Megoldé algoritmus

Az els6 segédfeladat megoldasa utan kiszamitjuk a masodik részfeladat eredményét, és
ennek alapjan sziikség esetén noveljiik az alkalmazottak szamét. Az iteraciot mindaddig
folytatjuk, amig tovabbi alkalmazottakra nincs sziikség.

A dolgozat folyaméan ezutan, tobbnapos litemezés tekintetében a sziinetek titemezése
nem lesz elemezve. Gyakorlatban a sziinetek olyan részletek, melyeket elegendd csak az
adott napon belitemezni; tovabba egyes munkanapok szilinetiitemezései fliggetlenek egyméastol.
Ezutan mindig feltételezni fogjuk, hogy elérhets elegendé munkaerd, azaz 1étezik megengedett
iitemezés. Ebbe a feltételbe kénnyen bevehets, hogy a miiszakok tartalmazzak a sziineteket
is; és a sziinetek figyelembe vételével is van elegendé munkaerd.
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3. fejezet

Kéttermékes folyamok

Legyen G = (N, A) héalozatban 2 darab termék. Mindkét termék rendelkezik egy forrés- és egy
nyelGestcesal, egy sajat, minden (i, j) € A élre értelmezett koltség- és kapacitasfiggvénnyel,

illetve az adott termékhez tartozo folyammal. Legyen egy k termék (i, j) € A élen értelmezett
k
ij
feliill, G halozat éleihez tartozik egy Osszkapacitasfiiggvény; mely értékeit kotegkorldtoknak

kapacitasfiiggvény értéke uf; > 0, koltségtiiggvény értéke c; > 0 és folyamértéke xfj Ezen
nevezziik, és minden (i,5) € A él esetén u,j-vel jeloljik. Ez utébbi az egy élen minden
termékbdl Gsszesen atvihetd maximalis folyamnagysagot jelzi. A folyammegmaraddsi kikotések
minden csicsra elirjak, hogy a beérkezé és kimend élek folyamértékeinek kiilonbsége egyezzen
meg az adott cstcs kindlat-kereslet-fliggvényértékével, vagy termelési értékével. Ez az érték
egy k termék és a termékhez tartozo forras esetén egy pozitiv b* szam, egy k termék és a
termékhez tartozo nyeld esetén a negativ —b* szam, egyéb termék-csiics kombinéaciok esetén
pedig 0. A minimdlis kéltségi kéttermékes folyamfeladatnak megfelels linearis program a

kovetkezs:

Minimalizaljuk Z Z cfjxfj, (3.0.1a)

ke{1,2} (i,j)€eA
bk, 1= Sk

ahol dooabh— ) b =30, YieN-{si.t} , Vke{l,2}

GGy {:Giea) W i—t,
(3.0.1b)

0 <y +af; <uy, V(i j) €A (3.0.1c)

Az egészértékd minimalis koltségi kéttermékes folyamfeladat megoldéasa bizonyitottan
NP-teljes; tovabbiakban viszont lathatjuk ezen probléma két fontos specialis esetének ered-
ményeit. A kovetkezd allitasokban és kombinatorikus bizonyitasokban a cfj =1 V(i,j) €
A Vk € {1,2} esetet tekintjiik, azaz a maximaélis nagysagi kéttermékes folyam keresésével
foglalkozunk.

Ezen fejezet teljes mértékben Alezander Schrijver jegyzete [6] alapjan késziilt.
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3.1. Hu tétele kéttermékes folyamokroél

Tétel: A maximalis nagysagu kéttermékes folyamfeladatnak egészértéki kapacitésok és
termelési értékek mellett akkor és csakis akkor létezik optimalis félegész megoldasa, ha

VM C N vagasra Z Uij > Z bk (3.1.1)
(4,5)€84(M) kedx (M)

ahol 94 (M) és 0k (M) az M vagasbol kimeng élek és kimend termékek halmaza.

Bizonyités: Legyen f(z,v) = jes() Tij — Z(m)e(s;(u) x;; a v csucs termelési értéke
x folyam esetén, ahol 6, (v) a v csticsba bemend G hélozatbeli élek halmaza. Vegyiik fel a
kovetkezd segédcesiicsokat:

e s legyen Osszekotve s; és so csticsokkal; ¢/ legyen Osszekotve t; és ¢y csiicsokkal. Legyen
Ugs, = bl 65wy, = b, illetve uy,, = b% és up,y = b°.

e s” legyen Osszekotve s; és ty csiicsokkal; ¢ legyen dsszekotve sy és 1 cstucsokkal. Legyen
Ugrrg; = bl és Uty = bl, illetve Ugltty = b2 és Ugytr = b2.

[ONNO! & ®
G
OO OEEO

Tegyiik fel, hogy a G halozatra teljesiil a (3.1.1) feltétel. Tovabba tegyiik fel, hogy
a kapacitasfiiggvény- és termelési értékek egészek. A maximaélis folyam - minimalis vagés
tétel alapjan ekkor rendre léteznek b! 4 b% nagysagt s’ — t' illetve s” — t” kozotti o’ és x”
egészértéki folyamok, amikre:

f(xlv Sl) = bl? f('rlvtl) = _b17 f(xlv 32) = b27 f(xlth) = _b27 (312&)
f(ZL',7 U) =0 YweN-—- {Sl,tl, S9, tg}, (312b)

és
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f(xllv 31) = b17 f($,/,t1) = _blﬁ f(xua 82) = _b27 f($,/7t2) = b27 (313&)

f(l’”, ’U) =0 YweN-—- {817t17 S9, tg}, (313b)
0 <ay; <uy V(i,j) €A (3.1.3¢)
Ekkor legyen ' = $(2/ +1”) és * = 5(2/ —2”) a két terméknek megfelels folyam. Ezekre

teljeSﬁlnek az f(x1781) - bl? f(xlvtl) - _b17 f(xl,v) =0és f(xQJ 82) - b27 f<x27t2) =

1

—b?,  f(2*,v) = 0 folyammegmaradéasi kikotések; tovabba z! és z? félegész megoldasok.

Ezen feliil x! és 22 megengedett megoldasok a kotegkorlatok tekintetében is, hiszen minden
(i,§) € A élre x}; + a7, = La; + o), + i, — o, = max{x);, 2);} < wy;. O

Megoldé6 algoritmus: Feltételezziik, hogy a folyamfeladat adatai egészértékiek, illetve
a G halozatra teljesiil a (3.1.1) feltétel. A fenti gondolatmenet alapjan vegyiik fel az ', ¢/, s”
és t” segédesucesokat és a hozzajuk tartozo éleket. Oldjuk meg G halézatban az s’ —t' és
s —t" forras-nyels parok kozotti maximalis méretii folyamfeladatokat; és az ezekbdl kapott
2’ és 2" megoldasok hasznélataval készitsiik el az eredeti probléma megoldasaiul szolgald x*

és 22 folyamokat.

3.2. Egészértékiiségi tétel Euler feltétellel
Euler-feltétel:

0 (mod 2) v ¢ {s1,t1, 92,12},
Z u; = { bt (mod 2) v € {s1,t1}, (3.2.1)
(i,j)€84(v) b2 (mod 2) v € {s9,t2}.

Tétel: Egészértéki kapacitasok és termelési értékek mellett, ha a G halozatra egyidében
teljesiil a (3.1.1) és a (3.2.1) feltétel; a G halozaton értelmezett kéttermékes folyamfeladatnak
létezik egészértékid megoldasa.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a G hélozatra egyidében teljesiil a (3.1.1) és a (3.2.1)
feltétel. Vegyiik az el6z8 bizonyitasban definialt ' folyamot, amire teljesiilnek a (3.1.2)
feltételek. Legyen A" = {(i,j) € A : x}; # u;; (mod 2)}, aminek minden v elemére az
Euler-feltétel és a (3.1.2) feltételek mellett f(a',v) — f(u,v) =0 (mod 2), tehat A’ minden
cstcsanak A'-beli foka paros kell, hogy legyen. Igy, ha eredetileg A’ # 0, akkor is A’
irdnyitatlan korok unioja, amik mentén vezetve tovabbi folyamegységeket, az A’-n kiviili
éleken vezetett folyammennyiségeket nem valtoztatva, megsziintethetjiik A’-t. Hasonl6an
jarjunk el az el6z6 bizonyitasban definialt " folyammal is.

Az eddigiek alapjan léteznek az x’ és " segédfolyamok, melyekre teljesiilnek a (3.1.2)
és (3.1.3) feltételek; tovabba zj; = u;; (mod 2) és zj; = uy; (mod 2) V(i,j) € A. Ebbdl
kovetkezik, hogy xj; = x;, V(i,j) € A; az 2’ és 2 folyamokbol szarmazo x' = (' + ") és
2 = %(x’ — 2") folyamok pedig egészértékiek. O
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Megoldé algoritmus: Tegyiik fel, hogy a folyamfeladat adatai egészértékiek, illetve a
G halozatra egyarant teljesiil a (3.1.1) és a (3.2.1) feltétel. Az el6z6 megoldd algoritmushoz
hasonloan vegyiik fel az s',t', s” és t” segédcsticsokat és hozzajuk tartozé éleket. Oldjuk meg G
halozatban az s'—t' és s” —t" forras-nyel6 parok kozotti maximalis nagysagu folyamfeladatokat;
és az ezekbdl kapott z/ és x” megoldasok hasznalataval készitsiik el az eredeti probléma

megoldasaiul szolgalo z! és z? folyamokat.
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4. fejezet

Tobbtermékes folyamok

Ezen negyedik fejezet témaja a tobbtermékes folyamfeladat lesz. ElGszor bevezetjiikk a
tobbtermékes folyam fogalmét; felirjuk a hozzé tartozo problémat és el6késziiliink a probléma
megoldasdnak megértésére. Masodszor be fogunk mutatni két, egyméshoz nagyon kozel
all6 modszert a tobbtermékes folyamfeladat megoldasara. Végiil pedig két példat adunk a
tobbtermékes folyamok alkalmazaséara személyzetiitemezésben.

Ezen fejezet bevezets része és a probléma megoldaséaval foglalkozo része egyarant Ravindra
K. Ahuja, Thomas L. Magnanti és James B. Orlin konyve [3] alapjan késziilt. A tobbtermékes
folyamok személyzetiitemezésben torténd alkalmazasara hozott példak koziil az els példa
bemutatasa Ercsey Zsolt és Kovdcs Zoltan cikke [7] alapjan-, a masodik példa bemutatasa
Margarida Moz és Margarida Vaz Pato cikke [8] alapjan késziilt.

4.1. Bevezetés

4.1.1. Definicid

Legyen G = (N, A) halozatban K darab termék. Minden termék rendelkezik egy forrés-
és egy nyelGestucesal, egy sajat, minden (i, j) € A élre értelmezett koltség- és kapacitéasfiige-
vénnyel; illetve az adott termékhez tartozo folyammal. Legyen egy k termék (i,7) € A élen
értelmezett kapacitasfiiggvény értéke ufj > 0, koltségfiiggvény értéke cfj > 0 és folyamértéke
:r;f] Ezen feliil, G halozat éleihez tartozik egy Osszkapacitasfiiggvény; mely értékeit kdteg-
korlatoknak nevezziik, és minden (7,j) € A él esetén u;;-vel jeloljiikk. Ez utobbi az egy élen
minden termékbdl Osszesen atviheté maximalis folyamnagységot jelzi. A folyammegmaraddsi
kikdtések minden cstcsra eldirjak, hogy a beérkezd és kimend élek folyamértékeinek kiilonbsége
egyezzen meg az adott cstucs kinalat-kereslet-fliggvényértékével, vagy termelési értékével. Ez
az érték egy k termék és a termékhez tartozo forras esetén egy pozitiv b szam, egy k termék
és a termékhez tartozo nyels esetén a negativ —b* szam, egyéb termék-cstcs kombinaciok
esetén pedig 0.

Feltételezziik, hogy minden termék folyamegysége egységnyi kapacitast igényel; és hogy
minden koltségfiiggvény linearis a folyamegységek szamaban. Megjegyezziik, hogy az optimalis
megoldasban kaphatunk egy élen nem egészértéki egységnyit egy termékbdl, és az optimaélis
Osszkoltség sem lesz garantaltan egészértéki; az adatok egészértékiiségi kikotése mellett sem.
A feladat megkeresni a minimalis koltségti megengedett megoldést:
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Minimalizaljuk Z Fak (4.1.1a)

1<k<K

ahol Z mfj <wy; V(i,j)€eA (4.1.1b)
1<k<K

vagy Z a:f] + s =w; V(i,j) € A, s > 0 feleslegvaltozo  (4.1.1b)
1<k<K
Nzb=bF Vk=1,...,K, N aG szomszédsagi matrixa (4.1.1c)
0<al <ul, V(i,j)eA Vk=1,... K. (4.1.1d)

4.1.2. Optimalitasi feltételek

Dualis feliras: Ebben a részben feltételezziik, hogy minden él-termék kombinacio
k
ij
kizarolag az élenkénti kotegkorlatok szabalyozzék az atvitelt a G hélézaton. A probléma

esetén u;, = 0o, vagyis a termékek élenkénti folyamnagysagai nincsenek egyedileg korlatozva;
dualisanak két valtozofajtaja legyen w;; koltség minden élre, és *(i) potencidl minden
k = C?j + Wiy — 7Tk(2) + 7Tk<j)
learazott koltséget minden él-termék kombinaciora. A learazott koltség matrixos felirasa
c™F =¥ +w — 7N alaki. A dudlis feladat a kovetkezd:

csucs-termék kombinéciora; ezek segitségével definialjuk a cfj

K

Maximalizaljuk — Z wiw;j + Z vrrk (4.1.2a)
(id)eA h=1

ahol F >0, V(i,j)eA Vk=1,... K, (4.1.2b)

Komplementer slackness tulajdonsag tobbtermékes folyamokra: Egy xfj meg-
engedett megoldasa a primal probléménak az ufj = o0 V(ij) € A feltétel mellett akkor
és csakis akkor optimalis, ha létezik olyan nemnegativ w;; dualis koltségfiiggvény és m?
potencialfiiggvény, amelyekre igazak a kovetkezd tulajdonségok:

wij( Z JZZ — uij) = O, V(l,]) c A, (4138,)
1<k<K

it >0, VY(i,j)eA Vk=1,.. K, (4.1.3b)

crak =0, V(i,j)eA Vk=1,.. K. (4.1.3¢c)

Parcialis dualizacios tétel: A megfelel6 tobbtermékes folyamfeladatra optimaélis xfj
folyamok és optimalis w;; duélis élkoltségek minden £ termékre teljesitik a kdvetkezé minimélis
koltségt folyamfeladatot:
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Minimalizaljuk > (el + wig)ak; (4.1.4a)

(i,5)€eA
ahol Nk =b (4.1.4b)
x>0 V(i,j) € A (4.1.4c)

4.2. Megoldasi médszerek
4.2.1. Oszlop generalas

Iranyitott utas feliras

Feltételezziik, hogy minden terméknek egyetlen forrésa és egyetlen nyelGje van. Ismeretes,
hogy minden megengedett, egy termékre értelmezett folyam szétbonthaté iranyitott s — ¢
utakon és iranyitott korokon atfolyo folyamok Osszegére. Feltételezziik tovabba azt is, hogy G
hélozat konzervativ minden termékre, azaz egyik termékre sem létezik negativ 6sszkoltségi
irdnyitott kor. Ez utobbi feltevés mellett minden optimélis megoldasra feltehets, hogy minden
termék esetén G' minden irdnyitott kore mentén az adott termék folyaméanak nagységa 0; igy
a potencialis optimalis megoldésokat elegendd iranyitott s, — ¢, utak nemnegativ linearis
kombinaci6jaként keresni, ahol s és t; a k termék forrasa és nyelGje.

Legyen P* azon P iranyitott utak halmaza, amelyeken k termék pozitiv mennyiségi
folyamot juttat el s, — t; kozott. Minden él-termék kombinécion felvett folyamérték felirhato
2y =3 pepr 0 (P) f¥(P) alakba az f*(P) termékenkénti utfolyamértékekkel, ahol &;;(P) = 1
ha (i, j) él € P utnalk, 0 kiilonben. Legyen tovabba ¢*(P) = 37, . pclj a P 1t egységkoltsege
a k termék esetén. Ekkor az eredeti tobbtermékes folyamfeladat a kovetkezéképpen irhato fel

utfolyamokkal:

Minimalizaljuk Z Z (P)fH(P); (4.2.1a)
1<k<K pepk

ahol > Y 6P AP) <y, V(ij) €A (4.2.1b)
1<k<K pePpPk
Y oMp)y=dt, Vk=1,. K (4.2.1c)
PePk
ff*Py>0, V(i,j)e€A Vk=1,...,K, VYPeP" (4.2.1d)

Ezen felirasban a folyammegmaradési kikotések termékenként egyetlen kikdtésként jelen-
nek meg termék-csiics kombinaciokénti kikotések helyett, igy a jelen linearis program az eddigi
m-+nkK darab kikotés helyett csupan m+ K darab kikotéssel rendelkezik; viszont a modositott
problémanak sokkal t6bb véltozoja van - minden irdnyitott ttra egy. Kimutathato, hogy egy
optimalis megoldasban legfeljebb K +m darab iranyitott atnak lesz az utfolyamértéke pozitiv,
ezt ezen dolgozat keretein beliill nem bizonyitjuk. Ezaltal tehat egy optimalis tthalmaz
ismeretében, azaz a linearis program oszlopainak egy optimélis részhalmazanak ismeretében;
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a (4.2.1) feladat gyorsan megoldhaté lenne.
Iranyitott utas feliras optimalitasi feltételei

A primél feladatbeli u;; élenkénti kitegkorlatok és d* termékenkénti kinalat-kikotések
dualis megfelelsi a w;; élenkénti koltségértekek és a oF termékenkénti valtozok; amikkel az
f*(P) utfolyamok learazott koltsége:

GU=FP)+ Y wy—ot = Y (i +wy) - o (4.2.2)

(4,9)€P (i.4)eP

Komplementer slackness tulajdonsag: f*(P) megengedett megoldas a (4.2.1)-beli
problémaéara akkor és csakis akkor optimalis, ha a hozza tartozo dualis valtozokkal egyiitt
birtokolja a kdvetkezd tulajdonsagokat:

wi[ YD 05(P)H(P) —uy) =0, V(i,j) € A (4.2.3a)
1<k<K pepk

&3’ >0, Vk=1,...,K, VYPePr (4.2.3b)

GUfR(P)=0, Vk=1,...,K, VP¢&P* (4.2.3¢)

(4.2.2), (4.2.3b) és (4.2.3c) alapjan az optimélis megoldéasnak megfelels o* dudlis ttvaltozo
a legolcsobb s, — t ut aréval egyenls a c + w;; modositott élkoltségre; tovabba minden, egy
optimélis megoldasban pozitiv utfolyamertekkel rendelkezd s, — £ Gt minimalis koltségl az
adott termékre nézve.

Optimalitasi feltétel: f(P) megengedett megoldéas akkor és csakis akkor optimalis, ha
minden k termék esetén f*(P) értéke csak a G halozatban a cf; + w;; modositott arazasra
miniméalis koltségl s, — ¢, utak mentén pozitiv. Az optimalis megoldasnak megfelels o*
duélis utvaltozo értéke ezzel a minimalis koltséggel egyenlds.

Megoldasi modszer

Az 1.1.2 részben felelevenitett modositott szimplex modszer minden iteracidban elment
egy B bazist, aminek segitségével kiszamolja a 7 szimplex tényezdket tigy, hogy a baziselemek-
nek megfelel§ ¢, = cg — B ledrazott koltségek értéke 0 legyen; mindezt a nembézisoszlopok
ismerete nélkiil. Ezutéan a szimplex tényezdkkel kiértékeli a nembazisvaltozokat, azaz kisza-
molja a leértékelt koltségiiket; és ha van egy negativ learazott koltséggel rendelkezé valtozo
koztiik, becseréli azt a béazisba. A kiévetkez6 megoldéasi modszer alapotlete az oszlopok
strukturajanak olyan fajta kihasznaldsa, ami mentén a nembézisoszlopok kiértékelésekor nem
kell teljesen végignézni Gket.

A probléma iranyitott utas felirasat tekintve a modositott szimplex modszer minden

* szimplextényezSket szamolja minden baziselemre;

iterdcioban a w;; dudlis koltségeket és o
vagyis egy sy — t kozotti P-vel jelolt bazisbeli atra a megoldand6 egyenlet ¢3" = 0, azaz
Z(Lj)eP(cfj + w;j) = oF. Az elébbiek alapjan a bazist K + m irdnyitott ut alkotja, tovabba
minden egyenletnek K + m valtozoja van, K darab o* minimalis atkdltsége és m darab w;;

élvaltozoja; tehat a tényezk szamolasdhoz sziikséges egyenletrendszer megoldasa egyértelm.
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A (4.2.3c) komplementer slackness tulajdonsagot tekintve egy bazisbeli P ut esetén
c3" = 0; egy nembazisbeli it esetén f*(P) = 0. A (4.2.3a) tulajdonsigot tekintve az s;; =
So > pepr 0i(P) fF(P) — uy; feleslegvaltozo értéke O-val egyenld minden nembézisvéltozora;
1<k<K
¢s minden bazisvaltozo ledrazott értékére g’ =0—w; = 0, vagyis w;; = 0. Tehat, a
harmadik komplementer slackness tulajdonsaggal; vagyis az optimalitas ellenérzéséhez csak a
mésodik tulajdonsag ellenérzésére van sziikség: ¢z >0, Vk=1,...,K, VP e P* azaz
minpe pr Z(i, e P(cfj—kwij) > o%. Ez azt jelenti, hogy a megengedett megoldas optimalitasdnak
ellenérzéséhez minden &k termékre meg kell oldanunk a minimalis koltségt s —t; it problémat
G héalozaton a cfj + w;; modositott koltséggel. A megengedett megoldas optimalitasahoz
minden £ termék esetén a megfelels legrovidebb ut koltségének legalabb akkoranak kell lennie,
mint ¢*. Ha van olyan legrévidebb tt, ami ezt nem teljesiti, az definicié szerint egy negativ
ledrazott koltségi nembézisbeli ut; igy egy ilyen utat cseréliink be a bazisba a koévetkezd
iteraciohoz. Ezen valtoztatasokon kiviil az algoritmus a modositott szimplex modszert koveti.

4.2.2. Dantzig-Wolfe felbontas

Képzeljiik el, hogy a feladat megoldasdhoz rendelkezésiinkre all K darab dontéshozo és 1
darab igazgatd. Az igazgato feladata megoldani a tobbtermékes folyamfeladat iranyitott utas
felirasat, amit ezek utan mester problémdnak fogunk nevezni, a k-adik dontéshozo feladata
pedig meghatarozni a k-adik terméknek megfelels utfolyamértékeket a mester probléma
megoldasdban. Az igazgatd szamara minden pillanatban a mester probléma oszlopainak
csak egy részhalmaza érhet§ el, igy 6 csak az ezeknek megfelel§ linearis programot képes
megoldani, nevezziik ezt megszoritott mester problémdnak.

Az igazgatd minden iteracioban megoldja a megszoritott mester problémat, vagyis kisza-
molja az optimalis szimplex tényezGket a jelen bazisra. Ezutan az igazgato ezeket a tényezdket
megosztja a dontéshozokkal, akik a maguk rendjén megoldjak a G halozatban a minimaélis
koltségid s, — tp ut problémét az 6 felelsségiik alatt allo terméknek megfelel§ modositott
cfj + w;; koltségekre. Ha a k-adik dontéshozo kapott egy legoles6bb utat, aminek koltsége
kisebb az igazgatotol kapott o*-nal, akkor visszajelzi ezt az utat az igazgatonak; ha pedig a
legolcsobb 1t koltsége megegyezik o”-val, akkor nem kiild vissza semmit. A o% definicioja
alapjan a k-adik déntéshozo altal kapott legolesobb 1t koltsége nem lehet nagyobb, mint o*.
A dontéshozok feladatait nevezziik alproblémdknak.

A jelen megkozelitése az el6z6 megoldasi modszernek ravilagit arra a tényre, hogy a
tobbtermékes folyamfeladat oszlopgeneralast- vagy Dantzig-Wolfe felbontast alkalmaz6 meg-
oldasai gyorsithatdak parhuzamos processzorok hasznalataval; hiszen a K darab alprobléma
egymastol fliggetleniil, egyidében végezhetd minden iteracio soran. A Dantzig-Wolfe felbontas
egy altalanos megoldasi iranyzat alfeladatokra bonthaté problémak esetén.
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4.3. Személyzetiitemezés tobbtermékes folyamokkal

4.3.1. Tobbnapos ilitemezés: munkasigény lefedése
Alapfeladat egyféle pozicidval

Legyen n a munkasok szama, legyen D a tervezési idGintervallum hossza, ahol a tervezési
idGintervallum azon periddus, amire készitjiik a beosztast, napban; és legyen P a tervezési
idGintervallum épitskoveiként szolgald, nem feltétleniil azonos hosszisagu, idészakaszok
szama. Legyen n; az i-edik idGszakasz munkaigénye és P; az i-edik idGszakasz hossza percben.
Legyen L és U minden miiszak hosszanak also- és felsGkorlatja percben; tovabbé legyen R a,
minden alkalmazottra érvényes, két miiszak kozotti minimalis pihenési id6 percben. Legyen
0 a teljes tervezési idGintervallumra értendd alkalmazottankénti 6sszmunkaidd, a tervezési
idGintervallumra megegyezett univerzalis alkalmazottankénti 6sszmunkaidétsl valo eltérésének
megengedett maximuma percben.

A kovetkezSkben a jelen litemezési problémat egy tobbtermékes folyamfeladatként mo-
delleziik, amiben a termékek a munkasoknak felelnek meg; az egyes termékek folyamat
alkoto pozitiv folyamértékid iranyitott utak halmaza az alkalmazottak beosztasanak vagy
litemezésének-; a halozat iranya pedig az idének felel meg. Az ezen modellhez épitett
G = (N, A) halozat csucsai két szinten talalhatoak: N = {qo, q1,-..,qp} W{p0,P1,--.,PP};
élhalmaza pedig A = {(pi, Pis1), (¢, @iv1) 1 =0,..., P =1} W {(pi, ), (¢, pi) :i=10,..., P}.
Minden termék esetén ¢y a forras és qp a nyel6. Ha a ¢ pontok sora alkotja a G halozat
also szintjét és a p pontok sora a GG hélozat felsd szintjét, akkor, ha az i-edik idGszakaszban
egy termék pozitiv folyammennyiséggel rendelkezé iranyitott ttja egy alsé élen halad, a
terméknek megfelels alkalmazott az i-edik periodusban pihen; ha pedig ugyanezen iranyitott
ut egy j-edik idGszakaszban egy felsé élen halad, akkor a terméknek megfelel§ alkalmazott
a j-edik id6szakaszban dolgozik. Egy termék pozitiv folyammennyiségi irdnyitott atjanak
felfelé iranyul6 élen haladasa azt jelzi, hogy a termékhez tartozé alkalmazott a fiiggéleges
él utani vizszintes éleknek megfelels iddszakaszban kezd dolgozni; hasonldéan az iranyitott
utjanak egy lefelé iranyulo élen haladasa az alkalmazott pihendjének kezdetét jelzi.

Egészértéki linearis program
A feladatnak megfelels egészértékii linearis program valtozoi:

e 2% € {0,1},i € {1,..., P} jelzi, hogy az i-edik idGszakaszban k alkalmazott dolgozik,

vagy sem;
k

e wi € Nyi € {1,..., P} az i-edik id6szakasz végéig Osszegytilt, megszakitas nélkiili

munkaideje k alkalmazottnak;
k

o i € Nyi € {1,...,P} az i-edik idGszakasz végéig Osszegyiilt, megszakitas nélkiili
pihendideje k alkalmazottnak;

o d¥ € {0,1},i €{0,..., P} jelzi, hogy az i-edik idGszakasz kezdete el6tt k alkalmazott
dolgozott, vagy sem.

Legyen M elég nagy, példaul M =1 + Zle P;. Az {itemezésnek megfelel§ egészértéki

lineéris program a kovetkezo:
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Legyen

Minimalizaljuk

Miszakhossz kikotések:

Pihenéshossz kikotések:

Aktivitast jelzé kikotések:

Munkaer6 sziikséglet:

Legélis mtiszakhossz:

8 6réas havi norma:

Vke{1,2,...,K} Vie{l,2,...,P};

P K
DY b (4.3.1a)
=1 k=1
wi <zl M, wk=0 (4.3.1b)
wi < wf |+ P (4.3.1¢c)
wf >wf | a2 P (1) M (4.3.1d)
rf<(l—af)-M, r5=0 (4.3.1¢)
rf <+ B (4.3.1f)
rf > rf_l + (1 - xf) - P, — xf -M (4.3.1g)
df < (afF +dF ), dE=0 (4.3.1h)
kg gk
d >0 +2 i1 (4.3.19)
K
Y af=m (4.3.1j)
k=1
wh < U (4.3.1k)
wf > (xf —af ) L, wh>ak L (4.3.11)
rE > (af —af -2 R+ (df —1)- M (4.3.1m)
P
d af-Pi>dy- (5480 D —0) (4.3.1n)
=1
P
> af P <dp- (5480 D+96) (4.3.10)
=1

Tobbféle betoltendd pozicio: Bovitsiik az eddig targyalt alapfeladatot azaltal, hogy

egyetlen pozicié helyett J darab kiilonb6zd, kiilonboz6 idGszakaszokban kiilénb6z6 szamu

alkalmazottal betdltends pozicio létezik. Az alapfeladatbeli z¥ folyamvéltozo helyett minden

poziciénak sajat x¥(j) binaris valtozoja lesz aszerint, hogy k alkalmazott az i-edik idszakasz-

ban a j pozicidban dolgozik-e, vagy sem. Ahogy az alapfeladatbeli hal6zatban a felsG szint

tartozott a pozicidohoz, ezen probléma modellezéséhez épitett G halozatban minden kiilonb6z6

pozicidonak sajat szintje lesz. Egy alkalmazottnak megfelels termék pozitiv folyamértékét

szallito irdnyitott itnak a vizszintes éleken valé athaladésa tovabbra is azt jeloli, attol fiiggGen,

hogy hanyadik sorban torténik ez, hogy az adott alkalmazott az adott idGszakaszban az adott

pozicioban dolgozik vagy pihen. Egy alkalmazottnak megfelel§ termék pozitiv folyamértékét

L2 o2

iranyitott tton torténhet egy lépésen beliil; ez felel meg az adott alkalmazott az adott

idGszakaszban az adott ut két végpontjanak megfelels poziciok, a pihenést is ideértve, kozti

valtédsanak.
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2 esetén.

Példa egy alkalmazott beosztasara a G halézatban P = 6 és J

Fejlesztési lehet6ség: Minden él-termék kombinéciora bevezetett cF(j) koltségfiige-
vények hasznélataval tovabbi két hasznos litemezési szempontot tudunk implementalni a
modellbe. Az elsd ilyen szempont szerint egy elegendGen nagy M koltség esetén szabélyozni
tudjuk, ha egyes dolgozok alul- vagy feliilkvalifikdltak egy poziciéra, és nem szeretnénk ket
a szamukra nem megfelel§ pozicidbban dolgoztatni. Példaul, ha k alkalmazott nem dolgoz-
hat j pozicioban, akkor G halézatban legyen c(p;(5), pi1(3))* = M Vi€ {1,2,..., P}, és
c(e)* = 0 kiilonben. Ha esetleg egyes poziciokban dolgozhat egy alkalmazott, de lehet&sé-
gekhez mérten minimalizalni szeretnénk az alkalmazott ezen poziciokban dolgozott idejét;
lehet az ennek megfelel§ koltségeket egy kisebb értékre, példaul 1-re allitani; ezzel teremtve
egy prioritasi sorrendet a megengedett megoldas keresésében nem akadélyozo, de preferencia
szerint elkeriilend§ esetek és szempontok kozott. Ugyanezen elegendGen nagy M koltséggel
szabalyozni tudjuk azt is, ha egyes periodusokban a dolgoz6 szabadsagot akar kivenni; ekkor
legyen c(p;(4),pi1(3))* = M V5 € {1,2,...,J}, c(e)k = 0 kiilénben. A legtébb adatot,
példaul egyes alkalmazottak maximum és minimum miiszakhosszat, havi normajat, stb.;
alkalmazottanként valtoztathatjuk, szerz6désiiktsl fliggGen.

4.3.2. Tobbnapos tjraiitemezés

Tekintsiink egy olyan esetet, ahol minden napra el6re meghatarozott miiszakokat kell
emberekhez osztanunk. Ezek a miiszakok kiilonbézhetnek idépontjukban és hosszisagukban,
illetve elvégzésiikhoz sziikséges kvalifikacioban. Egy megengedett iitemezésre a kévetkezd
kikotések allnak fenn:

e (i): minden alkalmazott egy nap egyetlen miiszakban dolgozhat;

e (ii): minden mitszakot egyidében egyetlen munkas végezhet;

e (iii): egyes egyméas utani napokra definialt miiszakparok nem végezhetGek ugyanazon
dolgozo altal;

e (iv): egyes miiszakokra (vagy napokra) egyes alkalmazottak nem elérhetéek (vagy
alkalmatlanok);

e (v): minden dolgoz6 havi 6sszmunkaszama nem térhet el 6-nal tobbel a normatol.

Ujraiitemezésre akkor van sziikség, amikor egyes alkalmazottak a targyban forgd miiszak-
jaik kezdete el6tt jelzik, hogy hidnyozni fognak egyes mitszakokrol. Ekkor jon létre a feladat,
melyben az els¢ hianyzas pillanatatol kezdve egy j megengedett beosztast kell generalni,
ami a lehetd legkisebb mértékben tér el az eredetitsl; ebbdl kdvetkezik egy hatodik kikotés:

e (vi): hidnyzo6 alkalmazottak nem dolgozhatnak olyan mtszakon, amelyrdl hidnyoznak.
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Osszesitett tobbtermékes folyam modell

Legyen K darab alkalmazott és J féle pozicio, a pihenést vagy szabadnapot nem szamitva
poziciénak; tovabba legyen a tervezési idGintervallum hossza napban D. Legyen a bejelentett
hianyzasok els6ként érkezd targynapja H. Legyen halozatunk a kovetkezé D — H + 4 oszlopos
halozat:

e az elsG oszlop K cstcsot tartalmaz, ezek a dolgozoknak megfelel§ termékek forrasai;

e a kovetkez6 D — H + 2 oszlop mindegyike J + 1 darab cstucspart tartalmaz, ahol
minden par elsé eleme megfelel az egyik pozicionak, a pihenést vagy szabadnapot is
pozicidnak szamitva; minden par masodik eleme pedig a pozicié egy kés6bb részletezett
fantomcsiicsa. Ezen oszlopok a H — 1-edik naptél a D-edik napnak felelnek meg;

e az utolso oszlop K cstcsot tartalmaz, ezek a dolgozoknak megfelel§ termékek nyel6i.

A forrasok kinalatanak értéke 1, a nyelSk kindlatanak értéke —1, minden mas cstics
esetén pedig a kinélat értéke 0. A poziciok csucsaibol allo aloszlop és a hozzajuk tartozo
fantomcsicsokbol allo aloszlop kozott csak J + 1 darab él vezet, egyetlen ¢l minden pozicid
és a hozzé tartoz6 fantomcsics kozott. Ezen élek alsokorlatja biztositja az adott napon
sziikséges minimélis dolgozoszamot az adott miiszakban. Minden forrdsbol megy egy él abba
a H — 1-edik napi miiszakba, amiben a hianyzéast megel6z6 napon dolgozik az adott forrasnak
megfelels alkalmazott. Ezen feliill minden fantomcstcs 0ssze van kétve azon hozza képest
kovetkezd napi miszakestucsokkal, amiknek megfelel§ mtiszakokban dolgozhat egy munkas, aki
a jelen napon épp az adott fantomcstcsnak megfelel§ miiszakban dolgozott; egészen az utolsd
oszlop fantomcsicsaiig. A kozépss oszlopok kozott utolsonak tekinthetd oszlop fantomesiicsai
minden olyan alkalmazottnak megfelel6 termék nyelGjével Gssze vannak kotve, amelyre az
adott terméknek megfelels alkalmazottnak engedélyezett dolgoznia az adott mtiszakban.

A forrasokbol indulo- és nyelSkbe érkezd-, illetve pozicidkat fantomcestcsokkal 6sszekotd
élek koltsége legyen 0 minden termék esetén. A kiilonb6z6 napoknak megfelels oszlopok kozti
élek esetén minden termékre a kovetkezd koltségfiiggvényt hasznaljuk:

0, ha e él vége azon poziciot jeloli a megfelel6 napra, ahova k eredetileg osztva volt,
¢, = § M, ha e élnek megfelel§ poziciovaltas nem megengedett k esetében,

1, egyébként.

A jelen részben definidlt G' halozat és ¢ koltségfiiggvény segitségével felirhaté minimalis
koltségi tobbtermékes folyamfeladat megoldja a jelen djraiitemezési problémat.

A kovetkezG abra egy példat mutat a G hélozatra és egy alkalmazott megengedett
beosztasara abban az esetben, ha egyetlen pozicié van, és nem lehet egymas utani napokon

dolgozni; illetve s; alkalmazott hidnyzik a tervezési id6 utolsé 2 napjan, igy C%M ps) = M.
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Példa egy alkalmazott beosztasara a GG halézatban K =3, H = D — 1 és J = 1 esetén.
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5. fejezet

Tobbutas folyamok

Ezen 6todik fejezet témaja a tobbutas folyamfeladat lesz. ElGszor bevezetjiik a tobbutas
folyam-, vagy adott k esetén k-folyam fogalmat és felirjuk a hozza tartoz6 problémét; il-
letve definialjuk és kiszamoljuk egy vagas k-méretét. Masodszor bizonyitani fogunk két
tételt a klasszikus- és tobbutas folyamok kapcsolatarol, illetve a k-folyamok és k-vagasok
dualitasarol; tovabba vazoljuk a tébbutas folyamfeladat egy megoldasi modszerét a bizo-
nyitott tételek alapjan. Végiil pedig egy példat adunk a tobbutas folyamok alkalmazasara
személyzetiitemezésben.

Ezen fejezet tobbutas folyamok elméletét targyald részei teljes mértékben Amitabha
Bagchi, Amitabh Chaudhary, Petr Kolman és Jiri Sgall cikkje [9] alapjan késziiltek. A
tobbutas folyamok személyzetiitemezésben torténé alkalmazasara hozott példa bemutatéasa
Charu C. Aggarwal és James B. Orlin cikkje [10] alapjan késziilt.

5.1. Bevezetés

A Kklasszikus értelemben vett egytermékes folyam elemi s — ¢ folyamok nemnegativ lineéris
kombinaciéja; ahol elemi s —t folyamnak neveziink egy s forras és egy t nyel6 kozott, egyetlen
irdnyitott tton athalado, egységnyi méretd folyamot. Egy tobbutas folyam, amit ismert
k érték mellett k-folyamnak neveziink, a klasszikus folyamokhoz képest nem elemi s — ¢
folyamok-, hanem elemi s — ¢ k-folyamok nemnegativ linearis kombinacioja; ahol elemi s —t
k-folyamnak neveziink egy s forras és egy t nyel6 kozott, k darab éldiszjunkt irdnyitott uton,
irdnyitott dtonként egységnyi folyamot szallité, k nagysagi folyamot. Nevezziik az el6bb
emlitett k darab éldiszjunkt irdnyitott s — ¢ utat alkoto6 élek halmazat k-rendszernek.

Tekintsiik az G = (N, A) hélozatot u : A — R, kapacitasfiiggvénnyel. Legyen Q* = {Q :
() k-rendszer G héalozatban}. Jelolje tovabba d;;(()) binaris valtozo azt, hogy egy (i,j) € A
¢l eleme vagy sem @) k-rendszernek; és legyen f(Q) az z folyam @ k-rendszeren keresztiil
szallitott folyammennyisége.

A tébbutas folyam probléma kérdése az, hogy mennyi a G halézaton maximalisan atszal-
lithato k-folyam nagysaga adott k-ra, a G héldzat élein értelmezett kapacitasok betartasaval:
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Maximalizaljuk Z Tgj (5.1.1a)

(s,j)€A,s forras

ahol > 5(QF(Q) Suy, V(i,j) €A (5.1.1b)
QeQ?

Tobbutas folyamok esetén egy vagas k-mérete azon elemi k-folyamok maximalis mennyisé-
ge, ami keresztiil folyhat az adott vagasbol kimend, kapacitasokkal rendelkezé éleken. Példéaul,
egy két élbal allo vagas esetén, ahol az élek kapacitésai rendre az 1 és 100 értékeket veszik fel;
a vagas klasszikus mérete 101-, mig 2-mérete 1-, és 3-mérete pedig 0 lesz.

5.1.1. Lemma a vagas k-méretének szamitasarol
Lemma: Legyen C egy [ darab élbdl allo vagas, ahol az élek kapacitésai monoton csokkend

sorrendben u; > ug > - -+ > wy; és legyenek M; = % i:j-i-l w; j€{0,1,...,k—1} értékek.

Ekkor C' vagas k-mérete:

y(ur, ug, ..., wy) = min{ My, My, ..., Myp_1}. (5.1.2a)

Tovabba, ha M; = min{M,, M, ..., My_,}, akkor

1
1 1
és y(ug, ug, ..y w) zv(z-Mj,...,E-Mj,uj+1,...ul). (5.1.2¢)

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy M; = min{M,, M, ..., M;_1}. Minden elemi k-folyam
legalabb k — j darab élen atfolyik az {w;i1,u;o,...,w} kapacitasokkal ellatott élek koziil.
Legyen u; az {w;+1,uj42,...,u} kapacitasokkal rendelkezs élek koziil, egy adott elemi
k-folyam esetén pozitiv folyamértéki élek szama. Ekkor minden C vagason atfolyo k-

folyam legfeljebb % : Zi:j i < k—ij : Zi:j .1 U darab elemi folyam &sszegébdl allhat;
!

tehat minden k-folyam mérete legfeljebb % . Zi:j L1 u; = Mj lehet. Hasznélva, hogy
M; = min{ My, My, ..., M;_1}, minden ¢ < j <7’ esetén % = ﬁ . Zé:j-ﬁ-l u;-ra igaz, hogy

U; > % > Uy, mert:
e Tegyiik fel, hogy u; < % Ekkor M; | = kjﬂ : z;zi U, < k—]erl : % + Z;:iﬂ U, =
M;

g T kﬁ—;rll -M; < M,; Vi< j;tehdt i = j-re M;_y < M;, ami ellentmondas.

o Tegyiik fel, hogy u; > % Ekkor My = £ . Zl U, = k -Zl o Up — kouy <

k—i/ p=i'+1 k—i’ p=t k—i
k—i'+1 M 1 ./ . , ] .
L My — =5 = My + - (My_1—M;)  Yi' > j; tehat i = j+1-re M; 4 < Mj,
ami ellentmondaés.
A lemma utols6 része kovetkezik az el6z6kbol; mivel uy, us, .. ., u; megvéltoztatdsa —*-ra

nem valtoztat M;-n és nem csokkent egyetlen masik {A; : ¢ < j}-beli értéket sem M, ala,

. I N M ki . .
hlszenMi:%-Zp:iHup:%-(]—Z)-T"—i-k—J-Mj:Mj Vi < j.
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A bizonyitas befejezéhéz még meg kell mutatnunk, hogy M; a C vagason atférs k-
folyamok méretének éles fels6becslése. Ehhez épitiink egy C vagason atféré M; méretd
képzeletbeli k-folyamot. Vegyiink egy (k— j) soros és (%) oszlopos téglalapot, amit “toltstink
fel”, balrél jobbra soron beliil, fentrél lefelé haladva a sorokon, rendre az w;q1, ujy2, ..., u
kapacitasokkal; ezek Osszege pontosan kitolti a téglalapot. Ezen feltoltés alapjan a téglalap
feloszthato egységoszlopok 6sszegébdl allo cikkekre, amiken beliil minden sort egyetlen él
kapacitasa tolt ki; és mivel u; < % : Vi’ > 7, minden oszlopra igaz, hogy az oszlopot alkoto
sortoredékek mindegyikét kiilonbozé él kapacitasa tolti ki. Tehat, minden ilyen oszlopcikk
egy-egy elemi (k — j)-folyam cikkszélességszeres tobbszorosének felel meg; igy a teljes téglalap
egy Zézjﬂ u, = (k—j) - % méretii (k — j)-folyamnak felel meg, ami nem hasznalja a
j legnagyobb kapacitasi élet. Az els6 j él mindegyikén % mennyiségi folyamegységet
engedve at, és hozzatéve ezeket az eddig alkotott (k — j)-folyamhoz; megkapjuk a keresett

(k—17)- % +7- % = M, nagyséagu k-folyamot. O

Uj+1 Uj+2

Ujt2 Uj+3 Ujta Uj+5

Uy—7 Ul—¢6 Ul—s5 UpLg Ur—3 Up—2 [ Up—1 | U

Példa a (k — j) x %—as téglalap kitoltésére és felosztasara.

5.2. Dualitas

Egy F méreti s —t folyamot akkor neveziink k-kiegyensilyozottnak, ha x;; < % V(i j) €

A. Egy (i, ) élet akkor neveziink kritikusnak, ha z;; = %

5.2.1. Lemma a k-kiegyensulyozottsagrol és a kritikus élekrél

Lemma: Minden k-kiegyenstulyozott kormentes = folyam esetén létezik olyan k-rendszer
a GG hélozatban, amelynek eleme G 6sszes = szerint értelmezett kritikus éle.

Bizonyitas: Legyen G’ = (N', A") halozat és v’ kapacitasfiiggvény azon F' meéreti x
folyam szerinti héalozat-kapacitas par, amiben N’ = N U {s/,t'}, ahol s’ és t' egy 0j forras
és nyel; és A = A; U Ay, ahol Ay = {(3,7) € A 2y > 0}, wj; = 245,V(i,j) € Ay,
illetve Ay = {k darab (s',s) €l és k darabb (t,¢') él}, ul; = £,V(i,]) € A;. Feltéve, hogy z
kormentes, Q C A" akkor és csakis akkor egy s’ — ¢’ kozotti k-rendszer, ha minden (s, s’) és
(t',t) élt tartalmaz, illetve minden cstics rendelkezik a folyam megmaradasi tulajdonsaggal.

Legyen @@ a G’ halozat Osszes k-rendszere koziil az, amelyik a legtobb kritikus élt tartal-
mazza. Tegyiik fel, hogy létezik egy (u,v) ¢ @ kritikus él. Legyen S azon csicsok halmaza
altal alkotott részgrafja a G’ halozatnak, amelyek elérhetGek v-bdl olyan javitéutakon, amik
kétféle élekbdl allhatnak: @ altal nem hasznalt eléreélekbdl és @ altal hasznalt nem kritikus
élekbdl szarmaztatott visszaélekbdl. Formailag S = {v-bdl elérhets G halozatbeli csticsok},
ahol G = (N AL, UA), A, =A—-Q, A_={(y,7):(2,y) € Q, (x,y) nem kritikus}.

Tegyiik fel, hogy v € S. Tudjuk, hogy (u,v) € A, igy létezik S-ben egy (u,v)-t
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tartalmazo K kor. Adjuk @ élhalmazhoz a KN A, = K — Q éleket és toroljitk @ élhalmazbol
az {(z,y) € Q : (y,z) € K} éleket. Vegyiik észre, hogy az 0j @ élhalmaz tovabbra is k-
rendszer, azonban legalabb 1-gyel tébb kritikus élt tartalmaz, mint kordbban. Ez ellentmond
() definiciojanak; tehat, u ¢ S.

Mivel &'t ¢ S, ezért Q ugyanannyiszor lép be S-be, mint amennyiszer kilép beldle.
Mivel A_ definicié szerint a ) nem kritikus éleihez feleltet meg egy-egy S-beli visszaélt,
(@ csakis kritikus élek mentén keriilhet be az S részgrafba; minden talalkozaskor S-be
vezetve % mennyiségd folyamot. Ezen kiviil, S részgratba vezetdik % mennyiségi folyam
(u,v) ¢ @ élen keresztiil is. Mivel A, csak pozitiv folyammennyiséggel rendelkezd nem @
¢lhalmazbeli éleket tartalmaz, és minden folyamegység egy (¢, ') él mentén folyik a nyelébe; az
S részgrafbol csak ) élhalmazbeli élen folyhat ki folyam. A () élhalmaz minden S részgrafba
folyasakor maximalis mennyiségid folyam folyt S-be, és pontosan annyiszor hagyja el a ) az
S-et, mint amennyiszer belelép; tehét, az S-be bemend folyamérték az (u,v) élen befolyd
folyamérték miatt szigorian nagyobb az S-bél kijovs folyamértéknél, ami ellentmond a G’
halozat folyammegmaradasi kikotéseinek; vagyis a () élhalmaz tartalmazza az Osszes kritikus
élt. O

L)

Tétel: Egy kormentes folyam akkor és csakis akkor k-folyam, ha k-kiegyensilyozott.

Bizonyitas: Minden k-folyam k-kiegyensilyozott definicié szerint, ezen irdny triviélis.
A forditott irany bizonyitasahoz legyen x egy k-kiegyenstlyozott folyam. Az 5.2.1 lemma
alapjan keressiik meg a GG halézatnak minden z folyam szerint kritikus élét tartalmazo k-
rendszerét és jeloljiik Q-val. Legyen Q(z) = min jyeq 45 és Q'(x) = max(; jjea—q ¥ij. Legyen
Ti; = Ty — min{Q(z), % —Q'(7)} V(i,j)eQ és zy;=mwy V(i,j) € A-Q.

Az x folyamroél az 2’ folyamra vald attérés alatt 2 lehetséges eset kovetkezhet be: vagy
keletkeznek 0 folyamot szallito élek a () k-rendszerben, vagy a G haldézat minden kritikus élén
szallitott folyamérték leugrik a legnagyobb nem Q-beli él folyamértékére. Tehat, z’ folyam
F' méretére F' = F — k- min{Q(z), £ — Q’'(x)}, mert 2’ k darab éldiszjunkt s — ¢ tton
csOkkent z folyamhoz képest. Ebbdl kovetkezik, hogy F' > k- Q'(z), és Q'(x) definiciojabol
vy, < Q'(w) V(i,j) € A; vagyis o' folyam is k-kiegyenstilyozott.

Az el6z6 két lehetséges eset egyikének bekovetkezésétdl fliggden z/ folyamot tekintve
a G halozatban vagy kevesebb a pozitiv folyammennyiséget szallito él, vagy tobb az x’
folyam szerinti kritikus él. Tehat, az eddig bemutatott, x folyamrol az x’ folyamra vald
attérést elegendGen sokszor iterdlva, elérhets egy olyan x’ folyam, amely teljes egészében
egy k-rendszeren folyik at. Ez azt jelenti, hogy az eredeti x folyam k-rendszereken atfolyd
folyamok Osszege, vagyis elemi k-folyamok pozitiv linearis kombinécidja, azaz egy k-folyam.
Ha I = |{(i,7) € A : x;; > 0} + |[{(¢,4) € A : (4,7) nem kritikus é1}|, akkor I minden
iteracioban csokkenni fog, igy O(|A|) id6 alatt megkapjuk a folyam k-rendszereken széllitott
folyamokra bontasat. [J
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5.2.3. Tétel a k-folyam és k-vagas dualitasarol

Tétel: A G-beli maximalis k-folyam mérete egyenls a G-beli minimélis k-vagas méretével.

Bizonyitas: A klasszikus folyamokra értelmezett miniméalis vigés - maximalis folyam
tétel, és az el6z6, klasszikus- és tobbutas folyamok kapcsolatardl szolo tétel ismeretében a
jelen tétel nem trivialis része keresni a G halézatban egy, a maximalis k-folyam méretével
megegyezl, k-vagast. Legyen x a maximalis k-folyam G-ben, z mérete pedig legyen F.
Legyen a G’ segédgraf azonos a GG halézattal, annyi kivétellel, hogy G minden %—nél nagyobb
élkapacitasanak értéke G’ halozatban le van csokkentve %—ra. Vegyiik észre, hogy a G’
halozatbeli maximalis folyam F méretd. Legyen C' = {ej, es, ..., ¢} minimalis vagas G’
halozatban, ahol az élek kapacitasuk szerint monoton csokkend sorrendben vannak indexelve,
azaz ey > ey > --- > ¢ Legyen j = max{i € {1,2,...,1} : u,, > &, ¢; € G}. Ekkor Vej € G’

, ! , —j . ! . Ci
esetén Zi:jﬂ Uy =F —j- % = kTJ - F'; tehat M; = ﬁ . Zi:jﬂ ue; = F. A j definici6jabol
és az 5.1.1 lemmébol kovetkezik, hogy C' k-mérete M; = F', igy C egy minimalis k-vagas
G-ben. [

5.2.4. Megold6 algoritmus

Az 5.2.3 tétel kovetkezményeként, ha létezik F' méreti k-folyam a G héalézatban, akkor
egy klasszikus maximélis folyamfeladatot megoldd, a maximalis méret folyam és a minimalis
kapacitasu vagas dualitasat kihasznalo algoritmussal megkaphaté ez a folyam. Ahhoz, hogy a
kapott F' méretd folyam megoldas nem csupan klasszikus-, de k-folyam is legyen, a 5.2.2
tétel alapjan biztositanunk kell, hogy a G halozat a kapott F' méretd x folyam szerint k-
kiegyenstulyozott legyen. Ezt a kovetkezd G halozatbeli valtoztatott élkapacitasokkal érhetjiik
el: uj; = min{u;;, £+ V(i,j) € A; és erre a modositott élkapacitést hélozatra alkalmazzuk a
valasztott maximalis folyam algoritmust.

Az 5.1.2 lemma alapjan egészértékd élkapacitasok mellett minden vagas mérete egy
¥ < kU racionélis szam, ahol z < k és U az élkapacitasok maximuma. Ebbdl kévetkezik, hogy
y < zkU és q <k y,z € N;tehat F legfeljebb O(kU lezl 2?) = O(k*U) darab kiilénboz6
értéket vehet fel. Innen lathato, hogy binaris kereséssel legfeljebb O(log(kU)) darab F
folyamértékre kell modositsuk G halozat élkapacitasait és megoldanunk ezen modositott
héalézaton a maximalis folyamfeladatot ahhoz, hogy ellendrizziik, hogy 1étezik-e F' méreti
k-folyam a G halozatban; és megkapjuk azon maximélis F' értékét, amire létezik ilyen
k-folyam.

5.3. Utemezés tobbutas folyamokkal

Legyen IC, J és M a dolgozok, a feladatok és a gépek halmaza. Minden feladat csupan
egyetlen gépen és csupan adott & € K, személyek altal végezhetd el, ahol K; a j feladat
elvégzésére alkalmas személyek halmaza; és minden feladatnak van egy p; elvégzési idGtartama,
ami azt jeloli, hogy j feladat m gépen p; idGegység alatt végezhets el. A feladat megkeresni
a munkak azon gépekhez és személyekhez valo iitemezését, amely esetén az alkalmazottak

minimalis id§ alatt elvégzik az Gsszes munkét.

A T 6sszfeldolgozési idére titemezéselméletbdl jol ismert trivialis alsd becslés m .
Zjej p; < T'. Ha egy iitemezésre T' = m'zjej pj, vagy minden munkas vagy minden
gép az 1,...,T id6pontok mindegyikében foglalt lenne, igy az adott ilitemezés 6sszfeldolgozasi
ideje tovabb nem csokkentheté-, ezaltal az adott litemezés optimalis lenne.

A probléma megoldasdhoz konstruéljuk a kovetkezé G = (N, A) hélozatot: legyen s a
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forras és t a nyeld; illetve legyen az | M| darab gépnek megfeleltetve | M| darab-, az | 7|
darab feladatnak megfeleltetve |J| darab-, és az |K| darab dolgozonak || darab csics;
csoportokon beliil egymas ala helyezve Gket. Minden m gép esetén legyen egy végtelen
kapacitast (s, m) iranyitott él, amire x,, az m gép Osszaktivitasat jelzi. Minden m gépnek
és m-mel kompatibilis j feladatnak megfelel§ csticspar kozott legyen egy p; kapacitasia (m, j)
iranyitott él, amire z,,; a j feladat m gépen toltott idejét jelzi. Minden k dolgozonak és
k altal elvégezhets j feladatnak megfelels csiicspar kozott legyen egy végtelen kapacitasu
(j, k) irdnyitott él, amire xj; a k dolgozo j feladattal toltott idejét jelzi. Minden k& dolgozo
esetén legyen egy végtelen kapacitasu (k,t) iranyitott él, amire xy; folyamérték a k dolgozo
aktiv munkaidejét 6sszegzi. Ezen halézaton minden elemi [-folyam felfoghat6 gy, mint az
iitemezés egy idGegységének megfeleld része.

Tétel: Legyen | = min{|[ M|, |K[} és tegyiik fel, hogy létezik egy F* =3,  ; p; méretd
s — t l-folyam G halozatban. Ekkor létezik egy olyan iitemezés, amiben vagy minden gépre,
vagy minden alkalmazottra igaz, hogy minden idépontban mindannyian foglaltak.

Bizonyitas: A két eset szimmetrikussdga miatt feltehetd, hogy M| < |K|. A feltétel
szerint létezik G halozatra egy megengedett F™* méretd s — ¢t |M|-folyam, ami szétbonthato
elemi | M|-folyamok osszegére. Emellett egy-egy elemi | M|-folyam | M| méreti, vagyis minden
(s,m) élen egységnyi folyam megy at minden idépillanatnak megfelels elemi | M |-folyamban;
tehat minden pillanatban minden gép foglalt. [

Kovetkez6 1épésként talalni akarunk G halézatban egy F* méretd klasszikus folyamot.
Egy adott = folyam esetén legyen r(r) = max(; j)ca ®ij, és legyen x* azon folyam, melyre
r(z*) minimalis. Vegyiik észre, hogy minden z esetén r(z) értéke egy (s, m) vagy (k,t) értéke
lesz, mivel minden feladatokkal kapcsolatos élen szallitott folyamérték az adott feladattal
eltoltott id6t jeloli, ami nem lesz nagyobb a feladattal kompatibilis gép- vagy a feladatot
elvégz6 dolgozo Osszmunkaidejénél.

Tétel: Minden x°" optimaélis titemezésre r(z*) < Tyopt.

Bizonyitas: Az x°" optimélis iitemezés esetén (2P értéke egy (s, m) vagy (k,t) élen
lesz felvéve, vagyis létezik olyan gép vagy személy, aki (") id6t aktiv; tehat Thope > 7 (2%,
és definicio szerint r(x°") > r(z*). O

Tétel: Létezik olyan x%" optimalis titemezés, amire Tyope = 7(x*).

)
r(z*)
értékkel, amire a folyam Osszértéke [ - r(x*). Az [ definicidja szerint xy < r(z*); igy

Bizonyitas: Legyen [ = | Adjunk G halézathoz egy (s,t) élet xy folyam-
z;; <r(z*) V(i,j) € A. Tehat, G halozat x folyamra [-kiegyensilyozott; vagyis « folyam [-
folyam, ami szétbonthato elemi [-folyamok osszegére és T, < r(z*). Mivel VaP'  r(z*) < Typopr,
jelen z-re r(a*) < Tpope < T, < r(z*). O

Koltségfiiggvény bevezetése: Legyen minden j feladat, illetve egy adott j feladattal
kompatibilis m gép és egy, a j feladat elvégzésére alkalmas k dolgozo esetén ¢, és cj;, a j feladat
m gépen vald, k dolgozo altal torténd elvégzésének iddegységkoltsége. A G halozat éleihez
rendelve ¢ élkoltségeket gy, hogy ha ¢ koltségfiiggvény nincs definidlva egy (i, j) élre, legyen
cij = 0; G halozaton megoldva a minimalis koltségd, [ méretd tobbutas folyam problémat,
megkaphatjuk a minimalis koltségt, optimalis 6sszmunkaideji iitemezését a feladatoknak.
Pontosabban, meg kell oldanunk a G halézat és a ¢ élkoltségek altal definialt minimaélis
koltségti problémat, F* elvart dsszfolyammeértékkel és tovabbi, z;; < r(x*) V(i,j) € A alakt
linearis kikotésekkel.
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Példa egy idGegység iitemezésére a GG halozatban M =3, J =5 és P = 2 esetén.
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6. fejezet

Implementacios lehet6ségek, alkalmazas

6.1. Elméleti kiegészités - Megszoritasok

A tobbtermékes folyamok 4.3 részben bemutatott személyzetiitemezési alkalmazasa soréan
felmeriilt egy eddig még nem definialt fogalompéar: egy optimalizéacios feladat erds (,hard”) és
gyenge (,soft”) megszoritasai.

6.1.1. Erds megszoritasok

Definici6: Az erés megszoritasok olyan feltételek, amelyek definidljak a feladat megolda-
sainak megengedettségét. Egy megoldas akkor és csakis akkor megengedett, ha teljesiti a
probléma Gsszes erds megszoritasat.

Minden probléma modellezésekor fontos megvizsgélni, hogy egy adott kikotést biztosan
erGs megszoritasként szeretnénk-e modellezni, vagy sem. Abban az esetben, ha egy adott
kikotést erés megszoritasként modelleziink, és nem létezik olyan megengedett megoldéasa a
probléménak, ami teljesitene minden erds megszoritast; nem fogjuk tudni, hogy az adott
kikotés torlése altal 1étezne-e megengedett megoldas. Példaul, ha miiszakos személyzetiite-
mezésben nincs biztositva egy, minden mitszakot sziikségesen lefedd megengedett megoldas
létezése; ha a miszakok teljes lefedettségét erds kikotésként modellezziik, a linearis prog-
ram csupan azt kozli, hogy nem létezik megengedett megoldas, ahelyett, hogy visszaadna
a legnagyobb lehetséges lefedettséget biztosité részmegoldast. Gyakorlatban, megengedett
megoldas hidnya esetén, érdemes lehet egyes erés megszoritasok paraméterein valtoztatni, mig
a valtoztatott paraméterekkel rendelkezé problémara megengedett megoldast nem kapunk.

Egy lineéris program esetén az erds megszoritasok hasznalati modja természetes. Az erds
megszoritasok halmaza a linearis program kikotéseinek részét képezi.

6.1.2. Gyenge megszoritasok

Definicié: A gyenge megszoritasok olyan feltételek, amelyek megszegése nem eredményez
nem megengedett megoldést, ugyanakkor célunk, hogy ezek megszegésének mértékét a lehetd
legkisebbre csokkentsiik az optimalizacié soran.

A gyenge megszoritasokat az adott optimalizacios probléméban betoltott szerepiik alapjan
két osztalyba sorolhatjuk. Léteznek azok a gyenge megszoritdsokként modellezett kikoté-
sek, melyek jelentésiikben erds megszoritasok, viszont, mint az el6bb bemutatott példaban,
szeretnénk elkeriilhetetlen megszegésiik esetén egyébként optimalis megengedett részmeg-
oldast kapni. Léteznek tovabba azok a gyenge megszoritasokként modellezett kikotések,
melyek jelentésiikben is masodlagosak; vagyis nem befolyasoljak egy megoldés gyakorlati

36



megengedettségének kérdését, viszont tobb megengedett megoldas koziil egy olyat szeretnénk
kapni, amely ezekben optimalis. Példaul, egy tilizoltosagi iigyelet személyzetiitemezése ese-
tén a legfontosabb, hogy folytonosan legyen elegendd szolgéalatra kész tiizolto; és az egyes
tlizoltok szabadsagi kérelmeinek engedélyezési ardnya egy optimalizalando, de a folytonos
lefedettséghez képest méasodlagos mérték. Azon gyakorlati problémék esetén, ahol személyek
vagy embercsoportok sorsat befolyasolja egy-egy megoldas; objektiven nehezen metrizalhato,
jelentésben is gyenge megszoritésra egy tovabbi fontos példa a személyek kozti igazsidgossag.

Egy linearis program esetén a gyenge megszoritasok modellezése minden esetben egyes
valtozokhoz rendelt koltségfliggvények segitségével valosul meg. Mivel ezen megszoritasok nem
befolyasolhatjak egy megoldas megengedettségének kérdését, ezért nem jelennek meg, mint
a linearis program kikotései. Ugyanakkor, mivel optimalizalni akarjuk ezek megszegésének
mértékét, a linearis program célfiiggvényében megjelennek.

Mivel minden linearis programnak egyetlen célfiiggvénye, de valtozocsoportonként tébb
gyenge megszoritasa is lehet, a gyenge megszoritasok célfiiggvénybe foglaldsa nem trivialis. A
kovetkezGkben tobbfajta gyenge megszoritas egyetlen linearis programon beliil val6 kezelésére
két, egyszerre is hasznélhatd megkozelitést ismertetiink.

Fontossagi szinteken torténd optimalizilas: Ez a modszer akkor alkalmazhato, ha a
feladat gyenge megszoritasai egyértelmien fontossagi sorrendbe teheték. A modszer Gtlete,
hogy az optimalizaci6 folyaman elsGsorban olyan megengedett megoldasokat keresiink, amelyek
minél kisebb mértékben szegik meg a legfontosabb megszoritasokat; az ezen szempont szerint
optimalis megengedett megoldéasok koziil azokat keressiik, amelyek minél kisebb mértékben
szegik meg a masodik legfontosabb megszoritédsokat, és igy haladva tovabb az egyre kevésbé
fontos gyenge megszoritasok szerinti optimalizalasi rétegeken. Ezen modellezési modszert
igényl6 gyenge megszoritasok tipikusan az el6bb bemutatott kategorizacio elsé csoportjaba
esnek.

Ezen modszer implementécidjahoz olyan koltségfiiggvényre lesz sziikség, amelynek a
megfelel§ valtozokhoz tartozo értékei a kiilonb6z6 fontossagi gyenge megszoritasok szerint
kiilonb6z6 nagysagrendtiek. Ez azt jelenti, hogy a kevésbé fontos gyenge megszoritasok
lehetséges kereteken beliil értelmezett sokszoros megszegése altal keletkezett 6sszkoltség
értéke kisebb egyetlen fontosabb kikotés megszegése altal keletkezett koltségnél. Ez a modszer
szamitasilag gazdasagos, mivel egyetlen koltségfiiggvény elegendd tobb gyenge megszorités
modellezésére is.

Parhuzamos szinteken torténé optimalizalas: Ez a megkozelités akkor alkalmazhato,
ha a feladat keretein beliil t6bb gyenge megszoritast is figyelembe kivanunk venni anélkiil,
hogy egyértelmii fontossagi sorrendet allitanank fel kozottiik. A modszer lényege, hogy
minden figyelembe vett gyenge megszoritas esetén egyidejiileg toreksziink azok minél kisebb
mértéki megszegésére. Ezen modellezési modszert igényls gyenge megszoritasok tipikusan az
elébb leirt kategorizacié masodik csoportjaba esnek.
segitségével hozzuk létre az egyes gyenge megszoritasok optimalizdlasara szolgald részcél-
fiiggvényeket. A kiillonbozé célok sulyozéasaval egy kozos, Osszegzett célfiiggvény allithato eld,
amely részcélfiiggvények silyozott Osszegeként miikodik, és lehetévé teszi, hogy a linearis
program parhuzamosan kozelitsen tobb, egyméssal nem hierarchikus viszonyban all6 szempont
optimaélis teljestiléséhez.
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6.2. Programcsomagok folyammodellek implementaci6éjara

Mint azt korabban is lathattuk, az egyszeriibb, legréovidebb utak-, maximélis folyam-
vagy minimalis koltségt folyam problémak kombinatorikus médon, de linearis programként
is megoldhatoak. A dolgozat folyaman az is kideriilt, hogy a kéttermékes folyam-, illetve
a tobbutas folyam problémak is ebbe a kategériaba tartoznak. A tobbtermékes folyam
problémak viszont, bar hasznéljuk a tobbtermékes folyam halozati tulajdonsagait, elsGsorban
linearis optimalizalasi feladatokként oldhat6ak meg.

Ezen észrevételek alapjan nem meglepd, hogy altalaban folyammodellek implementécio-
jadhoz t6bb, kiilonb6z6 funkcidjiu programesomagra lesz sziikségiink, programozasi nyelvtsl
fiiggetleniil. A kovetkezdkben ezen programcsomag-csoportok mindegyikérsl kiilon is beszé-
liink. ElGszor kiilonbozé grafkonyvtarakrol lesz szo, melyek grafépitésre és grafvizualizacios
feladatok elvégzésére alkalmasak; illetve a legegyszertibb folyam- és grafoptimalizalasi problé-
mak megoldasara rendelkeznek, nagy szinten optimalizalt és konnyen hasznalhato, beépitett
fiiggvényekkel. A kovetkezs két programcsomag-csoport egy-egy vélasztottjara lesz sziikségiink
a bonyolultabb, linearis programként felirt folyamfeladatok megoldasahoz: egy optimalizacios
modellez6 kornyezet sziikséges a feladat linearis programkénti felirasahoz; és egy linearis meg-
oldéprogram sziikséges az optimalizaciés modellezd kornyezet altal 1étrehozott optimalizacios
feladat megoldasahoz. Végiil pedig olyan konyvtarakrol és szoftverekrsl beszéliink, amik
litemezési problémak kozvetlen megoldasara alkalmasak.

A kovetkezdkben targyalt programcsomagok mindegyikérdl a programcsomagok sajét,
hivatalos felhasznéaloi dokumentaciojuk [11] - [22] alapjan beszéliink.

Grafkonyvtarak

o NetworkX: Grafvizualizaciora és grafoptimalizalasra alkalmas. Konnyd hasznélni;
leginkabb kisméretd grafok kezelésére, és tanitasra alkalmas. Python alapt csomag.
Rendelkezik beépitett algoritmusokkal a kovetkezSkre: maximélis folyam, minimaélis
vagas, minimaélis koltségi javitoéat, minimalis koltségl folyam és halozati szimplex
modszer.

e igraph: Nagyobb grafok hatékony kezelésére fejlesztett konyvtar. Féként python és
R alapu csomag. Rendelkezik beépitett algoritmusokkal a kévetkezdkre: maximalis
folyam, minimélis vagas és maximalis szamu éldiszjunkt utak szama.

e LEMON (Library for Efficient Modeling and Optimization in Networks): C++ alap,
rendkiviil gyors és optimalizalt grafkdnyvtar, amely ipari alkalmazasokhoz is alkalmas.
Leginkabb tapasztalt felhasznaloknak ajanlott. Rendelkezik beépitett algoritmusokkal
a kovetkezdkre: minimalis koltségi utak, maximalis folyam, minimalis vagas, minimalis
koltségii folyam és halozati szimplex modszer. A konyvtar karbantartoja az Eotvos Lo-
rand Tudomanyegyetem Operaciokutatasi Tanszékén miikods Egervary Kutatocsoport.

e Google OR-Tools: Nyilt forraskodu optimalizacios konyvtar. Rendelkezik minta prog-

c stz

maximalis folyam és minimélis vagas. Python, C++, Java és méas nyelveken is elérhetd.

Optimalizaciés modellezé kornyezetek

e PuLP: Alapértelmezett python optimalizacidés modellez kornyezet. Felhasznalobarat
szintaxissal rendelkezik, de csak linearis és egészértéki problémakat tamogat. Kompati-
bilis a legnépszertibb linearis megoldoprogramokkal.

e Pyomo: Fejlettebb python-alaptt modellezd eszkoz, amely tamogatja a linearis, nemline-
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aris, vegyes-egészértékii és dinamikus optimalizacios problémak modellezését. Kompati-
bilis szamos linearis megoldéprogrammal.

o AMPL: Magas szintd modellezé nyelv, amely széles korben hasznélt ipari és kutatasi
kornyezetben is. Nagyon hatékony, de legtobb funkcidja nem ingyenes. Konnyen
integralhato professzionélis megoldokkal.

e Google OR-Tools: Széleskortd modellezési képességeit egy hatékony megszoritds prog-
ramoz6 kornyezetbe dgyazza. A konyvtar minden beépitett fiiggvényének forraskodja
elérhets, masolhato és modosithato. Részletes dokumentacioval rendelkezik-, valamint
atfogd megoldasokat kinél a személyzetiitemezési és a Job Shop iitemezési problémakra.

Linearis megold6éprogramok

e CBC (Coin-or Branch and Cut): Alapértelmezett python linearis és egészértékd megol-
doéprogram. Jol illeszkedik a PuL P és Pyomo kornyezetekhez. Kisebb problémékhoz
meghizhatd valasztas.

e Gurobi: Egyik leggyorsabb és legmegbizhatobb kereskedelmi linearis programozasi
megoldd. Széleskord tamogatassal rendelkezik Python, C++ és Java nyelveken.

e CPLEX: Ipari standard megold6 az IBM-t6l, amely hatékonyan kezeli a linearis,
egészértéki és nemlinearis problémékat is. AMPL-lel és mas keretrendszerekkel jol
integralhato.

e HiGHS: Uj, nyilt forraskodu, nagy teljesitményt linearis és vegyes-egészértékd meg-
oldoprogram, amely kiilondsen gyors nagy, ritka métrixa egyenltlenségrendszerekkel
rendelkezd problémék esetén.

e SCIP: Ingyenes és nyilt forraskodu linearis megolddprogram, amely linearis, konvex
nemlinearis és vegyes-egészértékd programokat képes megoldani. Az egyik legerésebb
vegyes-egészértékd megoldoprogram.

e Google OR-Tools: Két megoldoprogrammal rendelkezik. A konyvtar eredeti CP (Const-
raint Programming) megolddja titemezési és szallitasi probléméak megoldasara alkalmas.
Ha tisztan egyészértékd program megoldasara van sziikségiink, a konyvtar mésik megol-
doja, a CP-SAT lesz a hatéknyabb valasztas; amely SAT (kielégithetdségi) modszerek
alapjan miikodik. A SAT mddszerek olyan algoritmusok, amelyek egy adott logikai
kifejezéshez keresnek olyan megoldasokat, amelyek az adott kifejezést igazza teszik.

6.3. Tobbtermékes folyamok alkalmazasa valos adatkészleten

A dolgozat utolso részeként tekintsiink meg egy gyakorlati példat a tobbtermékes folyamok
személyzetiitemezési alkalmazéasara. A jelen példa adatai egy didkszalld recepcidjan dolgozd
didkoknak a kovetkezG honapra vonatkozo rendelkezésre allasat tartalmazza. A beosztést
készité menedzsernek be kell osztania a didkokat réérésiik figyelembe vételével tigy, hogy
a hostel recepciojan elvégzends miiszakok mindegyike be legyen toltve minden nap. A
recepcioé 24 o6raban nyitva all; minden nap 4 miiszakban dolgozik egy-egy alkalmazott a
recepcion: délel6tti miiszak 8-16 oraig, nappali mitiszak 12-20 o6raig, délutani miszak 16-22
oraig és éjszakai miiszak 20-8 6raig. A tervezési periddusnak megfeleld honap kezdete el6tt a
menedzser bekéri minden didk kovetkez6 havi réérését a kovetkez6képpen: minden alkalmazott
a kovetkezd honap minden miiszakjarol elmondja, hogy raér (I - igen), foglalt (/N - nem),
vagy raér, de nem kényelmesen (7" - talan). Tovabba, minden didk megadhat egy fels6- és
egy alsokorlatot a kovetkezd honapban ledolgozni kivant 6sszmunkadraszamara. A példaban
hasznalt adatok eredeti alakjukban a (6.3.1) abran lathatoak.
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A megoldandé feladat legfontosabb szempontja betdlteni minden egyes miiszakot ugy,
hogy senki sem dolgozik olyan miiszakban, amelyikben foglalt. A kévetkezd fontos szempontok
a didkok 6sszmunkaoraival kapcsolatos kérések betartasa, illetve a kényelmetlen réérések
minimalis hasznalata. Ezen utobbi két kikotéscsoportot gyenge megszoritasokként kezeljiik;
torekedve egyfajta igazsagosséigra is a didkok kozott.
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A példaban hasznalt eredeti bemenet. (6.3.1)

A példa implementacidjanak els6 feladataként modositjuk a bemenetet gy, hogy minden
diak Osszes raérési adata egyetlen oszlopban legyen. Az I,T és N valaszokat helyettesitjiik
kés6bb hasznalt koltségekkel: I esetén 0, T" esetén 1 és N esetén 1000 lesz az adott didk-
miiszak kombinacidhoz tartozo véltozo koltsége. Ha egy didk nem adott felss- vagy alsod
korlatot a kovetkez6 honapban ledolgozott 0sszmunkaodraszédmaéra, kiegészitjiik a hianyzo
adatokat az alapértelmezett fels6- és also korlatokkal; melyek esetiinkben havi 56 és 240 ora.
A modositott adathalmaz kis részét lathatjuk a (6.3.2) abran.
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Kinga Hanna Kitti Evi Panni Marcsi Balazs Peti

1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1000 1000 1000 1 0 1000 1000 1000
1000 1000 1000 0 1000 1000 1000 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 0 1000
1000 1000 1000 0 0 1000 1000 1000 1000
1000 0 1000 1000 1 1000 1000 1000
1000 0 1000 0 1 0 1 1000 1000 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 0 0

Moédositott adathalmaz az eredeti bemenet alapjan. (6.3.2)

Felmérve az adataink méreteit; azaz jelen esetben ismerve, hogy a tervezési periddus hossza
30 nap, a miiszakok szama 4 és a didkok szama 12; az el6bb targyalt NetworkX programcsomag
segitségével létrehozzuk a feladat modellezéséhez hasznalt G = (N, A) hélozatot.

A tobbtermékes folyamok 4.3.2 alrészben targyalt személyzetijraiitemezési alkalmazasa-
ban bevezetett hélozat mintajara alkotjuk meg a jelen példa megoldasdhoz hasznalt halozatot.
Legyenek a G halozat cstcsai 62 oszlopba rendezve. Az elsé és utolsé oszlop minden didknak
megfeleltetve tartalmaz egy-egy csiicsot, mely az adott didknak megfelel6 termék forréasa-,
illetve nyelGjeként fog miikodni. A kozépss 60 oszlop 30 darab, egy-egy napnak megfelels
oszlop-part tartalmaz. Minden ilyen oszlop 4 + 1 = 5 cstcsot tartalmaz, melyek lentrdl felfelé
rendre a déleltti-, délutani-, nappali-, éjszakai- és pihenémiiszakokat modellezik.

Minden termék forrasabol akkor megy él az elsé kozépss oszlop egy-egy csicsaba, ha az
adott csticsparnak megfelels diak-miiszak kombinaciorol kapott raérési adat értéke I vagy
T. Minden termék nyelGjébe akkor megy él az utolsé kozépss oszlop egy-egy csiicsabol,
ha az adott csticsparnak megfelels didk-mtiszak kombinéciorol kapott réaérési adat értéke
I vagy T. Minden alkalmas koézéps6 oszlop-par méasodik oszlopanak majdnem minden
cstucsabol megy a kovetkezs oszlop-par elsé oszlopjanak minden csticsaba él; kivéve az
adott nap éjszakai miiszakjanak megfelel§ csiicsot, amely csupén a kovetkezs nap éjszakai-,
illetve pihenémiiszakjanak megfelel§ csticsokkal van 6sszekdtve. Ennek modellezési oka azon
gyakorlati kikotés, hogy egy éjszakai miiszakot végz6 diaknak a kovetkezd napon csupan djra
éjszakaznia vagy pihennie szabad. Minden kozépsé oszlop-par két oszlopja kozott 5 él fut,
1-1 darab minden miiszaknak megfelel6 cstucs és az adott miiszaknak megfelel fantomestics
kozott. Az igy kapott G hélozatot lathatjuk a (6.3.3) abran.

Layered Graph with 62 Columns

A példa modellezésére hasznalt G halozat. (6.3.3)
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Azon erés megszoritast, hogy minden miiszakban pontosan egyetlen didk dolgozzon; a
legutoljara sorolt élek kapacitasanak beéllitasaval érjiik el. Legyen minden val6s miiszaknak
megfelels oszlop-parbeli él kapacitasa 1; és legyen minden pihend miiszaknak megfeleld
oszlop-parbeli él kapacitéasa egyenld azon értékkel, amit gy kapunk, hogy a diakok szamabol
kivonjuk a valés mitiszakok szamat, ami jelen esetben 12 — 4 = 8. A hal6zat minden egyéb
élének kapacitasa maradjon korlatlan.

Bevezetjiik a diakoknak megfelel§ termékeket, melynek adott didk esetén a didknak
megfelel6 termék forrasabol a megfelel6 termék nyel§jébe kell eljutnia egy, a két cstcs kozti
iranyitott uton, 1 folyamegységet szallitva. Definialjuk didkonként a forréasokbol az elsé
kozépsd oszlopba-, illetve minden kozépsé oszlop-péar utolsd oszlopjabol a kovetkezd oszlop-par
elsé oszlopaba mend élek termék specifikus koltségeit aszerint, hogy az adott terméknek
megfelels didk az adott kovetkezd napi mitszakra vald raérésének modositott értéke 0,1
vagy 1000. Minden nem meghatarozott termék-él koltség értéke legyen 0. Végiil vegyiik fel
tényez6kként az adott miiszakok hosszat éraszamban, jelen esetben 8,6, 8 és 12.

A kovetkezSkben az el6z6 részben bemutatott PuL P optimalizaciés modellezé kornyezet
segitségével irjuk fel a példa iitemezésére modellezett tobbtermékes folyam problémat linearis
programként. Ezen modellezést a kovetkezé 1épések mentén tessziik:

e Létrehozunk egy iires linearis programot a prob valtozoban; és paraméterként megadjuk
neki, hogy egy minimalizal6 feladatot szeretnénk implementalni.

e Létrehozunk egy-egy linearis valtozot minden termék-él kombinéciéra; paraméterként
jelezve ezen valtozok binaris voltat.

e Definidljuk a minimalizaland6 Gsszkoltséget, ahol minden termék-él kombinacionak
megfelels koltség és folyammennyiség szorzatit Osszegezziik.

e Hozzaadjuk a linearis programhoz a minden élre értelmezett kotegkorlat- vagy kapaci-
taskikotéseket a korabban definialt élkapacitasok alapjan.

e Hozzaadjuk a lineéaris programhoz a minden termékre értelmezett kinalat-kikotéseket;
melyek minden termék esetén a termék forrdsanak kinalatat 1-re-, nyelGjének kinalatét
—1-re-, és G haldzat minden mas csucsanak kinalatat O-ra értékelik.

e Hozzadadjuk a linearis programhoz azon erds megszoritasokat, amelyek szabalyozzak,
hogy a tervezési periodus els6 4 darab 7 napos iddszakanak mindegyikére teljesiiljon,
hogy minden didk egy adott hét napos periéduson beliil legalabb 2 napot pihen, és
legalabb 2 miiszakot dolgozik, feltéve, hogy raér egy héten 2 kiilonb6z6 nap egy-egy
miszakjara. Tovabbi erGs megszoritas lesz az is, hogy 6 egymas utani nap mindegyikén
egy didk sem dolgozhat.

e Hozzaadjuk a linearis programhoz azon erés megszoritasokat, melyek szabalyozzak, hogy
a korabban definialt miiszakhosszok segitégével kiszamolhato, didkonként értelmezett
osszmunkadra mennyisége a diak altal megadott intervallum keretein beliil helyezkedjen.

e Utolso 1épésként, az el6z6 részben bemutatott CBC' linearis megoldoprogram segitségével
megoldjuk a példa iitemezéséhez modellezett linearis programot.

A kapott megoldas vizualizaci6janak céljabol, a (6.3.4) abran az els6 didknak megfelels
termék 1 folyamegységének atfolyasat biztositd iranyitott ut lathato. Attol fiiggben, hogy az
adott termék altal hasznalt iranyitott ut egyes éleinek koltsége 0,1 vagy 1000, az adott él
kék, sarga vagy piros szint lehet.
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Az els6 didk kapott beosztasa G halozaton. (6.3.4)

A példa megoldasanak befejezéséhez a kapott megoldéasok alapjan készitiink két tablazatot.

Az egyik tdblazat megmutatja minden miiszak esetén, hogy az adott mtiszakot melyik diak

fogja elvégezni. A méasodik tdblazat megmutatja minden didk esetén, hogy Osszesen hény

orat fog dolgozni a kévetkezd honapban a beosztas szerint. Az eredeti bemenet esetén kapott

eredménytil szolgalo tablazatokat a (6.3.5) abrakon tekinthetjiik meg.

Datum De Du Na E
1-Apr| Zsofi Kata Evi Balazs
2-Apr| Zsofi Panni Evi Kata
3-Apr|Reka Hanna Kitti Peti
A-Apr| Panni Zsofi Kata Peti
5-Apr| Marcsi Reka Kitti Balazs
6-Apr]| Kitti Kinga Kata Adam
7-Apr| Marcsi Kinga Hanna Adam
8-Apr|Kata Kinga Reka Adam
9-Apr|Kata Reka Evi Maresi

10-Apr| Panni Zsofi Evi Balazs
11-Apr|Panni Evi Kinga Peti
12-Apr| Evi Zsofi Kitti Balazs
13-Apr|Zsofi Hanna Kitti Adam
14-Apr|Kinga Marcsi Hanna Peti
15-Apr| Kata Panni Kinga Peti
16-Apr| Panni Evi Reka Peti
17-Apr| Panni Zsofi Kinga Balazs
18-Apr|Zsofi Evi Kata Maresi
19-Apr|Hanna Zsofi Kitti Adam
20-Apr| Panni Reka Kitti Balazs
21-Apr| Marcsi Hanna Kitti Adam
22-Apr| Kitti Reka Evi Kinga
23-Apr|Zsofi Panni Evi Peti
24-Apr| Evi Marcsi Kata Balazs
25-Apr| Evi Zsofi Kinga Balazs
26-Apr| Kitti Hanna Maresi Adam
27-Apr|Reka Panni Hanna Adam
28-Apr|Kata Kinga Kitti Peti
29-Apr|Kinga Marcsi Reka Peti
30-Apr|Kinga Reka Kata Marcsi
Kata Kinga Reka Hanna Kitti Zsofi Evi Panni Marcsi Balazs Peti Adam
90 92 70 56 88 76 90 72 86 96 108 96

Eredeti bemenet szerinti eredmények. (6.3.5)
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Az implementéacio jelen allapotdban, amennyiben létezik ezen erés megszoritasok szerint
értelmezett megengedett megoldas, a linearis program eredménye egy olyan megengedett
megoldas lesz, amely minimalis szama kényelmetlen réérést hasznal. A tovabbiakban olyan
valtoztatasokat végziink az implementacion, amelyek a jelenlegi erés megszoritasok szerint
értelmezett megengedett megoldas hianyaban egy egyébként optimalis részmegoldas vissza-
adasat biztositjak. A program hasznalatanak sebessége érdekében érdemes lehet elGszor az
eredeti implementacioval probalkozni; és csak akkor cserélni ezt le a kévetkezs verziora, ha
nem kaptunk megengedett megoldast.

A didkonként értelmezett 6sszmunkaodrara vonatkozo kikotéseket erds megszoritasként
tartjuk ezek utan is, azzal a megjegyzéssel, hogy megengedett megoldas hianyaban a menedzser
sajat meglatasa szerint valtoztathatja az ezzel kapcsolatos adatokat a bemeneti tablazatban.
Jelenleg a didkok egy-egy miiszakra vonatkozo réérése gyenge megszoritasként van modellezve
olyan médon, hogy az 0sszkoltség optimalizalésa soran, lehet&ségekhez mérten, inkabb fogunk
olyan megengedett megoldast kapni, mely rengeteg kényelmetlen raérést hasznal, minthogy
egyetlen olyan réérést is hasznaljon, ami nem megfelel§ egy adott didknak.

A miiszakok betoltésérsl szolo erés megszoritasokat, amelyeket eddig a kapacitaskikotések
segitségével szabalyoztunk, ezek utdn részben gyenge megszoritasokként fogjuk kezelni. A G
halozatot ehhez gy modositjuk, hogy toroljiikk a korabban definialt, 8 értéki kapacitasokat
minden pihenémiszaknak megfelels élrél. Ezaltal kotegkorlatokkal csupan azt biztositjuk,
hogy minden valos mtiszakban legfeljebb 1 diak dolgozik. A jelentésben erds-, de modellezésileg
gyenge megszoritas azon részét, amely biztositja, hogy minden valés miiszakban pontosan
1 didk dolgozik; a kovetkezs célfiiggvényhez adott részfiiggvény segitségével biztositjuk.
Legyen egy adott napra a 8 darab megengedett pihenémtszakban levs didk feletti tovabbi
diakok szamanak 6sszege minden napra sulyozva 100-zal; jelezve azt, hogy ezen megszoritas
megszegése kevéshé koltséges a nem megfelels raérések hasznélatanal, de koltségesebb a tébbi
gyenge megszoritas megszegésénél.

Végezetiil igazsagossagot szeretnénk bevezetni a didkok kozott a felhasznalt kényelmetlen
raérések tekintetében. Kiszamitva minden didk esetén a felhasznalt kényelmetlen raéréseik
és a kért kényelmetlen raéréseik aranyat, legyen az ezen gyenge megszoritas modellezéséhez
hasznalt igazsagossagi index a szdmolt aranyok maximuménak és minimumanak kiilonbsége.
Ezt a legfeljebb 1 értéki indexet 1-es sullyal hozzaadva a célfiiggvényhez jelezziik, hogy az
igazsdgossag, mint optimalizacios szempont, a legkevésbé fontos az Osszes gyenge megszoritas
koziil.

Minden megengedett megoldas esetén megtekintve annak minimalizalt célfiiggvényértékeét,
pontosan, vagy szinte pontosan, lathatjuk, hogy egyes gyenge megszoritdsokbol mennyit
szegett meg az adott optimalis megoldas.

A kovetkezGkben két modositott bemenet esetén tekintjiik meg az jonnan implementalt
funkciok hatasat a megoldasra.

ElGszor egy olyan esetet teszteliink, ahol Kinga a honap elsé 10 napjaban szabadsagon van;
és aprilis 7-én Réka sem elérhets. Ezen valtoztatasokkal azt tudjuk tesztelni, hogy, el6szor is,
a program jol kezeli egy didk egy hétnél hosszabb hianyzéasat; masodszor pedig, hogy, mint
az a jelen esetben is lesz, a program visszaad egy egyébként optimaélis részmegoldést akkor is,
ha minden mitszak nem betolthetd.
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Moédositott bemeneti adatok limitalt elérhetdség esetén. (6.3.6)

Ezen modositott bementi adatok esetén aprilis 7-én Kata az abran lathaté moédon-, Zsofi
csak a délel6tti-, tovabbi didkok pedig csak az éjszakai miiszakra elérheték. A kovetkezd
abran lathatjuk, ahogy ezen nap valos miszakjainak megfelels élek egyikén egyetlen termék
esetén sem folyik at pozitiv mennyiségi folyam.

Positive Flow Paths per Commodity

Az Gsszes pozitiv folyamértékkel rendelkezd iranyitott at G halézaton. (6.3.7)

2 2

A kapott beosztast tartalmazo tablazatnak a kovetkezs abran lathatod része alapjan azt
is észrevehetjiik, hogy a kapott részmegoldas valoban egyébként optimalis, hiszen olyan
részmegoldast kaptunk, amiben Kata nem egy szaméara kényelmetlen raérésben dolgozik.
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Datum De Du Na E
1-Apr|Zsofi Panni Evi Balazs
2-Apr|Kata Reka Evi Balazs
3-Apr|Panni Zsofi Kata Marcsi
4-Apr|Kata Reka Kitti Peti
5-Apr]|Kitti Zsofi Marcsi Balazs
6-Apr|Marcsi Kitti Panni Adam
7-Apr|Zsofi Kata Marcsi
8-Apr|Kata Panni Evi Marcsi
9-Apr|Reka Zsofi Evi Peti

10-Apr|Zsofi Hanna Kata Peti
11-Apr|Evi Kitti Kinga Adam
12-Apr|Kitti Hanna Kinga Adam
13-Apr|Hanna Kitti Marcsi Peti
14-Apr|Evi Panni Reka Peti

Kapott megoldas limitalt elérhetdség esetén. (6.3.8)

Maésodszor egy olyan esetet teszteliink, ahol az eredeti raéréshez viszonyitva Kata és
Kinga raérési adatai forditott sorrendben keriiltek a bemeneti tablazatba, tovabba az éprilis
7-ei délutani miiszakra mindketten csak kényelmetleniil érnek ra. A modositott bemenet
(6.3.9) abran lathato.
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Modositott bemeneti adatok igazsagossag tesztelésére. (6.3.9)

Az eredeti implementacié ezen modositott bemenetre egy 1 célfiiggvényértékd optimalis
megoldast ad vissza, amelyben Kinga dolgozik kényelmetlen raérésben. Ehhez képest a
mésodik implementécio, amely kezeli a didkok kozti igazsagossagot a kényelmetlen raérések
felhasznélasanak tekintetében, Katanak adja a kényelmetlen mitiszakot. Ennek az az oka,
hogy Kata tobb kényelmetlen raérést kért; igy abban az esetben, ahol az 6 kényelmetlen
raéréseibdl szamolt arany az egyediili pozitiv tagja az aranyok sorozatanak, a kordbban
definialt igazsdgosségi index értéke kisebb, mint abban az esetben, ahol Kinga kapja a
kényelmetlen miszakot. A (6.3.10) abran Kata beosztasa lathato a G héalézaton.
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Kata beosztasa G halozaton igazsagossag figyelembevételével. (6.3.10)
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7. fejezet

Programkod- és adatforras

A 6.3 részben bemutatott gyakorlati alkalmazas implementéacioja python nyelven késziilt.
A példédhoz hasznalt programkod, illetve a példa bemeneti adataiként és eredményeiként
szolgalo . csv fajlok elérheték nyilvanosan egy Google Drive mappéaban.

A programkod implementacidja a Visual Studio Code szerkesztében valosult meg, python
3.12.4-es verzioval, Jupyter Notebook formatumban. A felhasznélt f6bb csomagok a pandas,
NetworkX és PuLP konyvtarak voltak. Az adatok tarolasa és kezelése soran egyszert .csv
formatum keriilt hasznalatra.

A Google Drive mappa elérhetsége:

https://drive.google.com/drive/folders/1MWuFwewrNoK8cyInXp4BfxhahAn09XmN?
usp=sharing

A Google Drive mappa tartalmazza:
e a bemeneti adatkészleteket;
a bemeneti adatok el6zetes kezelését elvégzs python programkodot;

az eredményekként szolgald adatkészleteket;
a rovid README leiréast a fajlok hasznélatarol.

c s

[ J
e a linearis programként implementélt python nyelvii tobbtermékes folyammodelt;
[ ]
[ ]

a PuLP modellez6 kérnyezet dokumentacioja [14] nyuajtott segitséget.
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