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Koszonetnyilvanitas

Szeretném kifejezni Gszinte koszonetemet és halamat témavezetém, Csaji Balazs Csanad
felé az egész félév soran tartd kozos munkaért. Nagy segitséget kaptam egészen a kozos
témameghatarozastol kezdve, a folyamatos konzultaciok soran Tanar Ur szaktudasanak
héala még mélyebb betekintést nyerhettem a témaba. Az értékes tanacsoknak, irdnymuta-
tasoknak koszonhetGen a kisebb akadélyok vagy olykor zsakutcék is sikeresen elharultak.

Mindenkinek ilyen konzulenst szeretnék kivanni.
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Bevezetés

A gépi tanulas a mesterséges intelligencia egyik legfontosabb és legdinamikusabban
fejlods aga. Olyan algoritmusok és modellek fejlesztésével foglalkozik, amelyek képesek az
adatokbol tanulni, majd ezek utan kovetkeztetések és dontések meghozatalara. A gépi ta-
nulasnak 3 {6 tipusa van: felligyelt tanulas, feliigyeletlen tanulas és a megerdsitéses tanulas.
En ebben a dolgozatban a feliigyelt tanulas témakorével foglalkozok, ahol X halmazbeli
elemekhez probalunk egy-egy ) halmazbeli értéket rendelni. Rendelkezésiinkre all egy n
elem® minta (ez lesz a tanité adatunk), {(x;,y;)}}—; € X x YV ennek segitségével szeret-
nénk megmondani, hogy még nem latott x értékekhez milyen y tartozhat. Ha ) elemszama
véges, akkor osztalyozasi (klasszifikicios) feladatrol beszéliink, mas esetben regressziosrol
(ekkor valamilyen folytonos értéket probalunk becsiilni). Egy tipikus osztalyozési feladat,
mikor az emailek egy nagy halmazabodl probaljuk kisztirni a spam emaileket, egy jelleg-
zetes regresszios probléma az ingatlanbecslés, egy ingatlan értékét probaljuk becsiilni a
tulajdonséagai (alaptertilet, lokacio, szobaszam stb.) alapjan. A tanulas soran megengedett
fiiggvények halmaza, a modellosztaly M, az f : X — Y-az ilyen f fiiggvének Osszessége.
Ebbdl a halmazbol szeretnénk kivalasztani azt a fliggvényt ami a legjobb becslést adja
y-ra tetszbleges x € X esetén.

Az adatok osztalyozasa, mint példaul képosztalyozas vagy a kézzel irt karakterek
felismerése és kiértékelése ma kiilonosen fontos (példanak okaért a ChatGPT-nek is ez volt
az egyik legfontosabb behozott funkcidja). Ha az adatpontjaink d dimenzios vektorunk
és azt vizsgéljuk, 1étezik-e d — 1 dimenzios hipersik, amely elvalasztja a pontokat. Ez a
linearis osztalyozas. Szamos hipersik alkalmas lehet a pontok szétvalasztasara, de ésszeru
valasztas az a hipersik, amely a két osztaly kozti legnagyobb tavolsdgot biztositja. Ez a
margd. Ennek felel meg az a vélasztas, mikor mindkét oldalon a legkozelebbi adatpont
minél tavolabb van. Az igy definialt linearis osztélyozot nevezziik szupport vektor gépnek.
A szupport vektor gépek elészor binaris osztalyozasi feladatra lettek kitalalva, majd ki-

terjesztették tobb osztalyozas és regresszios feladatokra is. Ebben a szakdolgozatban f6leg
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a binaris klasszifikacios részével foglalkozunk.

A szupport vektor gépek elméleti alapjait Vapnik (1982, 1995) és Chervonenkis (1974)
raktak le. Az utobbi két évtizedben az egyik legkutatottabb feliigyelt tanulasos modellé
valtak.

A szupport vektor gépek esetében a modell paramétereinek meghatérozasa konvex opti-
malizalasi problémava redukalodik. Ennek szamos elénye van, tobbek kozott az, hogy csak
globalis optimumunk van, igy ha talalunk megoldést, az biztosan a legjobb lesz, valamint
hasznalhatjuk a konvex optimalizalas méar kifejlesztett hatékony megoldé algoritmusait.

A lineéaris modellek elénye, hogy gyorsan szamithatoak, azonban veliik csak li-
nearis Osszefiiggéseket tudunk felismerni. Nemlinearis problémékat is meg tudunk veliik
oldani, ha az adatpontokat egy ® leképezés segitségével felvetitjiik képtérbe, amit tulaj-
donségtének fogunk nevezni, s itt alkalmazzuk a modellt. Magasabb dimenzi6éban nagyon
koltséges lehet kiszdmolni minden pontra expliciten a projekciot. Erre nyujt megoldast a
reprezentacios tétel, miszerint az f dontési fliggvény felirhat6 a tanuld adatpontok linearis
kombinaciojaként, f(z) = > | a;(®(x), ®(z;)). Az f meghatarozasahoz sziikségiink van
a-ra. Sokat tudunk egyszertsiteni a szdmitasokon azzal, ha a skaléaris szorzatok kiszé-
molasan gyorsitunk azzal, hogy a skalaris szorzatokat egy probléméhoz illeszkeds kernel
fiiggvénnyel definialjuk, ami ezt az explicit képletet adja k(z;, x) = (P(x;), P(x)).

Egy gyakorlati probléma sok kernel fiiggvényeken alapulé modszerrel, hogy a kernel
fiiggvényeket minden lehetséges x;, x; tanulépont parra ki kell szamitani. Ez 4j adatpontra
torténd predikcio esetén tulzott szamitéasi id6t igényel. Ezzel szemben a szupport vektor
gépek elénye, hogy ritkdsabb megoldasokkal rendelkeznek, az Gj bemenet osztalyozasa

csak a minta adathalmaz egy részhalmazan kiszamitott kernel fiiggvényektdl fiigg.



1. fejezet

Statisztikal tanulaselmélet alapok

A klasszifikicio a statisztikai tanulaselmélet egyik alapvet§ problémaja, amely
szamos gyakorlati feladatban megjelenik. A binaris klasszifikicié soran adott n elemd,
fiiggetlen, azonos eloszlast mintank {(z;,y;)}7-;, az (X,Y’) véletlen vektor ismeretlen IP
eloszlasbol szarmaztatva, ahol x; az i-edik bemenet és y; a hozza tartozé cimke, valamint
z; € X CRYés y; € Y = {—1,+1}. Osztélyozonak neveziink minden f : X — {—1,+1}
alaki (mérhetd) leképezést.

Ahhoz, hogy tudjuk mérni a becslések josagat, sziikséglink van egy fliggvényre,
amely nyomon koveti adott x € X esetén az f € M mennyit téved. Az X és Y tetszGleges

mérhetd halmazok.

1.0.1. Definicio. [1, 3.1 Definition] Adott eqy x € X, y € Y minta, f(x) € Y becslés y-
ra, amelyet az x-bdl készitettink. Jelolje (x,y, f(x)) € X XY x Y pedig az ezek dltal alkotott
triot. Jelolje az (x,y, f(x)) hdrmast egy minta x, eqy megfigyelés y, és a f(x) predikcio
alkotta hdrmas. Ekkor azl : X x Y x Y — [0,00) leképezést veszteségfigguénynek nevezziik,

ha teljesiil, hogy ¢(z,y,y) = 0 minden x € X ésy € Y esetén.

Megkoveteljiik, hogy ¢ nemnegativ fiiggvény legyen. Ekkor biztosithato az is, hogy a
f(z) = y pontos egyezés esetén ne sziilessen veszteség. Fontos kitétel azonban, hogy nincs
univerzalisan legjobb veszteségfiiggvény, amely minden feladatban elsébbséget élvez, vesz-
teségfiiggvény valasztasa mindig az adott feladat koriilményeitdl fiigg.

Miutan meghatéaroztuk, hogyan biintetjiik a hibakat, 6sszegezniink kell 6ket. Mos-
tantol feltételezziik, hogy létezik egy P(x,y) valoszintségi eloszlas X x YV-on, amely meg-
hatarozza az adatgeneralast. Ha ismerjiik a teszt adatokat is, akkor a cél az, hogy speci-

fikusan ezeken a lehet§ legjobb eredményt érjiik el. Ha nem ismerjiik, akkor a céliink az,
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hogy az Gsszes lehetséges teszt mintan altalanossagban akarjuk minimalizalni a hibakat.

1.0.2. Definicio. [1, 3.2 Definition] Tegyiik fel, hogy a tanité adatokon (z1,...,x,,) €s

/
m’

célértékeken (y1, ..., ym) kivil a teszt adatokat is ismerjik: (xy,...,x! /). Az ezeken vdr-

hato minimdlis hiba

Rwﬁzgi(ym@mmwwmo

Ez a probléma azonban elméletileg és szamitas szempontjabol is nehéz. Ehelyett jellem-
z6bb feladat az, ha a tesztmintakat nem ismerjiik. Ha nem ismerjiik (vagy figyelmen kiviil
hagyjuk) a tesztmintakat, akkor a cél az, hogy az Osszes lehetséges minta atlagaban mi-

nimalizaljuk a veszteséget.

1.0.3. Definicio. [1,3.3 Definition] Ha X X Y eqy mérhetd tér, amely felett definidlva
van P eloszlds és L(x,y, f(x) mérhetd veszteségfiggvény, akkor a minimalizdlando érték a

kockdzat, a veszteségfiigguény varhato értéke.

RUk:EmmMﬂ:EW%%ﬂ@ﬂ:/ﬂ%%ﬂ@ﬂW@w)

Binéaris osztéalyozasnal egy tipikus vélasztas a 0-1 veszteségfiiggvény, ami ((z,y, f(z)) =
I(f(z) # y) ahol I az indikatorfiiggvény. Ebben az esetben az a priori kockéazat a félreosz-
talyozas valoszintisége: R(f) =P(f(X) #Y).

A feladat nehézségét az adja, hogy egy olyan mennyiséget probalunk minimali-
zalni, mivel nem ismerjik P-t, az integralt sem tudjuk kozvetleniil kiszamitani. Amit
ismeriink, az {(z;,y;)}}—, tanuldsi minta amelyet P-bél alkottunk. Igy az eloszlast ko-
zelithetjiik a tanité halmaz segitségével, gy, hogy a minta szerinti diszkrét eloszléson,
azaz Ponp(x,y) = + 311 04,(2) 0y, (y) nézziik a veszteségfiiggvény véarhato értekét, ahol

do(v) = 1 ha a = v, és 0 egyéb esetben.

1.0.4. Definicioé. [1,3.4 Definition] Az ez alapjin definidlt empirikus kockdzat eqy mdr
konnyen kalkuldlhato érték:

Raglf] = [ HU0.Y) APugf) = 1S s

Az empirikus kockazattal kapcsolatban azonban tigyelni kell arra, hogy M-et milyennek

valasztjuk. Ha tul nagynak valasztjuk a megengedhets fiiggvényosztélyt, talalunk olyan
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f-et ami kis empirikus kockazatot ad. Ha minden X — ) fiiggvényt megengediink, akkor
minimalis empirikus kockazatot érhetiink el, de ez nem jelenti azt, hogy a minimalis
kockazathoz. Erre egy jo példa: f(z) = y;, ha x = z; valamelyik tanitopont, kiillonben
f(z) = 0. Ez 0 empirikus kockézatot eredményez. Ez azonban nem jelent valodi tanulast,
ha kapunk egy 1j, tanitd6 adatban nem szereplé x-et, akkor szinte biztos, hogy egyik
tanité adatbeli z;-vel se fog megegyezni. Igy a fiiggvény csupa 0-s tippelése nem hoz jobb
eredményt, mint a puszta véletlen. Egy masik klasszikus példa, mikor az n elemi mintara

a sikon interpolacidval egy n — 1-ed foku polinomot illesztiink.

1.0.5. Példa. [interpoldcid] Legyen a valddi figgvényiink y = 2x + 1, de a mérések zajo-
sak, igy ilyen tanito adatok keletkeztek: y; = 2x;+1+4¢;, x ~ U([0,1]), € ~ N(0,0.1). Ezt

szemlélteti az[1 1. dbra is.

3.0 figazi(X)=2X+1

= = Linedris modell
= |nterpolacids polinom

2.51 @® Tanité adatok

2.0 4

1.5 1

1.0

0.5 1

0.0

_05 4

_10 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.1. abra. Linearis modell vs. Interpolacios polinom

Bar a magas fokt polinom az empirikus kockézat minimalizalasa szempontjabol a

legjobb (a tanité adatokra zérus hibat ér el), ez az eredmény megtéveszts, mert a modell
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tultanul és rosszul teljesit a teszt adatokon. Ezzel szemben a lineédris modell nagyobb em-
pirikus hibaval, de jobb &altalanositast biztosit, mert nem illeszkedik ttlsdgosan a zajhoz.
Ezekbdl azt a tanulsagot vonhatjuk le, hogy alacsony empirikus rizikéval nem feltétlen jar
egyiitt az alacsony kockézat is.

Ezt a problémat az induktiv torzitassal tudjuk orvosolni. Ennek alapvet&en 2 mod-
ja van. Vélaszthatunk egy sziikebb fiiggvényosztalyt F C V¥, amely korlatozza a modell
kapacitasat. Masik opcio az, hogy alapvet&en szélesebb fliggvényosztalyt engediink meg,
de biintetGtaggal biintetjiik a komplexitast. Gyakorlatban a megkozelités gyakran egyiit-
tesen alkalmazando: elGszor egy korlatozott kapacitasa fiiggvényosztalyt valasztunk (pl.
folytonos, linearis vagy sima fliggvényeket engediink meg), majd egy regularizacios tag-
gal — mint példaul az L? norma — finomhangoljuk a preferenciat az egyszeriibb modellek
irdnyaba.

A regularizalt tanulési feladat célja a regularizalt kockazat minimalizalasa.

1.0.6. Definicio. [1, 4.1] A reqularizdlt kockdzat az empirikus kockdzat és eqy requlari-
zdcios funkciondl 6sszege:

Rieglf] = Remplf] + QU]

ahol Q0 : F(X,Y) — [0,00) reqularizacios funkciondl segitségével tudjuk biintetni
f € F(X,Y) komplezitisdat. Ennek egy alternativ formdja:

Rreg[f] = Remp[f] + )\Q[f]’

ahol X > 0 reqularizdcios paraméter, ami megadja az empirikus kockdzat és a modell

eqyszerisége kozti eqyensilyt.

Ha Remp[f], akkor célszerd Q[f]-t is konvexnek valasztani, mert igy egy konvex optimali-
zalasi problémat kapunk. Most ratériink az induktiv torzitds méasik modjara. Fontos, hogy
milyen F C Y fiiggvényosztély felett minimalizaljuk az empirikus kockazatot. Vizsgaljuk
a fiiggvényosztaly kapacitasat (komplexitasat). Ha til nagy a kapacitas, akkor a modell ké-
pes lehet taltanulni, tilsadgosan a tanité adatokat tanulja. Ha viszont til kicsi a kapacitas,
a modell nem lesz képes megtanulni a valodi Osszefliggéseket, vagyis alultanul. A statisz-
tikai tanulaselméletben t6bb koncepcio is létezik a kapacitasfogalomra (példaul: entropia,

lefedési szamok, VC-dimenzi6). En a VC-dimenzi6t muatatom be részletesebbrdl.

1.0.7. Definici6. [1, 5.5.3] Legyen Z, := ((x1,y1),- .., (Tn,yn)) egy n elemd minta
X xY-bol, Y = {+1, -1}, F C F(X,)) pedig egy figguényosztaly. Jeloljik N (F, Z,)-nel
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azon F osztalybeli fligguények szamdt, amelyeket meg tudunk kilonboztetni az xq, xa, . .., x,
pontokon felvett értékeik alapjan. Ennek maximumdt az dsszes lehetséges n elemid mintdn

jeloljik N'(F,n)-nel. Ezt tord egyiitthatonak nevezzik.

Ez megadja egy adott xq, xs, ..., z, ponthalmaznak hany kiilonféle vy, ys, . . . y, cimkézése
van, melyre tudunk talalni egy F-beli fiiggvényt, ami ezeket helyesen osztalyozza. Binaris
klasszifikacional mind az n pontot csak 2-féle osztalyba tudjuk sorolni, szoval N'(F,n) <
2" amikor N'(F,n) = 2" felvétetik, azt mondjuk F széttor n pontot.

Egy halmazosztaly C széttor egy A halmazt, haVS C A : 3C € C ugy, hogy S = ANC. Egy
osztélyozok osztalya F széttor egy A C X halmazt, ha az F éaltal generalt halmazosztaly,
legyen ez Cr := {C C X : 3f € F, C = f~1({1})} széttori A-t. A VC-dimenzi6 az

osztalyozoképesség mértéke.

1.0.8. Definicio. [1, 5.5.6] Egy F figguényosztily VC-dimenzidja az a
VCyim(F) =max{h € N: A C X, |A| = h és A-t széttori F}. Vagyis N(F,h) = 2", de
N(F, h+1) < 2M1L

VC dimenzi6 segitségével tehetiink egy valoszintiségi alapt allitast a kockazat becslésérsl.

1.0.9. Allitas. [1, 1.19 és 1.20] Tegyiik fel, hogy (x1,y1), ..., (Tn,yn) € X x Y, F fiigg-
vényosztdalyban dolgozunk, ahol h < n VC dimenzio adott. Ekkor legaldbb 1 —  valdszini-
séggel igaz:

R[f] < Remp|f] + €(h, n, 0),

e TG ) ) (D)

A komplexitasi tag a VC-dimenzio (h), a becslés igaz valoszintiségének (1 —0) novelésével

ahol

komplexitdsi tag.

novekszik, mig a mintaszam novelésével (n) csokken. Intuicié alapjan is ez adodik. Az
egyenlStlenséghdl adodik, hogy nemcsak az empirikus kockézatot szeretnénk minimalizal-
ni, hanem az empirikus kockazatot a komplexitasi taggal egyiitt.

A strukturalis kockézatminimalizélas egy modja a tanulasnak, amely altal meg-

kaphatjuk a legjobban altalanosité modellt. Vegyilik egymésba agyazott fiiggvényosztaly

10



egy lancat F; C Fy C -+ C F,. Novekvs (de véges) VC dimenzioval, vagyis kapacitassal
Fi-be tartozo fliggvények egyre bonyolultabbak.

A i bound on the

true risk

i underfitting
' overfitting

complexity
term

\ 4

nested subsets
S* S, of functions

1.2. abra. Strukturalis kockdzatminimalizalas [6]

Ahogy is mutatja, ha tul egyszeri a modell (kis kapacitas avagy komplexitas),
akkor a modell nem tanul j6, nagy tanitasi hibat kapunk (underfitting). Ha tul bonyolult
a modell (nagy kapacités), akkor a tanité adatokon kis tanitasi hibat kapunk, de a teszt
adatokon rossz eredményt ériink el (overfitting). Ez a megkozelités segit megtalalni az
arany kozéputat a komplexitéasi tag és az empirikus kockédzat minimalizalasa kozott, hogy
megkapjuk azt a modellt, amelynek a legkisebb felsé korlatja van a kockazatra nézve.
Dolgozzunk egy F skalarszorzatos vektortérben, vegyiink egy olyan fiiggvényosztalyt, ahol
a dontesi fiiggvények a kovetkezd alaku hipersikok: (w,x) +b =0, ahol w € F, b € R. Az
osztalyozo fiiggvények f(x) = sgn({w,z) +b).

1.0.10. Tétel. [1, 5.5 Theorem] x1,xs, ..., x, € X,V = {+1, —1} vegyiik azokat a hiper-
sikokat, amelyek (w,z) = 0 alakban irhatéak le, a tdvolsdgot igy dllitsuk be, hogy minden
pont legaldbb 1 tavolsdgra van a hipersiktol, kanonikus alakot haszndlunk, min;—y _, |(w, ;)| =
1, vagyis minden tanitéadatra y;((w,z;)) > 1 teljesil. X-n értelmezett osztilyozdsi fiigg-
vények f, = sgn({(w, z)), legyen ||w|| < A, R az a legkisebb sugari, origé kézépponti kor

sugara, amely tartalmazza az 1, %, . .., x, pontokat. Ekkor a VC dimenzio h < R?>A?.
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Bizonyitas. [1, 5.5 Proof| A kanonikus reprezentaciobol jon, hogy y;((w,z;)) > 1 i =

0,1,...,n-re. Ezt 6sszegezve kapjuk

(w, i Yii) > n.
i=1

A Cauchy-Schwarz-egyenlétlenséget hasznalva

n n
E Yils E YiZ;
i=1 i=1

A masodik egyenl6tlenségneél [Jw|| < A feltételt hasznaltuk ki. A (w, > " | y;z;)-re kapott

(w0, i) < ol <A
=1

also és felss korlatot hasznalva:

n<A

n n
E YiT; E YiT;
i=1 i=1

yi € {+1,—1}, y;-k egymastol fiiggetlenek, s egyenletes eloszlasu valtozok, igy Ely;] = 0.
Ha i # j, akkor E[y;y;] = E[y;] - E[y;] = 0-0 = 0. Ha i = j, akkor E[y?] = E[1] = 1, mert

y? = 1 mindig fennall.

A_

Szamoljuk ki |27, yiws||” varhato értékét. Szamolas kézben hasznalhatjuk a véarhato

érték linearitasat

n 2 n n n n
E Zyz% = ZW%‘% Z%‘yj) = ZE(%% Zyj90j> + ZE@ﬂuyﬂi) =
i=1 i=1 i=j i=1 i#j i=1
> (8 i) + 3Bl = 3 Bl
i=1 \i#j i=1 i=1
Mivel [Jy;zi|| = [Jzil], s ||oi|| < R (feltétel), igy E||>°7 yixs||” < nR2. A véarhato érték

a cimkék véletlenszertd cimkézésére igaz, igy lesz legaldabb 1 olyan cimkézés, amelyre igaz

1>, yixs||? < nR2 Ezt a cimkézést hasznélva adodik

2
n2

FS < nR?> = n < A’R2,

n
Yils
i=1
OJ
Ha n pontot osztalyozni tudunk,vagyis szétvalasztjuk, akkor n kielégiti ezt az

egyenletet. A h VC-dimenzi6 szintén teljesiti az egyenletet, mivel ez a maximalis szamu

s s
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fiiggetlentil kontrollalhatjuk w szabalyozasaval.

Fogalmazzuk at a tételt egy gyakorlati szempontbol jobban értelmezhets formaja-
ba. Vegyiik ki a ||w|] < A feltételt. A hipersikjaink (w,z) + b = 0 alakban irhatoak, a
pontokat J-margonal szeretnénk szeparalni, vagyis y;((w,z;) +b) > 6 i = 1,2,...,n-re.
Legyen ||w|| = 1 most a feltételiink.A kanonikus alakhoz min;—; _, v;(w,x;) = 1 kellene.
Ehhez le kell osztani §-margonal: y;({%, z;) + %) > 1, ez pedig pont a kanonikus forma,

w' =, ||w'|| = 1. A bebizonyitott tételt alkalmazva h < R?||w'||? = &

1.0.11. Allitas. [1,5.5.6] Ha X = R? és a fiigguényosztdly a hipersik osztdlyozokbol dll
F = {sgn((w,z) +b) :w e R, b e R},

Ekkor F VC-dimenzidja d 4 1.

1.0.12. Tétel. [6] Tegyiik fel, hogy a minta adatok linedrisan elvdlaszhatoak, azaz
yi((wz;) +0) > 0 mindeni = 1,...,n esetén, ahol § > 0 és teljesiil, hogy |w|| = 1. Tegyiik
fel, hogy v € X C R? eqy r sugari gémbben helyezkedik el. Ekkor a §-margé szepardld
hipersikok halmazdanak VC' dimenzidja korldtos ekképpen:
2
h < min (ﬁ’ d) + 1.

Ekkor a strukturalis kockdzatminimalizalas alapjan, hogy minimalizaljuk a komplexitasi
tagot, maximalizalnunk kell a margét, s igy jutunk el a margd alapi lineéris osztélyozok
konstrukci6jahoz, a szupport vektor gépekhez. A maximaélis margonal rendelkezd optimélis

hipersik egyébként egyértelmien létezik.
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2. fejezet

Konvex optimalizalas

Roviden atveszem a szupport vektor gépek megoldasahoz sziikséges konvex opti-

.....

Rieg[ f]-t sziikséges minimalizalni. Egy tetszéleges fiiggvény minimalizalasa egy adott tar-
tomanyon &altalaban nehéz feladat jo eséllyel sok lokalis minimummal. Ezzel szemben egy
konvex célfiiggvény egy konvex tartoméanyon térténé optimalizaldsa pontosan egy globélis

minimumot eredményez.

2.0.1. Definicid. [1,6.1 Definiton] Egy X C X halmaz konvex (X egy vektortér), ha
Vo, o' € X, VA€ [0,1]: Az + (1 — N2’ € X.

2.0.2. Definicié. [1,6.2 Definition| A f: X — R figguény konvex, ha

Ve, o' € X, VA€ [0,1]: dx+ (1 =Nz € X = fQz+ (1= N)2') < Af(x)+ (1= N)f(a').

f szigorian konvex, ha az egyenldtlenség szigori egyenldtlenséggel teljesiil.

2.0.3. Tétel. [1, 6.5 Theorem| Ha egy f : X — R konvex figgvénynek minimuma van egy
X C X konvex halmazon, akkor azok az x € X pontok, melyeken a minimum felvétetik,
eqy konvex halmazt alkotnak. Ha f szigorian konvex fiigguény, akkor ez a halmaz egyetlen

elemet tartalmaz.

A tétel egyik alkalmazasa a feltételes konvex optimalizalési probléma.

2.0.4. Kovetkezmény. [1, 6.6 Corollary] Adottak f,c1,co,. .., c, konvex figguények
X — R hozzdarendelés szerint, X eqy konvex halmaz. Minimaliziljuk [ figgvényt X hal-

mazon c;x < 0 feltételek mellett

arg mi)r(l f(z) dgy, hogy c;i(x) <0 minden i € {1,2,...,m}.
xre
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Tovdbbd engedelyézett hozzdvenni még a feladathoz hjx =0 Vj € {1,2...,p} feltételeket.

Legyen X = R"™. Tovabbiakban ezt a feladatot nevezziik primal feladatnak. Ha
nincs semmilyen megszoritas, és ha f differencialhato, akkor konnyt dolgunk van, egysze-
rien csak megoldjuk az 0, f(x) = 0 egyenletet. Ha azonban mar vannak ¢; < 0 feltételek,
akkor valtozik a helyzet. Eléfordulhat, hogy az a pont, ahol 9, f(z) = 0, nem felel meg
legalabb az egyik korldtnak, igy nincs benne az érvényes megoldasok halmazaban. Mas
megkozelitést kell alkalmazni a szigort korlatozasok helyett. Probaljuk meg sulyokkal
biintetni a feltételek rosszul teljesiilését. A Lagrange-fiiggvények pont igy kozelitik meg a

problémét.

2.0.5. Definicid. [3,5.1.1] A primdl feladathoz tartozd Lagrange-figgvény felirds

L(z,a) = f(x) + Z a;ci(x)

ahol o = (1,9, ..., Q) minden koordindtdban nemnegativ. Ha a primdl feladatban
h;(x) = 0 feltételeink is vannak, akkor a Lagrange-fiigguényes feliris L(z, o, B) = f(z) +
Yoy aici(x) + Y8 Bihi(x). a;-t Lagrange-multiplikatornak nevezzik, amely az i-edik
civ < egyenldtlenségi feltételhez tartozik, hasonloképpen B; a h;x = 0 egyenldségi felté-
telhez tartozo Lagrange-multiplikdtor. Az o, B vektorokat a primdl problémdhoz tartozo

dudlis vdltozoknak vagy Lagrange-multiplikdtor vektoroknak nevezziik.
A Lagrange-fiiggvény utan j6jjon most az ahhoz tartozé Lagrange-dualis.

2.0.6. Definicio. [3,5.1.2] A Lagrange-dudlis figgvényt dgy definidljuk, hogy vesszik a

Lagrange-fiigguény minimumdt az x-ek felett

zeR™ z€R™

g(a) := inf L(z,a) = inf (f(x) + Zawdm))

Tehdt a dudlis feladat

>
arg max g(a) ahola>0

Ha a Lagrange-fiiggvény korlatlanul csokken z-re nézve, akkor a duélis fiiggvény
értéke —oo.

Hasonlitsuk 6ssze a primal és dudl feladat optimumjait.
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2.0.7. Allitas. /3,5.1.3] Ha p* a primdl feladat optimuma, mig d* a Lagrange-ddl feladat

optimuma (infimum és szuprémum), akkor d* < p*.

Bizonyitas. [3,5.1.3] Minden a > 0-ra g(z,a) < d*. Legyen 2’ megengedett megoldas,
vagyis teljesiti a ¢;x < 0 feltételeket, ekkor Y " | a;c;(z") < 0.

L(z',a) = f(2') + Z aici(X') < f(a')

Ebbsl jén
gl0) = inf L(x,0) < L) < f(x').
z€R
Minden megengedett 2’ pontra teljesiil g(a) < f(2'), igy g(a) < p* is. O

A d* < p* egyenlGtlenséget szokték gyenge dualitasnak is nevezni. A dualitési rés p* — d*
kiilonbség, ha ez 0, akkor &ll fenn az erés dualitas. Az erGs dualitéis egyik elégséges feltétele
a Slater feltételek.

2.0.8. Allitas. Slater feltételek [3, 5.26 és 5.27] Legyen X C R™ konvex, valamint

€1y Cm o X — R konvex fiigguények. Azt dllitjuk ez a két dllitdas ekvivalens:
o dx € X, amelyre c;x <0 VYi=1,2,...,m-re, vagyis az eqyenldtlenségek szigorian
teljesiilnek.

o Haao#0, akkor Va >0 3z € X dgy, hogy >, cc;(x) <0

A gyakorlatban legtobbszor differencialhaté fiiggvényekkel dolgozunk, igy ezek

korében keresem az optimalitési feltételeket.

2.0.9. Tétel. Elégséges Karush-Kuhn-Tucker (KKT) feltételek konvex, differencidlhato
esetben [3,5.5.3]

Legyenek f,ci,...,cm i R™ — R konvex, differencidlhato fiigguények. Bdarmely x’, o/ pon-
tok, amelyek kielégitik az aldbbi egyenldtlienségeket

e ¢i(2)<0, i=1,...,m

e, >0, i=1,....m
o 0, L(2, &) =0, f(2') + >, a;0pci(2') =0
ez esetben x' és o primdlisan és dudlisan optimdlisak.
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2.0.10. Definicio. [6] Legyenek f,cq,...,c, : R" — R konvez, differencidlhatd fiiggué-
nyek. A primdl feladhatoz tartozo Wolfe-dudlis feladatot igy definidljuk

arg max L(z,a) = f(x) + Z a;ci(x)
“ i=1

ahol teljesil O, L(x, ) = Oy f(x) + > 1 @;0yci(x) =0 ésa; >0 mindeni=1,...,m-re.

Tehat ellentétben a Lagrange-duélissal, itt az x is dontési valtozo. Az egyenlGségi feltétel
miatt a Wolfe-dualis nem biztos hogy konvex lesz. Ha a primél feladat megoldhato, ak-
kor gyenge dualitas all fenn, ha teljesiilnek a Slater-feltételek, akkor pedig erds dualités
teljestil.

A konvex optimalizalas egy szelete a kvadratikus programozas, ilyen feladatokkal

fogunk f6leg talalkozni, igy érdemes roviden attekinteni.

2.0.11. Definicio. [1,6.72] Minimalizdlunk egy x-ben kvadratikus fiigguényt

) 1
min -2 'Kz +c'x
x

linedaris feltételek mellett
Ar+d <0

ahol x,c e R™, d e R", A € R"™™ ¢és K € R™™ eqy pozitiv definit mdtrizx.
A primél problémahoz tartozo Lagrange-fliggvényes feliras [1,6.73]:
1
L(z,a) = §xTKx + 'z + o (Az + d)

ahol a > 0. A feltételek és a célfiiggvény is mind konvexek, differencidlhatoak, igy a

KKT-feltételek igy alakulnak ebben a specialis esetben:
e o (Ax+d)=0
o Az +d <0
e >0

e 0.L(r,a)=Kz+ ATa+c=0
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Ekkor x, o primalisan és dualisan optimalisak.

Ezekbdl a feltételekbdl ki tudjuk hozni a Lagrange-duélis alakot is. A 4. megszori-
tasbol jon © = —K'(ATa + ¢), mivel K-t tudtuk invertalni a pozitiv definitsége miatt.
Atalakitunk

1 1 1
L(z,a) = §:cTKa: +clr 4+’ (Ar+d) = —iaTAK’IATa — ("K' AT + d)a — §CTK’1C

ezt szeretnénk maximalizalni o tekintetében. Mivel az utolsé Gsszeadando tag a-tol fiig-

getlen, igy elhagyhat6. A dualis feliras
1
argmas,, (—§aTAK_1AToz — ("KTAT + dT)a) ,

ahol a > 0. Ennek a dualis felirdsnak az az elénye a primallal szemben, hogy a sovany
feltételek jobban kezelhetdek.
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3. fejezet

Szupport vektor gépek bevezetése

A szupport vektor gépeket(roviditve innentsl SVM) el6szor a binaris klasszifikécio
feladatara fejlesztették ki, majd hasznéalukat kiterjesztették a tobb osztélyos és a regresszi-
0s problémékra is. Szoval a binaris klasszikacios feladatnal adott egy ismeretlen, P(z,y)
eloszlasbol generalt (z1,41), ..., (Tn, Yn) € X x Y minta, ahol X = R4, Y = {+1,-1}. A
hipersikok (w,z) + b = 0 alakban felirhatoak, s ezekbdl képezziik a dontési fiiggvényein-
ket. A feladat célja, hogy a y; = 1 cimkézést pontok a hipersik azonos oldalara essenek
(ugyanez igaz y; = —1 pontokra is). Tehat a pontokat tgy szeparaljuk a hipersikkal, hogy
a +1-es és —1-es cimkézésii pontok atoldalt legyenek, igy f(x) = sgn({w, x) 4+ b) osztélyo-
zok adddnak ebbdl.

Feltessziik, hogy létezik legaldbb egy olyan hipersik, amely helyesen vélasztja el
egymastol a y; = +1, y; = —1 pontokat. Azt a hipersikot keressiik, amelynek legjobb az
altalanosito képessége, még nem latott, j x adatpontokat a lehetd legjobb osztalyozza.
A tétel alapjan maximalizalnunk kell a margot, vagyis a hipersikot gy kell elhe-
lyezniink, hogy a hozzé legkozelebbi pont tavolsdga a lehetd legnagyobb legyen. Ennek

érdekében sziikségiink lesz egy pont és egy hipersik téavolsaganak képletére.

3.0.1. Allitas. [2,7.2] Adott egy S = {{w,x) +b = 0|z € R} affin hipersik és egy ,

pont tavolsaga ekképpen szimolhato:
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y>0 T2

y —
y<0 Ry
R
7 X
Y, /
W
fl w
X1
Y I|=

-b
Twll

3.1. abra. Hipersik és Pont Tavolsaga |2, 4.1 Figure)|

Bizonyitas. Ha egy x4, xp eleme a hipersiknak, akkor (w,z4)+b =0 és (w,xp)+b =0,
igy (w, (ra—zp)) = 0. Tehat w ortognalis minden hipersikbeli vektorra, w normélvektora
a hipersiknak. Ahogyan [3.1}n is lathato, legyen 2| az x,-nek S-re vett ortognalis projekcio
altal kapott képe. Nevezziik dist(x,,S) roviden r-nek. Igy felirhato

Ty :xL—l—ri — (w,x,) = (w,z) —i—rw.
[[w]] [[w]]
Most adjunk hozzé mindkét oldalhoz b-t
_ lwll* _

[(w,zn)+b]

W @ keresett Osszefiiggést. [

Innen pedig megkapjuk az r =

Mivel f(z,) = sgn({w, z,)+b) > 0, ha y,, = 1, illetve f(x,) = sgn({w, z,)+b) < 0,
ha y, = —1. Igy f(x,)y, mindenképpen pozitiv. Legyen g(z) = (w, x) + b lineéris diszk-
riminans fliggvény-ezt gy kapjuk, hogy az f(x) osztalyozasi fiiggvénybdl elhagyjuk a

szignum fiiggvényt, igy g(z) értékkészlete folytonos, g(x,)y, szintén pozitiv lesz Vn-re.

) 8] gaglan) _ yalfw, 2a) +0)




A marg6 a legkozelebbi adatpont tavolsaga a dontési hipersiktol, ezt szeretnénk maxima-
lizalni az optimalis w, b paraméterek hasznalataval, amelyek egyértelmtien meghatéarozzak

a hipersikot. Széval a maximéalis margd probléma

argonac { i (22 + )]

wr Ul ™

m—t azért hozhattuk ki az n-re torténd minimalizalasbol, mert nem fiigg n-t6l. Ez a fel-
adat viszont elég bonyolult, ezért ezzel ekvivalens kénnyebb kihivassa szeretnénk alakitani.
Ha atskalazzuk a dontési hipersikot w — kw, b — kb, akkor sem valtozik z,, tévolsaga a
hipersiktol, y”“kmmHkb) = y"““ﬁiﬂle). Igy nyugodtan valaszthatjuk a legktzelebbi adat-
pontra ezt a feltételt y,({(w, x,) +b) = 1, minden pontra fennéll ez a korlat:

yi((w,z;) +b) >1 i=1,2,...n—re

Ez a dontési hipersik kanonikus reprezentécioja [2,7.5]. Itt most feltettiik, hogy az adatok
(linarisan) szétvalaszthatoak (tehat létezik legalabb egy hipersik, amely tokéletesen, hiba
nélkiil elszeparalja egymastol a +1 és —1-s cimkézési pontokat), ez adja a kemény mar-
g6 feladatot. Azokat az adatpontokat, ahol a korlatozéas egyenlGséggel teljesiil, aktivnak
nevezziik ¢ket, a tobbi pont pedig inaktiv. Az aktiv pontok a szupport vektorok. A cé-
lunk m maximalizdlasa, ami ekvivalens azzal, ha ||w]||?>-t minimalizaljuk.Az optimalizalasi
probléma eme formaja:

i L )?
argmin - |ju

Az %—s szorzot a késébbi szamitasok kényelmesebbé tétele miatt vettiik hozzé. Igy kaptunk
egy konvex optimalizalési feladatot feltételekkel, pontosabban egy kvadratikus programo-
zasi feladatot, mivel egy négyzetes célfiiggvényt minimalizalunk linearis egyenlStlenségi

korlatok mellett. A probléma Lagrange-fiiggvényes felirasa
1 n
L(w,b,a) = §||w||2 = o {wi(w, ) +b) — 1}
i=1

Kihasznaljuk, hogy a feladat differencialhato is, igy a KKT-feltételeket alkalmazva
OxL(x, ) = Oy p L(w, b, ) = 0. A derivaltak

OwL(w,b,a) = w — zn:aiyixi =0—w= zn:oziyimi

i=1 i=1
OpL(w, b, o) = Z a;y; =0
i=1
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Az a,ci(x) = 0 feltételekbol
a; (yi (i, w) +b) —1) =0

Vonjunk le a kapott Osszefliggésekbdl kovetkeztetéseket. A 3. egyenlet a legegy-
értelmibb, az inaktiv pontoknak a; = 0 adodik, «; > 0 értékek csak aktiv pontokhoz
tartozhatnak. Az 1. egyenletbdl kapjuk, hogy w el6all az x;-k linearis kombinaciojaként,
azonban az «; egyiitthatok miatt ezt tovabb szikithetjuk az aktiv pontokra. Vagyis a
dontési hipersik w paramétere meghatarozhato a hozza legkozelebb, margén 1évé pontok
segitségével. Ezek a szupport vektorok, elnevezés mogotti szimbolika az, hogy ezek tartjak
a hipersikot két oldalrol. A 2. egyenletbdl kovetkezik, hogyha az Osszes x;-re egy-egy oy
nagysagu eré hatna a hipersikra merglegesen (y; altal meghatarozott iranyban), akkor
ezek az erdk kiegyenlitenék egymast, eredd eré zérus lenne.

Probaljuk eliminélni a w, b-t az L(w, b, ) Lagrange-fliggvényes felirasbol, hogy el-

jussunk a duélis problémaéig. Hasznéljuk a KKT-feltételekbdl kapott korlatozasokat.

2 n n
L(w, b, a) (Z alyﬁm) — Zai {yi (Z(%;Oéjijﬂ + b> — 1} =
i=1 j=1
% Z Z Oéi()éjyiyj<flfi,$j> — Z (07 {yz (Z<$Z, Oéjijj> + b) — ]_} =
i=1 j=1

i=1 j=1
% Z Z Q05 Y; Y5 (4, xj) - Z Z Q05 Y; Y5 (4, 953') —b Z oY + Z Q; =
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 i=1
—— Z Z ala]yly] Z;, :1:] + Z Q;
=1 j=1

Mivel Y7 auy; = 0, igy a —b 1| ay; kiesett.
Tehat a dualis feladatunk [8, 6.6 Proposition|:

argmax L(a Z a; — = Z Z oYy (T4, )

acR? i—1 j—1

ahol a; >0 és Zaiyi:()

Kaptunk egy kvadratikus programozési feladatot. Ezek megoldasara léteznek hatékony

algoritmusok, megold6 programok. Gyakorlatban altalaban ezeket alkalmazzuk.
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A g(z) = (w,z) + b linearis diszkriméans fiiggvénybe visszahelyettesitve a w-re

kapott Osszefiiggést
g(x) = Z (T, ;) +b.
i=1

Ezt hasznaljuk az 0j pontok osztalyozasara. Azok a pontokra, melyekhez tartozd o
Lagrange-multiplikdtorok 0-k, nem vesznek részt az 1j pontok osztalyozasaban, csak a
szupport vektorokra hagyatkozunk. Ez is egy nagy elénye az SVM-nek mas osztalyozokkal
szemben, hogy a tesztadatok relative kis hanyadara hagyatkozik az 1j mintak szelektala-
sdban.

Ha meghataroztuk a-t, akkor w ebbdl kénnyen adodik, szimplan csak behelyette-
sitiink a w-re kapott Osszefiiggésiinkbe. Ahhoz, hogy a hipersik masik paraméterét, b-t
megkapjuk, kihasznaljuk, hogy minden x; szupport vektorra igaz y;((w,x;) +b) = 1,

a; > 0. Igy a w-re kapott sszefiiggést erre hasznalva

Yi <<$u Zajyj$j> + b) =Y (Z oy {Ti, x5) + b) =1,

j=1 jES

ahol S a szupport vektorok indexhalmaza. Mivel y? = 1 mindenképpen, y;-vel beszorzas

utan konnyen kifejezhets b ily modon

b=yi— Y ay;(wi,z;).
jes
Egy 6nkényesen megvalasztott x; szupport vektor helyett célszerd tobb pont segitségével
kiszdmolni a nagyobb numerikus stabilitas érdekében. Numerikusan legstabilabb ered-
ményt agy érhetjiik el, hogy az 0sszes szupport vektorra kiilon-kiilon kiszamoljuk az abbol

adodo b-t, s ezeket atlagoljuk

b = NLS Z (yz — Zajyj<xi,xj>) .

ics jes
ahol Ng a szupport vektorok szama.

Eddig azt az esetet lattuk, hogyha a bemeneti térben az adatok linearisan szepa-
ralhatoak, akkor az SVM-ek jol miikodd konstukciok. Azonban szeretnénk ennél tovabb
lépni. Mint a linearis modszereknél altalaban, dltalanositunk. A bemeneti teret kibévitjuk
bazisfiiggvények segitségével. Altalaban igaz, hogy az ilyen kibévitett terekben elért line-
aris hatarok jobb szeparaciot eredményeznek a tanité halmazunkban, és ezek a dontési

hatarok nemlineéris dontési hataroknak felelnek meg az eredeti bemeneti térben.
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Vegyiik a h;(x) bazisfiiggvényeket, ahol j = 1,2...m. Az xq, 29, ...z, tanité adatok he-
lyett h(xy), h(z2), ... h(z,) adatokkal dolgozunk, ahol h(x;) = (hy(x;), ha(z;), .. ., hm(x;)).
Az osztalyozonk sgn(g'(z), ¢'(z) = wTh(z) + b. A h(z;)-k alapjan betanitott SVM-hez

tartoz6 Lagrange-dualis feladat

E(oz) = Z o — % Z Z iy (h(zs), b))

i=1 j=1

d(x) =w'h(x) +b= Z ayi(h(z), h(z;)) +b

A megoldas csak skalaris szorzatokon keresztiil tartalmazza h(x)-et, tehat nincs sziilségiink
expliciten kiszamolni a h(z)-t minden adatpontra, elegendd ismerni az ugynevezett kernel
fliggvényt

K (2, ;) = (h(x:), h(z;))

Ez a fiiggvény kiszamitja az dtalakitott térben a skaléris szorzatokat. Azt szeretnénk, hogy
megfelel6 h valasztas esetén koltséghatékonyan tudjuk kiszamolni a skalaris szorzatokat.

Igy jutunk el a kernelek a témakoréig.
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4. fejezet

Kernelek

Az SVM-eknél a mintak egy skalarszorzatos térben léteznek, azonban veliik kap-
csolatban szeretnénk &altalanosabb hasonlosagi mértéket hasznalni egy leképezes haszna-
lataval, ami lehet nemlinearis is. Ezért ebben a fejezetben bevezetem a legfontosabb de-
finiciokat, allitdsokat a kernelek kapcsan annak érdekében, hogy el tudjunk jutni az oly

fontos reprezentécios tételig.

4.0.1. Definicid. [1, 2.1 és 2.2] Adott egy tetszdleges halmaz X legyen k : X x X — R egy
kernel fiigguény X felett, ha létezik eqy olyan H Hilbert-tér és eqy ® : X — H leképezés,
hogy

kla,2!) = (@(x), (2 ) e

Ekkor ezt a ®-t tulagdonsdg leképezésnek, azt a H Hilbert-teret, ahova ® képez pedig

tulajdonsdgtérnek nevezziik.

A kernel tulajdonképpen egy olyan k£ : X x X — R kétvaltozos fiiggvény, amely ketts
X-beli ponthoz egy hasonlosédgukat jellemzd szamot rendel.
Par SVM-eknél is gyakran hasznalt kernel:
e d-ed foki polinomialis kernel  k(x,2") = (1 + (z,2'))?
/HQ

e Gauss RBF kernel k(z,z") = exp (—Hx%) ahol o > 0 paraméter

e neurdlis halo kernel k(x,2’) = tanh(k;(z, ') + K2)

ahol k1, ko paraméterek beallitjak a kernel mitikodését.
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4.0.2. Példa. [, 12.23 és 12.24] Ha vesziink egy mdsodfoki polinomdlis kernelt, akkor

ennek eqy gyakorlati szemléltetése (adott eqy tulajdonsdgtér xy és xy bemenettel)
k(z,2") = (14+(z,2'))? = (14z12| +2905)? = 14221242202+ (212)) 2+ (292} ) 2+ 221 7, 0.0,

Ekkor m = 6, a kévetkezd bdzisfigguényeket haszndlva hy(z) = 1, hy(x) = V221, hs(z) =
V2o, hy(x) = X2, hs (1) = 22, he(2) = V2129, 5 gy k(z,2") = (h(x), h(z")).

A hi(x),ho(x),. .., he(x) bdzisfigguényekkel képezziik a bemeneti vektort eqy magasabb
dimenzids térbe, ahol az algoritmusunk konnyebben el tudja vdlasztani az adatokat egqy

linearis dontési hatdrral. Minden x-bdl eqy 6 dimenzids vektort képeztink.

Nem kell expliciten kiszamolnunk h(x)-et, a kernel fiiggvény megadja nekiink a skalaris

szorzatot ami a feladatban is jol hasznalhato
g(x) = Z%‘yz‘<h(x)a h(x)) +b = Zaiyik(xaxi) +b
i=1 i=1

A kovetkezs egyszert szemléltetd példaban [4.1] az dbra bal oldalan, a bemeneti
térben a valés dontési hatar egy ellipszis. A pontokat egy nemlinearis leképezéssel a tu-
lajdonsagtérbe képezziik, példaul ®(zy, 29, 23) = (2%, 23, 2x125)-vel. Az ellipszis gy egy
hipersikkéa alakul (jobb oldal). A binaris klasszifikicios probléma a tulajdonségtérben a

hipersik meghatéarozasara egyszertisodik az oda képzett adatok alapjan.

z
X sz A 2
X B X x X
X x X
X X X
e S X
~ _ ~ X
X e O < X \
X, o S X, Nox X
/O o ° o\ x
! o) / > C} X
X \\ o/ \ OD\\>< Z;
x ~_© T x \ 0 0 X
x [T x \ -
« N
X
X x X X Z \
VR

4.1. abra. Kernel szemléltetése a tulajdonsagtérben |1, 2.1 Figure|
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4.0.3. Definici6. [1, 2.15] A K € R™"™ mdtrixz pozitiv szemidefinit, ha teljesiil
(Kz,z) >0 minden x € R" esetén.
K pozitiv definit, ha
(Kx,x) >0 minden x € R"\ {0} esetén,

4.0.4. Definicié. [1, 2.3 Definition, 2.5 Definition] A X (ami dltaldban C vagy R) hal-
mazon értelmezett k : X x X — R kernel Gram mdtriza az x1,...,x, € X-nek az a K
mdtriz, melynek elemei

Kij = k(x;, z;).
A k kernel pozitiv definit, ha a Gram mdtriza minden x1, ..., x, € X-re pozitiv szemidefi-
nit. Hasonloan, k szigorian pozitiv definit, ha a Gram mdtriza minden x1,...,x, € X-re

pozitiv definit.

A kernel fiiggvények szimmetrikusak a skaléris szorzat szimmetrikussdga miatt
k(z,2') = (B(x), ®(2')) = (P(2'), B(x)) = k(2" 2).

4.0.5. Allitas. Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlétlenség a pozitiv definit kernelekre
[1, 2.7 Proposition| Ha k eqy pozitiv definit kernel, x1, x5 € X, akkor

|k(x1, 22) [ < k(2y, 21)k(22, 22)

Erre csak egy szemléletes bizonyitast adunk ([1, 2.7 Proposition]).
Kij = k(x;,x;), legyen i, j € {1,2} Gram-matrix pozitiv szemidefinit, ezért a determinan-

sa nemnegativ, azaz

Kll K12

0 < det(K) = det
Ko K

) = K11 K2 — K7y
vagyis
|K1o|* < K11 K.
Ez pedig atirva a keresett egyenlStlenség
|k(21, 22)[* < k(21, 21)k(22, 22).

A pozitiv definit kernelekkel szeretnénk dolgozni, ehhez keresiink térstrukturat, ahol a
kernelekkel, mint skalaris szorzat foglalkoznank. Ehhez alkottak meg a reprodukalé magu
Hilbert-tereket (Reproducing Kernel Hilbert Space angolul, innen jon az RKHS haszné-
latos rovidités).

X egy nemiires halmaz, jeloljik F(X,R) az X — R fiiggvények R feletti vektorterét.
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4.0.6. Definicio. [7] Az F egy normdlt tér, akkor a ¢ : F — R funkciondl korldtos, ha
3 M > 0 gy, hogy
lo(f)] < M| f|| minden f € F-re.

4.0.7. Definicio. [1, 2.9 Definition] H C F(X,R) egy reprodukdlé magi Hilbert-tér, ha
ezek a feltételek teljesiilnek:

o H eqy vektortér
o H Hilbert-teret alkot egy hozzd tartozo (-,-)y skaldris szorzattal

o Vx € X ponthoz tartozik eqy E, : H — R kiértékelési funkciondl, amelyre
E.(f) := f(x) és ez a funkciondl korldtos

A feltételeknek megfelels H egy valos RKHS X felett.

4.0.8. Definicié. [1, 2.29 és 2.30] Ha H eqy RKHS X felett, akkor létezik egy egyértelmd
k:X xX — R fiigguény reprodukdlo kernel, amelyre

o Vre X, k(,z)eH,
e VfceH, VeeX: f(x)=(fk(,z))nu (reprodukdld tulajdonsdg);
b \V/I,y €X: k?(l’,y) = <k(7x)7k(ay)>'f-{

Van egy f fliggvényiink az RKHS-ben, ki szeretnénk szamolni a fliggvény értékét egy
adott x pontban. Ehhez azonban elég annyi is, hogy a skaléris szorzatot vesziink f-fel és

a k(-,x) reprodukalo kernellel.

4.0.9. Allitas. Kernel-trikk [1, 2.8 Remark| Ha van eqy algoritmusunk, ami az x1, ..., x, €
X mintdt haszndl a tanuldshoz k pozitiv definit kernel haszndlatdval, akkor ha lecserélyiik

k-t eqy mdasik pozitiv definit k' kernel figguényre, akkor értelmes algoritmust kapunk.

A dolog hatterében az &ll, hogy az eredeti algoritmus a ®(z;), ..., ®(z,) adatokkal
dolgozik a Hilbert-térben és itt csak a skaléris szorzéast hasznalja. Amikor k-t lecseréljiik
k'-ra, akkor ugyanaz az algoritmus miikodik tovabb, csak az 1j, ®'(z;) adatokon.
Altalaban ezt tgy hasznéljak, hogy R%s térben kapunk egy algoritmust, majd a kernel
triikkk segitségével erGsebb modelleket épitiink. Ez a kernellizalds. Olyan tulajdonsagteret
is hasznéalhatunk, ahol nemcsak, hogy draga lenne kiszamitani a tényleges leképezést, de

nem is lehet, példaul végtelen dimenzios tereknél.
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4.0.10. Tétel. [1,4.2 Theorem| Legyen X eqy tetszéleges halmaz, H egy valos RKHS X
felett, Q : [0,00) — R egy szigoriian monoton névekvd fiigguény és c: (X x R x R)4 — R

eqy tetszdleges veszteséqgfiigguény. Ekkor a requldrizdlt kockdzati fiigguvény minimumdt elérd
feHd

min c((xl,yl, f(@), - (T, Yn, f(%))) + Q[ f 1)

olyan alakban irhato fel, hogy:

f(z) = Z a; k(z;, x).

Vagyis a megoldés a tanité adatokhoz tartozo kernel fiiggvények linearis kombinaciéjaként
jelenik meg.
Gyakorlatban azonban legtobbszor kibgvitjuk konstansokkal a teret a valodi meg-

oldas kereséséhez, a megoldas alakja pedig ilyen

f(x) = fulz) + 0,

ahol fy(z) =31, a;k(z;, x) € H.
Az SVM kernellizalt verzidja is alkalmazza a reprezentéiciés tételt a sajat igényeihez iga-

zitva, a megoldasi alak amivel mar talalkoztunk és dolgozni fogunk vele

f(z) = Z ayik(zi, r) +b= Z a;k(x;,x) + b.
i=1 i=1
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5. fejezet

Szupport vektor gépek tipusai

Az SVM-mel eddig csak linearis osztalyozast tudtunk végezni azonban a kernelli-
zalds nyoman mostmar tudjuk a nemlinearis problémékat is kezelni. Ahogy a szemléltets
abran [5.1] is lathato, a kernellizalas sordn a bemeneti adatokat egy magasabb dimenzios
térbe képezziik, ahol a tulajdonsagtérben az eredeti térben nem linearisan osztélyozhato
feladat linearisan osztalyozhatova valik. Tehat nemlineéris problémat oldunk meg linearis

modszerekkel.

original data space Reproducing Kernel Hilbert Space

feature
map

5.1. dbra. Kernellizalas|6|

5.1. C-SVM

SVM-eknél azzal esettel foglalkoztunk, mikor az adatok tokéletesen szeparalhato-
ak. A tanito adatok a tulajdonsagtérben linearisan elvalaszhatoak, ebbél az SVM pontos

elvilasztast ad a bemeneti térben, mégha olykor ez nemlineéris is lesz. Ez azonban in-
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kabb elméleti jelentGségii eset, mert a valésagban legtobbszor nem ez az idealis eset all
els. A gyakorlati példdkban gyakran atfednek az osztilyok a tulajdonsagtérben, ekkor a
tanitd adatok tokéletes elvalasztasara torekvés gyenge altaldnoitashoz vezet. Szoval meg-
engedjiik, hogy bizonyos pontokat rossz osztélyba soroljunk be. A pontok megengedetten
a marg6 rossz oldalara is eshetnek, de biintetjiik 6ket, amely a dontési hatartol valo ta-
volsaggal aranyosan nd.

Bevezetiink segédvaltozokat, s mint is mutatja, & > 0, ahol ¢+ = 1,2,...,n
minden adatponthoz rendeltiink egyet. Ha egy pont a margé jo oldaldn vagy a margon
helyezkedik el, akkor ¢ = 0, kiilonben &; = |y; — ((®(z;), w) + b)|. A dontési hataron 1évé
pontokra g(z;) = (®(x;),w) + b = 0, vagyis & = 0, a hatéar rossz oldalan 1évé pontokra

mar & > 0 lesz.

5.2. abra. Gyenge marg6 segédvaltozok |2, 7.3 Figure]

Szoval a feladatunk a margé maximalizaldsa mellett a helytelen osztalyozas mini-
malizalasa. Igy jutunk el a gyenge margo feladatig, ami a kemény margé feladat relaxéci-
6ja. Ha minden pontra §; = 0, akkor a kemény margé feladatot kapjuk vissza. A gyenge

marg6 primal feladata |8, 6.3]

S U -
min §Hw|| —|—Cizl§z‘

ahol y;((w,®(x;)) +b) >1—-¢&, Vi=1,2,...n
£>0, Yi=1,2,. . .n
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A C > 0 paraméter (melyrdl a konstrukei6 a nevét kapta) hibék stlyanak és a marginnak
az egyensulyat szabalyozza. Ha C' — oo, akkor szintén visszakapjuk a kemény margoéhoz

tartoz6 SVM konstrukciot. A primal feladat Lagrange-fliggvényes felirdsa
1 ) n n n
L(w, b, & a, p) = S l|wll” + C;& - ;a {vi((w, ©(z:)) +b) =1+ &} — ;uf

ahol & > 0, pu; > 0 Lagrange-multiplikatorok. Az elégséges KKT-feltételek

{ yi((w, @ () + ) +¢ (primal megengedhetdség)

& =0
(07 Z 0

{ -0 (duél megengedhetdség)
i =

(komplementeritasi feltételek)

o (yi((w, @(x;)) +b) =1+ &) =0
pi€i =0
ahol i = 1,2,...n. Az optimumnal a Lagrange fliggvény derivéiltja 0 a primal véaltozokra

nézve

OLype(w,b, &, o, 1) = 0.

A derivaltak egyesével

oL &

oL =

%:O = i_gloziyi:O
oL

8&20 = OZZ‘:C—,MZ'.

Kiiszoboljiik ki a priméal valtozokat

L(w,b,§, a, p) = % (Z aiyi‘b(mi)) - Zai {yz (Z@(xi)»%%“b(%» + b) -1+ fz}

=1
n

+ CZfi - Z(C — ;)&
i=1

i=1

- % Z Z aiajyiyjk@ia xj) + CZ §i— Z a;y;:b + Z oy — Z ;&
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 j=1
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:——ZZO&ZO@%% Liy Xj —|-Zoz2

=1 j5=1

_ Zoz,-yz' (Z(q) i), ajy; @ > ZC&, + Zal&

Ugyanazt az alakot kaptuk, mint a kemény margo esetében de mas feltételekkel. A Wolfe-

argmax L Z Q; — = Z i ;oY ik (i, %‘)

acRn? i=1 j—1

dualis felirés

ahol 0 < o; < C  és Zaiyi =0.
i=1
Ez a tipusa az SVM-eknek a C-SVM. Ha «; < C, akkor p; > 0 és a komplemente-
ritasi feltételbsl & = 0, ezek a pontok lehetnek a szupport vektorok. A w, b paraméterek,
s ezaltal a hipersik, hasonloképpen meghatarozhato itt is, mint a kemény margé feladat-
nal. A C' egy konstans, amely a hibak minimalizélasa és a margin maximalizalasa kozotti
kompromisszumot hatarozza meg. A C 6nmagaban nehezen értelmezhets paraméter, nincs
elére ismert modszer a kivalasztasara, altaladban keresztvalidacioval becsiiljiik az optimalis
értékét. Ezért egy modositast tesziink a paraméter terén, hogy intuitivabb képet kapjunk

a paraméterrdl, a C-t v-re cseréljiik.

5.1.1. Megjegyzés. A C-SVM primdl feladat sok esetben a hibdkat dtlagolva irjdk fel

R T o
min 2wl +5;&

az eredményeken annyit vdltoztat ez, hogy a Wolfe-dudlis feladat eqyik feltétele kissé maodo-

sul 0 < o < %, %—nel skalazodik, de ez semmi lényeges eredményen vdltoztat érdemlegeset.

5.2. v-SVM

A C-SVM esetében C meghatéarozasa rendkiviil koriilményes tud lenni, eseten-
ként azt a tartoményt is nehéz meghatarozni, amiben keressitk C' optimalis értékét (pl
lehetséges, hogy C=0,001 és C=10000 is ugyanugy szoba johet). Az SVM teljesitményét
befolyésolo {6 paramétert bizonyos SVM-hez tartozé tulajdonsidgokhoz szeretnénk kotni,

igy jott létre a v-SVM, a tipust irdnyitd v paraméterrel.
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A v-SVM-hez tartozé primal optimalizalasi probléma [1, 7.44]

. L, o 1 &
min - Slwl® —vp+ 25
ahol  yi((w,®(2))) +0) 2 p—&, i=1,...,n

5120, ,020, 221,,71
Bevezetésre keriilt a v paraméter, valamint egy tovabbi optimalizaland6 valtozo, p. A ko-
rabban alkalmazott a legkdzelebbi adatpontokra y; ({(w, ®(x;))+b) = 1 feltételt elengedjiik,
chelyett y;((w, ®(x;)) + b) = p a legkdzelebbi pont(ok)ra. Mivel megengedjitk most is a
félreosztalyzas lehetGségét, innen jott, hogy minden pontra y;((w, ®(z;)) +b) > p—&;. Az

osztalyokat a margok altal Hi}—"H tavolsag vélasztja el egyméastol.

5.2.1. Definicio. [1, 7.43] Vezessiik be a margchiba fogalmdt. Olyan pontokat sorolunk
ide, amelyekre & > 0, ide tartoznak a jo oldalon lévd, de margon belil lévd €s a félreosz-
talyozott pontok. Ezek hdanyaddt az osszes pontot tekintve az adott hipersikhoz tartozoan

ez adja meg

% 3 Iy (w, ®(x,)) +b) < p).

i=1
5.2.2. Allitas. [1, 7.5 Proposition| Tegyiik fel a v-SVM eredménye p > 0. Ekkor
e v felsd korldtja a marginhibak ardnydnak

e v also korldtja a szupport vektorok ardanydnak.

Ezzel, hogy szemléletes jelentést kaptunk v paraméter szerepérdl, vezessiik le a duédlis

feladatot. A primal feladat Lagrange-fiiggvényes reprezentacioja
1 1 n n n
i=1 i=1 i=1
ahol «y, p;, 7 > 0 Lagrange-multiplikatorok. A vonatkozdé KKT-feltételek
yi((w, ®(z;)) +b) —1+& >0

& >0 (primél megengedhetdség)
p=0
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pi >0 (duél megengedhetdség)

i (yi({w, @(2;)) +b) —p+&) =0
i - & =0 (komplementeritasi feltételek)

n-p=>0

Maradtak még a stacionaritasi feltételek, a Lagrange-fliggvény derivaltjai a priméal valto-

zokra nézve egyesével

oL -
% =0 = w = ZOKZQZ@(ZL’Z)

0b
8&— al_n Hi

oL —
(9_,0:0 = Zaizu—i-n.

Eliminalva a primal valtozokat helyettesitésekkel
2 1 n n
L(w,b,&, p, a0, pi,m) = (Zazyz 961> +EZ&—ZM§—VP—UP
i=1 i=1
+ Z a; {yz (Z<<b($i)’ a;y; ®(x;)) + b) —p+ &}
D) T Z ot = Z aip

11]1

-3 (z 0 )z

7j=1

+ Z ;P — Z ;&
i=1 i=1
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n n

— —% Z Z oYy ik(Ti, )

i=1 j=1

Igy a Lagrange-dualis feladat [2, 7.38, 7.39, 7.40, 7.41]

B 1 n n
argmax L(a) =— 5 Z Z i yiyk (i, x5)

acR? i—1 j—1

1 n n
ahol 0<a; < —, Zaigu és Zaiyi:O Vi=1,...,n.
n
i=1 i=1

Ugyanaz a dontési fliiggvény adodik, mint az el6bbiekben

f(z) = sgn (Z ik (z, 2;5) + b)

i=1

A dualis feladatot 6sszevetve a C-SVM-nel két {6 kiillonbség van. A célfiiggvényben
nem szerepel 1 | «; és van egy tovabbi megszoritasunk is, ami a v paraméterbdl adodik,
S ;> v. Emiatt a dualis célfiiggvény kvadratikusan homogén a-ban, vagyis L(\a) =

A2L(a), ahol A > 0 skalar. Ez a feltételek fontossagat hangsilyozza.

5.2.3. Allitas. [1,7.6 Proposition] Ha a v-SVM olyan dintési figguényt eredményez,
amelyre p > 0, akkor ugyanazt a dontési figguényt kapjuk C-SVM esetében is, ha C' = %

a vdlasztdsunk.

Bizonyitas. Vegyiik elgszor a v-SVM optimalizalési feladatat, rogzitsiik le a p értékét,
ekkor a célfiiggvénybdl a vp tag elhagyhato, mert konstans, igy a minimalizélas szempont-
jabol lényegtelen. Az igy nyert probléma olyan, mintha a C-SVM-pel dolgoznéank C=1 és
yi((w, ®(z;)) + b) > p — & feltétellel, ez ami més, mint az eddigiek. Tegyiik fel, hogy
ennek a feladatnak a megoldésat, vagyis a minimumot wy, by, & ismerjiik. Ahhoz, hogy a
yi((w, ®(x;)) + ) = 1 — & feltétel teljesiiljon, skilazzuk 4t a valtozokat, legyen w’ = 2,

b= %, &= %. Az igy nyert célfiiggvény
LR+ 23
2 n < v

Ez a C-SVM feladatat adja vissza C' = %—val és egy p? konstans szorzotényezével meg-

toldva, ami az optimalizalas szempontjabol ugyanazt a feladatot eredményezi. [

36



5.3. LS-SVM

A szupport vektor gépek egy tjabb fajtaja a legkisebb négyzetek modszere (vagyis
least squares) utén kapta a nevét. Az eddig latott, hagyomanyos SVM-ek tanitasa kvadra-
tikus programozasi feladat (a célfiiggvény kvadratikus, feltételek pedig linearis egyenlét-
lenségek) megoldasat igényli. Az Gtlet itt az, hogy egyszeriisitsiik a folyamatot azzal, hogy
az egyenl6tlenségi korlatokat egyenldséggé alakitsuk. Igy a feltételek linearis egyenletekké
alakulnak. Az LS-SVM-hez tartozo optimalizalasi probléma [5, 4.1]
my el + 5 3¢

sy

ahol y;((w,®(x;)) +b)=1-¢&, i=1,...,n

A félreosztalyozést szokasosan megengedjiik, innen &;-k a szokésos segédvaltozok. Ha & >
1 az x; hibasan van osztalyozva, & < 1 esetven viszont helyesen, de 0 < & < 1 esetben
margon beliil. Az eddigi SVM-ektdl eltéréen &; lehet negativ is. A primal feladat Lagrange-

7l7 ) 2 ; 7 . 7 (2 ) (2 I: 1/

ahol «; Lagrange-multiplikdtorok. Nincs korlatozva nemnegativ értékekre, mint az eddi-

giekben, mert egyenlGségi megszoritasokat hasznalunk. A vonatkozdé KKT-feltételek

{ v ((w, ®(x;)) +b) = 1 — & (primal megengedhetdség)
( oL n

oL -

<=0 = ;Y = 0

o 122:1 (stacionaritési feltételek)
[ 52 =0 = w((wo@)+h)=1-§&

Mivel egyenletekkel dolgozunk a feltételekben, igy nincsenek komplementeritasi feltételek.
Dolgozzunk az igy nyert optimalitési feltételekkel, helyettesitsiik be a 4. egyenletbe az 1.
és 3. feltétel altal nyert kifejezéseket

Yi <<Z ;i P(x;), (I)(xl)> T b) =1- %
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n o
Zajyiyjk(xi,xj) + yzb—l— E =1.

j=1
Definaljuk az 2 € R™" matrixot

Qij = viy;k(x;, z;) + C oy,

ahol d;; a Kronecker-delta, ¢;; = 1, ha ¢ = j, kiilénben 0. Az 7 = 1,2,...,n-hez tartozo

egyenleteket egyiitt vehetjiikk matrixos felirassal
Qa+yb=1.

Es vegyiik még ehhez a fel nem hasznalt 2. feltételt, ami y”a = 0 egy alternativ alakban.

0 ()= ()

Ez az [5, 4.8] eredménye. A minimalizalasi probléma az egyenletrendszer o és b szerinti

megoldasaval oldhatéo meg. Az 2 matrix diagonalis elemeiben (—1; > 0, ezért  pozitiv

A 2 egyenletet Gsszevéve

definit, invertalhato lesz igy, s ebbdl
a=0"11-qyb).

Ezt behelyettesitve

y' Q11
yla=y Q7 (1-yh) =y" Q= by" ATy =0 — b= "o
Y Y

Ennél a tipusnél az SVM tanitasa kvadratikus programozasi feladat helyett li-
nearis egyenletrendszer megoldaséara egyszertisodik. Az LS-SVM-ben minden tanit6adat
szupport vektorra valik (mert minden pontra egyenlStlenségi feltétel helyett egyenléség
teljestil), igy sok adatpontnal ez lassuva teheti a klasszifikaciot. Ennek orvosolasara szam-

talan gyorsitasi technika létezik.

5.4. LP-SVM

A legels6 SVM-ek esetében kvadratikus programozasi feladatokat kellett meg-
oldani. Ha azonban a kvadratikus célfiiggvényt egy linearis fiiggvénnyel helyettesitjiik,
atalakithatjuk a problémat egy linearis programozasi feladatta.

Az eddig latott SVM modelleknél L, norméat hasznaltunk a célfiiggvényben, vagyis
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|wl]|3 = w} + w3 + ... w? volt, amit hasznaltunk.
Ha azonban az L, normét L; normara cseréljiik, ezzel ||wl|; = |wi| + |we| + -+ + |wq|,
akkor megkapjuk az LP-SVM feladatot [8, 6.1.3]

d n
fungrg Z‘wi""c E &
s i=1

i=1
ahol y;,((w, ®(x;)) +b) >1-¢, Vi=1,2...n
£>0, VYi=1,2....n

A reprezentécios tételbsl a dontési fliggvény

g(x) = Zaik(:ci, z)+b

ahol most «; € R. Mivel ;-t valosnak valasztottuk, nincs sziikség y;-vel vald szorzésra,
ahogy az el6z6 esetekben, ahol o > 0 korlatozassal éltiink. A dontési fiiggvény altalanos

alakja (w, ®(z)) + b, igy visszakovetkeztetve

w = Zn: a; P(z;).
i=1

Ebbdl az az otletiink tamad ahelyett, hogy kozvetleniil w-t minimalizalnédnk, az o;-k
abszolut értékeit minimalizaljuk. A feladat atirata |5, 4.46]

d n
' il +C i
mE O
ahol yz(z ak(z,x)+b)>1-¢&, Vi=1,2,...n
i=1

& >0, Vi=12...n.

Azért, hogy a problémat linerais programozassal meg tudjuk oldani, be kell vezetni
+

of a7, b7, b7 > 0 4j valtozokat tgy, hogy a; = o —a; és b = bt — b~ Igy mar
megtalalhato linearis programozéssal o, b és & értéke is.

Ebben az atiratban 3n + 2 valtozonk van és n db egyenlGtlenségi feltételiink. Nagy
adahalmaz esetén még lineéris programozassal is lassuva valhat a tanités, ezért van sziikség
kiilonféle dekompozicios technikakra gyorsitas céljabol.

Az LP-SVM célja inkabb az, hogy a dontési fiiggvényben kevesebb adatpont vegyen
részt a dontésben (egy cél, hogy sok a; = 0 legyen), nem az, hogy a marginon legyenek a
szupport vektorok, azok barhol lehetnek. Az L; norma hasznélata mogotti {6 torekvés az

volt, hogy ritkdsabb megoldasokat kapjunk.
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6. fejezet

Tobb osztalyos SVIM-ek

Az SVM-eket alapvetfen binaris klasszifikiciora fejlesztették ki, azonban a gya-
korlatban jellemz§ feladat, hogy nemcsak 2, hanem akar joval tobb osztalyba szeretnénk
besorolni a pontokat. Bemutatok néhany modszert, amellyel az eddig latott két oszta-
lyos SVM-ekbdl hatékony tobb osztalyos osztalyozot tudunk épiteni. Az osztalyok szamét
jeloljiik K-val.

6.1. One-versus-the rest avagy egy a tobbi ellen

K db kiilonallo SVM-et épitiink ugy, hogy az n. SVM tanitésa soran az n. osztaly
elemeit tekinti pozitivnak, a maradék K — 1 osztalyhoz tartozé adatpontokat pedig ne-
gativnak. Az SVM-ekhez tartozo dontési fiiggvények fi, fa, ..., fx, ahol f; = sgn(g;(x)).
Mivel az SVM-ek kiilon-kiilon osztalyoznak, igy eléfordulhat, hogy a kiilonb6z6 modellek
nem ugyanabba az osztalyba soroljék be az 1j adatpontot. Ennek elkeriilése érdekében

osztéalyozaskor azt az osztalyt valasztjuk, melyre [2, 7.49]

A g;(x) értékek segitségével hozhatunk nem besorolasi dontéseket is. Példaul ha a 2 legna-
gyobb g;(x) érték kozti kiilonbség kisebb egy kiiszobértéknél, akkor nem déntiink. Ilyenkor
a maradék mintan alacsonyabb hibaszazalék érheté el. A nem besorolt pontok hanyadéat
jegyezzik, ezt jellemzi, hany szazalékat kell elutasitani az adatoknak, hogy ez bizonyos
hibaszazalékot elérjiink. A modszer egyik hatréanya, hogy sok osztélnyal erGsen kiegyen-
stlyozatlan adatokkal kell dolgoznunk, példaul 100 osztalynal csak az adatok 1 szazaléka

lesz pozitiv. A kiegyenstlyozatlansagra egy megoldas [2, 7.1.3] az osztélyok cimkéinek
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modositasa a tanitds soran. A pozitiv osztaly cimkéje maradjon 1, a negativ osztalyok

1

cimkéi legyenek — 4.

6.2. One-versus-one avagy paronkénti osztalyozas

Ebben a megkozelitésben minden osztélyparra tanitunk egy SVM-et, ez K osztaly

. K(K-2
esetén %

osztéalyozd betanitasat jelenti [1, 7.6.2]. Egy 0j adatpont osztalyba sorola-
sat ugy dontjiik el, hogy minden binaris osztalyozot kiértékeliink és tobbségi szavazassal
dontiink arrél, melyik osztaly lesz a gy6ztes. Minden SVM dont arrél, hogy a sajat 2 osz-
talya koziil melyikbe tartozik az 0j adatpont-ez a szavazas. A besorolandé osztaly az lesz,
amelyre a legtobb szavazat érkezett (dontetlen esetén valamiféle tie-break alkalmazando).
Mivel nagy K esetén sok SVM-et kell tanitani, ez elég id6 és szamitasigényes feladat. Sok
esetben mar hamar rajoviink bizonyos osztalyok nem gy6zhetnek, ezért egyszertien feles-
leges minden SVM-et betanitani. Ennek a modszernek egy tovabbfejlesztése a kovetkezs

konstrukeio.

6.3. Iranyitott aciklikus graf SVM (DAGSVM)

Az el6bb latott w db SVM-et egy iranyitott aciklikus grafba rendezziik, ahol
a csucsok a binaris (1vl) SVM-ek. Az SVM-ek specidlis elrendezésével az a céliink ne
kelljen az Gsszeset kiértékelni. Egy csticsban az SVM eldonti, hogy az 0j bemenet melyik
osztalyban lesz benne (mégha ez a végeredmény szempontjabol nem is lesz feltétlen olyan
hasznos), s aszerint halad tovabb melyik osztaly gy6zott, az élek a dontési eredménytél
fiiggenek. A vesztes osztalyt kizarjuk a versenybdl, nem lesz az 1j bemenet osztalya.
Minden egyes lépésben egy osztalyt eliminalunk a lehetséges osztalyokbol az Gj adatpont
szamara, igy aciklissag esetén K — 1 lépés, ezaltal ugyanennyi SVM kiértékelése elég lesz.

4 osztaly esetén egy egyszerid reprezentacio a dontések sorozaténak a abra.
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6.1. abra. DAGSVM reprezentaci6 4 osztalynal

Az osztalyok kiértékelési sorrendje nem befolyasolja a végeredményt, ez csak egy
szemléltetés volt egy lehetséges kiindulo SVM esetén. Mivel csak K — 1 SVM-et kell

kiértékelni, igy joval gyorsabb a sima one-versus-one megkdozelitésnél.

6.4. Tobb osztalyos SVM-ek Osszegezve

A t6bb osztalyos SVM megkozelitések terén nincs egyértelmi favorit, mindig az
adott feladat kortilményeitsl (mintaszam, idékorlat, szamitasi eréforras hatara) fiigg, me-
lyik alkalmazhat6 legjobban. Gyakorlatban mégis a one-versus-the rest megkozelités a
leggyakoribb, annak ellenére hogy ismertek a korlatai, mert egyszeri és kénnyen imple-

mentalhato.
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7. fejezet

A tipusok osszehasonlitasa gyakorlati

példakon keresztiil

Most pedig nézziink ra par olyan feladatra, ahol gyakorlati szempontbol atvehetjiik
az elméletileg attekintett SVM-tipusokat. Megvizsgaljuk az egyes tipusok eltérd viselke-

dését, kiilonboz6 eredményeit a feladatok kapcsan.

7.1. C-SVM és vr-SVM

Korabban lattuk, hogy bizonyos paraméter valasztassal a 2 tipus dontési fiigg-
vényei megfeleltethetGek egymasnak. Hasonlitsiik Osssze teljesitményiiket példakon ke-
resztiil. Tobbféle elemszamu adathalmazt vizsgalunk, n = 100, 1000, 2000 eseteket, az
adatunk alapvetGen normal generalési, de az osztalyok el vannak tolva, valamint Gauss-
zaj is hozza van adva, igy értelemszertien tokéletes szeparaciot nem is lehet elérni. E két
SVM sajatossidgai alapvetSen meghatarozzék a C' és v paraméterek. Nagy C' vélasztasa
esetén az SVM szigortian kezeli az osztalyozasi hibakat, jobban célja a tanité halmazon
nagyobb pontossag elérése, mint alacsony C' valasztas esetén, melynél a jobb altalanositas
fontos-ez zajos adatoknal elényt jelenthet. A v intuitivabb jelentése hasznunkra van azzal,
hogy a v fels6 korlatot ad a margin hibak aranyéara és alsé korlatot ad a szupport vektorok
aranyara. A valos adatok azonban nem tokéletesen szeparalhatoak, ezért a hibaarany v

alatti értékre valo csokkentése nem mindig lehetséges.
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== 100 minta ==

C Osztalyozasi hiba (C-SVM) SV arany (C-SVM) nu Osztalyozasi hiba (Nu-SVM) SV arany (Nu-SVM)

1 0.18 8.59 ||]] 0.2 0.10 0.38

10 0.16 0.45 []]] 0.5 0.18 0.56
100 0.10 0.39 ||]] 0.7 0.20 0.74
1000 0.10 0.34 ||]] 0.9 9.19 0.92
== 1000 minta ==

C Osztalyozasi hiba (C-SVM) SV arany (C-SVM) nu Osztalyozasi hiba (Nu-SVM) SV arany (Nu-SVM)

1 0.216 0.475 ||]] 0.2 0.232 0.340

10 0.216 0.458 |||] 0.5 0.214 0.506
100 0.207 9.448 ||]] 0.7 0.213 0.704
1000 0.204 0.447 |||] 0.9 0.214 0.902
== 2000 minta ==

C Osztalyozasi hiba (C-SVM) SV arany (C-SvM) nu 0Osztélyozasi hiba (Nu-SVM) SV ardny (Nu-SVM)

1 0.2275 0.491 ||]] 0.2 0.6870 0.3235

10 0.2240 0.475 |||] 0.5 0.2325 0.5045
100 0.2145 9.469 ||]] 0.7 0.2345 0.7015
1000 0.2135 0.462 |||] 0.9 0.2355 0.9010

7.1. abra. C-SVM és v-SVM 06sszehasonlitéasa

A példabol lathato, hogy a szupport vektor aranyra vonatkozé korlatozés min-
dig teljestil, azonban kis v-kre a teszthiba bizonyos esetekben nagyobb lesz v-nél. Ahogyan
az is varhato volt, nagyobb C' esetén a teszthiba kissé mérséklédik. Amennyire hasonl6 a

két tipus, nem meglep modon hasonlé eredményeket tobbféle C| v érték esetén.

7.2. C-SVM és LS-SVM

E feladatban alapvetéen két dimenziés normal eloszlast az adatunk normal zajjal.
A kdnnyebb abrazolhatosag miatt a példaban n = 200 adatponttal rendelkeziink. Egy
kvadratikus programozési feladatot hasonlitunk ossze lineéris egyenletek rendszerével. Az
LS-SVM egyenl6ségi feltételeket hasznal a C-SVM-t6l eltérGen, amely egyenlGtlenségi fel-
tételeket hasznal. Ezaltal LS-SVM-nél az 6sszes adatpont szupport vektor, igy ebben a

példaban felesleges a szupport vektorok hanyadat mérni. LS-SVM esetén minden adatpont
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hozzajarul a dontési fiiggvényhez, ez rontja a skilazhatosagot. Lattuk, hogy az LS-SVM
tanitasa soran matrix invertalésa sziikséges, nagy n-ek esetében ez méar kicsit probléma-
sabb. E két faktort figyelembe véve, valamint, hogy az LS-SVM hajlamosabb tiltanulésra,
nagyobb n-ek esetében a C-SVM pontosabb. Egyszertibb feltételek miatt az LS-SVM ta-
nitésa gyorsabb (ezt latjuk a [7.2}ben is). Azonban a példabol is lathat6, nem feltétlen
lesz a C-SVM mindig pontosabb. Lathaté az is, hogy mivel a két SVM kiilénb6z6 en-
titas, kiilonboz6 dontési fiiggvényekhez vezet még egyszertibb példék esetében is, mégis

eredményezhet ez hasonléan jo teljesitményt.

C-SVM dontési hatarvonal LS-SVM dontési hatarvonal
3 3 -
® ®
21 2 e o0y )
c8 4% oo
® ‘.' .
14 1 ] }. ? e ©®
® ‘ L]
e @ oPae 90
0 0 i ®
=) L N ]
o o °
* g wud g o
-1 -1 L ] L ]
® :" s @
e B o b
-2 4 -2 L ]
L
9
_3 - _3 r
-2 -2 -1 o0 1 2 3 - -2 -1 ©0 1 2 3

C-5WM osztdlyozdsi hibaja: @.2008
L5-5VM osztalyozasi hibaja: @.195@

7.2. abra. C-sVM és LS-SVM dontés osszehasonlitas

Mivel az LS-SVM négyzetes hibafiiggvényt hasznal, ezzel szemben a C-SVM lineé-
risat, az LS-SVM kevésbé robosztus az outlier pontokkal szemben (kiugré pontok, amelyek
jelentdsen eltérnek a tébbi adatponttél). Igy a nagy hibaju pontok erésebben befolyasol-
jdk az eredményt ebben az esetben. Visszatérve az el6z6 adathalmazunkra, ha ennél a
halmaznal a pontok legalabb 20-30 szézaléka kiugré, akkor az mar megforditja a versenyt
a 2 SVM kozott. Ezt mutatja [7.3]is.
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C-SVM dontési fuggvény kiugrd pontoknal LS-SVM dontési fliggveény kiugrd pontoknal

4 4 44
2 24
0 04
=32 -2
-4 -4

LS-5WM tanitdsi id&: ©.0837 masodperc
C-5VM hibdja (osztalyozasi hiba): @.2731
LS-5WM hibaja (osztalyozdsi hiba): @.2846

7.3. dbra. C-SVM és LS-SVM o0sszevetés kiugrod pontok esetében

7.3. v-SVM és LP-SVM

A v-SVM gyakorlatban sokkalta hasznaltabb, mint az LP-SVM, ennek egyik {6 oka
a mar emlitett intuitiv paraméterbevezetés v altal. Azonban a linearis programozas is egy
széles korben kutatott és folyamatosan b&viils tudoményteriilet, igy bizonyos problémak-
nal érdemes az SVM-eket kiterjeszteni. AZ LP-SVM linearis programozasi feladatot old
meg, igy a futasi ideje elég stabil még nagy n-ekre is, végig gyorsabb, mint a kvadratikus

programozasi feladatok. Az LP-SVM-ek nagy hasznot hiznak a rapid LP-megoldokbol.
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LP-SVM és Nu-SVM dontési hatarai n=100

3 A
()
e o, (61¢)] (6}
_ () e | _
1A (T} ® e o
(4] ®
g (0] @ .'. e -
0 1 S j)_‘:-a-o‘ © )
- @ © 8‘) (l%
14 ® S ® o0 B
o Sw&F°
e ° °
()
—24 == CSVM
Nu-SVM
T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
LP-5VM
Mintaszam Félreosztdlyozas hiba Szupport vektorok ardnya Tanitdsi idd (s)
16e 9.106e0 @.4708 0.0008
508 8.1280 0.4860 0.0018
leee 8.1280 8.5418 0.0809
2060 8.11480 @.5125 @.0812
Soee 8.1456 @.6174 @.0018
Nu-SVM (nu=8.5)
Mintaszam Félreosztalyozas hiba Szupport vektorok ardnya Tanitasi idd (s)
16e 8.106e0 @.4300 @.0807
See 8.1248@ @.4968 @.0064
leee 8.1348@ 8.4948 @.e118
2oee 8.112@ 8.4918 8.05086
Seee 9.1432 @.4348 @.3222

7.4. dbra. v-SVM és LP-SVM o0Osszehasonlitas

Béta eloszlasbol lett létrehozva a 2 atfedd osztaly Laplace-zajjal tarkitva- ez az
adatunk. Nem véletlen, hogy mivel az LS-SVM és a v-SVM teljesen mashogyan kozeliti
meg a problémat, mas donteési fliggvényt is kapunk. A [7.4] példan a futéasi id6t vizsgalva
lathato, akarhanyszorosara noveljiik a mintaszamot az eredetihez képest, LP-SVM egyen-
letesen gyors, s meglehetGsen pontos megoldast ad. Nagy n-ek esetében ahogy varhato

volt, a v-SVM mér kezd kicsit pontosabb lenni. »-SVM esetén v paramétert teszteltem és

a legjobbnak tiing v érték lett kivalasztva Osszehasonlitésra.
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Osszefoglalas

Szakdolgozatomban tobb témakor érintésével bevezettem a szupport vektor gépek
miikodésének megértésehez sziikséges fogalmakat, allitdsokat, majd elhoztam a kiilonféle
modositasait és Ossze is vetettem Gket.

Az elsé fejezetben a statisztikai tanulaselméleti alapfogalmakkal foglalkoztam, mint
veszteségfiiggvény, kockazat, empirikus és regularizalt kockézat. Lattuk, milyen fontos az,
hogy milyen fiiggvényosztaly felett minimalizaljuk az empirikus kockézatot. Igy jutot-
tunk el VC-dimenzi6, mint kapacitasfogalomig. A kockazatot empirikus kockézat és egy
komplexitasi tag segitségével becsiiltiik. A hipersik osztalyozokat vizsgalva, a struktura-
lis kockazatminimalizalas kapcsan belattuk ahhoz, hogy minimalizaljuk a komplexitasi
tagot, maximalizalnunk kell a margot. Ezzel megkaptuk a motivaciot a maximalis mar-
g6 alapu lineéris osztalyozokhoz, vagyis az SVM-ekhez. Ezutan konvex optimalizalassal
foglalkoztunk, bevezetve a primél és duél feladat Lagrange-fliggvényes felirdsat, elégséges
KKT-feltételeket. A harmadik fejezetben bevezettiik a szupport vektor gépeket a kemény
margo6 feladat kapcsan, amit a konvex optimalizalas eszkozeivel megoldottunk eljutva a
dontési fiiggvény konkrét alakjahoz. Mivel ki akartuk terjeszteni az SVM-ek miikddé-
sét nemlinearis problémakra, jottek a kernelek. A kerneleket a tulajdonsagtérbe vetités
és skaléris szorzas Osszevonasaval vezettiik be. A reprodukalé magu Hilbert-tér fontosabb
tulajdonséagait is listaztuk. Fontos tétel volt a reprezentacios tétel, miszerint a regularizalt
empirikus kockazatot minimalizal6 fiiggvény elGéll a tanité adatokhoz tartozoé reproduka-
16 kernelek linearis kombinaciojaként. Az SVM-ek kernellizalt verzidja is ezt alkalmazza.
Otodik fejezetben attekintettiik f6bb valtozatait, mint C-SVM, v»-SVM, LS-SVM és LP-
SVM. A kévetkez6 fejezetben hoztunk tobb megkozelitést, one-versus-one, one-versus-the
rest és DAGSVMe-et, amivel ki lehet terjeszteni a tobb osztalyos osztélyozasi problémék
megoldasara az SVM-eket. Utolso fejezetben megnéztiink par gyakorlati feladatot, azokon
keresztiil hasonlitottuk 6ssze feladatonként két eltérs SVM-tipust.
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Alulirott Nagy Levente nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése sorédn az

alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt eszkoz Felhasznalas helye | Megjegyzés

Megadatt parancs alapjan
egyszer( abra készitése
Forrasokbdl kiszedett,
Képmindség javitasa | PixelBin 3. és 4. fejezet helyenként kissé modositott
abrainak javitasa

Abrakészités GPT o4-mini 6. fejezet

A felsoroltakon tul més MI alapt eszkdzt nem hasznaltam.
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