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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném kifejezni 6szinte koszonetemet témavezetdmnek, Téthmérész Lillanak, aki a
rendszeres konzultidcidkkal, szakmai dtmutatdsdval és timogatdsdval rengeteget segitett a szakdol-
gozatom elkészitése sordn. Tiirelme, valamint bétorité hozz4dlldsa nagyban hozzdjarultak ahhoz,
hogy a témdban végig lelkes maradjak.

K8sz0ndm tovdbba a csaldidomnak és a bardtaimnak is, akik végig biztattak, €s tiirelmesen meg-

hallgattak és megvalaszoltak az ezernyi kis "hogyan jobb" kérdésemet.
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Bevezeto

Egy péros graf feszitofdit vizsgdlva az also €s felsd csticsosztdlyon megjelend fokszamokra te-
kinthetiink akér egy-egy sorozatként is: rogzitsiink a csicsokon egy tetszleges sorrendet fenn
és lenn is, és az n. csucs fokszamat tekintsiik a sorozat n. elemének. Elsé ranézésre nehéz len-
ne megmondani, hogy a két csticsosztdlyon milyen fokszdmeloszldsok fordulhatnak eld, hanyféle
kiilonboz6 fokszamsorozat 1étezik, illetve hogy ezek milyen mddon fiiggenek egymastdl. Az nyil-
vanvald, hogy multiplicitdssal szdmolva ugyanannyi fokszdmsorozatnak kell lennie fenn és lenn
is, hiszen minden feszit6fahoz tartozik egy fokszamsorozat mindkét csicsosztalyon. De vajon mi
lehet a helyzet multiplicitas nélkiil, csak a kiilonbdz6 megvaldsithaté fokszdmsorozatokat szdmol-
va?

Alexander Postnikov egy meglepden elegdns eredményt bizonyitott be ezzel kapcsolatban:

Tétel. [5] Bdrmely pdros grdf esetében a két csiicsosztdlyon feszitdfdk dltal megvaldsithato fok-

szdmsorozatok szdma azonos.

Ez az eredmény nemcsak a grafelmélet szempontjdbol izgalmas, hanem az alkalmazott médsze-
rek miatt is. Postnikov bizonyitdsa ugyanis jelentds mértékben tdimaszkodik geometriai eszk6zok-
re, és igy érdekes kapcsolatokat fed fel a geometria €s a grafok kozott.

A dolgozat elsd fejezetében a sziikséges fogalmak, majd Postnikov tételének bizonyitdsa szere-
pelnek. A masodik fejezetben bizonyos specidlis feszit6fa-halmazokrol 1dtom be, hogy bijekciot
hatdroznak meg a fokszamsorozatok kozott, illetve egy algoritmust is bemutatok ilyenek keresé-
sére. A harmadik fejezetben néhany sajit eredmény szerepel a témdval kapcsolatban felmeriilt

kérdésekrol.



1. Postnikov tétele

1.1. Alapvet6 fogalmak

Péros griafnak egy G = (Vp, V1, E) harmast neveziink, ahol Vj és V) diszjunkt véges halmazok
(a szinosztalyok), és E egy szintén véges élhalmaz, amely 0sszekot egy Vp-beli elemet egy V;-beli
elemmel. Tobbszoros élek itt nem megengedettek.

Hipergrafnak egy H = (V,E) part neveziink, ahol V és E véges halmazok, és E a V nemiires
részhalmazaibdl dll. A V elemeit csicsoknak, mig az E elemeit hiperéleknek hivjuk. Ugyanakkor a
hipergrafot alkot6 V és E halmazokat tekinthetjiik akér egy paros graf két szinosztalyanak is. Ezt a
grafot Bipg-val szokas jeldlni, és egy v € V csucsot itt akkor kot 0ssze él egy e € E hiperéllel, hav €

e. Szokds az E halmazt Bipy smaragd (emerald), mig a V-t Bipy ibolya (violet) szinosztdlydnak

nevezni.
1.1. Példa.
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1. abra. Egy hipergraf és a hozza tartozé paros graf

A Bipy konstrukcidja megtordithato, igy egy G péros graf egyik vagy madsik szinosztalyat kiva-
lasztva két hipergraf hozhat6 1étre: Hy = (V1,Vy) és Hy = (Vp,V)). Ilyenkor azt mondjuk, hogy G
indukélja Hy-t és H;-et.

1.2. Definicié. A H és H hipergrdfokat egymds absztrakt dudlisainak nevezziik, ha a csiicsok és a

hiperélek szerepének megcserélésével hozhatdk létre, azaz H = (V,E) és H = (E,V).

Legyen most H = (V, E) egy hipergraf tigy, hogy a hozza tartozé paros graf, Bipy 0sszefiiggs.

(Ebben az esetben szokds magat H-t is 0sszefiiggének nevezni.)

1.3. Definici6. Egy H-beli hiperfa alatt egy olyan f: E — N ={0,1,2,...} fiiggvényt (vektort)

értiink, melyhez létezik olyan feszitdfa Bipy-ban, amelyben minden e € E csiics fokszdma f(e) + 1.



Egy ilyen Bipy-beli feszit6far6l azt mondjuk, hogy realizdlja vagy indukélja f-et. A H Osszes
hiperfdjdnak halmazat By-val jeloljik.
1.4. Példa. A K, 3 teljes paros graf altal indukalt hipergrafoknak, Hyp-nak és H;-nek egyarant harom
hiperfdja van. Hy-nak az (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), mig H;-nek a (2,0), (1,1), (0,2), melyeket a K3 3

feszit6faibol kaphatunk meg, ha egyet kivonunk minden fokszdmbdl:

SRS

2. dbra. A Hy és H; hiperfait indukal¢6 feszit6fak

Ahhoz, hogy jellemezni tudjuk azokat a vektorokat, amik a hiperfdknak felelnek meg, vezessiink
be néhény jelolést. Egy G péros grafra (E és V szinosztdlyokkal), valamint egy E’ C E részhalmaz-
ra jelolje G|g azt a grafot, amelyet E’ elemei, a rdjuk illeszkedd élek €s azok V-beli végpontjai
alkotnak. Jeldlje c(E’) a G|pr Osszefiiggd komponenseinek szamit, és UE" a V N G|p-t. Végiil

pedig legyen u olyan, hogy (@) = 0, és egyébként u(E') = |UE’| — c(E").

1.5. Lemma. [1, Theorem 3.4.] Ha G dsszefiiggd, akkor W(E) = |V|—1, és a H = (V,E) hiperfdi

pontosan azok az egész megolddsok, amelyek kielégitik a kovetkezd egyenlotlenségeket:

fle) >0 Ve € E-re, Zf(e) =|V|—1, Zf(e) <u(E") VE' CE-re.

ecE ecE’

Megjegyzés. Ekvivalens egyenldtlenség-rendszert kapunk, ha a harmadik feltételt lecseréljiik a

Z f(e) <|UE'| — 1 egyenl&tlenségre, amelyet tovabbra is minden E’ C E nemiires részhalmazra
ecE’
megkoveteliink. Ez azért miikodik, mert ha a G|gs graf nem osszefiiggs, tehdt ¢(E’) > 1 lenne,

akkor az Osszefiiggé komponenseket G|g» alakban felirva, az ezekre vonatkozé egyenlGtlenségek

Osszegeként a feltétel szigorubb véltozatat kapjuk vissza.

Bizonyitds. A nemnegativitasi feltétel kovetkezik a masik két feltételbGl. Ez az E = {e} esetben
nyilvénvald, hiszen ekkor f(e) = |[V|— 1, ami > 0. Egyébként pedig E' = E \ {e} valasztdssal
flOy=WV[=1=Y f() = V|-1=(JUE'| —c(E) = (V| - [UE")) + (c(E') - 1),

e'cE’ T
K(E")




ahol a jobb oldalon két nemnegativ mennyiség dsszege szerepel, hiszen UE’ a V részhalmaza, és a
komponensek szdma mindig legaldbb 1.

Az is konnyen beléthat6, hogy minden f hiperfa teljesiti a Z f(e) = |V| — 1 osszefiiggést,
eck
hiszen mivel a feszit6fanak |V |+ |E| — 1 éle van, igy ennyi a fokszdmosszeg mindkét szinosz-

tilyon (minden élnek az egyik vége az egyik, a masik vége a masik szinosztdlyba esik), tehét

Z(f(e)+ 1) = Zf(e)+ |[E| = |V|+|E|—1, azaz Zf(e) =|V|-1.
e€E e€E e€E

A harmadik feltétel pedig azért sziikséges, mert vildgos, hogy egy feszitéerdd (maximalis, kor-
mentes részgraf) éleinek szdma megegyezik a graf csticsainak szdmdaval minusz az Osszefiiggd
komponensek szdmaéval, illetve minden kormentes részgraf része valamely feszitéerdonek. Egy
adott f hiperfa és E’ C E részhalmaz esetén a G egy f-et realizl6 feszitéfdjanak G|g/-vel valé
metszete G|g egy kormentes részgréfja. Mint ilyen, legfeljebb |E’| 4+ |UE'| — ¢(E") éle lehet. Mi-
vel minden €l pontosan egy végpontja E'-beli, ezért Y (f(e)+1) < |E'|+|UE'| — ¢(E'), azaz
Zf(e) <|UE'| —c(E"). -

ecE’
Annak belédtdsahoz, hogy a feltételek elégségesek is, megfogalmazunk egy segédtételt. Fontos

megjegyezni, hogy egy grafnak akkor és csak akkor O a nullitdsa, ha kormentes. (A graf nullitdsa a
graf A adjacencia matrixdnak nullitdsdval egyezik meg. Az A n X n-es matrix nullitidsa pedig n —r,

ahol r a métrix rangja.)

1.6. Lemma. [I, Lemma 3.7.] Tegyiik fel, hogy az f : E — N vektor kielégiti az elsd és harmadik
feltételt (de a masodikat nem feltétleniil). Ekkor létezik G-ben olyan kormentes részgrdf, amelyben

minden e € E csiics fokszdma f(e) + 1.

Legyen f a feltételeket kielégit6 vektor, és vdlasszunk egy tetszdleges P C G részgrafot, amely-
ben minden e € E foka f(e) + 1. Ez lehetséges, mert a harmadik feltétel E’ = {e} esetén éppen azt
mondja, hogy f(e) < |e| — 1. Ha P kormentes, kész vagyunk. Tegyiik fel, hogy nem.

Elég megmutatni, hogy létezik G-nek egy masik olyan részgréfja, amely ugyanazokat a foksza-
mokat veszi fel minden e € E-re (f (e) + 1-et), de amelynek nullitdsa eggyel kisebb, mint P-é. Mivel
P nem kormentes, van benne egy kort tartalmazé osszefiiggd komponens: C. Legyen E' = CNE.

Ekkor van olyan e € E’, amelyhez létezik egy € G-beli "kiléps" él, amely e-bdl indul ugyan, de

a mdsik végpontja nem része C-nek. (A harmadik feltételt E’-re alkalmazva Z (fle)+1) <
ecE’
|E'| + |UE'| — ¢(E"), ahol a bal oldal egyenld az E’-bdl indul élekkel C-ben. Ha E’ minden éle



C-beli volna, akkor a jobb oldal = |C| — 1, ami pont egy feszitfa élszdamdnak felel meg C-n, tehat
nem alkothat 6sszefiiggd és még kort is tartalmazé grafot.)

Ha az e € E' része egy kornek C-ben, akkor elég kivenni a kor egy e-hez kapcsolodo élét és
bevenni helyette e-t, ekkor a fokszdmok nem véltoznak E-n, de a nullitds eggyel csokken. Ha
azonban az e-bdl kiindul6 dsszes él méas-mds komponensbe vezet C — {e}-ben (azaz e nem eleme
egyetlen kornek sem), akkor legaldbb az egyik komponens (C’) tovébbra is tartalmaz kort. Ekkor
az egyik e-bdl indul6 élt cseréljiik le €-ra, igy kapunk egy tj P’ részgrafot, melynek ugyanazok
a fokai és ugyanaz a nullitdsa, de a kort tartalmaz6 komponens, C’ kevesebb E-cstcsot tartalmaz,
mint C. Ezt az eljarast ismételve P’-vel és C’'-vel minden 1épésben csokken a kort tartalmazé
komponensbeli E-csiucsok szdma, mig végiil az elsd eset szerinti e-t kapunk. Ezzel kész a lemma

bizonyitdsa.

Ha most ezt a lemmat egy olyan f-re alkalmazzuk, amely mindharom feltételt kielégiti, akkor

az igy kapott kormentes részgraf a médsodik feltétel miatt feszitofa is lesz. 0

1.2. A gyokpolitép

Ebben a fejezetben bevezetjiik a Postnikov tételének geometriai bizonyitdsahoz sziikséges gyok-

politép fogalmat, illetve megnézziik az alapvetd tulajdonsagait.

1.7. Definicio. [2, Definition 3.1.] Legyen G egy pdros grdf az E és V szinosztdalyokkal. Tekintsiik
az RE @RV térben az osszes ifey +1igy) alakii vektort (ix az X halmaz indikdtorfiiggvénye), ahol
ecEésveV,ésevél G-ben. Ezen vektorok konvex burkdt Qg-vel jeloljiik és G gyokpolitopjanak

nevezziik.

Megjegyzés. Qg csucsai if,y —if,) alakban is megadhatok. A két verzié megfeleltethet6 egymas-

nak, ha minden V-koordinétit —1-gyel megszorzunk.

A koordinétdk 0sszege Qg minden csucsédn 2, egy E-koordindta és egy V-koordindta. Ha G
Osszefiiggs, akkor Qg dimenzidja |E| + |V| — 2 lesz, ugyanis egy feszit6fa |E|+ |V| — 1 darab
élével G Osszes tobbi élét is "ki tudjuk fejezni", a faéleknek megfeleld csicsok pedig linedrisan
fiiggetlenek lesznek.

Pontosabban, mivel barmely nem-faél behizasa egy kort hoz 1étre a feszit6faban, igy a 1étrejévo

kor faéleinek megfelel$ politop-csicsokat felvaltva + /—-szal dsszeadva a kovetkezo csics "kez-

7



al

dopont koordindtaja" mindig kiejti az el6z0 "végpont koordinatdjat". Ez aldl csak az utolsé végpont
koordinéta lesz kivétel, ami +-szal fog szerepelni, hiszen mivel paros grafban csak paros hosszui
korok lehetnek, igy paratlan sok faélt kellett 6sszeadnunk. EbbdI az is kovetkezik, hogy egyrészt
eredményként a politop-csicsok egy affin kombinécidjat kapjuk, hiszen a csucsok egyiitthatéinak
Osszege 1 volt, masrészt a kapott pont éppen a nem-faélnek megfeleld politop-csucs lesz, hiszen
az él két végpontjanak megfeleld koordinatakban 1, egyébként 0.

A feszitdfa |E| 4 |V | — 1 élének megfeleld politp-csticsok pedig azért lesznek affin fiiggetlenek,
mert a fagraf egy 1 foku csicsdba mend élt torolve egy olyan koordindta tlinik el, amely csak az
annak az élnek megfeleld vektorban szerepel nem 0-ként, tehat nem lehet a tobbi vektor affin
kombin4cidja.

1.8. Példa. Az E ésV szinosztdlyokkal rendelkezd teljes paros graf gyokpolitopja definicid szerint
a Ag és Ay egységszimplexek direkt szorzata. (Az egységszimplex Ag azon |E| darab egységvektor
konvex burka, amelyeknek egyetlen E-koordindtjuk 1-es, a tobbi 0, Ay definicidja ugyanez, csak
V-koordinatdkkal.) A G = K> 3 esetben ez egy 5 dimenzidba bedgyazott 3 dimenzids politép lesz,

ami az alabbi médon néz ki (ig,,-et most jelolje x a kdnnyebb olvashatosag kedvéert):

er+ Vv
el e2
2tV e +v
Vi V2 w3 @

et er+v
1 3

3. dbra. A K5 3 graf és gyokpolitopja

A gyokpolitép szerkezetének megértése érdekében természetes gondolat lehet megprébdélni fel-
szabdalni azt kisebb, jol kezelhet6 darabokra, példaul szimplexekre. Egy d-dimenzids szimplex a
tér d + 1 affin fiiggetlen pontjdnak (azaz olyan pontoknak, amelyek nem esnek egy d — 1 dimen-
zi0s altérbe) konvex burka. Geometriailag ez a legegyszeriibb lehetséges d-dimenzids politép: 0
dimenzidban egy pont, 1 dimenzidban egy szakasz, 2 dimenzidban egy haromszog, 3 dimenziéban

egy tetraéder, €s igy tovabb.



A gyokpolitép esetében a szimplexek eldallitdsa szorosan Osszefiigg a kiinduldsi graf szerkeze-
tével. A gyokpolitopot alkoté szimplexek ugyanis mind konkrétan megfeleltethetdk az kiindulési

graf bizonyos részgréfjainak.

1.9. Lemma. /5, Lemma 12.5.] Egy G' C G részgrdfra a G' éleinek megfelelé Qg-beli csiicsok
konvex burka egy szimplex akkor és csak akkor, ha G' erd6 G-ben. Egy ilyen szimplex |E|+ |V | —2

dimenzios akkor és csak akkor, ha G’ feszitéfdja G-nek.

Bizonyitds. Ha G’ erdd, tehat kormentes, akkor az éleknek megfeleld vektorok linedrisan fiiggetle-
nek lesznek, tehét egy szimplexet feszitenek ki. Ha pedig G’ tartalmaz kort, akkor a megfelels élek
vektorai linedrisan 0sszefiiggGek lesznek, hiszen felvaltva + /—-szal 6sszeadva Gket az 6sszegiik 0
lesz, igy nem lehetnek egy szimplex csucsai.

Ha G’ feszit6fdja G-nek, akkor az |E|+ |V| — 1 darab élének megfeleld linedrisan fiiggetlen

vektorok nyilvan egy |E|+ |V | — 2 dimenziés szimplexet fognak kifesziteni. Ha pedig a szimplex
|E| + |V | — 2 dimenzi6s, akkor |E|+ |V|— 1 darab csicsa kell legyen, tehdt G’-nek ennyi éle van,

de mivel erdd, igy csak feszit6fa lehet. [

Mas szoval a Qg-beli szimplexek G-beli erd6knek fognak megfelelni, a maximalis dimenzidju

szimplexek pedig bijekcidba allithatdk G feszitdféival.

1.10. Definicié. A Q poliéder egy disszekcidja olyan maximdlis dimenzidji szimplexek osszessége,
amelyeket Q csticsai feszitenek ki, barmely két szimplex belsdleg diszjunkt, és az unidjuk az egész

Q-t adja.

A politépot ennél szigorubb feltételek mellett is felbonthatjuk, példdul dgy, hogy olyan szimp-

lexek unigjaként irjuk fel ugy, amelyek csak kozos oldalaik mentén metszik egymadst.

1.11. Definicid. A Q poliéder egy trianguldcioja olyan maximdlis dimenzioji szimplexek 0sszessé-
ge, amelyeket Q csticsai feszitenek ki, barmely két szimplex metszete egy kozos oldal, és az uniojuk

az egész Q-t adja.

Abban, hogy szimplexek egy halmazardl el tudjuk donteni, hogy megfelel-e a feltételeknek, €s
elemei triangulaciot alkotnak-e, egy lemma fog segiteni, ami az egymast megfelel6 mdédon metszd

szimplexparokat irja le.



Legyen I} és I'; két feszit6fa G-ben. Jelolje U (I'1,I;) azt az irdnyitott grafot, amelynek élhal-
maza {(i,) | (i,j) e 1Y U{(j,i) | (i,j) € 2}, vagyis U(I'1,I2) a I'y és I', éleinek unidja, ahol
I'y éleit fentrdl lefelé, mig I, éleit lentrdl felfelé iranyitjuk meg. Egy irdnyitott kor egy olyan
(i1,12),(i2,83),- - -, (ik—1,ix), (ix, i1) élsorozat, ahol i, ..., i kiilonb6zs csicsok. Jeldlje egy M C G

erd6re Ay := ConvexHull(igy, +1ig;y | (4, 7) €1 M-ben) az M €lei dltal feszitett szimplexet.

1.12. Lemma. /5, Lemma 12.6.] Legyen 1'| és 'y két feszitdfa G-ben, a megfelelé Q-beli szimp-
lexek pedig v és y». Ekkor a kovetkezd két dllitds ekvivalens:

1) 11 és Y, metszete egy kozos oldal,  2) U(T'1,I2) nem tartalmaz > 4 hosszii irdnyitott kort.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy U(I'},I;) tartalmaz egy legaldbb 4 hosszu irdnyitott kort. A kor élei
I'1-ben és I';-ben olyan M| és M, (részleges) parositdsokat alkotnak, amelyek diszjunkt élhalma-
zuak, és ugyanazokon a csicsokon vannak értelmezve. Mind M, mind M, k > 2 éIbdl all. Legyen
1 . . 1 . .
x=2 ) (g+ig) =7 2 (n+ig),
(i./)eM (i,/)eMy
ekkor x € ¥ N 7, hiszen mindkét feszit6fdban az élek egy részhalmazanak megfeleld csicsok
konvex kombindcidjaként frhaté fel. Azonban y; x-et tartalmazé minimalis oldala Ay, mig »-€
Ap,. Mivel My és M, diszjunktak, és mindkét halmazban az éleknek megfeleld csicsok linedrisan
fiiggetlenek, ezért Ay, # Ay, , igy a metszet nem lehet kozos oldal.

Forditva, tegyiik fel, hogy U(I';,I'2) nem tartalmaz > 4 hosszd irdnyitott kort. Legyen F =
[y NIy, azaz a I'j és I, dltal is tartalmazott élekbdl all6 erds. Mivel U(I'y,I,) irdnyitott kor
mentes (illetve bédr 2 hosszu korok ugyan lehetnek benne, de ezek pont az F-beli éleknek felelnek
meg, ezért nem fognak zavarni), igy létezik olyan & : {1,...,m,1,... i} — R fiiggvény (m =
|[E|, n = |V]), amelyre teljesiil, hogy E elemeihez > 0-t rendel, V elemeihez < 0-t, és egyrészt F
minden Jsszefiiggd komponensén |h| konstans, mésrészt minden olyan (i, j) € U(T';, ;) irdnyitott
élre, amely kiilonboz6 komponenseket kot ossze, |A(i)| < |h(j)| teljesiil. Ez lehetséges, mivel
a komponensek erdsen osszefiiggdek, igy nem mehet két komponens kozt mindkét irdnyban €I,
hiszen akkor lenne irdnyitott kor U (I';,I2)-ben. A madsodik feltétel miatt, ha (i, j) € I'j, akkor
[h(D)] < [h(j)]. és ha (j,i) € I, akkor |A(i)| > |h(j)].

A h fiiggvény definidl egy fj, linedris leképezést R™*"-en, amelynek standard bazisbeli koor-

dinatai h(1),...,h(m),h(1),... h(7i). A feltételek alapjan ha x € Ar, akkor fj,(x) = 0, mert Ap

csucsai (azaz F é€lei) mind O-t kapnak, hiszen a két végpontjukon ellentett szamok éllnak, igy Ar
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csicsainak barmely konvex kombindcidja is O-t kap. Ha x € Ar, \ A, akkor f,(x) < 0, hiszen a
csicsok mind nempozitiv értéket kapnak €és van koztiik negativ is, és ezek konvex kombinacidja-
ként 4ll el6 x. Ha x € Ar, \ Ar, akkor pedig f;(x) > 0 hasonléan. Mds széval a f,(x) = 0 hipersik
egy kozos oldalban metszi a Ar, és Ar, szimplexeket, a tobbi csucsot pedig szepardlja. Ez azt

jelenti, hogy Ar, NAr, = Ar k6z0s oldal. 0

A lemma feltételeinek megfelel6 I'j, I, feszitéfakat kompatibilisek nevezziik. Tehét a gyok-
politdp egy trianguldcidja olyan paronként kompatibilis maximdlis szimplexek Osszessége lesz,
amelyek unidja Q. Mivel minden ilyen maximalis dimenzidju szimplex térfogata azonos, igy Qg

minden trianguldcidja ugyanannyi szimplexbdl 4ll.
1.13. Allitas. Egy I feszit6fihoz tartozé d = |E|+ |V| —2 dimenzids y szimplex térfogata

Vy:%- det Vlo vll vld :%.

Bizonyitds. A determindns szamoldsakor akkor kapunk nem nulla tagokat, ha minden oszlopbdl a
harom darab 1-es koziil vdlasztunk: az oszlopnak megfeleld I'-beli €l két végpontja vagy az utolsé
sor 1-ese koziil. Am az a sor, ami I'-ban egy levél csicsnak felel meg csak egyetlen helyen 1-es,
abban az oszlopban, ami bel6le kimend egyetlen élnek felel meg. Ebbdl az oszlopbdl tehit ezt az
elemet kell vélasztanunk.

A maradék oszlopoknak megfeleld €élek szintén fat alkotnak, tehat ebben is lesz levél, igy a levél-
be mend él oszlopabdl szintén muszdj a levél csicsdnak megfeleld 1-est valasztanunk. Ezt iterdlva
végiil egyetlen oszlopunk marad, amibdl az utolso sor 1-esét védlaszthatjuk, tehat az igy kivalasztott

egyetlen oszloppermutacié ad nem nulla eredményt (41-et), igy ennyi lesz a determindns értéke.

Ennek abszoliit értéke 1, igy a szimplex térfogata valoban 1/d! lesz. U

1.3. Jelolok és bijekciok

Ez a fejezet 1ényegében Kdlméan Tamds és Alexander Postnikov Root polytopes, Tutte polynomi-

als, and a duality theorem for bipartite graphs [2] cimi cikkének 3.4. fejezete alapjan késziilt.

A gyokpolitp trianguldcidinak fontos tulajdonsdga, hogy osszepdrositjidk H = (V,E) és az
absztrakt dudlis, H = (E, V) hiperfdit. Mivel ezek lényegében a Bipy feszit6faihoz tartozo kiilon-
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boz6 fokszdmsorozatokat jelentik a két szinosztilyon, igy val6jdban ezek kozott keresiink bijekci-
6t, és ezzel bebizonyitjuk Postnikov tételét. A megfeleltetés feldllitisdhoz a kovetkezd Osszefiig-
gésekre van sziikségiink:

El6szor is, Q¢ természetes moédon vetithetd a standard egységszimplexekre Ag C RE re és Ay C

RY-re. A Ay silypontjdnak, iy /|V|-nek a Ay-re val6 vetités szerinti 6sképe az |E| — 1 dimenzi6s

|V|<ZA)

vevV

Minkowski-Osszeg

Sg =

ahol A, C Ap CRE az {i{e) | ev €1 G-ben} halmaz konvex burka, azaz a v G-beli szomszédjaihoz
tartozo indikatorvektorok konvex burka.

Amikor megnézziik, hogy Qs mely pontjainak vetiilete lesz Ay stlypontja, Iényegében azt kér-
dezziik, hogy fix (1/|V|-s) V-koordinatak mellett milyen E-koordinatak adnak Q¢-be esd pontokat.

Mivel minden Qg-beli pont egy Z /'Lev 1{6} +1{v} Z/”Lev =1, A > 0 konvex kombindacio,
eveE(G)
igy a rogzitett V-koordindtdk meghatirozzak az egyes v € V csicsokbdl kimend élek 6sszsulyat, hi-

szen egy V-koordindta éppen Z Aev -if,), azaz minden v € V-hez az onnan kimeng élek A-stlyainak

, akkor minden v-re a A, csucsainak 6sszsulyardl tud-
juk, hogy az is 1/|V| kell legyen. A keresett pontok E-koordinatdit tehat dgy kapjuk meg, ha
minden A,-bdl vesziink egy pontot (mivel itt a csticsok Osszstlya még 1, igy le kell osztani |V |-vel)
és 0sszeadjuk Sket.

Specidlisan, egy I' C G feszit6fanak megfelel6 Y € Qg maximdlis szimplex vetitése esetén a

YOSE =1 (ZAF> |V|

pontok projektdlédnak iy /|V |-be, ahol AL a A, azon oldala, amelyet a v T-beli szomszédjaihoz tar-
toz6 if,) egységvektorok feszitenek ki. Nyilvén, hiszen y pontjaindl csak olyan cstcsok kaphatnak
nem O sulyt, akiknek megfeleld élek szerepelnek a faban.

Egy gyors dimenziészamldlds megmutatja, hogy az el6z8 képletben szereplé Minkowski-0sszeg
egy direkt Osszeg, azaz elemei egyértelmiien felirhatok mint az egyes tagok egy-egy vektordnak
Osszege. Ez abbdl is latszik, hogy mivel I" fa, igy barmely két V-csucsnak maximum egy kozos
E-cstics szomszédja lehet benne, kiilonben nem lenne kormentes. Igy két kiilonbozs AL metszete
egyetlen cstics vagy az iires halmaz lesz. Ezen kiviil a Al -k olyan egy-egy csticsban 6sszekapcso-

16d6 lanca sem 1étezhet, ami korbeérne, hiszen az is egy kornek felelne meg a grafban.
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Ha tehat feltennénk, hogy ugyanahhoz a YN Sg-beli ponthoz két kiilonbozo felirds is 1étezik, €s
ezek (tobbek kozott) a AE elsd csicsdnak egyiitthatdjdban nem egyeznek meg (mert a masodik fel-
irasban kisebb az egyiitthat), akkor ennek a csticsnak (a Agl -gyel ebben a csicsdban szomszédos)
AEZ -ben nagyobb stlyt kell kapnia, mint az elso felirdsban. Ekkor azonban itt valamely mas csucs
sulya kellett csokkenjen az elsd felirdshoz képest (hiszen az Osszsily 1), amit egy masik szomszé-
dos A1;3 -ban kell pétolni, és igy tovabb. Ez a sorozat azonban a Al -k egy korré 6sszekapcsol6dd
lancat alkotna, ami viszont nem létezhetett.

A késdbbiekben néha Sk helyett egyszertibb lesz csak a homotetikus képét (kicsinyitett eltoltjat),

Pr = Z A,-t haszndlni, hiszen a 1ényegi informéciot tigyis ez hordozza a halmazrél. A yNSg-t,
veV
valamint a homotetikus képét,

Mr=Y A} CPgt
veV

is a I feszit6fahoz tartozé Minkowski-cellanak nevezziik.

Az Mr a Ag egységszimplex egyetlen egész eltoltjat tartalmazza, ez f + A, ahol f € RE a T dltal
indukalt hiperfa H-ban. Ezt tartalmazza, ehhez elég belétni, hogy f + A csucsait tartalmazza,
hiszen mivel Mt konvex (konvex halmazok Minkowski-0sszege), igy néhdny pontjdnak konvex
burkat is tartalmazni fogja.

Az eltolt szimplex egy csucsa ugy néz ki, hogy egy e € E csucsnak megfeleld koordinatdjdban
az e I'-beli fokszamat veszi fel, a tobbi koordindtdban pedig eggyel kevesebbet. Ez azonos azzal
az Mr-beli ponttal, ami gy jon létre, hogy az i,-t tartalmazé Osszes AL'-bél az ife)-t vélasztjuk
ki (1 sullyal), majd ezen szimplexek Osszes tobbi csicsét kivilasztjuk az dket tartalmazd Osszes
tobbi szimplexbdl, és igy tovdbb. Ez megtehetd, mivel I" kormentes, igy minden szimplexbdl csak
egy pontot védlasztunk ki, és e-n kiviil minden ¢'-re i ('} csak egy darab Ot tartalmazo szimplexbdl
marad ki a Minkowski-0sszegben.

Mis egész eltolt nincs benne Mr-ban, hiszen ha az eltoldsvektor valamely koordinédtdja na-
gyobb mint f, akkor a szimplexnek egy ebben a koordindtiban maximalis pontja nem lesz benne
a Minkowski-0sszegben, mert ott egy koordindta maximum akkora stllyal szerepelhet, amennyi
Al tartalmazza a neki megfelelS egységvektort, ami pedig épp f + 1. Ha pedig az eltoldsvektor
valamely koordinatdja kisebb mint f (€s azt mar tudjuk, hogy egy masik sem lehet nagyobb), ak-
kor a szimplex pontjaiban a koordindtadsszeg kisebb lesz, mint )" f(e) + 1 = |V|. Ezzel szemben a

Minkowski-6sszegben mindig |V| lesz a koordinitatsszeg, igy nem lehetnek kdzos pontjaik.
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Jeldlje ennek az eltolt szimplexnek a sulypontjat

1
fT=f+ e
|E]

Mind f " -t, mind pedig a hozz4 tartozé Qg-beli pontot,

1

1,
’V’f++—lv € YNSg-t

V]
a v szimplex smaragd jelol6jének nevezziik. A smaragd jelol6k halmaza a hiperfdk By halmazanak
(a jeloldket az elsd értelemben haszndlva) csupan egy egyszerd eltoldsa.

Természetesen minden Qg-beli maximadlis szimplex tartalmaz egy ibolya jelol6t is, azaz egy
elemet az ibolya jel6lok halmazabdl,

1

1 1
_ B—+—iv>—|——iE—b6l.
\E|< v

|E|
1.14. Tétel. Tetszdleges Qg-beli trianguldcio bijekciot dllit fel H = (V,E) és az absztrakt dudlis,
H = (E,V) hiperfdi kozott.

Bizonyitds. Ha rogzitiink egy Qg-beli trianguldciét, minden smaragd, illetve ibolya jel6l egy-
egy kiilonboz6 szimplex belsejében fog elhelyezkedni, mivel minden szimplexnek mindkét szin
jel616jébdl csak egy darab van (amelyek 1ényegében a feszitGfibol indukalt hiperfik). Igy egy

bijekciot kaptunk By €s By elemei k6zott. 0

Megjegyzés. A tétel disszekcidkra is igaz lesz, mivel a bizonyitds csupan azt haszndlja, hogy a

szimplexek belsdleg diszjunktak, és ezt a feltételt disszekciot alkoté szimplexek is kielégitik.

1.15. Példa. Vizsgéaljuk meg a G = K3 3 teljes paros graf gyokpolitopjat. Legyen a smaragd szin-
osztily E = {ej,ep,e3}, az ibolya szinosztdly pedig V = {vi,v,}. Ekkor Q¢ a kétdimenzids Ag,
és az egydimenzids Ay egységszimplexek szorzata lesz.

Az abra bal felsd részén lathatok az Sg és Sy metszetek, valamint a mindkét szinhez tartozd
jeloldk (hdrom-harom darab). Alatta Qg egy kivdlasztott triangulacidja l4thatd, és az igy kapott
Minkowski-celldk a metszetekben. Ezek az Sy egydimenzids metszetben harom egybevagé sza-
kaszt adnak, mig az Sg-ben két haromszoget és egy rombuszt kapunk. Ko6zépen €s jobb oldalt a

trianguldcié szimplexei, és a hozzdjuk tartozé feszit6fak lathatok.
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vi+e3

Vite vy +e
1 2

Vo +er

vy +eq

) i
X XX

Vo +ep
4. dbra. A K> 3 gyokpolitopja a jelolokkel, illetve egy trianguldcio €s a megfeleld feszitéfak

Hasznos lesz még egy informéci6é a I' C G feszitéfa, a hozza tartozé maximalis szimplex y C
Qg, valamint az indukalt hiperfa f € By kapcsan. Mar tudjuk y smaragd jelolgjének, fT-nak a
koordinitdit R természetes bazisiaban. Ugyanakkor hasznos lesz a jeldlépontot a Minkowski-

cella, Mr direkt 0sszeges felbontdsa szerint is leirni.

1.16. Lemma. [2, Lemma 3.14.] Legyen " a G egy feszitdfdja, amely az f hiperfdt indukdlja. Ekkor
a smaragd jelolét, f+ € Mr-t elédllito siilyok (T élein) az aldbbi médon szdmolhatéak: Minden
v €V csiicsra az E elemei a v-bol 1 élein dt valo elérhetdségiik alapjdn particiokat alkotnak. Egy
él sulydt ugy kapjuk, hogy a neki megfelelé halmaz (azon e-k, akik rajta keresztiil érhetdk el v-bol)

-vel.

méretét elosztjuk |E

Bizonyitds. Ez a hozzirendelés minden AL-bdl a csticsok egy konvex kombinaciéjat valasztja ki,
hiszen a v-vel szomszédos éleken szétosztott silyok dsszege 1 lesz.

Tovabba, ha I'-ban egy e € E fokszdma d = f(e) + 1, akkor az e-hez tartozo élek silyainak
osszege:

(IE|—=1)(d—1)+d 1 1

tehat valoban a jelolot dllitja eld. A képlet azért érvényes, mert amikor kiszamitjuk a d darab sulyt,

az e csucs mind a d alkalommal szerepelni fog mint az adott élen keresztiil elérhetd smaragd cstcs,
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mikdzben E tobbi eleme csak d — 1 alkalommal jelenik meg. Hiszen E egy adott eleme pontosan
anndl az ev éInél fog kimaradni, ahol azt a v-t vessziik, akinek (I'-t e gyoker( fanak tekintve) az
adott elem a leszdrmazottja. Itt kimarad, de a tobbi v-nél e particidjéba fog keriilni, mert az ev élen

lesz elérhetd v-bol. O]
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2. Bijekcio-fajtak

2.1. A Jaeger-fak

Ahogy azt az el6z6 részben lattuk, a gyokpolitop maximalis szimplexei a graf feszit6fainak fe-
lelnek meg. Ennélfogva, ha egy konkrét bijekciot szeretnénk mutatni a feszit6fdk fokszamsorozatai
(avagy a hipergrafok hiperfai) kozott, célszert lenne karakterizalni azokat a feszit6fa-halmazokat,
amelyeknek megfelel6 szimplexek Q¢ egy disszekcidjit adjak.

A kovetkezOkben az ugynevezett Jaeger-fakrol lesz sz6, amelyek disszekcidkat indukélnak a
gyokpolitépon, igy hasznosak lesznek egy konkrét bijekcié meghatdrozasanal. A Jaeger-fak defi-
nidldsdhoz el6szor rogziteniink kell egy szalagstruktiirdt. A G graf szalagstruktirdja egy ciklikus
permuticidcsalad: minden x € V(G) csdcsra megadjuk az x végpontd élek egy ciklikus permuta-
cidjat. Egy xy él esetén a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk (ha a G graf vildgos a kontextusbdl, az

als6 indexet elhagyhatjuk):

. xyg: az xy-t kovetd él az x csticsndl, . yxg: az xy = yx-et kovetd €l az y csicsndl,
* xyg: az xy-t megel6zo €l az x csicsnal, * yXg: az xy = yx-et megel6z0 €l az y csicsnal.

A szalagstruktira mellett rogziteniink kell egy bdzist is, egy (bo,bob;) part, ahol by tetszleges
csucs, boby pedig egy bp-lal szomszédos él.

Innent6l legyen H = (V, E) egy 0sszefiiggd hipergraf, G = Bipy a hozza tartozo paros graf, amin
rogzitett szalagstruktiraval €s bazissal dolgozunk. Ekkor barmely 7' C G feszit6fan kapunk egy

természetes ,,sétat”, amit Bernardi definidlt, és az 6 nyoman a fa tiirdjdnak nevezziik.

2.1. Definicid. [4, Definition 5.1.] Legyen G egy szalagstruktiirdval elldtott grdf, (bo,boby) bdzis,
és T C G egy feszitdfa. A T tirdja egy csiics-él pdrokbdl dllé sorozat, a (by,boby) pdrral kezdve.
Ha az aktudlis pdr (x,xy), és xy & T, akkor az aktudlis par (x,xy™) lesz, ha viszont xy € T, akkor
")

(y,yxT) lesz. Az elsd esetben azt mondjuk, hogy a tira kihagyja az xy élt, a mdsodikban azt, hogy

bejdrja. A tiira akkor dll meg, amikor a (by,boby) pdr ismét sorra keriilne.

Bernardi megmutatta, hogy barmely 7T feszitofa tirdjadban minden xy €l pontosan kétszer szere-

pel mint aktudlis él. Egyszer x-szel, és egyszer y-nal mint aktudlis cstccsal.

2.2. Példa. Legyen G = K; 3 és tekintsiik azt a szalagstruktirat, amit a sik pozitiv orientdcidja

indukdl. Legyen T az a feszit6fa, melynek a vastag vonalak az élei (a nem-faélek szaggatott
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vonallal vannak dbrazolva). A (bg,bob;) = (v1,v1e2) bazis vélasztasdval a kovetkezd tirat kapjuk:
(vi,vie2); (e2,eav2); (v2,v2e1); (v2,v2e2); (e2,e2v3); (v3,v3er); (v3,v3er); (e, eavr); (vi,vier);
(e1,e1v2); (e1,e1v3); (e1,e1vy).

€1 y)

S
\\
N
<
~
\ ~
\ ~
N

V1 V2 V3
5. ébra. A T feszitdfa turdja

Mis széval, a T tirdja soran linedris sorrendben felsoroldsra keriilnek az (v, €) pdrok, ahol v a
graf egy csucsa, € pedig egy olyan €l, amely szomszédos v-vel. Ezt a sorrendet <7-vel jeloljiik, és
azt mondjuk, hogy (v,€) <7 (V/,€’), ha vagy v =1 és € = ¢, vagy pedig (v,€) <r (V',€'). Ez a

relacié természetes modon a graf élei kozott is indukél egy rendezést.

2.3. Definicié. Egy szalagstruktiirdval és bdzissal elldtott G grdfban barmely T feszitdfdhoz hozzd-

rendeljiik G éleinek egy sorrendjét ligy, hogy az xy él kisebb, mint az x'y' él pontosan akkor, ha

min{ (x,xy), (v, xy)} <r min{(x',x'y), 0, x'¥)},
T =T

azaz ha a T tirdjdban az egyik xy-t tartalmazd pdr el6bb vdlik aktudlissd, mint bdarmely x'y -t

tartalmazo par. Ezt a rendezést is <r-vel jeloljiik.

A T feszitdfa turdjara tekinthetiink ugy, mint egy modszerre, amellyel ,kivagjuk 7-t a grafbol,”
vagy ugy, mint egy modszerre, amely ,,felépiti 7-t.” Abban az esetben, ha xy nem éle T-nek (azaz
a tura kihagyja), akkor tekinthetjiikk ugy, hogy xy kivdgdsra keriil a grafb6l. Ha (x,xy) <r (y,xy),
akkor azt mondjuk, hogy xy az x irdnydbdl keriil kivagésra, ha forditva, akkor az y irdnyabol. Es

ezzel el is jutunk a Jaeger-fik fogalmahoz.

2.4. Definicié. [3, Definition 6.1.] A G grdf egy T feszitdfdjdt V-vdgdsii Jaeger-fanak (illetve E-
vdgdsii Jaeger-fdanak) nevezziik, ha a T tirdja sordn minden xy ¢ T él az ibolya (illetve a smaragd)

végpontjdndl keriil kivdgdsra.

A G egy feszit6fdja akkor Jaeger-fa, ha vagy V-vagésu, vagy E-vagasu Jaeger-fa. Vagyis Jaeger-

fak azok, amelyek tirdja sordn minden nem-faél el6sz6r ugyanazon rogzitett szinti végpontjanal
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keriil kivagasra. A tipikus eset az, hogy rogzitiink egy szalagstruktirat és egy bazist, majd ezek
mellett vizsgéljuk az Osszes Jaeger-fat. (Kiilonbozd bédzisokra a Jaeger-fak halmaza jelentsen

eltérhet.)

2.5. Példa. Vegyiik a sik pozitiv orientdcidja altal indukélt szalagstruktira az alabbi paros grafon.

Legyen v a bazispont €s vie; a bazisél.

V3
es .-~ e
d |
es |
S S |
VI /Vz
€1

6. dbra. Egy V-vagasu Jaeger-fa és egy feszitdfa, ami nem Jaeger-fa

Ekkor a bal oldali feszit6fa tardja: (vi,vier); (e1,e1v2); (va,vaea); (va,voeq); (va,vaer); (e1,e1vi);
(vi,vies); (e4,eav2); (es,eav3); (v3,v3€2); (€2,€2v2); (€2,€2v3); (v3,v3€3); (v3,V3e4); (€s,eqv1);
(vi,vie3); (e3,e3v3); (e3,e3vy). Ez egy V-vagasi Jaeger-fa, mivel példaul (vy,vze2) <7 (e2,e2v2),
és hasonl6 tulajdonsdg igaz a masik két nem-faélre is. Ezzel szemben a jobb oldali feszit6fa nem

Jaeger-fa, mivel vie; az ibolya végpontjanél, mig e4v, a smaragd végpontjdnal keriil kivagésra.

Bér kiilon V-, illetve E-vagasu Jaeger-fakrol besz€Eliink, ezek igazabdl ugyanazokat a feszitéfa-
halmazokat jelentik, csak mds szalagstruktira és bazis mellett. Egy adott szalagstruktira megfor-

ditasan azt értjiik, hogy minden ciklikus sorrendet az ellenkezgjére cseréliink.

2.6. Lemma. [3, Lemma 6.5.] Egy V-vdgdsii Jaeger-fa a (bo,boby) bdzis mellett megegyezik egy
E-vdgdsi Jaeger-fdval a megforditott szalagstruktiira és a (by,bob| ) bdzis mellett (ahol ez utobbi

az eredeti szalagstruktiira szerinti iranyt jeloli).

Bizonyitds. Legyen T a G egy feszit6fdja. A T tdrdja sordn minden € nem-faél kétszer valik
aktualissd (mindkét végpontjandl egyszer). A feszitGfa pontosan akkor V-vagasu, ha € ibolya
végpontja mindig el6bb valik aktudlissd, mint a smaragd. A megforditott szalagstruktiraban € két
el6forduldsanak sorrendje megfordul, hiszen pontosan a <7 rendezés szerinti forditott sorrendben
megylink végig a cstics-€él parokon. Tehat T akkor és csak akkor V-vigasu az eredeti struktura

mellett, ha E-vagédsu a megforditottra. 0
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2.7. Példa. A 6. abra bal oldalan lathato feszitofa a sik 6ramutaté jarasaval megegyezd (negativ)

orientacidja altal indukalt szalagstruktdraval, a (vi,vye3) bazis mellett E-vagdsd Jaeger-fa lesz.

A szimmetria alapjdn egy E-vagasu Jaeger-fa a (bg, bob; ) bazis mellett egyben V-vagasid Jaeger-
fanak is tekinthetd ugyanazon bazisponttal, de a bob; baziséllel €s a megforditott szalagstruktira-
val. Mivel a szalagstruktira megforditdsa involucié (a megforditds megforditasaval onmagét kap-

juk vissza), a kovetkezd allitast lesz igaz:

2.8. Lemma. [3, Lemma 6.7.] Az E-vdgdsu Jaeger-fak halmaza a (by,boby) bdzis mellett meg-
egyezik a V-vdgdsii Jaeger-fak halmazdval a megforditott szalagstruktiira és a (bo,bob; ) bdzis

mellett.

2.9. Definicié. [3, Definition 6.8.] Egy T V-vdgdsi Jaeger-fa esetén T tirdjdt (az eredeti szalag-
struktiira szerint) T ibolya tiirdjdnak nevezziik. A tirdt, amely a (bo,boby ) bdzis és a megforditott

szalagstruktira szerint torténik, T smaragd tirdjdnak nevezziik.

Az 2.7.-es lemma alapjan egy V-vagasu Jaeger-fa esetén a smaragd tira sordn minden nem-faél
a smaragd végpontjandl keriil levdgasra. Az ibolya és a smaragd tira egyarant indukal egy-egy

sorrendet G élei kozott.

2.10. Definicié. /3, Definition 6.9.] Egy T V-vdgdsu Jaeger-fdra az ibolya T-rendezés a G éleinek
azt a sorrendjét jelenti, amely szerint az élek megjelennek T ibolya tirdjdban gy, hogy épp az
ibolya végpontjuk az aktudlis csiics. Jeloljiik ezt a rendezést <t y-vel. Tehdt ev <ty €'V’ pontosan
akkor, ha (v,ev) <t (V',€"V'), ahol <t a mdr kordbban definidlt rendezés.

Hasonléan, a smaragd T-rendezés a G éleinek azt a sorrendjét jelenti, amely szerint az élek
megjelennek T smaragd tirdjaban tigy, hogy épp a smaragd végpontjuk az aktudlis csiics. Jeloljiik
ezt a rendezést <r p-vel. Tehdt ev <rp €'V pontosan akkor, ha (e,ev) <r (¢',eV'), ahol <t a

megforditott szalagstruktiira dltal definidlt rendezés.

2.11. Definicié. /3, Definition 6.10.] Legyen T C G egy V -vdgdsii Jaeger-fa. A G éleinek smaragd
T-sorrendje indukdl egy sorrendet az E halmaz elemein 1igy, hogy e kisebb e;-nél akkor, ha van
olyan e1-gyel szomszédos él, amely kisebb bdarmely e,-vel szomszédos élnél a smaragd T-sorrend

szerint. (Hasonlo modon definidlhatunk egy sorrendet a'V halmazon az ibolya T -sorrend alapjdn.)
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2.12. Példa. A 6. abra bal oldalan lathato Jaeger-fa esetén az ibolya T-rendezés szerint vie; <7y
vaer <71y vae4 <1y V2e1 <1y Vies <ry Ve <1y v3e3 <ty Vzes <1y vie3, asmaragd T-rendezés
szerint pedig e3v3 <1 g e3v] <7 e4v3 <1,g €2V2 <TE €2V3 <T.E €4V2 <T,E eV <T.E €1V2 <T,E
e1v1. Az ibolyarendezés a v < vy < v3 sorrendet indukélja a V-csticsokra, mig a smaragd rendezés

az ez < eq < ey < ej-et az E-csucsokra.

2.2. Jaeger-fas bijekciok

A kovetkez6kben beldtjuk, hogy a Jaeger-fak valéban olyan feszit6fa-halmazokat alkotnak, ame-
lyeknek megfeleld szimplexek Qg egy disszekcidjat adjdk, tehdt bijekciot hatdroznak meg a fok-
szamsorozataink kozott.

Legyen T a G graf egy feszit6fdja és € € T. Ekkor T — € két 0sszefiiggd komponensre esik
szét, és azokat az €leket, amelyek e két komponenst Osszekotik a G grafban, alapvdgdsnak (funda-
mentdlis vagasnak) nevezzik, és C*(T, €)-nal jeloljikk. Azt a komponenst, amely tartalmazza by-t,
bdziskomponensnek nevezziik.

A Jaeger-fak alapvagasai szépen Osszefonddnak a fak altal indukalt él-sorrendekkel. Az aldb-
bi, meglehetsen intuitiv lemmat Bernardi bizonyitotta, az itt kovetkez6 megfogalmazas a jelen

dolgozatban hasznilt jeloléseket koveti.

2.13. Lemma. [3, Lemma 6.13.] Legyen T a G egy feszitdfdja, és xy € T. Jelolje Ty és T\ a
T — xy két komponensét iigy, hogy Ty tartalmazza az bdzispontot. Ha (x,xy) <t (y,xy), akkor x a

Ty csiicshalmazdban van. Tovdbba:
{(z,z2w) | (x,xy) <7 (2,2%) <71 (3, xy)} = {(2,2W) | 2 benne van T\ csiicshalmazdban} .

Tehat a T komponens csticsaihoz tartozé csucs-€él parok pontosan azok a parok, amik a 7-

sorrend szerint a feszit6fa vagasbeli xy élének két megjelenése kozé esnek.

2.14. Lemma. [3, Lemma 6.14.] Legyen T egy V-vdgdsu Jaeger-fa, € € T, és €1,& az alapvdgds
élei, azaz €1,& € C*(T,€). Ha € ibolya végpontja a T — € bdziskomponensében, és € smaragd

végpontja szintén ebben a komponensben taldlhato, akkor € <ty &, és € <ry €.

Megjegyzés. Masként fogalmazva, a T tirdja elGszor azokat az éleket latogatja meg C*(7, €)-bdl,

amelyek ibolya végpontja a T — € baziskomponensében van. Ezek koziil az utolsd, és ebben az
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esetben az egyetlen, amelyet nem vagunk le, maga € lehet. Ha € smaragd végpontja van a ba-
ziskomponensben, akkor ez lesz az elsé ilyen €1, amelyet a tdra elér, de mivel smaragd irdnybol
haladunk 4t rajta, igy a <7y reldcio szerint tipikusan nem ez lesz a legkisebb. (Val6jaban ez lesz
a legnagyobb.) Mindkét esetben, amikor €-on athaladunk, a tira elhagyja a baziskomponenst, €s
ezutan a maradék éleket a C*(7, €) halmazbdl ibolya végpontjuknal vagja le. Mire a tdra visszatér
a baziskomponensbe (amikor masodszor halad 4t €-on), a C*(T,€) minden éle, € kivételével, le

lett vagva.

Bizonyitds. A T — € részgréf egy erdd, amely a baziskomponensbdl (7p) és egy masik komponens-
bél (Ty) 4ll. Legyen € = xy, és tegyiik fel, hogy (x,€) <7 (,€), azaz x van Tp-ban és y van T}-ben.
Legyen i = 1,2-re & = vie; € C*(T,€), ahol v; € V ibolya cstcs, ¢; € E smaragd cstcs.

Mivel g; ibolya végpontja (v1) a To komponensben van, smaragd végpontja (e1) a 71 komponens
csticshalmazabdl vald. Ekkor a 2.14.-es lemma szerint (x,€) <7 (e1,€1) <r (y,€). Mivel a sorren-
det T ibolya bejarasa indukélja, két eset lehetséges: vagy € = € (és ekkor x = vy), vagy pedig & ki
lett vdgva az ibolya végpontjanal, azaz (vi,€1) <r (e, €). Mivel v; ¢ Ty, ezért (v1,€]) nem eshet
a T-sorrendben (x, &) és (y,€) kozé, de mivel kisebb, mint (ey,€;), igy (vi,€1) <r (x,€). Ebbdl
kozvetleniil kovetkezik a lemma masodik allitdsa, azaz hogy akér x, akdr y az € ibolya végpontja,
mindig fenndll (vi,&1) <r (x,€) <r (3,€).

Most nézziik & smaragd végpontjit (e,-t), mivel ez a Ty baziskomponensben van, igy ibolya
végpontja (v2) a T] komponensbdl szarmazik. Ekkor a 2.14.-es lemma szerint (x,€) <7 (v2,&) <t

(y,8). Kovetkezésképpen (V1,81) <T (V2,82), tehat &; <ryv &. O

2.15. Lemma. [3, Lemma 6.15.] Tegyiik fel, hogy a T és a T' V-vdgdsii Jaeger-fdk (ibolya) bejd-
rdsai megegyeznek egészen addig, amig az € él aktudlis élként meg nem jelenik, tovdbbd € € T, de
€ ¢ T'. Ekkor € ibolya végpontja a T — € bdziskomponensében taldlhaté. Tovdbbd, ha € € T’ és

e’ € C*(T,¢), akkor € smaragd végpontja a T — € bdziskomponensében van.

Bizonyitds. Amig a két tira megegyezik, addig € sem kivdgasra nem keriilt (kiilonben nem lehetne
€l T-ben), sem bejarasra (kiilonben szerepelne T'-ben is). Tehdt ekkor torténik meg, hogy T’
bejdrdsa levdgja e-t, és mivel T’ egy V-vagdsu Jaeger-fa, az aktualis csics (v) ibolya szinti kell
legyen. Mivel v egy olyan tton érhetd el by-bdl T-ben, amely nem tartalmazza e-t, igy az elsd

allitas igaz lesz.
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A 2.15.-6s lemma alapjan minden olyan C*(T, €) \ { €} halmazbeli él, amelynek ibolya végpontja
a baziskomponensben van, mér € elérése elott aktudlis él volt T ibolya bejardsaban (az ibolya
végpontjanal), és ezek ki lettek vagva. Mivel T és T’ ibolya bejarasai €-ig megegyeznek, ezek az
élek T’-ben sem szerepelhetnek. Tovabbé mivel € ¢ T’, ezért minden 7' NC*(T, €)-beli élnek a

smaragd végpontja van T — € baziskomponensében. U

2.16. Lemma. [3, Lemma 7.7.] Tetszoleges két V-vdagdsii Jaeger-fa esetén az ezekhez tartozo

maximdlis szimplexek belsdleg diszjunktak a Qg gyokpolitopban.

Bizonyitds. Legyen Ty és T, két V-vagasu Jaeger-fa, €s tegyiik fel, hogy a turdik egy € él eléréséig
megegyeznek, ahol € ¢ Tj és € € T». Elég megmutatnunk, hogy a két fdhoz tartoz6 maximalis
szimplexet egy hipersik elvdlasztja egymdstol. Ilyen hipersikokat G-beli vagdsok segitségével
konstrualhatunk.

Legyen E = E| UE; és V = Vi LUV, a csticsosztilyok egy-egy felosztdsa. Rendeljiink az RF @
RY bazisvektoraihoz —1-et, ha E; U V5-hoz tartoznak, és 1-et, ha E, UV;-hez. Ez egyértelmiien
kiterjeszthetd egy k : RE @ RV — R linedris leképezéssé. Ekkor k értéke a Qg csticsain (melyek
G éleihez tartoznak)

* 0, ha a megfelel6 €l a viagasba esik (E; és V| kozti vagy E; és V, kozti élek),
* —2, ha a megfeleld él E; és V;, kozott megy,
* 2, ha a megfelel6 €l E, és V| kozott megy.

gy x magtere egy olyan hipersik lesz, amely tartalmazza Qg minden olyan csdcsit, amely
vagésbeli €l, a tobbi csucs pedig e sik két oldalara esik attdl fiiggden, hogy smaragd vagy ibolya
végpontjuk esik-e az el6re rogzitett oldalra.

Most a megfeleld hipersik megkonstrudldsahoz tekintsiik a C*(7»,€) vdgast. Legyen E; UV
azoknak a csucsoknak a halmaza, amelyek az € €l eltdvolitdsa utdn a 7, azon komponensében
vannak, amely tartalmazza € ibolya végpontjat v. Ekkor E> UV, a masik komponens csucsainak
halmaza. Ezzel a konstrukcidval a k leképezés értéke a Q7, maximadlis szimplex cstucspontjain a
kovetkezd lesz: x(g) = 2, és minden mds élre Kk = 0.

A T esetén éppen ellenkezd a helyzet. Az éleinek megfeleld Qg csucsokon k értéke nem-
pozitiv. Ehhez az kell, hogy C*(T»,€) N T} élei mind E; és V, kozott menjenek, ami viszont ponto-

san a 2.16.-os lemma allitasa. O]
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A {0 tétel bizonyitdsahoz, miszerint a Jaeger-fak disszekciot indukalnak, egy linedris rendezést
vezetiink be a szalagstruktdrdval ellatott graf feszitofai kozott (amely fiigg a valasztott bazistol).

Két feszitdfa, T és T’ tirdjdnak van egy maximalis kezdeti része, amely megegyezik. Az ezt
kovetd par, a tdra elsd eltérs eleme egy (x,€) pdr, ahol a € él szerepel az egyik fdban, de nem

szerepel a masikban. Ezt az élt nevezziik a fék els6 kiilonbségének.

2.17. Definici6. [4, Definition 5.10.] Legyen T és T' két feszitofa egy szalagstruktiirdval elldtott
grdfban, adott bdzis mellett. Azt mondjuk, hogy T' < T, ha az els6 kiilonbségiik, €, teljesiti az
aldabbiak valamelyikét:

ee €T, és T tirdja a Jaeger-szabdly szerint hagyja ki €-t (azaz a megfeleld irdnybdl);

seec T ésT tirdja a Jaeger-szabdlyt sértve hagyja ki €-t (azaz nem a megfeleld irdnybdl).
2.18. Lemma. [4, Lemma 5.11.] A < reldcio teljes rendezést ad a feszitdfdk halmazdn.

Bizonyitds. Mivel barmely két fa 0sszehasonlithatd, elegendd a tranzitivitdst igazolni. Tegyiik fel,
hogy Ty < T» és T» < Tx. Jelolje € az T; és T» kozotti els6 kiilonbséget, illetve € az 15 és T kozotti
elsé kiilonbséget. Beldthatd, hogy € = €’ nem fordulhat €l8, hiszen akkor 7> vagy mindkét mdsik
fanal kisebb lenne, vagy mindketténél nagyobb.

Ha € a T tdrdjaban kordbban jelenik meg, mint €', akkor Ty és T els§ kiilonbsége is €, igy
sorrendjiilk megegyezik Ty és T sorrendjével, tehdt 7y < T5. Ha viszont €’ jelenik meg elGbb a
T» tirdjaban, akkor T és T elss kiilonbsége €', igy sorrendjiik megegyezik 75 és T sorrendjével,

tehat ismét 7 < T3 adddik. [

A kovetkezd lemma az irdnyitott grafokra vonatkozo6 [4, Theorem 5.8.] tétel bizonyitasat irja le

az irdnyitatlan esetben, ahogyan ebben a dolgozatban sziikség lesz ré.
2.19. Lemma. Minden hiperfdhoz létezik legaldbb egy V -vdgdsii Jaeger-fa.
Megjegyzés. Természetesen a szimmetria miatt a lemma E-vagasu Jaeger-faval is igaz lesz.

Bizonyitds. Vegyiink egy a hiperfat realizal6 feszit6fat, 7-t. Ha T Jaeger-fa, abban az esetben
készen vagyunk, tegyiik fel tehat, hogy 7 nem Jaeger-fa. Ekkor belatjuk, hogy létezik egy olyan
T’ < T feszit6fa, ami szintén a hiperfat realizdlja. Mivel csak véges sok feszitdfa létezik, igy

elébb-utébb olyat kell kapnunk, ami mér Jaeger-fa lesz.
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Ha T nem Jaeger-fa, akkor a turdja sordn létezik olyan nem-faél, amelyet el6szor a rossz, sma-
ragd végpontjanal ériink el. Legyen € = xy az elsd ilyen €l (x a smaragd, y az ibolya csucs). Vegyiik
be e-t a faba, ekkor a T U {€} részgraf pontosan egy kort tartalmaz. Ebbd] toroljiik ki az € ibolya
végpontja fel6li szomszédjat, €’ = yz-t, ekkor az igy megkapott 7’ graf a hiperfat realizalé feszitéfa
lesz, hiszen az ibolya csucsok fokszama nem véltozott T-hez képest.

Most belétjuk, hogy 7/ < T. Ha (x,€) a T turdjdban megel6zi (y,€')-t és (z,€')-t is, tehat €'-t
csak € utdn latndnk, akkor € lesz az elsé kiilonbség T és T’ kozott. Mivel € € T/, de a T tiirdjdban
a Jaeger-szabdly megsértésével van kihagyva, ebbsl T’ < T kovetkezik.

Ha viszont €’ el6bb jelenik meg, mint €, akkor €’ lesz az els6 kiilonbség. Ha €'-t el§szor az
ibolya végpontja feldl latjuk, akkor T’ tirdja a Jaeger-szabdly szerint hagyja ki, azaz T' < T ismét.
Az az eset pedig, hogy €'-t elészor a smaragd végpontja feldl latjuk nem lehetséges, mert ekkor
egyrészt (z,€') <7 (x,€) és (z,€') <71 (y,€) lenne, hiszen €’-t latjuk elGszor, méghozza a z, smaragd
végpontjanal. Mdsrészt mivel x és y a T — €’ kiilénbdz8 komponenseiben vannak, igy a 2.14.-es
lemma alapjdn € = xy a tirdban valé két megjelenése koziil pontosan az egyiket fogjuk € két
megjelenése kozott latni (a mdsikat csak utdnuk ldthatjuk, hiszen (z,€’) mindkettét megel6zi).
Tehat e-t el6szor y feldl fogjuk latni (hiszen x van a baziskomponensben, y pedig a mésikban), ami

az ibolya végpont. [

2.20. Tétel. [3, Theorem 7.6.] Az E és 'V szinosztdlyokkal rendelkezd G dsszefiiggd pdros grdfon
tetszoleges szalagstruktiirdt (illetve bdzispontot és bdzisélt) vdlasztva a G gyokpolitépjdban, Q-

ben a V-vdgdsii Jaeger-fdakhoz tartozo szimplexek a Qg egy disszekciojdt adjdk.

Bizonyitds. Mivel az el6z6 lemma alapjan minden hiperfidhoz tartozik legaldbb egy V-vigasu
Jaeger-fa, igy a V-vagéasu Jaeger-fak szama legaldbb annyi, mint a By halmaz hiperfdinak sza-
ma. Az 2.17.-es lemma alapjin a V-vagasu Jaeger-fakhoz tartozé maximadlis szimplexek belséleg
diszjunktak lesznek. Mivel minden maximalis szimplex térfogata megegyezik, és Q¢ térfogata
éppen a hiperfak szdmanak és az egységes szimplextérfogatnak a szorzata, igy ezek a szimplexek

teljesen kitoltik Qg-t. Mds szdval, ezek a szimplexek a gyokpolitdp egy disszekcidjat adjak. [

2.3. Disszekciok és triangulaciok

Bar az el6bb belattuk, hogy a Jaeger-fak segitségével fokszamsorozat-bijekciok konstrudlhat6-

ak, onmagaban mégsem magatdl értetddd, hogy ez érdemi eldrelépést jelent, hiszen a Jaeger-fak
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meghatdrozdsa sem feltétleniil egyszer(ibb feladat, mint kozvetleniil egy bijekci6 eldallitisa. A

helyzet ennél mégis jobb, ugyanis létezik egy algoritmus, amely hatékonyan éllit el ilyen fakat.

2.21. Definicid. [4, Definition 7.3.] Legyen f egy adott hiperfa E-n (vagy V-n). Az algoritmus
minden iddpillanatban egy aktudlis csiics-€él pdrt és egy aktudlis grdfot tart fenn. Kezdetben az
aktudlis grdf maga G, az aktudlis csucs by, az aktudlis él pedig bob.

Egy lépés sordn, ha az aktudlis csics x € E, akkor megnézziik, hogy a G. aktudlis grdf és az
xy aktudlis él esetén az f vektor hiperfdt hatdroz-e meg E-n (vagy V-n) a G, — xy grdfban. Ha
igen, akkor a kovetkezd lépésben az aktudlis grdf legyen G, — xy, az aktudlis csiics-€él pdar pedig
(x,xya). Ha nem, akkor az aktudlis grdf marad G, az aktudlis csics-€l pdr pedig (y, yxa) lesz.
Ha az aktudlis csiics x € V, és az aktudlis él xy, akkor a kovetkezd lépésben az aktudlis grdf marad
G, az aktudlis csics-él pdr pedig (y, yxgc) lesz.

Az algoritmus akkor dll meg, amikor egy csiics-él par mdsodszor is aktudlissd vdlik. A kimenet

a folyamat végén kapott aktudlis grdf lesz.

Megjegyzés. Amennyiben a hiperfa E-n adott, a folyamatot (ht : E, cut : E') Bernardi-folyamatnak
nevezziik, ha a hiperfa V-n adott, akkor (ht : V, cut : E) Bernardi-folyamatnak. Nyilvanvald, hogy

a szimmetria miatt értelmezhet6 a (ht : V,cut : V) és a (ht : E,cut : V) viltozat is.

2.22. Példa. Legyen G az édbra elsd paneljén l4thaté paros graf, melyben négy smaragd csucs
alkotja az E szinosztélyt, harom ibolya pedig a V-t. A szalagstruktira igy van megvélasztva, hogy
az ibolya csticsokndl az élek az éramutaté jarasaval megegyez6 sorrendben, a smaragd csicsokndl
ellenkezd irdnyban kovetik egymast. A bal als ibolya csiics a bazispont, a bazisél pedig a bal
sz€1s6 fliggbleges él.

Az ibolya csuicsok folé irt szamok (0, 1,2) egy hiperfat hatiroznak meg V-n. A 2-11. panelek
a (bt : V,cut : V) Bernardi-folyamatot illusztrdljdk az elSbb leirt bemenettel. Kezdetben csak a
hiperfa adott, a folyamat pedig a bazispontndl indul.

Az elsd 1€pés soran a bazisélt tekintjiik aktudlisnak. A hiperfa szerint a bazispont foka 1+ 1 =2
kell legyen, ezért az ember azt varnd, hogy a harom kapcsol6do €l koziil az elsét eltavolitjuk.
Azonban, ha ezt megtessziik, a megmarad¢ grafban az als6 rombusz minden élére sziikség lenne:
a bal oldali kettd a bazispont fokdnak biztositasdhoz, a jobb oldali kettd pedig a jobb oldali ibolya
csucs 2+ 1 = 3 fokdhoz. Ezért az algoritmus nem tdvolitja el a bazisélt, hanem bejdrja azt, ami

aztan a bal felsé €l bejarasat is kikényszeriti.
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A kovetkez6 nyolc panel a hatralévo 1épéseket mutatja. Minden 1épésnél kiemelésre keriil az
aktudlis él. A sziirke gorbék segitenek kovetni a szalagstruktira ciklikus sorrendjét. A megmaradt
élekbdl all6 részgraf — amely a bejart élekkel megegyezd — egy feszitofat ad, amely a hiperfat
realizélja.

Az dbra utolsé panelje ugyanazon hiperfan mutatja a (ht : V, cut : E) Bernardi-folyamat eredmé-
nyét. Ez szintén a hiperfat realizélja. (Most az els6 aktudlis é1 nem a bazisélt, hanem a bal fels6 €I,

a bazisélt csak a masodik 1épésben vizsgéljuk.)

0 0 0

7. édbra. A Bernardi-algoritmus

A 2.20. tételben belattuk, hogy egy paros graf Jaeger-faihoz tartozé szimplexek a gyokpolitop
egy disszekcidjat adjak. Ez a disszekcid azonban nem feltétleniil trianguldcid, azaz két szimplex

metszete el6fordulhat, hogy nem lesz oldala egyik szimplexnek sem.

2.23. Allitas. [4, Proposition 10.5.] Régzitett szalagstruktiira mellett a Jaeger-fdk dltal meghatd-

rozott trianguldcio létezése fiigghet a vdlasztott bdzistol.
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2.24. Példa. Tekintsiik az alabbi dbran l4thaté grafot. Legyen a szalagstruktdra olyan, hogy az
dramutato jardsaval megegyezden halad a vy csucs kortil, és minden mas cstics koriil ellentétesen.

Ha a bazispont az e3, és a bazisél az e3v3, akkor disszekcidt kapunk, hiszen mindkettd V-vagéasu
Jaeger-fa lesz, amit a (ht : V,cut : V) Bernardi-folyamat hoz 1étre a 120 és a 012 hiperfdkhoz.
Viszont nem kapunk triangul4ciot, mivel az dbra az 1.11.-es lemma szerint két egymadssal inkom-

patibilis fat mutat (a vie|voeq kor megvaldsithaté a két fa €lein alternélva).

V3
e e3 e
| |
/ g
| |
V2 Vil >V2
€]

8. abra. Egy disszekcid, ami nem triangulacié

Ezzel szemben konnyen ellendrizhetd, hogy ugyanezen szalagstruktira véilasztdsa mellett, ha a

bazisél a e3vy €1, akkor a Jaeger-fak triangulaciot adnak.

9. dbra. Egy trianguléciét indukalé feszitéfa-halmaz

Mivel 7 kiilonboz6 fokszamsorozat 1étezik a V' csticsokon, igy 7 fara lesz sziikség a bijekcidhoz.

Ez a bijekci6 az aldbbi parokat rendeli egymdashoz: 123 - 1122, 132 - 1221, 213 -2121,222- 2112,
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231 -2211, 312 - 1113, 321 - 1212. A fék jelen esetben V-vagdst Jaeger-fak, a (ht : V,cut : V)
Bernardi-folyamat eredményei, tehat disszekciot alkotnak, dm leellendrizhetd, hogy barmely két

fa kompatibilis is, tehat valgjaban egy trianguléacidt kaptunk.
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3. Tovabbi kérdések

3.1. Bijekciok és fak

Egy bijekcid feszitéfak dltal megvaldsithato (fakkal realizalhatd), ha a bijekci6 altal egymashoz
rendelt fokszamsorozat parok mindegyikéhez 1étezik G-nek olyan feszit6fdja, ami épp ezt a két
fokszdmsorozatot veszi fel a két szinosztdlyon. Ezek utdn felvet6dhet a kérdés, hogy minden
bijekcié megvalosithat6-e fakkal, illetve ha nem, akkor mely bijekcidk azok, amik igen.

Az els6 kérdésre a vdlasz nem, és ritka grafok esetén egészen konny( ellenpéldat taldlni, ahol a

fokszamsorozatok egy parba rendelésénél legalabb az egyik parhoz nem létezik megfeleld fa.

3.1. Példa. A Cg graf esetében hat feszit6fa 1étezik (a hat élbdl egyet kell elhagyni), ami harom-
harom kiilonb6z6 fokszamsorozatot vesz fel a fenti €s a lenti szinosztdlyokon. Jelen esetben ez

ugyanaz a harom: 122, 212, és 221.
1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1
2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1
10. abra. A Cg graf feszit6fai

Viszont mindegyik fokszdmsorozat csak két masikkal allithat6 parba fak altal az ellenkezd szin-
osztalybdl, igy az a bijekcid, ami az 122-221, 212-122, 221-212 parokat rendeli egymdashoz, nem

valdsithaté meg fakkal (itt egész specidlisan a parok egyike sem).

[ X=X

11. dbra. A fék 4ltal parba 4llithaté fokszamsorozatok a Cq grafban

Altaldnosan tehdt nem igaz, hogy barmely bijekcié megvalésithaté lenne fakkal, viszont bizo-

nyos specidlis grafokra igaz lesz. Ennek belatasdhoz elGszor sziikség lesz az alabbi lemmara.

3.2. Lemma. Bdrmely K,, , teljes pdros grdf esetén egy szinosztdlyon bdrmely (feszitofdval reali-
zdlhato) fokszdmsorozathoz létezik olyan 6t realizdlo fa, amiben a szinosztdly minden csiicsa dssze

van kotve az ellenkezd szinosztdly elsé csiicsdval.

30



Bizonyitds. Vegyiink egy fenti (m hosszi) fokszamsorozatot, és konstrudljuk hozz4 megfeleld fat.
A feszit6fanak m+n — 1 éle lesz. Minden csucs legaldbb 1 fokd, kossiik tehdt 6ssze az dsszes fenti
csucsot az elsd lentivel (m €l), majd a maradék n — 1 €llel a fenti fokszdmokat kielégitve kossiik be
ebbe az 6sszefliggd részbe az n — 1 lenti csicsot, akib&l még nem megy ki él. Ez megtehetd, mert
mivel a fenti fokszdmsorozat egy feszit6fdhoz tartozott, igy a fokszamok Osszege m+n — 1, és
pont ennyi élt hizunk be. Mésrészt a végeredmény Osszefiiggd lesz, hiszen mindenki (legfeljebb 2

hosszu tton) elérhetd lesz az elsd lenti csticsbol. [

3.3. Példa. A Kj 4 graf egy faval realizalhato fenti fokszdmsorozata a 231. Az ehhez konstrualhat6

specidlis fa elddllitdsanak 1épései:
2 31 2 31 2 31 2 31
oo%o ° % ° % ° m
12. dbra. A 231 fokszdmsorozathoz tartoz6 specidlis fa konstrualdsa a K3 4 grafban
3.4. Allitas. Bdrmely K, , teljes pdros grdf esetén minden fokszdmsorozat-bijekcio megvaldsithato

feszitdfdk dltal, azaz tetszoleges fenti és lenti fokszamsorozatot pdrba rendelve mindig taldlhato

olyan feszitofa, ami illeszkedik rdjuk.

Bizonyitds. Vegyiink egy tetszdleges fenti €s lenti fokszdmsorozatot, s r-et €s s;-et. Valamelyikben
kell legyen 1-es, ugyanis ha az egyikben nincs (ez legyen most s¢), akkor a masik szinosztély
barmely fokszdmsorozataban kell legyen 1-es. Ez azért igaz, mert az s ¢-hez tartoz6 faban legaldbb
2m él van (hiszen az m db fenti cstcs kozt nincs 1 fokud), emiatt a fanak legaldbb 2m + 1 csicsa kell
legyen, tehat n > m+ 1, azaz lenn tobb cstics van, mint fenn. Ha létezne olyan feszit6fa, amiben
lenn nincs 1-es, akkor ugyanigy érvelve arra jutndnk, hogy fenn van tdbb csucs, ami ellentmondés.

Tegyiik fel tehat, hogy lenn van az 1-es. Ekkor s;-hez 1étezik egy feszitdfa, F;, ami 6t realizélja.
Az 1-eshez tartozo csucs Fj-ben levél, igy Ot tordlve a maradék graf is fa lesz, ami a K, ,—1 graf
egy feszit6fdjanak lenti fokszdmsorozatat s; = s; — {1}-et realizdlja.

Az sy-hez is 1étezik egy Ot realizalo fa, Fy, de itt a lemma alapjan vélaszthatjuk azt a specilis
fajta fat, amiben barmely fenti csticsbol megy €l az elso lenti csicsba. Ekkor Fy-ben lesz lenn 1
foku csucs, amig legaldbb két lenti cstics van (hiszen az elsd lenti csticson kiviil mindenki mas

1 foku). Egy lenti 1 fokut torolve a maradék graf is fa lesz, ami realizélja a K,,, ,—1 graf egy
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feszit6fajanak fenti fokszamsorozatét s’f—t, ami annyiban tér el s¢-t0l, hogy 1-gyel csokkent az

egyik eleme (annak a csicsnak megfeleld, aki az 1 fokd szomszédja volt).

Ha az igy kapott két tij fokszdmsorozathoz, s)-h6z €s 5',-h6z létezik mindkettSjiiket realizdl6 fa,

akkor a lenn torolt 1 fokut 6sszekotve a fenn 1-gyel csokkentett foku csuccsal, az eredeti fokszam-

sorozatainkat, s;-t €s s¢-et realizalo feszitofat kapunk.

Iteraljuk tehat az algoritmust, és egyesével hagyjuk el a csiicsokat, amig a szinosztalyok egyiké-

ben (a mdsikban, mint ahonnan az aktudlis 1 fokut kivalasztottuk) mar csak egy csics marad.

Ekkor 6sszekotve 6t az ellenkezd szinosztdly minden cstcsdval kapunk egy trividlis fat, amit az

Py

iteracidkon visszafele 1épkedve kibdvithetiink az eredeti graf egy megfeleld feszitofdjava. 0

3.5. Példa. A Kj 4 graf egy faval realizdlhato fenti fokszdmsorozata a 231 €s egy lenti a 2112. A

kozos feszitdfa eldallitdsanak 1€pései:

(a fenti csicsokat nevezziik sorban vy, vi2, vi3-nak, a lentieket pedig v»1, v22, V23, v24-nek)

Ffi

=

2 3(1)

a kozos fa: %

2 1 1 2

sr-ben van 1-es, Fy-ben toroljiik a csicsat, a
specidlis alakd F;-bdl pedig egy fenti 1 fo-
ku cstcsot torliink, és megjegyezziik, hogy

vi3va] €l lesz a k6zos faban

s;-ben van 1-es, Fj-ben tordljiik a cstcsat,

Fr-ben egy lenti 1 fokit — vyjvz €l lesz

sy-ben van 1-es, Fy-ben toroljiik a csucsat,

F;-ben egy fenti 1 fokit — vijvoy €l lesz

mivel az egyik szinosztdlyon mér csak egy

csucs maradt, igy egyetlen feszit6fa van

a megjegyzett éleket behtiizva megkapjuk a

kozos feszitofat

13. dbra. A 231 és a 2112 fokszamsorozatok kozos feszit6fajanak eldallitasa
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3.2. Fas bijekciok és szimplexek

Az is érdekes kérdés tovabbd, hogy egy fakkal megvaldsithat6 bijekcid esetén a feszitGfaknak
megfeleld szimplexek vajon minden esetben belsdleg diszjunktak lesznek-e. A vélasz szintén nem-
leges.

3.6. Példa. A K; 4 grafban (mivel teljes paros graf) barmely bijekcié megvaldsithat6 fakkal. Tehat
ha ellenpéldat keresiink, elég taldlnunk két kiilonb6z6 fenti-lenti fokszamsorozat part tigy, hogy az

Oket realizdl6 faknak megfeleld szimplexek metsszék egymadst, azaz legyen k6zos bels6 pontjuk.

2 3 3 2
legyen a két fa: / i/i\. .%.
1 2 1 1 1 1 2 1

14. dbra. Két fa, amelyeknek megfelel6 szimplexek bels6leg nem diszjunktak

A két vizsgalt szimplex a gyokpolitop faéleknek eh. | cstics (1. fa) || eh. | estics (2. fa)

0.4 | (1,0,1,0,0,0) | 0,2 | (1,0,0,0,0,1)
0,11 (1,0,0,1,0,0) || 0,2 | (1,0,0,1,0,0)
0,11 (0,1,0,1,0,0) || 0,1 | (1,0,0,0,1,0)
0,2 | (0,1,0,0,1,0) || 0,1 | (0,1,0,0,1,0)
0,2 | (0,1,0,0,0,1) || 0,4 | (0,1,1,0,0,0)

megfeleld csucsainak konvex burka lesz. (A csicsok

koordinatai sorban vji-nek, viz-nek, voj-nek, voo-

nek, vp3-nak, és vp4-nek felelnek meg.) A szimp-

lex egy pontja akkor lesz belsd pont, ha a csticsok

konvex kombinacidjaként valé felirdsdban minden

egyliitthat6 szigortian nagyobb, mint 0.
Ha a masodik és negyedik oszlop pontjainak az els6 és harmadik oszlop egyiitthatéival (eh.) vett
konvex kombindcidjat nézziik, az ugyanaz a pont, a (0.5, 0.5, 0.4, 0.2, 0.2, 0.2) pont lesz, ami igy

mindkét szimplexnek belsé pontja lesz, tehdt nem lesznek belsdleg diszjunktak.

Noha az el6z0 példa azt mutatja, hogy egy fakkal realizdlhat6 bijekcid esetében a faknak meg-
feleld szimplexek nem sziikségszerlien adjadk a gyokpolitép egy belsdleg diszjunkt felbontésat,
mégis, mivel sok esetben ugyanaz a bijekcié tobb feszit6fahalmazbdl is megkaphatd, felmeriil a
kérdés, hogy vajon minden fadkkal megvaldsithaté bijekcidhoz 1étezik-e triangulécid, amelybdl ez a
bijekcid szarmaztathatd. A vélasz erre is nemleges: 1éteznek olyan bijekcidk, amelyek semmilyen
triangulaciébdl nem szdrmaztathatok, jollehet egy megfeleld, nem triangulécié tipusu disszekcio-

bdl igen.
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3.7. Példa. Az alabbi édbra a (ht : V,cut : E) Bernardi-folyamat eredménye, ahol a szalagstruk-
tira olyan, hogy a v3 és e4 csicsok koriil 6ramutat6 jardsdval megegyezd, a tobbi csicsndl pedig
ellentétes irdnyban halad. Legyen a bazispont az e3, €s a bazisél az e3v;.

Ez a bijekci6 az 123 - 1113, 132 - 2211, 213 - 2112, 222 - 1212, 231 - 2121, 312 - 1221, 321
- 1122 péarokat rendeli egymdashoz. Mivel a 222 fokszdmsorozat kivételével a bijekci6 altal 6ssze-
rendelt parok mindegyikéhez egyetlen dket realizald feszitdfa 1étezik, igy mivel példaul az elsd két
fa nem kompatibilis (a viejvoe4 kor megvaldsithatéd a két fa élein alterndlva), trianguldcidobol nem

lehet megkapni ezt a bijekciot.

15. abra. Egy bijekcid, ami megkaphaté disszekcidbol, de triangulaciébol nem
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