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1. fejezet

ElGismeretek

Kategoria elmélet

Kategoria
Egy kategoria C két adatbol all:
o Objektumok halmaza, amit Ob(C)-vel jeldliink.
e Valamint minden objektum-parhoz A, B € Ob(C) hozzéarendeljiik a kézotti mend
morfizmusok halmazat, vagyis Home(A, B)-t.

Ezeket a morfizmusokat gyakran f : A — B forméban irjuk. A kategoériara az alabbi

feltételek teljesiilnek:

e Kompozicié: Ha f € Home(A, B) és g € Home(B,C), akkor létezik az f és g
kompozicidja: g o f € Home(A, C).

e Asszociativitas:Ha f: A — B,g: B — C,h: C — D, akkor ho(gof) = (hog)of.

e Identitas: Minden objektumhoz A létezik egy identitas morfizmus
idy € Home(A, A), amelyre foidy = f ésidgo f = f minden f: A — B esetén.
A legegyszertibb példak kategoridkra, ha objektumoknak tetsz6leges halmazokat, mor-
fizmusokra pedig a kozottiik mend fiiggvényeket vessziik. Az Abel-csoportok is alkothatjak
az objektumok halmazat, ekkor természetesen a morfizmusok a csoporthomomprfizmusok
lesznek. Egy K test feletti vektorterek, illetve a kozottiilk mend lineéris leképezések szin-
tén példa kategoridra. Végezetiil pedig a topologikus terek kiegészitve kozottiik mend

folytonos leképezések halmazéaval megintcsak egy kategoriat definial.
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Funktorok
Egy funktor F : C — D két leképezéshdl all:

e Objektumok leképezése: F'(A) € Ob(D) minden A € Ob(C)-re.

e Morfizmusok leképezése: F(f) : F'(A) — F(B) minden f : A — B-re.

A funktor a kompoziciot és identitast megtartja:

F(go f)=F(g)o F(f), F(ida) = idpa)

Funktorok: kovarians és kontravarians
Legyenek C és D kategoriak. A kozottiik mend leképezéseket két osztélyba soroljuk:
e Kovarians funktor: F': C — D leképezés, amely teljesiti, hogy

— minden A € Ob(C) objektumhoz hozzarendel egy F(A) € Ob(D) objektumot,

— minden f : A — B morfizmushoz hozzarendel egy F(f) : F(A) — F(B)

morfizmust

ugy, hogy az megtartja az identitéast, illetve a kompoziciot:

F(ida) =idpey,  Flgof) =F(g)o F(f).

e Kontravarians funktor:F' : C — D leképezés, amely teljesiti, hogy:

— minden A € Ob(C) objektumhoz hozzarendel egy F(A) € Ob(D) objektumot,

— minden f : A — B morfizmushoz hozzarendel egy F(f) : F(B) — F(A)

morfizmust,

ugy, hogy az megtartja az identitéast, illetve a kompoziciot:

F(ida) =idpe),  Flgof) =F(f)o F(g).

A kovarians funktor ,megtartja” a morfizmusok iranyat és sorrendjét, mig a kontravari-
ans ,megforditja” azt. A legtobb esetben, ha csak ,funktort” mondunk, akkor kovariansat

értiink alatta.



Tenzorszorzat Abel-csoportokon

1. Definicioé. A, B Abel csoportok A ® B tenzorszorzatin aza®b:a € A, b € B alaki
elemek Abel csoportjdt értyiik, amikre teljesiilnek az alabbi "disztributivitdsra emélekztetd"

azonossagok:
e (a+d)Rb=a®b+d Db
e a®@(b+l)=a®b+axl/

Ezekb6l mar kovetkezik, hogy a neutrélis elem 0 ® 0 = a ® 0 = 0 ® b, illetve
—(a®b)=—a®b=a® (-D).

A definiciobol adodo legfontosabb tulajdonsagai a tenzorszorzatnak a kévetkezdk:
1. A B=B®A

2. (B, Ai) ® B=@,(A;® B)

3. A (B®(C)=(A®B)®C

4 Z@A=A

5. Zn@A=A/nA

6. Egy f: A— A’ és g : B — B’ homomorfizmus-péar indukil egy f® g: AR B —
A" ® B’ homomorfizmust: (f ® g) = f(a) ® g(b)

7. Egy ¢ : Ax B — C bilinearis leképezés indukél egy ¢ : A® B — C homomorfizmust,

amire ¢(a,b) = ¢(a ® b)

Mivel tudjuk, hogy barmilyen végesen generalt Abel-csoport, G elgall, mint

ahol n a csoport rendje, ¢;-k pedig nem feltétleniil kiillonb6z6, prim-hatvianyok, ezért az
1., 2., 4., 5. tulajdonsagokat felhasznalva barmilyen végesen genralt Abel-csoportok ten-

zorszorzata szisztematikusan kiszamithato.



2. fejezet

Homologia

Szimplicialis homolégia
2. Definici6. Legyen V = {vg,v1,- -+ ,v,} a "csicsok halmaza”, és A C P(V). Ekkor a
(V,A) part szimplicidlis komplexusnak nevezzik, amennyiben A teljesiti:

Ae AN, BC A\D— AcA,

ésV =UJA

A azon elemeit, melyek n + 1 cstuicsot tartalmaznak (hiszen ezek valojaban a V' rész-
halmazai) n—lapoknak nevezziik. Fontos, hogy egy n—lap barmely csticsanak elhagyasa
indukal egy n — 1—lapot (ez mindig igaz A leszallo tulajdonsaga miatt). A halmazelmélez-
ti szemlélet utan azonban szeretnénk ezeket a szimplicidlis komplexusokat topologikus

terekként kezelni.

3. Definici6. Standard n-szimplex-nek nevezziik az R"-beli konver burkdt azon

(vo, V1, ..., Uy) pontoknak, melyekre

n
v; > 0, Zvi: 1
i=0

A standard n-szimplexeket a konvenciénak megfelelsen A™-nel jeldljiik.



4. Definici6. Legyen adott V' csicshalmaz mellett X € A, ekkor

VEA VEA

eqy a csucsok dltal generdlt (valds) vektortér részhalmaza; és A realizdcidgjanak hivjuk az

altértopologidval elldtott

R(A) = Ay

AEA

RIVI=1rgszhalmaczt.

Ha az R(A) ~ X, ahol X egy tetszsleges topologikus tér, akkor magéat a homeomor-
Most miutan a halmazelméleti definicionak topologiai szemléletet adtunk, a kovetkezd

lépésként szeretnénk algebrat csinalni a szimplicidlis komplexusok halmazan.

5. Definicio. A n-lancainak nevezziik az n-lapok formdlis dsszegeit, és n-ldnccsoportnak

a

Cn(A) == {Z nef :nyg EZ}

JeAn

generdlt, szabad Abel-csoportot.

Ha fel szeretnénk tiintetni a szimplicialis komplexus cstucsait, akkor a [vg, - - -, vy,] jelolés
hasznalatos. A cstcsok indexelése eleve indukal egy rendezést rajtuk. Amikor egy adott
n — l—szimplexre egy n—szimplex lapjaként gondolunk, akkor erre a "szarmaztatasra" az
tgynevezett kalap operatorral hivatkozunk: [vg, -+, 0;, - -+, v,], vagyis hogy a [vg, -+, vy]
n-szimplex v; pontjanak elhagyaséval keletkezett lap. Nyilvan ekkor a cstcsok rendezése

is oroklédik, azokat nagysag szerint Gjraindexeljiik.

6. Definicié. Hatarleképezésnek hivjuk a lapokon definidlt

an[UOa"' avn] = Z(_1>Z[U0a 761'7"' 7vn]
1=0

leképezés Oy, : Cp(N) — Ch_1(A) linedris kiterjesztését.

1. Lemma. A hatdr hatdra tres: 0,10, = 0.



Bizonyitds. Egyszertien kibontva definici6 szerint egy tetszéleges o = [vg, - - - , v,] n-lapra:

On(0) = Z(—l)i[vo, ey gy, 0], és gy

On-100(0) =Y (1) (=1 [vo, .-, 0o Bire s )+ (=1 (=1 Mo, By, By

Homolégia-csoportok

7. Definicié. A C = (C,,0,) sorozat lanckomplezus, ha félig egzakt, vagyis teljesiil a
On—10, = 0 azonossdg. A C sorozat azonosithato a @ C,, graddlt Abel-csoporttal, Ci-k a
gradicsok tehdt.

Ezen a C gradalt Abel-csoporton szintenként faktorizalva jutunk el a homoldgia-

csoport definiciojahoz.

8. Definicié. A H,(C) := Ker(0,),/ Im(0n+1) faktorcsoport a C' linckomplezus n-edik

homoldgia-csoportja.

A hatarleképezés magjanak elemeit ciklusoknak, képeit pedig hatdroknak nevezziik.
Minden hatér elem elall tehat 9,412 alakban (megfelels n-re), [[j miatt pedig 9,0, 112 = 0,
vagyis Im(0,11) C Ker(9,), tehat a homologiacsoportok joldefinialtak.

Igazak tehéat az alabbi Gsszefliggések:

rank(C),) = rank(Ker(d,)) + rank(Im(d,))

rank(H,) = rank(Ker(9,)) — rank(Im(0,,+1)),
amibgl > (—1)"rank(C,) = > (—1)"rank(H,)

9. Definicié. Legyen adva eqy X topologikus tér. Erre definidlhato eqy A-komplexus struk-
tura, ami o, : A" — X folytonos leképezések csalddja, melyek kielégitik az alabbi feltéte-

leket:



® 04|intan megszoritds injektiv, és eqyiitt lefedik X -et.
e 0, megszoritdsa A™ bdrmely lapjdra egy o : A" ' — X leképezés.

e A C X nyilt részhalmaz, akkor és csak akkor ha minden o, '(A) C A™ Gskép nyilt

részhalmaz.

Ezutan definidlhatoak barmely X topologikus térhez a A, (X) szabad Abel-csoportok

Szingularis homolégia

Egy tujabb absztrakciot jelenthet az a megkozelités, ha a szimplicialis komplexusok he-
lyett a standard n-szimplex egy adott X topologikus térbe mend folytonos leképezéseinek

halmazan akarunk homologia elméletet késziteni.

10. Definici6é. Bdrmely folytonos leképezését A"-nek egy topologikus M térbe az X tér

eqy szinguldris n-szimplexének nevezziik.

Itt is definidljuk tetszéleges X topologikus térhez tartozd C,(X) lanccsoportokat (je-
16lés ugyanaz, mint a szimplicidlis esetben) gy, mint a szingularis n-szimplexek altal
generalt szabad Abel-csoportot.

Adva van A" !-nek egy linearis beagyazésa A"-be a

¢i(U07 cory Uiy Vige1y «oey Un—l) - (U07 -eey Vg 07 Vig1y -ey Un)

formaban. Ezzel, ha van mar egy o : A" — M szingularis szimplex, akkor az automati-
kusan indukalja a o o ¢; : A"~! — M leképezést, amit a o i-edik lapjanak hivunk.

Hatéarleképezésen most is a szinguléris szimplexeken a

a(0) =) (=)o 0 o]
i=0
képlettel definialt, majd linearisan kiterjesztett 0 : C,(X) — C,_1(X) homomorfizmust
értiink.
Ekkor is természetesen teljesiil a lemma, "hatdr hatdra dres” allitdsa. Ezért az

el6z6ekhez hasonléan most is fel tudunk irni egy félig egzakt sorozatot a szingularis lancok



csoportjain:

oo Co(MR) 2 O (M R) ™5 Co (M R) — 0;
A félig egzaktsag miatt Ker(9,_,) faktorizalhaté Im(d,)-nel. Igy most is eljutottunk a
homologia csoportokig, mint a H,(X) := Ker(9,-1),/Im(0,) faktorcsoporthoz.

1. Tétel. Ha X topologikus tér trianguldlhato, akkor rajta (az azonos szintd) szimplicidlis,

lletve szinguldris homologia megegyeznek.

Homolo6gia alaptulajdonsagai

Nézziik mi torténik egy X topolégikus téren definidlt homologiacsoportokkal, ha azokat
"keresztiilhiuzzuk" egy f : X — Y folytonos leképezésen. Vehetjiik minden o : A" — X
szingularis n-szimplex f szerinti foo : A" — Y képet, ami mar a C,(Y") lanccsoport egy

eleme.

@>9k, >>L,@>9L >> L, ,@>9 , >>...Q.aVa,VVaVa, VV---@> M >> M,Q

Természetesen meriil fel a kérdés, hogy mivan, ha az X, f szerinti képét visszahtuzzuk
Y-rol egy g : Y — X folytonos leképezés mentén. A legszebb eset nyilvan az, ha X és Y

homotop ekvivalensek. Igaz a kévetkezd tétel:
2. Tétel. Homotop ekvivalens terek megfeleld homoldgia csoportjai izomorfak.

Bizonyitds. Bevezetében targyalt modon indukél tetszéleges f: X — Y leképezés a két

tér homologia csoportjai kozotti homomorfizmust, f* : C,,(X) — C,(Y), ahol
ff(o)=foo: A" =Y.

Minden probléma nélkiil f* linedrisan kiterjeszthetd:

f*(z nio;) = an‘f(ai) = an’f*(ai)'



A linearitas miatt az alabbi diagram kommutal minden n-re:

.= Cu(X,R) —2 C 1 (X, R) — ..

f*l l £

.= Co(Y,R) —2— C (Y, R) — ..

Vagyis az indukalt homomorfizmus hatart hatarba, és ciklust ciklusba visz. Definial-

hato tehat f, : H,(X) — H,(Y), a kovetkezs hozzarendeléssel:
f*([z nio;]) = an‘f*(az‘)/Ker(an(f*)) = f*(z nioi),/ f*(Ker(,))

Trivialis, hogy az identitas leképezés altal indukalt homomorfizmus identitds marad a
szingularis lanccsoportokon és a homologia csoportokon. Az is nyilvanvald, hogy

X5y i> Z esetén
(fog)(ox)=fogoox(A") = fog'(ox)=f"og (ox)

igaz minden ox € C,(X) szingularis szimplexre, és a linearis kiterjesztés is kompatibilis
a kompozicioval, ezért (f o g)* = f* o g*.

Ha igaz lenne, hogy homotoép leképezések ugyanazt a homomorfizmust indukaljak a
homolégia csoportokon, akkor készen lennénk a bizonyitassal, hiszen feltéve, hogy X és

Y homotoép ekvivalensek:
[dy 2 fog: X - X, ldy Zgof:Y =Y,

akkor (f o g). izomorfizmus a H, (X) homolégiacsoportokon, lévén homotopak az iden-
titassal, de ekkor sziikségképpen az f, : H,(X) — H,(Y) homomorfizmus is, hiszen az

elébbi keresztiilhtizhato rajta:

H,(Y,R)

H,(X,R) (fog)” s H,(X,R)

3. Tétel. Legyenek f,g: X — Y homotdpok, ekkor f* = g*: H,(X,R) — H,(Y,R).

Bizonyitds. (vazlatos) ElGszor is definialjuk a A™ x I egy felosztéasat, ahol az also lap,
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vagyis A" x 0 = [v, ..., v,], és a fels6 lap, A" x 1 = [wy, ..., w,|, ahol a 7 : A" x [ — A
vetitésnél w; € 7 (7 (v;)).
A felosztést egy algoritmussal definialjuk, ahol a [vy, ..., v,] lapbol eljutunk a [wy, ..., w,]

lapig tgy, hogy n-t6l haladva egyesével atcseréljiik a v; "koordinatat" w;-re, tehat:
[’Uo, ceny Uy Wig1enny wn] — [’U(), ey U1, Wy, wn]

Ez azért mnagyon hatasos algoritmus, mert az egymas utan koévetkezd
[V0y eey Uiy Wig 1.y Wy, illetve  [vg, ..., v;_1, w;, ...w,] n-szimplexek a [vg, ..., v, Wy, ..., Wy
n+1-szimplex hataraban vannak. Tovabba

n—1
A" x I = U[UO, ey Uy Wiy ooy Wy | U [U0, Wy vy Wi | U [V, ey Uy W]
i=1
ahol ezen n + l-szimplexek a [vg, ..., v;_1, w;, ...w,] alaka szimplexek mentén "ragadnak
Ossze".

Feltéve tehat, hogy f,g : X — Y leképezések kozott létezik egy F' : X x I — Y

homotoépia, minden o : A™ — X szinguléris n-szimplex tovabbhizhato Y egy szingularis

n + l-szimplexére az F(o x I): A" x [ - X x I — Y kompozicion definialt

P<0) = Z(_1>iFoO|[vo,...vi,wi,...wn}
i
prizmaoperator segitségével.

Ezen a prizmaoperatoron nézziik a hatarleképezést:

8P<0> = Z<_1)j(_1>iFoa|[Uo ~~~~~ Vjyeeey Uiy Wiy, ’wn]+

(]

Z(_l)j+1 (_1)1F © U| (V055,05 Wi 5oy 5oy Wi ] 9

1<j
a két szummaban ¢ = j esetén ugyanazok a tagok szerepelnek ellentétes elGjellel, kivéve a
[0, Wo, ..., Wy], &s a [vy, ..., Uy, Wy] tagokat, amik pontosan goo = ¢*, illetve —foo = — f*.

Amikor pedig i # j, akkor —PJ(o)-t kapunk, hiszen:
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Po(o) = Z(—l)iil(—l)jF 0 a|[vg, ... 0j, .ovy Vi, Wi,y ..o, Wy

i>j

D (=D (=1 F 0 o[vg, .04, Wy, ooy W, ooy )

i<j
Vagyis azt kaptuk, hogy
OP =g" — f*— PO.

Es ezzel készen is vagyunk, hiszen valasztva adott a € C,,(X)-re szeretnénk belatni, hogy
abban az esetben, ha ez az « egy ciklus, akkor f*(«), illetve g*(«) csak hatarban tér el,
ugyanis pontosan ekkor reprezentalja o ugyanazt a homologia osztalyt f,-ban, és g,-ban
is. De ez teljesiil is, hiszen g*(a) — f*(a) = OP(a) — PO(a) = OP(«) + 0, tehat tényleg a

kiilonbség csak egy hatarbeli elem. 0

Relativ homolégia

Legyen X és A térpar, vagyis topologikus terek gy, hogy X tartalmazza A-t. Létezik tehét
egy A <y M inklazio. Komponélva o4 : A" — A szingularis szimplex-szel i* := 1 0 04

indukél egy C,(A) <5 €, (M) inklaziot.

11. Definicié. A C,(X; A) := C.(X),/C,(A) faktort az (X, A) térpdr relativ lanccso-
portjanak hivjuk.

Ezzel természetesen indukalodnak a relativ lanccsoportok kozotti relativ hatérleképe-
zések, illetve relativ homologia csoportok.

Nyilvanvaléan a C,(X),/C,(A) relativ lanccsoport C,(X) részcsoportja, azonban
azért nem szerencsés erre igy gondolni, mert a hatarleképezés nem feltétlen viszi egy-
masba ezeket a részcsopotrtokat.

Erre egy trivialis példa X = S' =T /0 ~ 1, illetve A = 0 € S*. Ekkor nyilvan
C1(X) = C1(X),/C1(A), hiszen C1(A) = 0. Tekintsiik most azokat a A € C1(X) szingu-
laris 1-szimplexeket, amelyek [0, 1]-et nem sziirjektiven képezik S'-re, de A(0) = 0. Ezekre
OA = A(1) — 0, ami a Cy(X),/Co(A) faktorcsoportban A(1).
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4. Tétel. Minden (X,A) térpdr relativ homoldgia csoportja beilleszthetd az aldbbi alaki

homologia csoportok kézti egzakt sorba:

.= H,(A) = H,(X) > H,(X,A) > H,_1(A) — ...
Bizonyitds. Legyen j : C,,(X) — C,(X, A) a faktorleképezés. Ezzel a

J

0 — Ch(A) S Cu(X) =0

sorozat rovid egzakt. Minden szinten hattatva a hatéarleképezést egzakt sorozatok kom-

mutativ diagramjat kapjuk:

00— Cp(A) —— Cp(X) —2— Co(X, A) —— 0

2 o lo

0 —— Coy(A) — Coy(X) —2 Cy(X, 4A) —— 0

Ez "elforgatva" bedgyazodik egzakt sorozatok még nagyobb kommutativ diagramjaba:

0 0 0
Av 5 . 1;1, 5 Av
—_— n+1 7 n 7 n—1 ———
7 [ g
Bv 5 . BE’ 5 Bv
—_— n+1 7 n 7 n—1 —
J J J
C °,c, 25 C
— Unqa 7 Un » bpe1 —

Elhagytuk a C,(X), C,(A), Cn(X, A) jeloléseket, mert igaz az &altalanos allitas is,
hogy a fenti kommutativ diagram indukal a homolégia csoportokon is egy hosszii egzakt

sorozatot:

s H (A S H.(B) S Ho(C) 2 Hy 1 (A) — -

ahol a 0 : H,(C) — H,_1(A) leképezés még definidlasra var.
Vegyiik el6szor is észre, hogy minden ¢ € (), ciklusnak van j szerinti &sképe B,-ben,

jeloljiik ezt b-vel. A diagram kommutativitasa miatt j o 9(b) = 9 o j(b) = 9(c) = 0, tehat
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d(b) € B,,—1 benne van Ker(j)-ben.

A (vertikalis) egzaktsag miatt pedig 9(b) € Im(i), vagyis egyértelmten létezik
a € A,_1,amire i(a) = 0(b). Eggyel megint jobbra tolva d(a) = 0, mert a kommutativitésa
miatt i 0 d(a) = doi(a) = Jod(b) =0, és i injektiv. Legyen tehat d[c] = [a]. Nem nehéz
a joldefinialtsagot ellenérizni, de mi ettSl most eltekintiink.

A0:H,(C)— H,_1(A) leképezés a homologiacsoportok kézott valdojaban homomor-
fizmus, hiszen 0[c;] = [a1] és O[co] = [az] valasztéassal, ahol legyenek tovabba by, illetve by
J(b1 4+ b2) = j(b1) + j(b2) = c1 + ¢, és i(ar1 + az) = i(a1) + i(az) = Oby + Oby = O(by + b2)
miatt 9([c1] + [ca]) = [a1] + [ag]

Mostmaér direktben ratérhetiink annak bizonyitasara, hogy a

o Ho(A) S H(B) S Hy(O) S Hy (A S Hy o (B) — -

homolégiacsoportok sora egzakt.

ElGszor is a

Im ¢* C Ker j*
Im j* C Ker 0

Im 0 C Ker ¢*

tartalmazasok trivialisak.

A Ker j* C Im ¢* tartalmazashoz vegyilink egy Ker j*-beli homologia osztaly repre-
zentanst, b € B,,-t, ami ugye ciklus j(b) hatarral. Legyen ¢ € C,, 11, amire 9¢ = j(b).
j sziirjektivitdsa miatt 3 € By db = ¢. Ekkor

~

J(b—=0b) = j(b) = j(b) = j(b) — O(i(D)) = j(b) — 0 = j(b) = i(b) = 0.

Emiatt Ja € A,, hogy b — db = i(a). Az i(da) = d(i(a)) = (b — db) = db = 0

Osszefiiggés mutatja, hogy a ciklus, hiszen 7 injektiv. De akkor
i*[a] = [b— 0b] = [b],

és ezt akartuk megmutatni.
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A Ker 0 C Im j* tartalmazashoz, ha c reprezental egy Ker 0-beli homolégia osztalyt,

akkor a = Oa valamely a € A,-re. Ugyanakkor
d(b—i(a)) = 0b— 0i(a) = db —i(0a) = A(b) —i(a) =0

vagyis b —i(a) ciklus. Tovabba j(b—i(a)) = j(b) — j(i(a)) = j(b) = ¢, és mi pontosan ezt
akartuk belatni, hiszen igy j*[b —i(a)] = [].

Végiil a Ker ¢* C Im 0 tartalmazéashoz véve egy a € A, ciklust, amire i(a) = 0b
valamilyen b € B,,-re, azt latjuk, hogy j(b) is ciklus, hiszen 0j(b) = j(0b) = j(i(a)) = 0,
szoval d[7(b)] = [al.

Ezzel be is fejez6dott a teljes bizonyitas.

O

12. Definicié. Legyen (X, x0) pontozott tér. Ekkor H,(X)-el jeloljik, és redukdlt

homoldgia-csoportoknak hiviuk, a H, (X, x¢) relativ homoldgia-csoportokat.
Az el6bbi tétel szerint minden n > O-ra H,(X) = H,(X,xy), és értelemszertien

Co(zg) = Z, amibdl adodik a

CH(X) S Co(X) B Cy(z) — 0

egzakt sor. De innen kévetkezik, hogy a p : Co(X) — Co(xg) = Z leképezést p(D> -, nio;) =
> ;i egyltthato Osszegzés definialja. Tehat Ho(X, zo) egy komponenssel kevesebb Z di-
rekt Osszege, mint Hy(X).

Egy alkalmazasként most belatjuk a Brouwer fixponttételt redukalt homolégia segit-

ségével. Ehhez el6szor is ki kell mondanunk a (4] tétel egy fontos kovetkezményét:

2.1. Kovetkezmény. Legyen A eqy X tér (nemiires) zdrt altere, mely deformdcids retrak-

tuma valamely X-beli kérnyezetének. Ekkor a homologia csoportok alabbi sorozata egzakt:

c—s Ho(A) 2 Hy(X) L Ho(X/A) S Hy o (A) 2 Hy (X)) — -

oo — Ho(X/A) — 0

Ez nyilvan onnen jén, hogy H,(X, A) = H,(X /A), hiszen n > 0 esetén a
7 Cu(X),/Cp(A) — Cn(X /A) leképezés sziirjektiv; masrészt injektiv is, mert a j~1(o)
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Gsképek csak A-beli lancban térhetnek el. Tehat C,,(X),/C(A) = C,(X /A)
(az n = 0 esetben trivialisan teljesiil az izomorfizmus). Igy a megfelel6 homologia csopor-
tok is izomorfak.

Ratérhetiink tehat a Brouwer fixponttétel bizonyitasara. Egy onmagaban is fontos

allitassal kezdiink:
2. Lemma. H,(S") = Z, és H;(S") =0, i # n esetén.

Bizonyitds. A bizonyitas alapotlete a
D"/ Snt 2 gn
Osszefiiggés és a tény, hogy D™ pontrahiizhato, vagyis fIZ(D") 2 (). Tehat van egy
C— Hy(S™Y) & Hy(DM) 20 L Hi(S™) S Hiq (5" — - -
egzakt sorozatunk. Az egzaktsag miatt O izomorfizmus H;(S™) és H;(S"') kdzott.

Ho(S™) =0, han #0,

Hy(S°) = Z
értékekbsl indukcioval adodik az allitas tetszéleges (i,m) természetes szamparra. O

5. Tétel. (Brouwer): 0D" nem deformdcios retraktuma D™-nek.
Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy az, vagyis létezik egy r : D™ — 0D", hogy
1:0D" — D"

inklazioval komponélva r o az identitas 0 D"-en. Ekkor ez a homologiacsoportokon is egy

5k

H,_,(0D") 5 H,_ (D) L5 H,_,(0D")

identikus kompoziciét eredményezne, ami lehetetlen abbol kifolyolag, hogy

H,_1(D") 20
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, vagyis ¢* = 0. U

13. Definicié. Legyen U = {U,} egy olyan nyilt fedése az X topologikus térnek, amelyre
teljesiil: X =, int(Uy). Ekkor a

CY(X) :=Im (@ C(U,) — C(X)) :
csoportot az U-kis ldncok csoportjanak nevezzik.

6. Tétel. Azi: CY(X) < C(X) inklizid izomorfizmust indukdl a homoldgidk kézitt:
H, (i) : H,(CY(X)) — H,(X).

A bizonyitas kifejezetten hosszi. Azon az elképzelésen alapul, hogy minden szingu-
laris szimplex helyettesitheté annak baricentrikus finomitasaval gy, hogy a homologia
osztaly nem valtozik. Elegendd szamu iteralt baricentrikus finomitas utan a szimplexek

képei olyan kis halmazokba esnek, amelyek illeszkednek valamely U,-ba - ezért elenged-

s st

is tartalmazza X-et - igy kis lancokat kapunk.

14. Definicidé. (Baricentrikus finomitds): A standard n-szimplex A™ baricentrikus

felosztdsa (n + 1)! kis n-szimplexre osztja tovdbb azt. A felosztds indukcicval torténik:

e n =0 esetén a szimplex nem oszlik tovdbb.

e Ha az (n — 1)-dimenzids lapok mdr fel vannak bontva, akkor A™ finomitott

n-szimplexei az aldbbi formdjiak:
[ba W, -« - - >wn71]7

ahol [wo, ..., w,_1] valamely (n — 1)-lap egy finomitott szimplexe, b pedig a A™ ba-

ricentruma.

Bizonyitds. (Vdzlatosan): Legyen a € C,,(X) egy ciklus, azaz da = 0. Jeldljiikk B(a)-val

az « baricentrikus finomitasat. Ekkor igaz, hogy:

a— B(a) =08,
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A B

2.1. dbra. A? baricentrikus finomitésa: b a baricentrum

valamely § € C),11(X)-ra, vagyis a és B(«) homologok.

Ez lényegében onnan jon, hogy a A" standard szimplex és az [ egységintervallum
szorzatan, A" x [-n baricentrikus finomitast végziink tgy, hogy a b baricentrum a A" x {0}
"fedSlapon" legyen. Majd a baricentrikus finomitéasait visszavetitjiik a fedélapra. Ez a
leképezés egy lanchomotopiat indukal az identitas és a baricentrikus finomitas kozott,

ami azt jelenti, hogy létezik egy T : C,,(X) — Cy11(X) leképezés, amire:
OT+T0 =1id—B.

Ha 0o = 0, akkor 0T () = a — B(«), tehat o — B(a) valéban hatér.

Ertelemszerten az iteralt baricentrikus finomitasban szereplé szimplexek atmérdije
lirnN_m(nLH)N = 0-hoz tart. Erre alkalmazva a Lebesgue-lemmat, azt kapjuk, hogy béar-
mely o szinguldris szimplexhez létezik olyan N-edik iteracio, amire BY(0) € CY(X),

vagyis minden szimplexhez van olyan fed6halmaz, aminek belseje tartalmazza.

kis-lancok tételének bizonyitasa: Legyen a € C,(X) tetszéleges lanc. Ekkor mint
azt az el6bb megallapitottuk létezik olyan N € N, hogy az N-szeres baricentrikus finomi-

tas, BN («), mar kis ldnc. Ha o ciklus, akkor tudjuk, hogy homolog B (a)-val, azaz
H,(1)[B™ (a)] = [a,

ami bizonyitja H,, (i) sziirjektivitasat.

Most mutassuk meg, hogy H, (i) injektiv. Legyen 3 € CV(X) ciklus, azaz 98 = 0, és
tegytik fel, hogy 3 képe C,,(X)-ben hatér:

i(8) = 0o valamilyen « € C,,11(X) mellett.
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Ekkor ismét létezik N, hogy BN () kis lanc, vagyis BY () € CY(X). Rdadasul mivel B

egy lanc-leképezés, azaz 0 o B = B o 0, ezért:
(BN (8)) = BY(i(8)) = BY(9a) = 0B (),

tehat BY(3) is hatar, marmint CY(X)-beli hatar.

Mivel BY(3) homolog 3-val, azaz 8 — BY () = 0 valamilyen v € C,,.1(X)-re, ez azt
jelenti, hogy f3 is hatar CY(X)-ben.

Igy [8] =0 € H,(CY(X)), tehat H,(i) injektiv is, vagyis
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H,(i) : H,(CY(X)) — H,(X)

izomorfizmus.

7. Tétel. (Kivdgds) Legyen X topologikus tér. Az aldbbi dllitdsok igazak:

1. Legyen U C A C X. Ha U C int(A), akkor az (X \ U, A\ U) — (X, A) inklizio

indukdl egy izomorfizmust a homologidk kézott:

Ho(X\U,A\U) = H,(X, A).

2. Tegyiik fel, hogy X = AU B, és teljesil, hogy X = int(A) U int(B). Ekkor az
(B,AN B) — (AU B, A) inklizid szintén izomorfizmust indukdl:

H,(B,ANB)= H,(AUB, A).

A két allitas ekvivalens, ha B := X \ U-t valasztunk, vagyis az els6 eset a masodik

egy specialis esete.

A relativ homologia "metodikajat" alkalmazva a kis lancok koncepcidjara, definialhat-

juk a relativ kis lancokat.

15. Definicio. Legyen U = {U,} nyilt fedése az X térnek, olyan mddon, hogy:
X = Uint(Ua),

és legyen A C X. A
CV(X, A) i= CV(X)/CUA(4),
ahol UN A ={U, N A}, csoportot hivjuk relativ U-kis ldncok csoportjanak.

8. Tétel. (Relativ kis ldncok) A természetes leképezések CUV(X) — C(X) és
CUN(A) — C(A) indukdlnak egy lancleképezést:

j:CY(X,A) = C(X, A),
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amely a homologidk kézott izomorfizmust indukdl:
HY(X, A) = H,(CY(X,A)) = H,(X, A).
Bizonyitds. A j lancleképezés "illeszkedik" a kdvetkezd kommutativ diagramra:

0 — OU(4) — CY(X) — CYX,4) — 0

! ! Lj
0o — CA4) — CX) — CX,A — 0
A két vizszintes sor egzakt, igy a homologiacsoportokon hosszii egzakt sorozatokat,
illetve kozottiik mend leképezést indukilnak. Ez a struktira lényegében egy "végtelen
létrara" hasonlit.

Tehat a j altal indukalt leképezés a homologia csoportok koézott is izomorfizmus:

H,(Cy(X,A)) = H,(X,A).

A kivagasi tétel bizonyitasa a relativ kis lancok tételével: Vilasszuk az

U = {A, B} fedést. Ekkor a relativ U-kis lancok:

CY(X,A) = (C(A) +C(B))/C(A)
C(B,ANB)=C(B),/C(AN B)

A relativ kis lancok tételébdl tudjuk, hogy
H, (X, A) = H,(X, A).

Maésrészt mivel a (B, AN B) < (X, A) inkluzi6 altal indukalt C(B, AN B) — CY(X, A)

leképezés izomorfizmus a masodik izomorfizmus tétel miatt, ezzel pedig:
H,(B,ANB)= H,(X,A),

vagyis megkapjuk a masodik kivagasi izomorfizmust.

Az els6 kivagési tétel ennek specidlis esete: ha X = AU B és B = X \ U, akkor

21



AN B=A\U, és igy visszakapjuk a
H,(X\U,A\U)= H,(X,A)

allitast.

O

16. Definicié. (X,A) pdrt jo pdrnak hivjuk, amennyiben A (nemiires) zdart altere az X

topologikus térnek, valamint deformdcios retraktuma valamely X-beli kornyezetének.

1. Allitas. Legyen (X, A) egy jo pdr. Ekkor a hdnyados-leképezés
q:(X,A) = (X/A,AJA) = H,(X /A)
1zomorfizmust indukdl a homoldgidk kézétt minden n € N-re:
¢ Hy(X,A) = Ho(X/A, AJA) = H,(X/A).

Bizonyitds. Legyen V' C X egy olyan nyilt kornyezete A-nak, amelyre létezik deformécios

retrakcio r : V' — A. Ez azt jelenti, hogy a parok homotop ekvivalensek:
(V,A) = (A A),
melybdl kovetkezik, hogy minden n-re:
H,(V,A) =2 H,(A,A) = 0.
Alkalmazzuk a relativ homologia hosszu egzakt sorozatat a (X, V, A) tér-harmasra:
s Hy(V,A) = Hy (X, A) S Hy (X, V) = Hyy(V,A) — -

Mivel H,(V,A) = 0 minden n-re, az egzaktsag miatt ¢ : H,(X,A) — H,(X,V)
izomorfizmus.
Hasonl6an, a deformacios retrakcio r : V' — A indukal egy retrakciot a faktortereken is,

amibdl teljesen nyilvanvaloan (X /A, V/A) par homotop ekvivalens az (X/A, A/A) parral.
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[letve ismét nyilvanvalé egy trivialis homolégia csoport:
H,(V/A AJA) = 0.
Megint alkalmazva a hosszu egzakt sort most az (X/A,V/A, A/A) térharmasra:
- — H,(V/A,AJA) — H,(X/A, AJA) AN H,(X/A,V/A) — H, 1(V/A AJA) — --- |
ahol az egzaktsag miatt megint csak:
H,(X/A, AJA) S H,(X/A,V/A)

izomorfizmus.
Tovabba, mivel a ¢ : X — X /A hanyados-leképezés az X \ A-ra megszoritva homeo-

morfizmus, a kivdgdsi tétel alapjan
H,(X,V)= H,(X/A,V/A)

Igy a kovetkezé kommutativ diagramot kapjuk:

1w

H,(X,A) H,(X,V)

Lq 1=
Ho(X/A) = Hy(X/A, AJA) S Ho(X/A,V/A)

A vizszintes, és a jobb oldali fiiggsSleges leképezésekrdl belattuk, hogy mind izomorfiz-

musok, vagyis a kommutativitas miatt a bal oldali fiiggGleges
¢ Hy (X, A) — H,(X/A, AJA)

leképezés is izomorfizmus. O

Most példaként minden n-re explicit megadunk egy konkrét ciklust, amely generalja

a H,(A™ 0A™) csoportot, amely izomorf Z-vel.

Mivel D™ és A™ topologiailag ekvivalensek, a (D™ 0D™) par helyett vehetjik a
(A™, OA™) part.
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A konstrukci6é indukcioval torténik. Legyen i, : A" — A" az identitas-leképezés,
amelyet tekinthetiink egy szingularis n-szimplexnek is. Azt allitjuk, hogy i, relativ ciklus,
és generatora H, (A", OA™)-nek.

Az n = 0 alapeset trivialis. Ekkor ugyanis A° egy pont, A" = (), igy
HO(on @) = Zv

és az 1y identitas természetesen reprezentalja ennek generatorat.
Az indukcios 1épéshez tegyiik fel, hogy az allitas igaz n — 1-re. Jelolje A C OA™ azt a
részt, amely egy kivételével az 6sszes n — 1-dimenzids lap unidja.

Ekkor az alabbi izomorfizmusokat allitjuk:

H, (A", 0A™) 5 H,_(0A", N) & H,_y (A" dA" 1),
Els6 izomorfizmus: A hosszi egzakt sor a (A", 0A™, A) térharmasra tartalmazza a
Co s Hy (DA™, A) — H, (A", A) — Hy (A", 0A™) % H,_ (DA™ A) — ---

részt. Mivel pedig A" deformécios retraktuma A-nak (hiszen A egy n—1 dimenzios szimp-

lex, amelybdl hianyzik egy lap), ezért
Hip(A", A) =0 minden k-ra,

igy az egzaktsag miatt
Hy, (A" 0A™) S H,_1(dA", A).

Masodik izomorfizmus: A A"! — JA™ leképezés (a hidnyzo lap beillesztése) be-

agyazza A" et OA"-be ugy, hogy a kép diszjunkt A-tol. Ezt felhasznalva lathato, hogy:
A"HOAMTE =2 9AT /A,

ami indukéalja a
H,_ (A" 0A™ ) 5 H,_1(0A™, A),

izomorfizmust.
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A két izomorfizmust komponalva pedig
Ho (A", 0A™) = H, (A", 0A" 1),

ami alatt az i, identitas hatara éppen az i,_; identitas elGjeles képe, tehat az indukcio

teljestil.

Most ugyanigy megadjuk az H,(S") generdtorat. Tekintsik az S™ gombot két n-
szimplex egyesitéseként:
Legyen AT és AL n-szimplexek a hataraiknél osszeragasztva: A} = 0AYL.
Ekkor a kiilénbségiik
Al — AL € C,(S™)

egy ciklus, és azt allitjuk, hogy ez a generator.

Vizsgéljuk ehhez az alabbi izomorfizmusokat:
H,(S™) = H,(S",Ay) & H, (A7, OAY).
Els6 izomorfizmus : az (S™, A}) par hosszi egzakt sora
o= Ho(AY) — H,(S™) — H,(S™,AY) — Hy, 1(AY) — -+,
ahol AZ pontrahtuzhato, amibdl az egzaktsag miatt
H,(S™) S H,(S™,AD).

Masodik izomorfizmus : ez n > 0 esetben érvényes, ekkor ugyanis a S™/AL és
AT JOAY jol lathat6an homotopok.

Ezen izomorfizmusok alatt a
AT — AL € C,(S™)
ciklus azonosithatdo Af-nel H, (AT, dAT)-ben, amelyrdl mar belattuk, hogy ott valoban

generator. Igy A" — A7 tényleg generalja H,,(S™)-t.
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Homolégia egyilitthatékkal

Felmeriilhet a kérdés, hogyan valtozik a homoldgia, ha az alapul szolgald Z egyiitthato-
csoportjat tetszéleges Abel-csoportra cseréljiik ki. Erre ad kissé elkeserité valaszt az Uni-
verzalis Eqgyiitthato Tétel, miszerint az egész-egyiitthatos homologia teljesen meghatarozza
a tobbit. Ezt ennek a résznek a végén bizonyitjuk be, addig el6készitjiik az algebrai hattért.

Sokszor azonban ettdl fiiggetleniil tényleg érdemesebb lecserélni Z csoportot, példaul
RP" homoldgia csoportjai joval elegansabb format vesznek fel Z, felett.

Ismert ugyanis RP" cellafelbontasa, ami minden k£ < n-re tartalmaz egyetlen k di-
menzios cellat. Az n-dimenzios cella, e hatarat az (n — 1)-dimenziés vazba beragasztod

leképezés a

foo Sl g7, 2 RPL

hényados-leképezés, aminek képét ugye az S"~! gomb kétrétiien fedi.

17. Definicié. Az f : S™ — S™ leképezés homologikus foka k, ha az indukdlt f. :
H,(S™) — H,(S") leképezés o — ka alakii.

Az f, faktor-leképezés altal meghatarozott kételemii ekvivalencia-osztalyok az anti-
podikus parokbol allnak, a leképezés fokszéama tehéat az identitas, illetve az antipodalis

leképezés Gsszege:

deg(fn) =1+ (=1)",

ami értelemszertien paros n esetén 0, paratlan n esetén 2. Igy a lanckomplexus felirhato
22572353 72% 70
alakban, amibdl szdmolva a homologia csoportokat (Z felett):

7, k=0,

Hy(RP™Z) =17y, hal<k<neésk paratlan,

0, egyébként.

Ellenben Z, felett
Hk(]R]Pm,ZQ> = ZQ, YO0 S k § n
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18. Definici6. Legyen C = (C,,,0,) egy lanckomplezus, ahol minden C,, egqy Z-modulus.
Tovabbd legyen G tetszdleges Abel-csoport. Ekkor az L ® G lanckomplexus definicidja:

o Az n-edik gradicsot C,, ® G-ként definidljuk,

e A hatdrleképezés 0, ® idg,

On+1®@1dg
e

o A ldnckomplezus: -+ — Cpi1 @ G C,®G— -

Célunk annak megértése, hogyan viszonyul egyméashoz H,,(C) és H,(C®G). Gondoljuk
meg, hogy ha egy lanckomplexus minden grédicsa végesen generalt, szabad Z-modulus,

akkor a hatarleképezések Z feletti matrixok. A Smith-norméalforméra hozva
diag(dl,...,dr,O,...,O), ahol dz | di+1.

diagonélis matrixot kapunk, aminek megfeleléen szétbonthaté direkt Osszegre: r darab
0-2Z%7 50 tipusi rész-lanckomplexusra, és néhany 0 — Z — 0 tipusu trivialis
lanckomplexusra. Vegyiik azonban észre azt is, hogy ez a felbontés nem egyértelmt, mert
a lanckomplexusok nem feltétleniil irreducibilisek. Pélaul m = 6 valasztéssal a 0 — Z Sz
komplexusnak 0 — 37 S 6z rész-lanckomplexusa.

A fentiek alapjan minden végesen generalt lanckomplexus visszavezethetd két alap-

Tz 2z

(a) Trivialis komplexus:

0—=-Z—-0)G=0—G—0,

G, n=0
amelynek homologiaja: H,, =

0, egyébkeént.

(b) Nemtrivialis komplexus:

0-Z57Z—-0)2G=0—-G5G—0.

Ennek homologiaja:

Hy =ker(m:G — G) ={g € G:mg =0} =: Tor,,,(G),
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Hy = coker(m : G — G) = G/mG.

Ezek alapjan:
H,(0=7Z7—0)=(0,0,Zy,0),

H,(0 =G G —0) = (0, Tor,(G),G/mG,0).

Homologikus algebra

A fentebb pedzegetett koncepcidknak mar van egy kidolgozott matematikai nyelve, most
ezt ismertetjik. Ehhez vegyiink egy R kommutativ gytrit, és jelolje R-Mod az R-
modulusok kategoridjat. Itt most elsGsorban az R = Z esetet vizsgaljuk, tehat az Abel-
csoportok kategoriaja lesz a fokuszban.

Tegyiik fel, hogy I’ : R-Mod — R-Mod egy additiv funktor, azaz a leképezések Osszegét
osszegbe viszi. Ekkor F' indukil egy funktort az R-modulusok lanckomplexusainak kate-
goriajan is. Az ilyen funktor megérzi a lanckomplexus-struktirat és a félig egzaktsagot,

de az egzaktsagot altalaban nem. Ezért a

azonossag nem mindig teljesiil. Erre példaként szolgél az el6bbi ®G tenzorszorzasa a
07Z%7 =0

sornak, amely 0 — Z =% Z-nél, mint lattuk, "elvesztette" egzaktsagat a tenzorszorzas

utéan.

19. Definicio. Legyen A € R-Mod. Egy
== > > A—0

egzakt sorozatot A szabad felolddsdnak nevezzik, ha minden F; szabad R-modulus.

Példaul Abel-csoportok esetén mindig van 2-hosszu szabad feloldés. Legyen ugyanis

G az Abel-csoportunk, és I a generatorainak halmaza. Definidljunk egy Fj szabad Abel-
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csoportot, aminek bazisa egy f bijekcioban all I-vel. Ekkor nyilvan
0= Ker(f) > Fo—>G—0

egzakt.
Az is belathato, hogy minden R-modulusnak van szabad feloldasa. Jeloljik M-mel ezt

a tetszdleges R-modulust. Az
= Fa—-F—=-—=F—=M=0

egzakt sor F), szabad modulusait induktivan konstrualjuk.
Valasszunk ehhez M egy generatorrendszerét S C M, és vegyiik az Iy := R") szabad
modulust. Majd definialjuk kozottiik az € : Fy — M leképezést a bazisvektorok képeinek

segitségével (majd linearisan kiterjesztjik):

e((rs)ses) = Z TsS

A mag szintén R-modulus, jeloljik Ki-gyel. Most valasszuk K7 egy generatorrendszerét

Si-et, és vegyiik a hozza tartozo Fy := R szabad modulust. Epitheté igy az
RS ES M0

sor, ahol dy(rs,) := s1

Indukcioval haladunk tovabb:
K2 = (dl), F2 = R(SQ),

ahol S5 generalja Ks-t, és di-hez hasonldé modon definidljuk dy : Fy — Fi-et.

gy kapjuk a kovetkezs egzakt sort:
s BB RS RS M0,

mely szabad modulusokbol all.
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Legyen F : R-Mod — R-Mod additiv funktor, és
Fob—-A—=>0=---—>F, —--—>F—>A—=>0

sor pedig A szabad feloldasa. Ekkor F(F,) is félig egzakt, és a H;(F(F,)) csoportok mérik

az eredeti funktor mennyire nem-egzakt.

2. Allitas. A H;(F(F,)) nem fiigg a vdlasztott szabad felolddstdl, csak F-tdl és A-tdl.

Bizonyitas. Belatunk hozza egy altalanosabb eredményt:

3. Lemma. Legyen o : A — B R-modulus homomorfizmus és Fy — A — 0, illetve G4 —
B — 0 szabad felolddsok. Ekkor o indukdl eqy & : Fy — G4 ldncleképezést, lanchomotopia

erejéig eqyértelmien.

Bizonyitdas. Elég belatni, hogy

5o
$
o
Q

~
D!
=
<
=
~
D)
o
Q
S
~
Sy
~
]

diagram kommutativva tehetd.

Ehhez sorban az «; leképezéseket definialjuk. Mivel Fy szabad, és gy sziirjektiv, de-
finidlhat6 ap a bazison, majd onnan linearisan kiterjed. a;-hez is az kell, hogy Im(g;)
tartalmazza az ag o f; kompozici6 képét. A diagram kommutativ részébdl viszont tud-
juk, hogy ay-val visszahtuzva Ker(go)-t, az adott Fjy beli részhalmaznak tartalmaznia kell
Ker(fo)-t, ami az egzaktsag miatt Im(f;). Tehat ugyis gondolkodhattunk volna, hogy
a(Im(fy)) C Ker(go) = Im(g1). Induktive kész vagyunk.

Visszatérve az eredeti allitas bizonyitasara az a B = A, illetve o« = Id 4 valasztasokkal,

az el6z6 lemma specialis esete. 0
O

20. Definicié. Az F, R-modulusok kézti additiv funktor i-edik derivdltjat a kévetkezd-
képpen definidljuk:
Der'(F)(A) := H;(F(F,))

ahol Fy - A — 0 az A R-modulus eqy szabad felolddsa.
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Példaul, ha G egy abel-csoport, akkor a vele valo @G : A — A ® G tenzorszorzas egy

ilyen additiv funktor, és annak els6 derivalt funktorat
Tor; (A, G) := Der' (2G)(A)

jeloli. Mivel belattuk, hogy Abel-csoportoknak mindig van kett6 hosszu feloldasa a[2]allitas

miatt, minden magasabb homologia, igy a derivalt funktorok is nullak.

9. Tétel. (Univerzdlis Egyiitthato Tétel) Minden C' linckomplexusra az aldbbi sorozat
egzakt:
0— H,(C)®G— H,(C;G) — Tor(H,_1(C),G) =0

Ez a tétel a derivalt funktorok és a homologia kozotti kapcesolat egyik kulcsfontossagu

allitasa, viszont bizonyitasatol eltekintiink.
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3. fejezet

Kohomolégia

A kohomolégia a homolégia egy algebrai variansa, amely a definiciok dualizalasaval kelet-
kezik. Bar a kohomologia-csoportok, H*(X), sok tekintetben hasonl6 axiomakat elégitenek
ki, mint a homologia-csoportok, a dualizalas miatt az indukalt homomorfizmusok ellentétes
irAnyban hatnak. Ezt kategoriaclméleti nyelven tigy is mondhatjuk, hogy a kohomologia
egy kontravarians funktor, mig a homologia kovarians.

Bar a két elmélet sok esetben ekvivalens informéciét hordoz, a kohomolégia kont-
ravaridns természete ad egy extra szorzéas-strukturat, a csésze-szorzattal, amellyel a
kohomologia-csoportok gytirtikké valnak.

A homolégidban is természetesen létezik a kohomologia szorzas miveletének megfele-

16je, a keresztszorzat. Lényegi kiilonbség azonban, hogy amikor nézziik a

"leképezés-sorozatot", akkor a masodik leképezés definidlasakor probléméaba iitkoziink.
Ugyanis azt egy X x X — X leképezés indukalnd, amibdl a vetités csak trivialis ho-
mologiat eredményezne, 1évén az egyik faktort egyetlen pontba képezi. A kohomologia a

kontravariancidja miatt viszont a
HY(X)x H(X) = H(X x X) = HM(X)

sorozat masodik leképezésének definialdsakor forditva, azt egy X x X — X leképezés

indukalna. Erre pedig megfelels jelolt a A(x) = (x,z) diagonalis beagyazas.
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Kohomolégia csoportok

A homolégia csoportokat az adott --- — C, N Ch-1 — -+ lanckomplexusbol szarmaz-
tattuk, a Ker(0),/Im(0) faktorizalassal.

Hasonloan kapjuk a H"(X; G) kohomolégia csoportokat: a C,, lanccsoportokat lecserél-
jik Hom(C,,; G) duéalisukra, vagyis a C,, lanccsoportbdl a G csoportba képez§ fiiggvények
csoportjara. Ugyanigy jarunk el a 0 hatarleképezésekkel, amik dualisat 8-val fogunk jelol-
ni. Majd megint vessziik a Ker(8),/Im(8) faktorokat.

Csésze-szorzat

Ebben a szakaszban ismertetjiik a bevezet6ben mar elérevetitett, kohomolégia csoporto-
kon értelmezett szorzas miiveletet. Ezt is, a homoldgia elméletben ismert receptet kévetve,
a kolanccsoportokon (ott lanccsoportok) definialjuk eldszor, majd rajtuk keresztiil vezet-

jik be a kohomologia csoportokra.

21. Definicié. Legyen ¢ € CH(X;R), illetve v € CYX;R), ahol R gyiri, dltaldban
Z, T, Q. Ekkor kettejiik ¢ — 1 € C*U(X;R) csésze-szorzata az a koldnc, ami a

o AP X szinguldris szimplezen

o(ollvo, - -+ v ) (o [Vkg1, -+ - Vi)

értéket veszi fel. Vagyis a o leképezést "kettévagjuk”, és a kiértékeléseket R felett Ossze-

szorozzuk.

Ahhoz, hogy ezt a definiciot valamiképp kiterjessziik a kohomologia csoportokra is,
természetesen meg kell adni egy formulat, hogyan kapcsolodik a kolancokon értelmezett
csésze-szorzat, a kohatar leképezésekkel.

Vegyiik el@szor is észre, hogy o : A*! — X szingularis szimplexre (a hatérleképezés

miatt vesziink eggyel nagyobb dimenzios szimplexet):

(Op — ¥)(0) = Z(—l)is&(al[vo, O U)o [k, s Okgeral),
(=D — ow)(o) = Y (=1)'p(ollvo, - o) (ollvn, -, 03, s vksena])

i=k
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A két egyenletet Osszeadva az els6 egyenlet utolso tagja kiesik a masodik egyenlet els6

tagjaval, és igy jutunk az alabbi Gsszefliggéshez:

S — ¥+ (=1)fp — 8 = Z e(ollvo, -+ 0g, vk DU (0| [Orr1s - -+ 5 Viges])
k+£+1
+ Z U| Vo, * 7Uk])¢(0-|[vk7”' a@ia"' ’Uk-l-ﬁ-l-l])
i=k+1
=0(p — ¥)

Ebbél adéddan kociklusok szorzata kociklus, illetve kociklus és kohatar szorzata ko-
hatar, igy ez a szorzas valoban kiterjed a kohomologia csoportokra, természetesen meg-

orokolve a kociklus szinten trivialisan teljesiil§ asszociativitast és disztributivitast

Kohomologia gytiri

22. Definicié. Legyen H*(X; R) := @, H"(X; R), aminek elemei a
S it a; € HY(X; R) véges tagi dsszegek. Bdarmely két tag szorzata pedig:

e =Y o

H*(X; R) egységes, amennyiben R az. R elemeivel valo skalar-szorzas a H*(X; R) gyt-
riit R-algebrava teszi. Minden kiilonésebb diszkusszio nélkiil definialhatoak a H*(X, A; R)
relativ kohomolégia gytirtk, a relativ csésze-szorzaton keresztiil.

A csésze-szorzat kompatibilis, az f* indukalt leképezésekkel is, ahogy ezt az alabbi
lemma mutatja.

4. Lemma. Tekintsik az f : X — Y leképezés indukdlta f* : H*(Y; R) — H™(X; R)
leképezéseket. Ekkor a f*(a — B) = f*(a) — f*(B), ugyanigy a relativ esetben.

Bizonyitds. Definici6 szerint kibontva a képleteket:

(ffo — fY) (o) = fro(allve, - - o)) fro(ol[ve, - - vite])
- SO(fUHU()v T 7Uk])w(fo-|[vk7 e 7Uk+f]>
= (g —¥)(fo) = f{e — ¥)(0)
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a koldnccsoportokra, ami implikdlja a lemma &llitésat. O

Mint ahogy azt az eléz6 fejezet végén megmutattuk, a kommutativitas nem teljesiil

ugyan a csésze-szorzatra, de nem sok hija van:

3. Allitas. a — 8= (-1)*8 — a, ahol « € H*(X; R) és 3 € H'(X; R).

Kinneth formula

Most azt vizsgaljuk milyen kapcsolat van a csésze-szorzat és szorzatterek kozott.
23. Definicié. A H*(X;R) x H*(Y; R) — H*(X x Y; R) leképezést kereszt-szorzatnak
nevezziik, és a x b = pi(a) — pi(b) azonossiggal definidljuk, ahol py, py az X XY

szorzattér X, illetve Y-ra valo vetitései.

Felhasznélva a csésze-szorzat disztributivitésat

(a+a)x (+V)=pilata)—ps(b+V)
= pi(a) — p3(b) + pi(a) — p3 (V') + pi(a’) — p5(b) + pi(a’) — py(V)

=axbtaxb+axb+ad xV,

vagyis a kereszt-szorzat bilinearis.

Els6 reménytlink az lenne, hogy a kereszt-szorzat izomorfizmus, azonban lévén bilinea-
ris, ez elég ritka. Viszont pont a bilinearitas megkeriilésére vehetjik H*(X; R) x H*(Y; R)
helyett a H*(X; R) ®g H*(Y; R) tenzorszorzatot. Az univerzdilis tulajdonsdga alapjan
ugyanis minden f : A x B — C bilinearis leképezés "keresztiilhiizhat6" az A ® B ten-
zorszorzaton, vagyis egyértelmten létezik egy f : A ® B — C lineéris leképezés, hogy

fq(a,b) = f(a,b), ahol ¢ : A x B — A ® B a hanyadosleképezés.

A®B

N
Y ~
q ~ o atf
<
. 2. ~
linedris >~

A
Ax B f S

C
Ezzel kapunk egy p : H*(X; R) ®gr H*(Y; R) — H*(X x Y; R) kohomologia gytirtk

k6z6tti homomorfizmust, amit szintén kereszt-szorzatnak fogunk hivni.
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24. Definicié. Az (a ® b)(c® d) = (—1)llac @ bd "szorzatot" graddlt tenzorszorzatnak
nevezziik, ahol |a| jelzi az a elem "dimenzidjdat", vagyis hogy az elem hanyadik gradicsbol

szdrmazik.

A kereszt-szorzat és a gradalt tenzorszorzat egyiitt a kovetkezGképpen viselkedik:

p((a@b)(c®d) = (=D u(ac @ bd)

)
)l (a — ¢) x (b~ d)
)
)

"lpi(a — o) — pilb — d)

(-
= (-
(—
= (=1)""Fpi(a) — pi(e) — p3(b) — p3(d)
pia) — p3(b) — pi(c) — p3(d)

= (axb)(cxd) = pla@b)u(c®d)

Bizonyitas nélkiil kimondjuk a kereszt-szorzatra vonatkozé fontosabb tételt CW-

komplexusok esetén:

10. Tétel. Legyen X és Y CW-komplexusok, tovdibbd H*(Y; R) végesen generdlt szabad
R-modulus minden k-ra. Ekkor a kereszt-szorzat izomorfizmus H*(X; R) @ g H*(Y; R) és
H*(X xY; R) kohomoldgia gyirik kézott.

Alkalmazas

Végezetiil mutatunk egy alkalmazasat a kohomolégia gytirt-strukturajanak topologikus

terek megkiilonboztetésére. A f6 allitas, amit bizonyitani fogunk:
4. Allitas. CP? ¢ S? v S*.
Ehhez el6szor meg kell fejteniink, hogyan is néz ki a CP? kohomologia gytrtje Z felett.
5. Allitas. A komplex-, illetve valds projektiv terek kohomoldgia gyirijei:
H*(CP*;Z) = Z|a| és H*(CP";Z) = Z[a] /(a™), ahol |a] = 2
H*(R*®; Z) = Zs|a] és H*(R™; Z) = Zs[a] /(a™), ahol |a| = 2
Bizonyitds. RP"-el kezdiink. Mivel az RP"' <« RP" inkluzi6 az n-nél kisebb szin-

td kohomolégia csoportokon izomorfizmust indukal, ezért induktive elég megmutatni,

hogy H" !(RP") generatoranak és H'(RP") generatoranak csésze-szorzata egy generatora
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H"(RP")-nek. Ez 1 és n — 1 helyett altalaban is igaz barmely i, j természetes szampérra,
amire ¢ + j = n.

Azonositsuk RP"-ben RP'-t az (v : ---:v; : 0: --- : 0) alakti vektorokkal, RP/-t pedig
az (0:---:0:wv:---:v,) alaktiakkal. Ekkor tehat RP* N RP’ egyetlen pont, jeloljiik ezt
p-vel, aminek egyetlen nem nulla koordinatéaja az i-edik.

Jeloljiik U-val azt az alteret, amit azok a vektorok alkotnak, melyek ¢-edik koordi-
nataja nemnulla (a tobbi pedig tetszéleges). Ez az U altér tehat homeomorf R™-el; ezen
homeomorfizmus alatt p képe 0.

Vegyiik R® R? x R7 alakt direkt felbontasat, és vizsgaljuk az alabbi diagramot:

Hi(RP") x Hi(RP") = s H"(RP")

I I

H(RP",RP" — RP) x H/(RP",RP" — RP*) —— H"(RP",RP" — {p})

|

Hi(R",R" — R¥) x H/(R*",R" — Rf) —= 5 H*(R",R" — {0})

Ez, minthogy lattuk a kereszt-szorzat és a csésze-szorzat kapcsolatat, kommutal.
Vegyiik észre, hogy a kivagasi tétel szerint a jobb alsé horizontalis leképezés izomor-
fizmus. Szintugy a folotte levs, hiszen RP™ — {p} deforméciés retraktuma RP" '-nek. A
projektiv tér cella felbontasabol latszik a H™(RP" = RP" ') izomorfizmus is.
Ahhoz, hogy belassuk a bal oldali horizontélis leképezések is mind izomorfizmusok

felhasznaljuk a

HY(RP") <« HYRP",RP')  « HYRP",RP"—-RP) — H(R",R"-R)

| | I [

HY(RP") — H'(RP',RP' 1) — H(RP',RP' — {p}) — HY(R", R’ — {0})

kommutativ diagramot, amin kénnyen igazolhatéan minden leképezés izomorfizmus. ¢ és j
szerepe szimmetrikus a diagramon, ezért ez igazolja a kivant horizontalis izomorfizmusokat
az eredeti diagramon.

Ekkor készen is vagyunk, mert az eredeti diagram also sora ekvivalens a
HY(I',0I') x H(I0I7) — H"(I",0I")
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kereszt-szorzattal, amir6l tudjuk, hogy generatorokat generatorba visz a (10| tétel szerint.
Innen mar minden tovabbi eset bizonyitasa egyszeri. RP™ kiévetkezik abbol, hogy az
RP" — RP* inkltzi6 izomorfizmust indukal H*(—;Zs) homologia csoportokon i < n
esetben.
Komplex esethez pedig csak cseréljiik le a H* homologia csoportokat H2?*-ra, R-t pedig
R-re. U

CP? 2 S? v S* bizonyitasa: Mint gytrik H*(S?V S*) = H*(S?) @ H*(S*), igy elobbi
allitas alapjan viszont H*(CP?) ¢ H*(S? v S%).
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