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1. fejezet

Bevezetés

A szakdolgozatomban bizonyos feltételeknek eleget tevé utak koziil keresiink adott
mérték szerint legjobbat. Roviden bemutatjuk az altaldnos feladattal kapcsolatos ered-
ményeket. Kés6bb specialis eseteket vizsgalunk meg, ahol a feladatunk az lesz, hogy
hogyan kereshetiink két cstcs kozott a feltételeknek eleget tevs utak, illetve ezek ko-
zil legrévidebbet vagy leghosszabbat. A dolgozatban bemutatott modszerek gyak-
ran a klasszikus tutkeres algoritmusokra, példdul a Dijkstra- vagy a Bellman-Ford-
algoritmusra [3|[2] épiilnek, amelyeket az adott feltételeknek megfelelsen modositunk.
Az altalunk elemzett utak esetében kiilondsen fontos szerepet kap az Gt monotonitasa,
amely megkotést jelent az egyes élek bejarasara. Az aldbbi fejezetekben ezen problé-
makorrel foglalkozunk, és mutatjuk be azokat az algoritmusokat, amelyekkel megfelels
utakat kereshetiink egy grafban.

1.1. Definiciok és alapfogalmak
1. Definicié. FEgy irdnyitott grdaf aciklikus, ha nincsen benne iranyitott kor.
2. Definicio. Egy c élsilyozds nemnegativ, ha minden e € E-re c¢(e) > 0.

3. Definicid. A G irdnyitott grdf egy c élsilyozdsa konzervativ, ha G minden iranyitott
C korére c(C) == .o cle) > 0.

4. Definicié. Eqgy P = (vg, €1, 01, ..., €y, vy) iranyitott it szigorian monoton csokkend
egy ¢ €lsulyozdsra, ha c(ex—1) > c(ey) minden k € {2,3...n}-re.

Ehhez hasonloéan definialhatok a szigortian monoton névekvs, a monoton csokkend
illetve a monoton névekvs it fogalmak.

1.2. Dijkstra-algoritmus

A Dijkstra-algoritmus az egyik, ha nem a legismertebb és legtébbet hasznalt gréafalgo-
ritmus. Dijkstra eredeti cikkének [3] a Google Scholar szerint t6bb, mint 37500 darab
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1.3. UTKERESES MEGENGEDETT ELPAROK MELLETT 5

idézése van, amely szam joval nagyobb lehetne, de gyakran el6fordul, hogy nem hivat-
kozzak le, amikor az algoritmust felhasznéljak. Mivel a szakdolgozatomban tobbszor
felhasznalom, épitek ra, ezért itt roviden bemutatom és leirom a miikodését.

Az algoritmus meghatéirozza a legrovidebb utat egy adott kezd6pontbdl a graf tébbi
csiicsdhoz egy nemnegativ élsilyozott, iranyitott vagy iranyitatlan grafban.

A megoldés azon az elven alapul, hogy egy adott s cstcsbol kiindulé legrovidebb utak
fat vagy iranyitott esetben fenyst alkotnak a grafban. Azaz, ha P egy s-bdl kiindulo
legrovidebb tut, akkor az s € P’, P’ C P utak is legrovidebb utak.

Az algoritmus fokozatosan épiti fel a kezdGpontbol elérhets cstcsokhoz vezetd legrovi-
debb utakat, a tavolsagok novekvs sorrendjében.

Az algoritmus futéasa kozben a graf cstucsait harom halmazba osztja:

— A: azon csucsok halmaza, amelyekre mar ismerjiik a kezdépontbol vezets legro-
videbb 1t hosszat

— B: azon csicsok halmaza, amelyeket mar elériink egy A-beli csticsbol, de még
nem biztos, hogy a legrévidebb uton

— (': tobbi cstcs, amelyeket még nem értiink el

Az s kezdGestucsot elGszor a B halmazba helyezziik.

Ezutan minden lépésben a B halmazbdl kivalasztjuk azt a cstcsot, amelyhez a legro-
videbb 1t vezet, majd frissitjiik ezen cstics B és C-beli szomszédaihoz tartozé tavolsa-
gokat és az Gjonnan elért C-beli cstucsokat athelyezziik B-be. Végiil athelyezziik ezt a
csticsot az A halmazba.

Ezt az eljarast addig ismételjiik, amig B iires nem lesz.

A Dijkstra-algoritmus lépésszama éllistas megadas esetén binaris kupaccal O(mlogn).

1.3. Utkeresés megengedett élparok mellett

Gyakorlatban el6fordul, hogy olyan feladatot kapunk, melyben két cstics kozott kere-
siink utat tgy, hogy az Gtban az egymést kdvets élekre feltétel van megszabva. Ezt ugy
is megfogalmazhatjuk, hogy néhany élpartra megtiltjuk, hogy egy tutban egymas utan
legyenek.

Garey és Johnson 1979-ben Gsszegytjtottek és bebizonyitottak tobb, mint 100 NP-teljes
problémakat [5]. Ebben a konyvben mar szerepel az ttkeresés tiltott parokra (path with
forbidden pairs) probléma, amely a kovetkezd:

Adott G(V, E) iranyitott graf, C' ={(a1,b1), ..., (an, by)} csticsparok és s, t € V cstcsok.
Létezik-e s-bdl t-be iranyitott ut gy, hogy a C-ben 1évé csiicsparok koziil legfeljebb
egy szerepel az utban.

A szerz6k megjegyzik, hogy ez abban az esetben is NP-teljes, ha a cstiicsok helyett
élparokat tiltunk. Ez pedig pont a korabban felvezetett problémanak egy altaldanosabb
esete.

Stefan Szeider ennél részletesebben vizsgalta [I3] a problémat, akinek eredményét itt
roviden Osszefoglalom.



6 FEJEZET 1. BEVEZETES

Adott egy G iranyitatlan graf. Legyen T'(v) a ve V(@) cstcs éleinek élgrafja, azaz T'(v)
cstcsal a v csucs élei. T'(v) két cstucsa kozott pontosan akkor fut él, ha megengedjiik,
hogy ez a két él egyméas utan szerepeljen egy ttban a G grafban. Tovabba legyen
T ={T(v):veV(Q)}, ekkor egy P = (vg,e1,v1,...,€n,0,) Utra azt mondjuk, hogy
T-megengedett ut, ha ey, ey1 kozott T'(vg)-ban fut él minden £ € {1,2,...,n—1}-re.

Legyen A egy grafosztaly, mely zart az izomorfizmusra, illetve A™9 legyen az A graf-
osztaly feszits részgrafokkal valo lezartja.

A-CP probléma: Létezik-e adott G grafban és a hozza tartozo T'€ A-ra s,t €V csticsok
kozott T-megengedett ut?

1. Tétel. Az A-CP probléma NP-teljes, ha A™¢ tartalmazza a kévetkezd grafhalmazok
valamelyzkét {Pg, K2 —I—KQ}, {Kg, K2 ‘I"KQ}, {P4}, {L4}
Minden mds esetben ez a probléma linedris iddben megoldhato.

A cikkben erre a 3-SAT [5] problémat vezeti vissza, amely kozismerten NP-teljes, de a
bizonyitast itt nem részletezziik.



2. fejezet

Legrovidebb monoton utak

Ebben a fejezetben két algoritmust ismertetek a legrovidebb szigortian monoton csok-
kend utak keresése problémara. Az els6 nemnegativ, a masodik konzervativ élsilyozas
mellett oldja meg a feladatot.

Ezen algoritmusok kiemelkedd szerepet toltenek be a szakdolgozatban, ugyanis tébb
alkalommal a késébbiekben alapul fogjuk ket venni mas problémak megoldéasakor.

2.1. Nemnegativ élstlyozas

Feladat: Adott s kezdGesuesbol legrovidebb, szigortian monoton csokkend (ebben az
alfejezetben réviden monoton) utat szeretnénk talalni minden csicsba egy nemnegativ
élsulyozott, iranyitott, egyszeri G = (V,E) grafban.

Input: G iranyitott graf, s kezdépont, c(uv) élsulyok.

Kézenfekvs megoldasnak tiinik a Dijkstra-algoritmust alapul venni és csak annyit mo-
dositani, hogy a feltételt ne sértsiik. Azaz mindig a még nem atvizsgélt legrovidebb
megengedett uthol javitunk tgy, hogy az adott legrovidebb 1t utolsé élének sulya na-
gyobb legyen, mint az utana kovetkezdé.

Ez a feltétel nélkiili legrovidebb tut problémara azért mikddik, mert s-bdl egy cstcsba
vezetS legrovidebb utnak minden s-bdl indulod részutja is legrovidebb ut. Azaz 1étezik
olyan s gyokert fenyd, melyben minden cstucsba legrévidebb tton lehet eljutni s-bél.
A monoton esetben azonban ez nem teljesiil. Az interneten tobb ilyen rossz megoldast
is lehet erre a problémara talalni, példaul a geeksforgeeks.org [0] avagy a tutorial-
spoint.com [7] programozasi kurzusokat kinalo weboldalon.
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Ebben az ellenpéldaban kezdéskor atvizsgaljuk az s csticsot, ezért az u és v cstucsokat
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8 FEJEZET 2. LEGROVIDEBB MONOTON UTAK

a latott kupacba beszurjuk 10 és 2 értékekkel. Mintoroljiik a kupacbdl a v csicsot,
hiszen révidebb tton értiik el, mint az w cstcsot, igy most v-t vizsgaljuk &t. Innen
tudjuk javitani az u-ba vezets legrovidebb monoton utat. Ezutdan azonban u-bo6l nem
fogjuk tudni elérni a t cstcsot, hiszen az sv,vu,ut élekbdl allo it nem monoton. Ez
természetesen hibés, hiszen az su, ut élekbdl allo tton elérnénk s-bdél a t cstucsot.

Azt is lathatjuk, hogy minden él benne van az s-bdl kiindul6 legrévidebb szigortan
monoton csokkend utak unidjaban és latszik, hogy ez nem egy fenyd.

A feladat megoldasa abban rejlik, hogy nem a cstucsokba vezets legrévidebb monoton
utakbol javitunk, hanem az élekben végz6ds legrévidebb monoton utak szerint tessziik
ezt.

ALGORITMUS:
P:={}; S:={s}; R(s):=0; p(s) :=s
for u eV do
h(u) =1
degree(u) := u-bol kiléps élek szama
F(u) :=u-bol kiléps élek ¢ szerint névekvs sorba rendezve
end for
for su € F do
K (su) :=c(su); p(su) :==s
P < su
end for
while P # () do
wv = argmin{K(e) | e € P}
uv < P
if h(v) > degree(v) then continue
end if
for i = h(v)..degree(v) do
vt := F(v)]i]
if c(vt) > c(uv) then break
end if
K(vt) := K(uv)+c(vt); p(vt) :=uv; P4t
if t € S&& R(t) > K(vt) then
R(t) := K(vt); p(t) := vt
end if
if t ¢ S then
R(t) := K(vt); p(t) :=vt; S <t
end if
h(v)++
end for
end while

Ezen pszeudokodot Evgeny Kluev leirasa és C++ programkodja [10] alapjan irtam.
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Jelolések:

P kupac, melybe beszurjuk azokat az éleket, melyeket elériink monoton tton

S': kupac, melyben a mar latott csicsokat taroljuk

R(v): s-b6l v-be a legrévidebb monoton 1t hossza

K (uv): uv élben végzdds legrovidebb monoton ut hossza

p(v): v-be vezetd legrévidebb monoton ut utolso éle

p(uv): uv élben végzdds legrovidebb monoton ut utolso elétti éle

h(v): pointer, mely a legkisebb indextd, még P-be be nem szurt, v-bdl kiindulo él indexe

2. Tétel. Az algoritmus lépésszama O(mlogn) éllistds megadds esetén és bindris ku-
pacok haszndlatdval.

Bizonyitds: Inicializalni a sziikséges valtozokat és minden csiicsnal a kilépd éleket no-
vekvd sorrendben rendezni Osszesen O(mlogm) lépés. A while ciklusban minden él-
lel legfeljebb kétszer végziink miiveleteket, egyszer amikor beszurjuk P-be, és egyszer
amikor mintoroljik P-bél. S-ben is legfeljebb 2m darab kupacmiiveletet végziink, mert
miutan egy uv élt beszirunk P-be, megvizsgaljuk, hogy v az S-ben benne van-e és ha
nem, akkor beszurjuk, illetve az R(v) értéket frissitjiik, ha sziikséges. A kupac mitivele-
teket (P-ben és S-ben is) O(logn) idében tudjuk végrehajtani. Mivel O(log m) egyszerd
grafokban megegyezik O(logn)-nel, igy O(mlogn) a futasideje az algoritmusnak.

Rendezésrsl és kupacmiiveletekrd] részletesen Kirdly Zoltan jegyzetében [§| olvasha-
tunk.

3. Tétel. Az algoritmus s-bdl minden csicsba, melybe vezet monoton 1it, megad eqy
legrovidebb monoton utat.

Bizonyitds: ElGszor azt bizonyitjuk teljes indukcioval, hogy P-ben csak olyan uwv él
van, melyre az algoritmus talalt K (uv) hosszt, uv élben végz&dd monoton utat s-bol.
Kezdetben az s-bdl kilépé éleket szirjuk be P-be. Ezen élekre teljesiil, hogy monoton
utak s-bdl. Az algoritmus futasa alatt, ha egy uv élre a K (uv) értéket definialja, akkor
késébb mar nem fog rajta valtoztatni. Tegyiik fel, hogy egy 1j élt szeretnénk beszturni
P-be és eddig P-re igaz, hogy csak olyan uv él van benne, melyre teljesiil, hogy az
algoritmus talalt K (uv) hosszi, uv élben végz6dé monoton utat. Ez a feltétel sértetlen
marad a beszuras utan, hiszen az algoritmus P-be pontosan akkor szur be egy uv élt,
ha el6tte mintérolt P-ben olyan élt, mely u-ba vezet és a silya nagyobb, mint az uv
élnek, illetve K (uv)-t is eszerint frissiti. Igy teljesiil, hogy azon uv élekre, melyekre
definialt a K (uv) érték, az algoritmus talal K (uv) hosszi monoton utat, amely uv-ben
végzddik.

Kell még, hogy minden élben, melyekben végz&dik monoton ut, az algoritmus is ta-
laljon utat és ezek legrévidebb monoton utak. Minden uv € E-re, ha létezik uv-ben
végz6ds monoton 1ut, akkor legyen K*(uv) a legrovidebb monoton ut koltsége, mely az
uv élben végzddik, kiilonben nem definialjuk.

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan uv él, melyre a K(uv) érték nem definialt, de
K*(uv) igen (nem talalt monoton utat az algoritmus) vagy K(uv) < K*(uv) (nem
legrévidebb monoton utat talalt az algoritmus). Legyen T' egy uv-ben végz5ds legrovi-
debb monoton 1ut, ekkor 7" minden élére, ha T-bdl elhagyjuk az adott él utani éleket,
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akkor egy legrovidebb monoton utat kapunk, amely az adott élben végzddik. Tovabba
tudjuk, hogy T elsé éle egy s-bol kiléps él, melyre a K és K* értékek biztosan meg-
egyeznek. Ha K (uv) nem definialt, akkor legyen a be él az els6 él T-ben, melyre K (bc)
nem definialt, és legyen ab €l a be el6tti €l T-ben. A be él valasztasa miatt K (ab) érték
definialt, vagyis P-be valamikor beszirta az algoritmus ab-t, ezért mintorolte is azt.
Amikor mintorolte, akkor be élt megvizsgalta az algoritmus és mivel c(ab) > ¢(bc), ezért
be is szirta volna P-be bc élt, hiszen még korabban nem volt beszirva, igy ellentmon-
désra jutunk. Ha K (uv) > K*(uv), akkor hasonldéan az elébbi jeléléshez, legyen be él
az elsé él T-ben, melyre K (bc) > K*(bc), és legyen ab a be el6tti él. Ekkor létezik egy
xb (# ab) él, melyet az algoritmus mintorolt P-bél, és zb-bol elérte be-t, és beszirta
P-be. Az algoritmus biztosan hamarabb mintorolte xzb-t, mint ab-t, kiilonben ab-bdl
értiik volna el be-t, ezért K*(xb) < K(xb) < K (ab), hiszen minden mintorolt élre igaz,
hogy a nala késébb mintoérolt éleknél kisebb egyenld a silya. A be él megvalasztasa
miatt K (ab) = K*(ab), igy K (bc) = c(bc) + K(xb) < c(be) + K*(ab) = K*(bc), azaz
ismét ellentmondésra jutottunk. Tehat T-ben minden monoton tuton elérhetd élre K
definialt és értéke megegyezik K*-gal.

Az algoritmus minden cstcsra megadja, hogy mekkora a legrovidebb monoton tt hossza
s-bdl, hiszen R(v) értéke a legkisebb K (uv) értékkel egyenls, ahol uv egy v-be beléps
él.

A legrévidebb monoton utakat pedig ugy kaphatjuk meg, hogy minden u (# s) cstcsra
p(u) megadja, hogy melyik élbél értiik el R(u) hosszi monoton tuton u-t. Az s-bdl kilé-
pé élekre p(su) s-et adja vissza, illetve minden nem s-bél kiléps uv élre p(uv) megadja,
hogy melyik élbél értiik el K (uv) hosszi monoton tton uv-t. Igy vissza lehet fejteni a
legrévidebb monoton utat egy tetszéleges csticsbol egészen s-ig.

Megjegyzés: Ez az algoritmus nem egyszerd grafokon is miikodik, azonban ekkor a
futésidé O(mlogm) lesz.

Megoldas élgraffal

Legyen T(E, A) G-nek az iranyitott élgrafja, ahol a csticsok a G élei és egy e € F
csucsbol, akkor fut él f € E cstucsba, ha c(e) > ¢(f), tehat a monotonitést nem sérti.
Ekkor kénnyen latszik, hogy G-ben az s-bél kiinduld legrévidebb szigortian monoton
csOkkend ut probléma megoldhatoé ebben a T grafban, ha a c¢ csicsstlyozas mellett
keresniink legrévidebb utat az s-bdl kiléps élekbdl (amik 7-ben csticsok). Ez a probléma
egyszeriibb, a 3.5 alfejezetben ennek a probléma megoldasaval foglalkozunk.

Fontos azonban megjegyezni, hogy egy ilyen T élgraf gyakran nagyon nagy, hiszen
csucsszama G-hez képest négyzetes is lehet. Ezért ilyet elGallitani ebben az esetben
nem érdemes.

2.2. Konzervativ élstlyozas

Feladat: Konzervativ élstlyozott grafban szigortian monoton cstkkend (ebben az al-
fejezetben réviden monoton) legrévidebb ut keresés adott s cstucsbol.
Input: G iranyitott graf, s kezdSpont, c(uv) élsalyok.



2.2. KONZERVATIV ELSULYOZAS 11

ALGORITMUS:

for ucV do
degree(u) := u-bol kiléps élek szama
F(u) := u-bol kiléps élek stulyuk szerint névekvs sorba rendezve
p(u) :=0; R(u) := o0
end for
for wv € ' do
p(uv) :==0; K(uv) =00
end for
p(s):=0; R(s):=0
for sv € I/ do
p(sv) :=s; K(sv):=c(sv)
end for
fori=1..(n—1) do
for u eV do
h(u) :=1
end for
@ = K érték szerint novekvs sorrendbe rendezve az élek
for j=1..m do
uv = Q|j]
if h(v) > degree(v) then continue
end if
for i = h(v)..degree(v) do
vt := F(v)]i]
if c(vt) > c(uv) then break
end if
K(vt) := K(uv)+c(vt); p(vt) :=uv
if R(t) > K(vt) then
R(t) := K(vt); p(t) := vt
end if
h(v)++
end for
end for
end for

4. Tétel. Az algoritmus lépésszama O(m-nlogn) éllistds megadds esetén és bindris
kupacok haszndlatdval.

Bizonyitds: Egy cikluson belil O(mlogn) 1épést tesziink, hiszen 1épésszam tekinteté-
ben azt csinaljuk, mint az els6 algoritmusban. Azaz az éleket sorba rendezziik, majd
minden élen legfeljebb egyszer frissitiink. Ezt n — 1-szer ismételjiik, igy kapjuk az
O(m-nlogn) futasidst.

5. Tétel. Ha c konzervativ élsilyozds, akkor ez az algoritmus s csucsbol minden csics-

ra kiszamitja az oda vezetd legrovidebb szigorian monoton csokkend it hosszdit.

Bizonyitds: Teljes indukcioval belatjuk, hogy minden wv élre, melyre K(uv) véges,
akkor K(uv) egy létez6 s-bdl induld wv élben végz6dS6 monoton séta Osszstlya, és
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legfeljebb akkora, mint a legkisebb 0Osszsulyt, legfeljebb ¢ élbsl allo s-bdl induld uwv
élben végz&ds monoton sétanak az Osszsulya. Az els§ ciklus el6tt ez természetesen
teljestil, hiszen ekkor még csak az s-bél kiléps éleknek véges a K (su) értéke.

Legyen a K*(uv) a K(uv) érték a k—1. iteracioban.

Ha a k. iteracioban frissitiink egy K (uv) értéket egy tu élbdl, akkor létezik K (tu)+c(uv)
hosszi uv élben végz6dd monoton séta, hiszen az indukcios feltétel miatt 1étezik tu-ban
végz6ds monoton séta, mely hossza K (tu), és mivel tu-bol frissitettiink, ezért c(tu) >
c(uv). Nletve egy uv élre, melyre K (uv) véges, a legrovidebb legfeljebb k élbél all uv-ben
végz6ds monoton séta hossza legalabb K (uv). Hiszen vegyiink egy legrévidebb ilyen
sétat és legyen tu az utolso el6tti éle. Ekkor az indukcids feltétel miatt K*(tu) legfeljebb
akkora, mint a legfeljebb k—1 élbdl allo legrovidebb megengedett tu-ban végz&ds séta
hossza. Igy K*(tu) < K (uv)—c(uv) és az algoritmus egy legfeljebb K *(tu) értekii élbsl
frissiti a k. iteracioban a K (uv)-t.

Ha c élsilyozés konzervativ, akkor a legrévidebb s-bél induld uv élben végz6d6 monoton
ut hossza megegyezik a legrovidebb megengedett séta hosszéaval, amely K (uv). Mivel
minden élre kiszdmolja az élben végz6ds legrévidebb megengedett ut hosszat, ezért
minden cstucsra is a legrovidebb megengedett at hosszat adja az algoritmus.



3. fejezet

Rokon problémak

3.1. A monoton ut feladat valtozatai

A 2.1-es alfejezetben legrovidebb szigoriian monoton csokkend utakat kerestiink nem-
negativ élsilyozasra. Most megvizsgaljuk a problémanak a kiilonb6z6 valtozatait.

16 alternativ feladatot kapunk, ha
— ardnyitott vagy irdnyitatlan grafban
— novekvd vagy csokkend
— szigoruan monoton vagy monoton
— legrovidebb vagy leghosszabb utakat keresiink.

Elgszor vizsgaljuk azt a 8 esetet, amikor legrévidebb utat keressiik egy adott pontboél
a tobbibe. Nem nehéz latni, hogy ezek az elézd algoritmust felhasznalva megoldhatok.
Az irdanyitatlan eset kdnnyen visszavezethet§ az iranyitott problémara, hiszen csak meg
kell iranyitanunk az éleket mindkét iranyba.

A monoton eset is hasonlo lesz a szigoriian monoton esethez, annyi kiilonbséggel, hogy
a while ciklusban c(vt) > c(uv) helyett c(vt) > c(uv) esetben lesz break, azaz szakitja
meg a ciklust az algoritmus, hiszen azonosan hosszi éleket is megengediink egymaés
utan.

A novekvs esetben két modositas is sziikséges az algoritmuson. ElGszor is megfordul a
while ciklusban a c¢(vt) > c(uv) egyenlStlenség (vagy monoton esetben a c(vt) > c(uv)),
hiszen most azokat az éleket szeretnénk P-be beszirni, melyek nagyobbak, mint az az
él, melybdl elértiik. Masrészt pedig az elején az éleket nem novekvs, hanem csokkend
sorrendbe kell rendezni, mert ha mar egy nagyobb stlya elért élt se tudjuk bevenni
P-be, akkor a nala kisebbeket biztosan nem fogjuk tudni.

Ezen harom feltételt egymastol fliggetleniil valtoztathatjuk, igy ez a 8 esetet vissza
tudjuk vetetni a leirt algoritmusra és a futasidé valtozatlanul O(mlogn) marad.

Megjegyzés: Ezen 8 probléma konzervativ stulyozast esetben hasonléan visszavezet-
hets a 2.2-es alfejezetben leirt algoritmusra, mint itt a nemnegativ stulyozésu esetek.

13
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A mésik 8 eset, amikor leghosszabb utat keresiink, mar nem &ltalanosithaté ilyen
konnyen, mert szigorian monoton és monoton esetben is NP-nehéz feladatot kapunk.

6. Tétel. Az a probléma, hogy létezik-e adott s csicsbol kiindulo legaldbb k hosszi
monoton névekvd it a grafban, NP-teljes.

Bizonyitds: Vilagos, hogy NP-ben van annak eldontése, hogy létezik-e legalabb k
hosszi monoton novekvs Ut egy grafban, hiszen létezik tand, az ut, melyet polinom
idében le tudunk ellenérizni, hogy valoban legalabb k hossztu és monoton névekvd tt-e.
Illetve erre polinomialisan visszavezetheté a Hamilton-ut keresés feladat, mely NP-
teljes 5], a kovetkez6képpen. Adott grafrol el szeretnénk donteni, hogy van-e benne
Hamilton-ut. Vélasszuk a graf minden élének koltségét 1-nek, és ezzel az élsulyozassal
szeretnénk eldonteni minden cstcsbol, hogy van-e legalabb n —1 hosszi monoton no-
vekv§ ut. Pontosan, akkor talalunk ilyet, ha az eredeti grafban volt Hamilton-ut, igy
belattuk a tételt.

Ko6vetkezmény: Adott s csticsbdl kiindulé leghosszabb monoton névekvs ut kere-
sése NP-nehéz. Hiszen ha a leghosszabb monoton névekvé at keresés megoldhato lenne
polinom id6ben, akkor a legalabb k hosszt monoton névekvdé ut probléma is megold-
hato polinom idében, mely problémaroél belattuk, hogy NP-teljes.

7. Tétel. NP-teljes az a probléma, hogy létezik-e adott s csiucsbol kiindulo legalabb 2k
hosszi szigorian monoton névekvd it, ahol k egész szam.

Bizonyitds: NP-ben van annak eldontése, hogy létezik-e legaldbb 2k hosszu szigortan
monoton noévekvs 1t egy adott s csticsbol, hiszen 1étezik tand, az Gt, melyet polinom
idében le tudunk ellenérizni, hogy valoban legalabb 2k hosszt és szigoriian monoton
novekvé tut-e.

Illetve polinomialisan visszavezethetd erre a legalabb k élbsl allo ut keresés adott s
cstuesbol feladat [5] a kovetkezSképpen.

Egy adott graf minden éléhez hozzarendeliink n-1 darab élt, melyek silyai 1, 1+¢, ...,

1+(n—2)e, ahol £:= m. Tovabba minden ilyen uw élt kettéosztunk egy t cstuccsal

(tehat t befoka és kifoka is 1) és legyen a c(ut) := @ — 15 ¢s c(tv) == @ +5-
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Ezt rendeljiik egy ab élhez.

Az igy elGallitott grafban pontosan akkor van legalabb 2k hosszu szigorian monoton
novekvs at s-bél, ha az eredeti grafban van legalabb k hosszi ut s-bél.

<: Ha létezik az eredeti grafban P s-bdl indul6 legaldbb k& hossza ut, ekkor vegyiik
minden ¢ < k-ra a P i. élénél a L;UE — 15 ¢s L;DE + 15 sulyu éleket. Az igy kapott
élhalmaz egy s-bdl kiindulé legaldbb 2k hosszi szigortian monoton noévekvés ut lesz.
=: Legyen P z élbdl allo, legalabb 2k hosszu szigorian monoton noévekvs tt.

Ekkor 2k < ¢(P) < z(14+(n—2)e) = z+ 15, < v+, = T+ 1.

Mivel x és k is egész szam, ezért 2k < z. Igy ha a P-ben 1évG élek Gseit vessziik az
eredeti grafban, akkor az egy legalabb k hosszi s-bdl kiindulé utat fog meghatarozni.

Kovetkezmény: Adott s csticsbol kiinduld leghosszabb szigoriian monoton 1t ke-
resése egyszeri grafban NP-nehéz.

3.2. Leghosszabb monoton utak aciklikus grafban

El6z6 alfejezetben belattuk, hogy a leghosszabb monoton 1t probléma NP-nehéz, azon-
ban aciklikus grafokon ez a probléma P-ben van.

Hasonléan a legrovidebb monoton 1t kereséshez, az élekre kiszamoljuk a beléjiik vezets
leghosszabb monoton 1t hosszat.

Az aciklikussag kovetkezménye, hogy a topologikus sorrend szerinti kisebb sorszamu
csticsbol vezethet csak a nagyobb sorszami csticsba él. Igy ha a topologikus sorrend
szerinti x. csics el6tti csticsokbol kiléps élekre tudjuk a beléjiik vezets leghosszabb
monoton utat, akkor az x. csticsbol kiléps élekre is ki tudjuk szamolni ezen értékeket.
Ezen o6tlet mentén, ha a a kovetkezSk szerint moédositjuk a 2.1-es alfejezetben leirt
algoritmust, akkor iranyitott, aciklikus grafban a leghosszabb szigortian monoton csok-
keng utakat fogja az algoritmus megtalalni, raadéasul a lépésszam sem valtozik, tehat a
futasidés O(mlogn) marad.

Elgszor meghatarozzuk a graf csicsainak topologikus sorrendjét. Ezutan a csticsokon
a topologikus sorrend szerint haladunk végig, és minden cstcsban a mar elért, belépd
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¢lekbdl frissitjiik a kiléps éleket. Ehhez minden u € V' csticshoz egy P(u) max-kupacot
hasznalunk, melybe az elért, u cstcsba belépd éleket szurjuk be.

Egy iteracioban, egy adott v cstcsra a P(v) max-kupacbdl egy maxtorolt uv élbél pro-
béaljuk elérni a v-bél kiléps éleket (monotonités feltételét kielégitve) és besztrni Sket a
megfelel max-kupacba. Ezt a while ciklus addig csinalja mig P(v) iires nem lesz. Igy
minden élt a leghosszabb utbol frissitiink.

A 4 darab leghosszabb 1t keresése eset (szigortan monoton vagy csak monoton és
novekvs vagy csokkend) pedig ugyantgy visszavezethets az iranyitott, aciklikus graf-
ban leghosszabb szigortian monoton csokkend 1t keresése esetre, mint a legrévidebb
esetekben.

3.3. Pontosan k éld monoton utak, color coding

Ez az alfejezet Kiraly Zoltan [8][9], Daniel Marx [11] és Huacheng Yu [12] jegyzetei
alapjan késziilt.

Feladat: Adott egyszert, iranyitott G = (V, E) grafban keressiink s csticsbol kiindulo
pontosan k élbél allo szigorian monoton névekvs utat minden csicsba w(uv) élsulyok
mellett.

A k élbdl allb monoton vagy szigortian monoton ut keresése NP-nehéz. Azonban FPT
(fixed parameter tractable) algoritmus létezik a problémara.
Itt egy randomizalt algoritmust ismertetiink. A modszer neve color coding.

A graf minden csucsat véletlenszertien és fliggetleniil kiszinezziik az {1,2, ..., k} szinek
egyikével. Eszerint minden wwv élt kiszineziink a v cstcs szinére. Legyen c(uv) az uv él
szine. Ekkor egy utat szin-teljes megengedettnek neveziink, ha az egy monoton ponto-
san k élbsl allo ut, és az at paronként kiilonbozd szind élekbdl all, azaz minden szin
pontosan egyszer szerepel az utban. Szin-teljes megengedett utat konnyen kereshetiink
dinamikus programozas segitségével.

Legyen egy H C{1,2, ..., k} szinhalmazra és uv € E élre f(H,uv) pontosan akkor Igaz,
ha létezik olyan s-bdl kiinduld at, melynek utolsoé éle uv és H szinei pontosan egyszer
szerepelnek benne. Ekkor f(c(sv), sv) = Igaz. Es igy altalanosan felirva

vtuEE:w(tu)<w(uv) f(H\{C(UU)}, tu) ha C(“”) €Heésw 7é S

H, =
f(H, u) Hamis kiilénben

Ha a szinek részhalmazain az elemszamok szerint névekvs sorrendben haladunk, akkor
minden szinhalmaz és él parosra kiszamolhato az f fiiggvény értéke.
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ALGORITMUS:
P:= A szinek részhalmazai elemszam szerint névekvé sorrendben
fori:=2 ..., k+1do
for uwv € E do
f(P(i),uv) := Hamis

end for
for sv € E do
if P(i) = c(sv) then f(P(i),sv) := Igaz; p(P(i), sv) :=s
end if
end for
end for

for i:=k+2,..2" do
for uv € £ do
f(P(i),uv) := Hamis
if c(uv) € P(i) then
for tu € F do
if f(P(i)\c(uw),tu) = Igaz && w(tu) <w(uv) && v # s then
f(P@),uv) = Igaz; p(P(i),uv) :=tu
end if
end for
end if
end for
end for
H:={1.2,... k}
for uv € £ do
if f(H,uv) = Igaz then f(v):= Igaz; p(v) :=uv
end if
end for

8. Tétel. Ha 200-¢c* fiiggetlen szinezés eqyikére sincsen s ~»t szin-teljes megengedett
it, akkor legfeljebb e=2% eséllyel van a grafban pontosan k €élbél dllo s ~~t monoton 1it.

Bizonyitds: Ha létezik a grafban P k élbsl &llo s ~» t monoton tt, akkor (k! /k¥)
eséllyel lesz P szin-teljes megengedett at egy véletlen szinezéskor, hiszen az Osszes
k* szinezésbdl pontosan k! darab szinezésre lesz szin-teljes megengedett ut P. Mivel
k! > (k/e)k, igy legalabb e~* eséllyel olyan szinezést kapunk, melyben P szin-teljes
megengedett 1t lesz. Ebbdl kévetkezik, hogy annak az esélye, hogy az Osszes szinezés
rossz < (1— (e F))200¢" < =200

9. Tétel. Az algoritmus egyszeri futdsdinak ideje O(2m-n).
Bizonyitds: Osszesen 2¥m darab kiilonboz6 ¢l és szinhalmaz paros van. Minden ¢l és

szinhalmaz parosra az f értéket O(n) idében ki tudjuk szamolni a korabban szamoltak
alapjan, hiszen egy csticsbol legfeljebb n él 1ép ki. Tehat dsszesen a futasids O(28m-n).

Kévetkezmény : Ha az algoritmust 200- e fiiggetlen szinezésre futtatjuk, akkor leg-
feljebb €20 hibaval O((2e)*m-n) idében el tudjuk dénteni minden ¢ csicsra, hogy
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létezik-e pontosan k élbél allo s ~~ ¢ monoton Ut a grafban.

Megjegyzés: Amennyiben az algoritmus egy t csicsra talalt szin-teljes megengedett
utat és az utat meg szeretnénk kapni, akkor O(k) lépésben p() szerint visszakereshetjiik
azt.

A szigorian monoton vagy monoton, illetve a csokkend és novekvs eseteket konnyen
megoldhatjuk ugyanigy, hiszen csak a relacios jeleket kell médositani. Az iranyitatlan
esetet pedig természetesen visszavezethetjiik az irdnyitott esetre, ha megirdnyitjuk az
éleket.

3.4. Minimalis koltségli szigortian monoton csokkend
utak

Feladat: Egy adott egy nemnegativ élsilyozott, iranyitott G = (V,E) grafban, s kez-
d@csiesbol minimalis, szigortan monoton csokkend (ebben az alfejezetben réviden mo-
noton) utat szeretnénk talalni minden csiicsba, ahol egy 1t ,hossza” az ut utolséd élének
koltsége.

Input: G iranyitott graf, s kezdSpont, c(uv) élsulyok.

Ez a feladat a 2.1-es alfejezetben szerepld algoritmus modositasaval megoldhato.
Ugyanis nem nehéz latni, hogy ha végz&dik megengedett 1t egy élben, akkor minden
ebben az élben végz6ds megengedett Ut hossza pontosan az ¢él sulya lesz. Tehét, ha
minden élrél el tudjuk donteni, hogy végzédik-e benne megengedett 1t, akkor minden
élre tudjuk, hogy mekkora ezen megengedett utaknak a hossza. Ezaltal konnyen meg-
hatarozhato, hogy milyen hosszii megengedett utak vezetnek a csiicsokba. Emiatt a
feladat leegyszertisodik annak eldontésére, hogy az adott s csticsbol, mely élekbe vezet
megengedett at.

Az els6 alfejezetben megadott algoritmus meghatérozza, hogy mely éleket lehet s-bal
szigorian monoton csdkkend titon elérni, hiszen pontosan azon uv élben végzddik szi-
gorian monoton csokkend tut, melyekre a K (uv) érték definialt. Tehat elegends, az
utolso for ciklusban modositani K (vt):= K(uv) + c(vt)-t K(vt):= c(vt)-re, és igy az
algoritmus pontosan a minimalis, szigorian monoton csokkend ut egy adott s csiicsbol
feladatot fogja megoldani.

16 valtozata a feladatnak

Az 2.1-es alfejezetben belattuk, hogy az a 8 eset, ahol iranyitott vagy irdnyitatlan
grafban, szigortian monoton vagy monoton, csokkend vagy novekvs, legrovidebb utakat
keresiink, megoldhatoak az elsG alfejezetben szerepld algoritmus modositasaval.

Az ott leirt modositasok és indoklasok ezen esetekre is teljesiilnek. Azaz iranyitatlan
esetben meg kell iranyitani az éleket mindkét irdnyba, monoton esetben a > helyett
> illetve novekvs esetben az elején az éleket csokkend sorrendbe kell rendezni és >
helyett <.
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A maximalis ut keresés azonban, az el6z6 alfejezettsl eltérGen, megoldhatoé polinom
id6ben. Ez esetben is csak egy kisebb modositas sziikséges a minimalis, megengedett
ut keresésc¢hez képest. Az R(t) értéket, akkor frissitsiik, ha R(t) < K(vt), hiszen egy
cstcsba vezetd maximalis megengedett Ut hossza megegyezik a legnagyobb stlyt, meg-
engedett tton elérhetd, belépd él sulyéaval.

Igy mind a 16 kiilénboz6 eset megoldhaté O(m logn) idében.

3.5. Stlyozott csticsokon minimalis 1t

Feladat: Adott egy G iranyitott graf és a csiucsokon w(v) egy nemnegativ koltség.
Keressiink adott s pontbdl minden csticsba minimalis kéltségi utat tgy, hogy egy 1t
koltsége a csticsai koltségeinek Gsszege.

ALGORITMUS:
Pim{sh Si= {1 M= V\{s}h; K(s) = w(s); pls) i= s
while P # () do
u = argmin{K(v) | v € P}
S—u+P
for uv € F do
if v € M then
K():=K(u)+w(); p(v) :=plu); P+ v+ M
end if
end for
end while

10. Tétel. Az algoritmus lépésszama O(m+nlogn).

Bizonyitds: Legfeljebb n darab beszurast és n darab mintorlést végez legfeljebb n
elembdl allo binaris kupacban az algoritmus. Tovabba minden élen keresztiil legfeljebb
egyszer probal meg javitani. Igy 6sszesen O(m+nlogn) a futaside.

11. Tétel. Az algoritmus s-bdl minden csicsba megad eqy minimdlis utat.

Bizonyitds : Teljes indukeid arra, hogy minden v csucs, amely bekeriil S-be, arra K (v)
egy v-be vezetdé minimalis ut koltsége. Kezdéskor ez teljesiil.

Indirekt tegytik fel, hogy v csicsra, K(v) nem egy v-be vezet§ minimalis ut koltsége
és ezen csucsok koziil v-re a legkisebb a K érték, illetve ha t6bb ilyen cstucs van, akkor
amelyiket hamarabb sziartunk be S-be.

Legyen u az a csucs, melybdl elértiik a v cstucsot. Tekintsiik azt a pillanatot, amikor
P-be beszirtuk v-t. Ekkor u-t mar besziartuk S-be, illetve K(u) < K(v), tehat u-ra
teljestil, hogy K (u) érték egy u-ba vezeté minimalis ut koltsége.

Legyen T egy minimélis koltségl ut v-be és t ennek az ttnak az utolso el6tti cstcsa.
Ekkor w(T) = K(t)+w(v) < K(u)+w(v), azaz K(t) < K(u). Tehat K(t)-t hamarabb
mintoroltik, mint K (u)-t. De ekkor ¢-bél kellett volna elérniink v-t. Ez ellentmondas.

Alkalmazas: Ugy keresiink legolcsobb vagy legrévidebb utat, hogy nem a folyamat
soran, hanem a csomopontokban (csicsokban) vannak a koltségek, ez logisztikdban,
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gazdasagban és szamos més gyakorlati példaban elGfordul.
Példaul arut szallitunk két pont kotott. Minden kozigazgatasi régioban egy adott kolt-
ségért hasznalhatjuk a térség uthélozatat. Keressiink legolcsobb tutvonalat.

Monoton minimalis Gt

Monoton minimalis utat keresiink az adott w cstcssilyozés szerint.
Toroljiik azon éleket, melyekre nem teljesiil a monotonitas, hiszen ezeket nem hasznél-
hatjuk fel. Azaz novekvé esetben azon wuwv éleket, ahol w(u) > w(v), illetve csokkend
esetben azokat, melyekre w(u) < w(v). Természetesen szigorian monoton esetben az
egyenlGséget sem engedjiik meg.
Ezutan mar csak megengedett utakat tudunk meghatarozni a maradék élek felhaszné-
lasaval, igy az el6z6 algoritmust hasznalhatjuk. A futésidé O(m+nlogn) lesz.

3.6. Legfeljebb k élii minimalis koltségi utak

Azt mondjuk, hogy egy ut k-megengedett, ha legfeljebb k élet tartalmaz.

Feladat: Adott G, c¢(uv) nemnegativ élkoltség, s cstics és egy k szam. Keressiink s-bél
minden cstcsba minimalis koltségti k-megengedett utat.

ALGORITMUS :

for ueV do
K(0,u) := 00
end for
K(0,s):=0; p(0,s) :=s
for j=1..k do
for ueV do
K(]a U) =00 p(]a U’) ::p(j_lvu)
end for
for uv € E do
if K(j,v)>K(j—1,u)+c(uv) then
K(j,v):=K(—1,u)+c(uw); p(j,v) :==u
end if
end for
end for

12. Tétel. Az algoritmus lépésszama O((m+n)-k).

Bizonyitds: A cikluson beliil minden élen keresztiil probalunk javitani. Igy Osszesen
O((m—+n)-k) a futasids.

13. Tétel. Az algoritmus az i. ciklusban s-bdl minden csicsba megad eqy minimdlis
kéltségi i-megengedett utat.

Bizonyitds: Teljes indukcioval belatjuk, hogy az i. ciklusban a legfeljebb i élbdl allo
minimalis koltségii ut hossza a v csticsba pontosan a K (i,v) érték lesz.
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Az elst ciklus el6tt ez teljesiil. Legyen P az i. ciklusban egy v cstcsba vezets legfeljebb
¢ élbdl allo minimélis ut s-bdl, illetve P utolso éle az uv él. Ekkor az indukcios feltétel
miatt a K(i—1,u) egy s-bdl u-ba vezets legfeljebb i —1 élbdl 4ll6 minimélis ut hossza,
igy K(i,v)=K(—1,u)+c(uv) <c(P).

Megjegyzés: Ez egy k cikluson keresztiil futtatott Bellman-Ford-algoritmus [2], ahol
figyeliink arra, hogy az 7. ciklusban csak a legfeljebb i élbsl allo utak koziil adjuk meg
a legrévidebbet.

Monoton k éld minimalis at

Monoton k-megengedett minimalis utat keresiink.
A legrévidebb monoton ut keresése konzervativ élsilyozéas esetén probléméahoz leirt
algoritmust (2.2-as alfejezet) kell csak modositani a kovetkezsképpen.
A kiils6 for ciklust elég n—1 helyett k-ig futtatni. Legyen a K : N x E — R fliggvény
(melyik él, hanyadik ciklusban). Minden i. ciklusban az el6z6 ciklusban kiszamolt K (i—
—1,uv) érték alapjan javitunk. Tehat, ha az i. ciklusban a vw élt javitani lehet az uv
¢lbol, akkor a K (i, vw) értéket kell frissiteni a K (i —1,vw)+ c(uv) értékre.
Korabban belattuk az algoritmusroél, hogy az . ciklusban minden csticsra és élre kapunk
egy legfeljebb olyan hosszu utat, mint a legfeljebb ¢ élbél allé legrovidebb ut. Azaltal,
hogy mindig a korabbi ciklusban kiszamolt értékek szerint javitunk, garantélni lehet,
hogy az i. ciklusban a legfeljebb i élbél allo utakat vizsgaljuk. Igy tényleg monoton
k-megengedett minimalis utakat kapunk.
Az algoritmus lépésszama O(k-mlogn), hiszen nem kell a ciklust csak k-szor futtatni.

3.7. Monotonitast sérté legrovidebb utak

A monotonitas megsértését tobb modon is lehet vizsgalni. A legegyszertibb esetben azt
mondjuk, hogy egy 1t k-szor sértd, ha az tton maximum k alkalommal fordul el&, hogy
egymas kovets élek nem tesznek eleget a monotonitas feltételének.

Egy maésik esetben a monotonitast megsérté éleknél azt vessziik figyelembe, hogy
mennyivel sértik a feltételt.

3.7.1. Legrovidebb k-szor sérté utak

Feladat: Adott s kezdGcesticsbol legrovidebb, a szigoriian monoton csokkend feltételt
legfeljebb k-szor megsért§ utat szeretnénk taldlni minden csticsba egy nemnegativ él-
salyozott, iranyitott, egyszert grafban.

Ismét dinamikus programozéssal oldjuk meg a feladatot. Legyen K (x,uv) egy legro-
videbb s-bdl kiinduld uv élben végz6dd pontosan z-szer a monotonitiast megsérts ut
koltsége. Természetesen, hogyha tudjuk ezen K értéket minden 0 < x <k ésuv €
parosra, akkor konnyedén meg tudjuk adni a legrévidebb k-szor sérté utakat.

Kezdetben minden K (z,uv) értéket végtelenre allitunk. Tudjuk, hogy minden su élre
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teljestl K (0, su)=c(su), igy ezen (0, su) parokat beszurjuk egy P kupacba a K értékiik
szerint. Ezutan addig mintorliink a P kupacboél, amig {ires nem lesz. Az éppen mintorolt
(x,uv) péros szerint probalunk javitani a v csticsbol kilépd éleken a kivetkezSképpen.
Ha c(uv)>c(vt) (vt€E) és K (z,vt)> K (x, uv)+c(vt), akkor K (z, vt): =K (z,uv)+c(vt).
letve, ha c(uv) <c(vt), v <k és K(x+1,vt) > K(z,uv)+c(vt), akkor K(z+1,vt) :=
= K(x,uv)+c(vt). Ha olyan (y,vt) parosra javitjuk a K értéket, mely nincsen P-ben,
akkor beszurjuk azt.

Ezen algoritmus kiszamolja az Osszes sziikséges K értéket, melyekbdl minden cstcsra
meg tudjuk adni a legrévidebb k-szor sérté ut hosszat O(k-n) idében.

Minden (x,uv) parost legfeljebb egyszer mintorliink. Tovabba minden mintorléskor
legfeljebb n élen probalunk javitani. Mivel ebben az esetben elGfordulhat, hogy egy
paros K értékén tobbszor is javitani tudunk, ezért a kulcs-csokkentés kupacmiivelet
nem elkeriilhetd.

Ezért osszességében az algoritmus lépésszama O(k-m-nlogn).

3.7.2. Minimalis sértési legrovidebb utak

k=1
5. Definicié. Egy P=(ey, ..., ex) ttra a sértés mennyisége s(P)=">_ (c(e;r1)—c(e;))™,

=1
ahol at = ¢ haaz0
)0 Kiilénben

Feladat: Adott r kezdGcesicsbol keressiink minden csticsba olyan P utat, mely s(P)-re
minimalis és ezek koziil legrévidebb egy nemnegativ élsilyozott, irdnyitott, egyszeri
grafban.

Legyen T'(uv) = (s(P),c(P)), ahol P a feladatban leirt optimalis ut, mely uv élben
végzodik. Ekkor az algoritmus a kovetkezéképpen miikodik. Minden r-bél kiléps élre
a T'(ru) valtozokat a (0, c(ru)) értékekre allitunk. Ezen éleket beszurjuk a ) kupacba
T(ru) elss értéke szerint. Ha tobb élnek megegyeznek ezen értékeik, akkor a maéso-
dik érték szerint rendeziink ket (ez minden kupacmiiveletet 1épésszaméat legfeljebb
megkétszerez). Azaz ha ugyanakkora sértési értéket kaptunk, akkor a koltségiik szerint
rendezziik Gket. Ezutan addig mintorliink ()-bol, amig iires nem lesz. Minden mintorolt
uv élbsl megprobaljuk javitani a v-bél kilépd éleket. Legyen

T (vt) := (T (uv)[1] + (c(uv) — c(vt))*, T(uv)[2] +c(vt)), ha valamelyik teljesiil:

(vt) :=
(a) T(vt) nem értelmezett
(b) T(ut)[1] > T (uv)[1] + (e(uv) —e(vt))*
(c) T(vt)[1] =T (uv)[1]+ (c(uv) —c(vt))™ és T(vt)[2] > T'(uv)[2] + c(vt)

Tovabba ha nem volt értelmezve a T'(vt) érték, akkor beszurjuk vt élt Q-ba.
Igy ha minden élre kiszamoltuk az optimalis értékeket, akkor a csiicsokra is meg tudjuk
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ezt tenni tgy, hogy megnézziik a belépd élekre a T értékeket.

Ha az utakat is meg szeretnénk kapni, nem csak az utak sértését és koltségét, akkor
minden élhez egy pointert kell hasznalnunk, mely ramutat azon élre, melybdl utoljara
javitottuk. Igy ezen pointerek alapjan visszafejthetjiik az utakat.

Az algoritmus helyessége és 1épésszama

Miutén az algoritmus lefutott pontosan akkor definialt T'(uv), ha az wwv él elérhets
az 1 csucsbol az iranyitott grafban. Kezdetben ugyanis csak az r-bdl kiléps élekre
definialtuk a T értékeket. Tovabba, ha egy élre T' két valos szampar, akkor az uv élbsl
kozvetleniil elérhetd élekre is bedllitjuk a 1" értékét.

Amikor mintorliink a kupacbol egy wv élt, akkor T'(uv) értékek optiméalisak lesznek,
hiszen a korabban mintorolt élekbél mar megprobaltunk javitani, a maradék élbsl pe-
dig biztosan nem fogunk tudni javitani a kupac tulajdonsiga miatt.

Az algoritmus lépésszama O(m-nlogn), mert minden élt legfeljebb egyszer mintorliink
a () kupacbol. Egy mintorlés utan a szomszédos éleket megvizsgalunk, hogy tudjuk-e
javitani. Legfeljebb n szomszédos élt néziink meg, illetve ha javitunk kell, de az az
¢l mar a kupacban volt, akkor kulcs-csokkentés miiveletet kell alkalmaznunk, melyet
O(logn) id6ében tudunk elvégezni.

3.7.3. Koltség és sértés aranyaban optimalis utak

Feladat: Egy nemnegativ élsilyozott, irdnyitott, egyszerd gratban adott a > 0 valos
szamra r kezdGestucesbol keressiink minden csiicsba olyan P utat, melyre a-s(P)+c¢(P)
minimalis.

Vegyiik észre, hogy ez a probléma nagyon hasonlit az el6z6 probléméahoz. A kiilénbség
csak annyi, hogy itt két mennyiség arédnya szerint szeretnénk minimalizaljuk az utakat,
illetve a minimalis utak kozil nem kell a legrovidebbet megtalalni. A korabbiakhoz
hasonléan itt is minden élre kiszamoljuk a beléjiik vezetd minimaélis utak értékét. Ezen
a-s(P)+c(P) értékek lesznek a kulcsok a binéris kupacban. Ez azért fog jo megoldast
adni, mert a-s(P)+c(P) mindig nemnegativ a feladatban leirtak miatt, igy a még nem
atvizsgalt legrévidebb ttbol javithatunk tovabb.

A futéasids valtozatlanul O(m-nlogn) marad, hiszen minden élbdl legfeljebb egyszer
probalunk meg javitani az élszomszédokon és kules-csdkkentést is lehet, hogy hasznal-
nunk kell.



4. fejezet

Implementacidk

A korabbi fejezetekben pszeudokdddal leirt algoritmusokat Python nyelven implemen-
taltam, a forraskodok a githubon érhetdk el.

4.1. Input és output

Input: a graf cstcsainak szama, az éllista (a csucssulyozas kivételével) az élkoltségek-
kel, a kezdd cstucs, illetve ha sziikséges, egy paramétert vagy a csucssulyozast.

Output: a cstucsokra vett optimalis értékek és pointerek, melyekkel megkaphatjuk
a keresett utakat. Természetesen ez is a feladattol eltérSen valtozik.

4.2. Tesztelés

Az algoritmusat teszteléséhez a kovetkezd véletlen graf generalé modelleket implemen-
taltam a networkzr programcsomag segitségével.

[. Erdés—-Rényi-modell[d]: Egy n cstucstu graf, melyben barmely két cstics kozott p
valészintiséggel fut él.

I1. Barabasi-Albert-modell[l]: Egy grafot novesztiink n csticsiva gy, hogy minden
1j cstcs m éllel kapcsolodik a mar meglévs grathoz és nagyobb valészintiséggel
kapcsolodik olyan cstcshoz, amelynek nagyobb a fokszama. Ez skalafiiggetlen
fokeloszlast eredményez.

[II. Watts—Strogatz-modell[14]: Egy n csticsbol allo korgrafbol indulunk és minden
cstcsot k szomszéddal 0sszekotiink, majd minden élt egy p valoszintiséggel athu-
zunk véletlenszertien egy masik cstcsba.

Az élsulyokat ugy generaljuk, hogy az élekhez véletlenszertien rendeliink az [a, b] inter-
vallumrol egész szamokat. Alapértelmezett paraméterek az a =0, b = 1000.
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4.2.1. Kisebb grafokon

A legrovidebb szigorian monoton csékkend utak keresése nemnegativ élsulyozdsra prog-
ram helyességét elGszor egy dltalam gyartott grafon, utana pedig kicsi, véletlen generalt
grafokon tesztelem, majd ellenérzom a kimenetet.

10 1
1 2 4
2 1
3

A program outputja:
Optimalis uthosszak: 1: 0, 2: 3, 3: 2, 4: 11
A csticsokhoz tartozo pointerek: 1: 1, 2: (3, 2), 3: (1, 3), 4: (2, 4)
Az élekhez tartozo pointerek: (1, 2): 1, (1, 3): 1, (3, 2): (1, 3), (2, 4): (1, 2)

23

22—

N
33 4

10 49
6/ %

/

8

Erdés-Reényi(n = 8, p = 0.35) graf.
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A program outputja:
Optimalis uthosszak: 1: 0, 2: 24, 4: 42, 7: 58, 8: 0, 3: 47, 5: 57, 6: 96

A csucsokhoz tartozo pointerek: 1: 1, 2: (1, 2), 4: (1, 4), 7: (8, 7), 8: (1, 8), 3: (2, 3),
5: (8, 5), 6: (7, 6)

Az élekhez tartozo pointerek: (1, 2): 1, (1,4): 1, (1, 7):

1 1, :
8): (2,3), (8.5): (3, 8), (8.7): (3, 8), (8. 4): (3, 8), (7. 6): (1,7), (7.8): (1,7)
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31 6
40

46
38

2 ‘ 3 74
4
K 0 /
6 T 1
Barabasi-Albert(n = 8, m = 3) graf, kezdcsucs: 1

A program outputja:

Optimalis athosszak: 1: 0, 2: 40, 3: 3, 4: 41, 6: 48, 5: 48, 7: 110

A csicsokhoz tartozo pointerek: 1: 1, 2: (1, 2), 3: (1, 3), 4: (1, 4), 6: (1, 6), 5: (2, b),
7: (5, 7)

Az élekhez tartozo pointerek: (1, 2): 1, (1, 3): 1, (1,4): 1, (1, 6): 1, (2, 5): (1, 2), (4,
5): (L 4)7 (67 2) (17 6)7 (57 7) (47 5)

Watts—Strogatz(n = 8,k = 4, p = 0.3) iranyitott graf

A program outputja:

Optimalis uthosszak: 1: 0, 2: 18, 3: 1, 7: 39, 8: 19, 5: 31, 4: 24

A csucsokhoz tartozo pointerek: 1: 1, 2: (1, 2), 3: (1, 3), 7: (1, 7), 8: (1, 8), 5: (2, 5),
4: (8, 4)

Az élekhez tartozo pointerek: (1, 2): 1, (1, 3): 1, (1, 7): 1, (1, 8): 1, (2, 3): (1, 2), (2,
5): (1, 2), (8,4): (1, 8)
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4.2.2. Nagyobb grafokon

A tesztelt algoritmusok:

a) Legrovidebb szigortan monoton utak nemnegativ élsilyozasra
b) Legrovidebb szigoriian monoton utak konzervativ élstlyozasra
c¢) Legrovidebb nemnegativ cstcssilyozasra

d) Legfeljebb k éli legrovidebb utak konzervativ élsilyozésra

e) Pontosan k éli szigorian monoton noévekvs utak, colorcoding

Annak érdekében, hogy nagyobb (legalabb 10000 csticsbol all6) véletlen grafokon tesz-
telni tudjam az algoritmusok helyességét tobb tesztprogramot implementaltam, ame-
lyekkel a kovetkezdket vizsgaltam.

Minden algoritmusra ellenériztem, hogy a talalt utak valoban utak és a feltételeknek
eleget tesznek. Illetve azt, hogy amely cstcsokat nem értiink el, azokba valéban nem
vezet megengedett tt.

Tovabba az a), b) és d) programokra teszteltem azt, hogy teljesiil-e a potencial-feltétel.
A potenciél-feltétel az, hogy minden uv élre az u-ba vezets utak koziil, amelyekhez uv
megengedett folytatas, a legrovidebb +c(uv) hosszisagn utat taldltuk meg. Illetve az
is ellenériztem, hogy minden csticsot a legrovidebb tton elért belépd élen érjiik el.

A ¢) és d) programokon megvizsgaltam azt, hogy a talalt legrovidebb utak részitjai,
melyek a kezdd cstcsbol indulnak ki is legrévidebb utak.

Mivel a tesztek soran a programok hibamentesen lefutottak, és az alkalmazott feltételek
sziikségesek és elégségesek a legrovidebb megengedett utakra, igy kijelenthetd, hogy az
implementalt a), b), ¢) és d) algoritmusok helyesek. Emellett az e) feladatra irt program
tesztjei is alatamasztjak, hogy a kod valoban jo megoldast ad.

Tehat mind az 6t algoritmus optimalis, megengedett megoldast szolgaltat.

4.3. Monoton ton elérhetd cstcsok

Ebben az alfejezetben azt vizsgalom, hogy kozel azonos cstucs és élszamu grafokban
adott kezdGcestucsbol hany cstcs érhetd el szigortan monoton csokkend tton. Ehhez
harom, korabban méar emlitett graf generalé modellet hasznalok (Erdés—Rényi-modell,
Barabasi—-Albert-modell, Watts—Strogatz-modell). Mivel ezen modellek véletlen gréafo-
kat generédlnak, ezért az élszamoknak csak a varhato értéke egyezik meg. Azért, hogy
ez ne okozzon problémét a méréseket atlagolom.

El6zetesen azt az eredményt varnank egy megfelelGen nagy halézatban, hogy azon gra-
fokban lesz a legtobb megengedett tton elérhets cstics, ahol két véletleniil valasztott
cstics kozott futd utak kevés élbdl allnak. Ezt azért gondolhatjuk, mert egy kevesebb
¢élbdl allo ut nagyobb eséllyel lesz megengedett, mint egy tobb élbdl all. Természetesen,
ha tobb (lehetdleg kiilonbozs élekbdl allo) ut is vezet egy cstucsbol a mésikba, akkor is
nagyobb egy megengedett ut 1étezésének valdszintisége.
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Lathatjuk, hogy a Barabasi-Albert-modell teljesit a legjobban, azonban minél stirtibb
a graf, annal kiegyenstlyozottabb a modellek kozotti kiillonbség. A diagram megerdsiti
az elézetes sejtést, hiszen a Barabasi-Albert-modell altal generalt grafokban néhany
cstcs fokszama magas, ezen csomoépontokon keresztiil rovid utakon eljuthatunk egyik
pontbhol a masikba.

Tovabba azt is észrevehetjiik, hogy a p=0.2 paramétertd Watts—Strogatz-modell a tob-
bihez képest elmarad, ezt a csicsok magas klaszterezettsége magyarazhatja. Azonban,
ahogyan néveljiik a p paramétert, gy hasonlitani kezd az Erdds-Rényi-modellhez, ezt
a grafikon is alatamasztja.
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Alulirott Csabai Balazs Janos nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott Ml alapu eszkozdket alkalmaztam:

ellendérzése

Feladat Felhasznalt eszkéz | Felhasznalas helye | Megjegyzés

Abra készités GPT-4 4.2 fejezet Grafok kirajzolasa

Programkod generalasa | GPT-4 4.2, 4.3 fejezetek Pythonban graf generalo
modellek implementalasa

Nyelvhelyesség GPT-4 Teljes dolgozat

A felsoroltakon tul mas Ml alapu eszkdzt nem hasznaltam.
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