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Bevezetés

A véges étale algebrak a Grothendieck nevéhez ftiz6d6 étale morfizmusok
nulldimenziés esete. Az érdekldds olvaso ezekrdl itt olvashat tébbet: [I]
[2] [4, Tag 025F| A szakdolgozatom f6 téméaja a Galois-elmélet ftételének
Grothendieck féle atfogalmazasdnak a bemutatésa. Az els6 két fejezet [3]
alapjan késziilt, a tobbi pedig [5] alapjan

Az els6 feljezetben bemutatom, hogy minden testnek létezik algebrai és
szeparabilis lezartja, és ezek a lezartak egyértelmtiek izomorfia erejéig.

A harmadik fejezetben a topologikus csoportok alapvetd definicioirol és
tulajdonsagairdl lesz sz6. Bevezetjiik a Krull-topologiat, és az abszolut Galois-
csoportot. Ezzel felkésziilve végtelen Galois-bévitések vizsgalatara.

A negyedik fejezetben ratérek a végtelen Galois-bévitésekre. Bemutatom
a provéges csoportok fogalmat és az inverz limesz konstrukci6jat, valamint a
Galois-csoportok szerkezetét végtelen bévitések esetén. A Krull-tétel alapjan
kitérek a zart részcsoportok és a kozbiilsé testek kapcsolatara, és altalanosi-
tom a véges esetben ismert eredményeket.

Az 6todik fejezetben a kategoriaelmélet alapfogalmait mutatom be, pél-
daul a funktorokat, természetes transzforméciokat és az ekvivalens katego-
ridkat. Kiilonos hangsulyt fektetve a Yoneda-lemmara és a reprezentalhato
funktorokra, amelyek kulcsfontossaguak lesznek a késébbi fejezetekben.

A hatodik fejezet a Grothendieck-féle Galois-elméletet mutatja be, ezaltal
feltarva a véges étale algebrak és a véges Gal(K)-halmazok kozti kapcsolatot.
Végiil megadom az étale algebrak egy karakterizaciojat.

Az utolsé fejezetben a véges étale algebrak egy alkalmazéasaként a topo-
logikus terek Galois-fedéseit vizsgédlom. Ennek célja a Galois-elmélet topo-
logikus analogonjanak bemutatasa az univerzélis fedésen és a monodrémia
hatason keresztiil.


https://stacks.math.columbia.edu/tag/025F

1. Algebrai és Szeparabilis lezartak

1.1. Allitas. Legyen L|K egy testbévités. Ha L algebrai K felett és minden
nem konstans K|x]-beli polinomnak van gyoke L-ben, akkor L algebrailag
zart, tehdt K eqy algebrai lezdrtja.

Bizonyitds. Ha K tokéletes, akkor elég megmutatni, hogy minden normalt
K[z]-beli f irreducibilis polinom felbomlik L[z]-ben. Tegyiik fel elészor, hogy
f szeparébilis, és legyen M az f felbontési teste. Ekkor M = K[a| valamely
a € M-re. Legyen g(x) az o minimalpolinomja K felett. Ekkor g(x) egytitt-
hat6i K-ban vannak, igy van gyoke L-ben, legyen ez 3. Mind a K[a], mind
a K|[B] g felbontasi testei, igy létezik egy K|a] — K|[B] C L K-izomorfizmus.
Mivel f felbomlik K[a]-ban, felbomlik L-ben is.

Ha K nem tokéletes, akkor a karakterisztikdja p # 0, és legyen K’ azon L-
beli elemek halmaza, amelyekre 27" € K valamely m > 1-re. Lathatoan K’
test. Az allitas bizonyitasdhoz meg kell még mutatnunk, hogy K’ tokéletes,

valamint, hogy minden K’[z|-beli polinomnak van gyoke L-ben.

m m—+1

Legyen a € K’ olyan, hogy b L e K valamely m-re. A 2P —b
polinom egyiitthat6i K-ban vannak, igy van gyoke L-ben, nevezetesen -,
ami automatikusan K’-be esik. Most v*""" = @™, ami azt jelenti, hogy
AP = a, mivel a p-edik hatvanyozas injektiv p karakterisztikidju testeken.
Ezzel belattuk, hogy K’ tokéletes.

A masodik részhez pedig elGszor megmutatjuk, hogy L tokéletes. Tegyiik
fel, hogy a € L nem p-hatvany, és tekintsiik L[a]-t, ahol o = a. Tekintsiik
K'la] D K'[a] D K'-t. Ha g(z) az a minimélpolinomja K’ felett, akkor g(z?)
lesz o minimalpolinomja K’ felett, mert ez a legkisebb fokt normalt polinom,
amelynek o gyoke. Ez irreducibilis, de nem szeparabilis, ami ellentmond K’
tokéletességének.

Legyen f(x) € K'[z], példaul f(z) = >, a;a’, ahol a; € K’'. Valamely
m-reay . al " polinom egyiitthatéi K-ban lesznek, és igy van gyoke L-ben,
nevezetesen a. Mivel L tokéletes, irhatjuk oo = 7" valamely 3 € L-re. Most

(fFB)" = (Z ;" = Zafmo/ =0,

tehat [ gyoke f-nek. m
1.2. Tétel. Minden K testnek van algebrai lezartja.

Bizonyitds. Tekintsik a K[...,xy,...] polinomgytirtt, ahol z; szimbolumok
egy csaladjat indexeljiik a K[z]-beli normalt irreducibilis f polinomokkal.



Legyen I az f(xy) polinomok altal generalt idealja K7|...,zy,...]-nek. Ha
1 € I, akkor

afilXg)+ oo+ gnfa(Xs,) =1 (K[...,xy,...]-ben)

valamely ¢; € K[...,x¢,...| és normalt irreducibilis f; € K[X] polinomokra.
Legyen L|K egy bovités ugy, hogy minden f;-nek legyen gyoke L-ben, neve-
zetesen ;. Az K|...,zy,...| = L K-algebra homomorfizmus alatt, amelyre

Ty oy, 1=1,...,n,
Ty ’_)O’ f g—i {fla"-afn}

a fenti relacio 0 = 1-gyé alakul. Ebbdl az ellentmondésboél arra kovetkezte-
tlink, hogy 1 ¢ I. Legyen Q = K]|...,xy,...]/P, ahol P egy primideal, amely
tartalmazza [-t (amelynek létezését az ultrafilter-elv biztositja). Ekkor
egy integritasi tartoméany, amely K-algebra generatorai algebraiak K felett,
tehat test. Minden normalt, irreducibilis f € K[x] polinomnak van gyoke
(-ban, igy () algebrai lezartja K-nak az el6z6 tétel alapjan. O]

1.3. Tétel. Legyen Q|K algebrai lezdrtja és LK algebrai bovitése. Ekkor
létezik L — € K-homomorfizmus, €s ha L szintén algebrai lezdrtja K-nek,
akkor minden ilyen homomorfizmus izomorfizmus.

Bizonyitds. Tegyiik fel elszor, hogy |L : K| megszamlalhato, azaz L =
K(ay,...,;ap, ...). Ekkor kiterjeszthetjik a K —  bedgyazast K(aq)-re (o
képe legyen a minimalpolinomjanak egy gyoke Q-ban), majd K(ay, as)-re, és
igy tovabb.

A nem megszamlalhatatd esetben a Zorn-lemmat hasznaljuk. Legyen A
azon (M, py) parok halmaza, ahol M egy K C M C L test és ¢y egy
M — Q K-homomorfizmus. Rendezziik A-t ugy, hogy (M, o) < (N, ¢n),
ha M C N és on|M = ¢y. Ez A-n egy részbenrendezés. Legyen B egy
teljesen rendezett részhalmaza A-nak. Ekkor M’ = J,,c5 M részteste L-
nek, és definialhatunk egy ¢’ : M’ — Q homomorfizmust tgy, hogy ¢'(x) =
on(z), ha € M. A (M’,¢') par felsé korlatja B-nek A-ban. Igy a Zorn-
lemma alapjan A-nak van egy (M, ) maximalis eleme. Tegyiik fel, hogy
M # L. Ekkor létezik egy o € L,a ¢ M. Mivel « algebrai M felett,
-t kiterjeszthetjik M («)-ra, ami ellentmond M maximalitdasanak. Tehéat
M = L, és az els¢ allitas bizonyitasa kész.

Ha L algebrailag zéart, akkor minden f € K[x] polinom felbomlik L[z]-
ben, és igy ¢(L)[x]-ben is. Legyen o € €, és f(x) az o minimélpolinomja.
Ekkor x — « osztoja f(x)-nek Q[z]-ben, de amint lattuk, f(z) felbomlik
o(L)[x]-ben. Az egyértelmii felbontas miatt ez azt jelenti, hogy a € ¢(L).
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1.4. Allitas. Legyen L|K testbovités és legyen M kozbiilsd testek egy hal-
maza, a kovetkezd tulajdonsdgokkal: Minden My, My € M esetén létezik
M e M dgy, hogy My, My C M. Ekkor M(M) = Jyep M részteste L-nek

Bizonyitds. A feltétel miatt M (M) elemeinek minden véges részhalmaza
benne van egy kozos M € M testben, igy szorzatuk, dsszegiik stb. is M (M)-
ben van. ]

1.1. Definicié. Az el6zd dllitasban szerepld \Jy ey M-t irdnyitott unionak
nevezziik

Ezt alkalmazzuk L azon E résztesteinek halmazara, amelyek végesek és
szeparabilisek F' felett. Mivel barmely két ilyen résztest kompozituma is
véges és szeparabilis K felett, igy az Osszes ilyen M unidja, S, részteste L-
nek. Ekkor S szeparabilis K felett, és minden L-beli, K felett szeparabilis
elem benne van S-ben. Tovabba, mivel egy szeparabilis b&vités szeparabilis
bévitése is szeparabilis, igy L tisztan inszeparabilis S felett.

1.2. Definicié. Egy L test szepardbilisen zdart, ha minden L[X]-beli nem
konstans szeparabilis polinom felbomlik L-ben.

1.3. Definicié. Eqy L test szepardbilis lezdrtja eqy K résztestnek, ha szepa-
rabilis és algebrai K felett, valamint szepardbilisen zdrt.

1.5. Tétel. Minden testnek van szepardbilis lezdrtja.

1.6. Tétel. Legyen M|K szepardbilis algebrai bévitése, és L|IK szepardbilis
algebrai lezartja. Ekkor létezik M — L K-homomorfizmus, és ha M szintén
szepardbilis lezdrtja K-nak, akkor minden ilyen homomorfizmus izomorfiz-
mus.

Bizonyitds. Ha lecseréljiik a "polinom" kifejezést "szeparabilis polinom"-ra
az algebrai lezartakra vonatkozo megfelels tételek bizonyitésaiban, akkor ka-
punk egy bizonyitast. O]

2. Topologikus Csoportok

2.1. Definicié. Fgy G halmaz csoport struktirdval és eqy topoldgidval elldtva
topologikus csoport, ha a

GxG—G: (g,h)— gh

G—G: gr—>g_1

leképezések folytonosak



Megjegyzés. Legyen x eqy topologikus csoport eqy eleme. FEkkor az xj :
G 25 G leképezés folytonos, mert ez a

—gh

G g—(a,g) G x (g:h) e

leképezések kompozicioja. Valdjaban homeomorfizmus, melynek inverze le.
Hasonldan, g : g — gv és g — g~ is homeomorfizmusok. Bdrmely H
részcsoportra az xH mellékosztdly nyilt vagy zdrt attol figgden, hogy H nyilt
vagy zdrt. Mivel H komplementere G-ben az ilyen mellékosztdlyok unidja, ez
azt mutatja, hogy H zdrt, ha G nyilt, és nyilt, ha G zdrt és véges index.

2.2. Definicié. Fgy x pont kornyezetbazisa eqy X topologikus térben olyan
N kérnyezetek halmaza, ahol minden x-et tartalmazd nyilt U részhalmaz tar-
talmaz eqy N -beli N halmazt.

2.1. Allitas. Legyen G egy topologikus csoport, és legyen N az e egységelem
kornyezetbdazisa G-ben. Ekkor

1. minden Ny, Ny € N -hez létezik olyan N' € N, hogy e € N’ C Ny N Ny;
2. minden N € N -hez létezik olyan N' € N, hogy N'N' C N;
3. minden N € N -hez létezik olyan N' € N, hogy N' C N7!;

4. minden N € N és minden g € G-hez létezik olyan N' € N, hogy
N’ C gNg~';

5. minden g € G-hez {gN | N € N'} a g kérnyezetbdzisa.

Forditva, ha G eqy csoport és N eqy nem dires részhalmazrendszere G-nek,
amely teljesiti az elsd négy feltételt, akkor létezik eqy egyértelmi topoldgia
G-n, amelyre az 6todik 1s teljesiil.

Bizonyitds. Ha N egy kornyezetbézis e-ben egy G topologikus csoportban,
akkor (2), (3), és (4) rendre a (g, h) — gh, g+ g~*, és h — ghg™" folytonos-
sdganak kovetkezményei. (1) a definiciokbol kévetkezik, és (5) abbol fakad,
hogy g homeomorfizmus.

Forditva, legyen N egy nem iires részhalmazrendszere egy G csoportnak,
amely teljesiti az (1)-(4) feltételeket. Vegyiik észre, hogy (1) azt jelenti, hogy
e benne van minden A-beli N-ben. Definialjuk ¢/-t mint azon U részhalma-
zok gytjteményét G-ben, amelyekre minden g € U-ra létezik egy N € N,
hogy gN C U. Nyilvanval6, hogy az iires halmaz és G benne van U-ban, és
az U-beli halmazok unidja is U-ban van. Legyen Uy, U, € U, és g € Uy N Us.



Definicio szerint létezik N1, Ny € N, hogy gNi,gN, C U. (1) alkalmaza-
saval kapunk egy N’ € N-t, hogy gN' C Uy N Uy, ami azt mutatja, hogy
U, NUy; € U. Ebbdl kivetkezik, hogy U elemei a G nyilt halmazai egy topo-
logiaban. Valojaban ez az egyetlen topologia, amelyre (5) teljesiil.

Most (2) és (4) segitségével megmutatjuk, hogy (g,q’) — gg' folytonos.
Lathatoan a g1 N7 x go N halmazok alkotjak (g, g2) kornyezetbazisat G x G-
ben. Ezért adott egy U C G nyilt halmaz és egy (g1, g2) par, ahol g1, € U,
meg kell taldlnunk Ny, Ny € N-t gy, hogy g1 N1goNo C U. Mivel U nyilt,
letezik N € N, hogy g1goN C U. Alkalmazzuk (2)-t, hogy kapjunk egy N'-t,
amelyre N'N’ C N ekkor g1goN'N' C U. De g1g2N'N' = g1(g2N"g5 ") g2 N,
és (4) alkalmazasaval kapunk egy N; € N-t, hogy Ny C goN'g;, .

Végiil pedig, (3) és (4) segitségével megmutatjuk, hogy g — ¢g~! folytonos.
Legyen adott egy U C G nyilt halmaz és egy g € G, ahol g~! € U, talalnunk
kell egy N € N-t, hogy gN C U~!. Definici6 szerint létezik N € A, hogy
g~ !N Cc U. Most N~tg c U™, és (3) alkalmazaséval kapunk egy N’ € N'-t,
hogy N'g C U™, majd (4) felhasznéalaséval kapunk egy N” € N-t, hogy
gN" C g(g7'N'g) c UL O

2.2. Allitas. Legyen L|K Galois-bévités, ekkor L|M is Galois minden M
kozbiilsd testre.

Bizonyitds. Legyen f(z) egy irreducibilis polinom M [z]-ben, amelynek a gyo-
ke L-ben. Az a g(x) minimal polinomja K felett kiilonb6z6 elséfoku tényezsk-
re bomlik L[z]-ben. Mivel f osztja g-t M [x]-ben, szintén kiilonbozs elséfoka
tényezdkre kell bomlania L[x]-ben. O

2.3. Allitas. Legyen L|K Galois-bovités, és legyen M eqy kizbiilsé test.
Ekkor minden M — L K-homomorfizmus kiterjeszthetd eqy L — L K-
izomorfizmussd.

Bizonyitds. Ugyanaz a Zorn-lemmas érvelés, mint a tétel bizonyitasé-
ban, mutatja, hogy minden M — L K-homomorfizmus kiterjeszthets egy
v . L — L K-homomorfizmussa. Legyen a € L, és legyen f a K feletti
minimal polinomja. Ekkor L pontosan deg(f) gyokét tartalmazza f-nek, és
igy (L) is. Ezért a € (L), ami azt mutatja, hogy 1 sziirjektiv. O

2.3.1. Kovetkezmény. Legyen L|K Galois-bévités, és legyen M eqy kozbiilsd
test. Ha M invaridns Aut(L|K) alatt, akkor M|K Galois.

Bizonyitds. Legyen f(x) egy irreducibilis polinom F'[z|-ben, amelynek a gyo-
ke M-ben. Mivel L Galois K felett, f(x)-nek n = deg(f) kiilonbozs gyoke
van L-ben, ay, ..., a,. Van egy K(a) — K(a;) C L K-izomorfizmus, amely a-t
a;-be képezi (mindketten f felbontési testei), és ez kiterjeszthets egy L — L
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K-izomorfizmussa. Mivel M invarians Aut(L|K) alatt, ez azt mutatja, hogy
a; M-ben van. O

2.4. Allitas. Legyen L|K Galois-bovités, és legyen G = Aut(L|K). Bdrmely
H wvéges részhalmazdra L-nek, legyen

G(H)={g9 € G| gh=h minden h € H-ra}.

Létezik eqy egyedi topologikus csoport struktira G-n, amelyre a G(H) halma-
zok e nyilt kérnyezetbdazisat alkotjak. FEhhez a topologidhoz a G-invarians H
halmazokra a G(H) halmazok az e kérnyezetbazisdat alkotjik nyilt normdlis
részcsoportokkal.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a G(H ) halmazok csaladjara teljestil (1,2,3,4)
a (2.1]) allitasbol. (1) teljesiil, mert G(H,) N G(Hy) = G(Hy U Hy). Tel-
jesil (2) és (3), mert minden G(H) halmaz egy csoport. Legyen H egy
véges részhalmaza L-nek. Ekkor K(H) véges bovitése K-nak, és igy csak
véges sok K(H) — L K-homomorfizmusa van. Mivel ;H = goH, ha
91l i) = Go|k(a)» €z azt mutatja, hogy H = Ugeq 9H véges. Most gH =H
minden g € G-re, és ebbdl kovetkezik, hogy G(H) normalis G-ben. Ezért,
gG(H)g™! = G(H) C G(H), amibdl kovetkezik (4). Ez a masodik allitast is
bizonyitja. O

2.3. Definicio. Az el6z6 dllitasban Aut(L|K)-en definidlt topoldgidt Krull-
topoldgianak nevezziik és Aut(L|K)-t ezzel ellitva LK Gal(L|K) Galois-
csoportjanak nevezziik.

2.4. Definicié. A K, Galois-csoportjat K felett K abszolut Galois-csoportjanak
nevezzik.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy K abszolut Galois-csoportja csak eqy bel-
s6 automorfizmus erejéig van definidlva: legyen K' eqy mdsik szepardbilis
algebrai lezdrtja K-nak; eqy K' — K, izomorfizmus vdlasztdsa meghatdroz
eqy Gal(K'|K) — Gal(K,|K) izomorfizmust, egy mdsodik K — K izomor-
fizmus az elsétdl eqy o € Gal(K|K) elemmel tér el, és az dltala definidlt
Gal(K'|K) — Gal(K,|K) izomorfizmus az elsétél inn(o)-val kilonbizik.

Megjegyzés. Ha S eqy véges G-invaridans halmaz, akkor K(S) véges bovitése
K-nak, ami invarians G alatt, és igy Galois K felett. Ezért,

{Gal(L|M) | M véges és Galois K felett}

nyilt normalis részcsoportokbol dllo kornyezetbdazisdat alkotja 1-nek.



2.5. Allitas. Legyen L Galois K felett. Minden M kézbiilsd testre, amely
véges és Galois K felett, a

o~ o|M: Gal(L|K) — Gal(M|K)
leképezés eqy folytonos sziirjekcid (diszkrét topoldgia Gal(M|K)-en).

Bizonyitds. Legyen o € Gal(M|K), és tekintsiik egy M — L K-homomorfizmusként.
Ekkor o kiterjeszthets egy L — L K-izomorfizmussa, ami azt mutatja, hogy
a leképezés sziirjektiv. M minden véges S generatorrendszerére K felett,
Gal(L|M) = G(S), ami azt mutatja, hogy lcamx) 6sképe nyilt G-ben.
Ugyanez igaz Gal(M|K) minden elemére. H

3. Végtelen Galois B6vitések

3.1. Lemma. Legyen L | K egy akdr végtelen Galois bovités. Ekkor minden
véges M | K kézbiilsd test bedgyazhatd eqy Galois kizbiilsd testbe.

Bizonyitds. Legyen M egy ilyen kozbiils6 test. Mivel minden véges, szepa-
rabilis bovités egyszerd, igy M K («) alaki egy megfelel§ o elemre. K (a)-t
pedig bedgyazhatjuk a miniméalpolinomjanak felbontési testébe, ami K felett
egy Galois bévités O

3.1. Definicié. (G,,pap) Csoportok egy (filtralt) rendszere, ha

o dll eqy részben rendezett (A,<) halmazbdl, amely irdnyitott abban az
értelemben, hogy minden (a,3) € A-hoz létezik valamilyen v € A, hogy
a<7yés <y

e minden o € A-hoz tartozik eqy G, csoport;

e minden a < [-hoz tartozik egy ¢pap : Go — Gg homomorfizmus gy,
hogy Gary = Gap © Py, ha a < B <.

3.2. Definici6. A rendszer inverz limesze azon részcsoportja a [[,c4 Go di-
rekt szorzatnak, amely azokbol a (g,) sorozatokbdl dlinak, amelyekre ¢os(ga) =
Jo teljesiil minden o < fB-ra. @Ga—val Jelolyiik.

3.3. Definicié. Provéges csoportnak hivjuk véges csoportok eqy rendszerének
az inverz limeszét, eqy p primre eqy pro-p csoport p-csoportok rendszerének
inverz limesze.

Példak. 1. Egy véges csoport provéges. Bdrmely irdnyitott indexhalmazra
és barmely G, = G, ¢op = tdg vdlasztdssal az inverz limesz G lesz.
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2. Legyen G egy csoport, és legyen A a véges indexd normdlosztok in-
dezhalmaza, részbenrendezve a kévetkezd reldcioval: H, < Hg < H, D
Hg. Minden H, < Hg normdlis részcsoport pdrra van egy ¢op : G/Hg —
G/H, faktorcsoport-leképezés. Ennek a rendszernek az inverz limeszét
G provéges telitésének nevezzik, és G-vel jelolgiik. Létezik eqy kanoni-
kus G — G homomorfizmus.

3. Legyen G = 7 az el6zd példaban. FEkkor A éppen a pozitiv egészek
halmaza, mivel minden véges indexi részcsoport generdlhato valamilyen
pozitiv eqész szammal. A részbenrendezés az oszthatdsdgi reldcio dltal
letesztett m]n akkor és csak akkor, ha mZ D nZ. A provéges telités
legyen 7.7 eqyben qyird is, a szorzdst a Z/mZ-k szorzdsdval képezziik.

4. Az el6z6 példdaban, ha csak valamilyen p prim hatvdnyait vessziik m he-
lyett, akkor az eldzdleg vizsgdlt inverz rendszer eqy részrendszerét kap-
Juk. Ezt kényelmesebb a p kitevdjével indexelni. Ezzel a konvencidval
a részbenrendezés a szokdsos (teljes) rendezés lesz Zso-n. Az inverz
limesz Z,, a p-adikus egészek additiv csoportja. Ez egy kommutativ
pro-p-csoport. A kinai maradéktétel alapjdan a Z, csoportok direkt szor-
zata minden p primre izomorf lesz Z-al. A Z,, csoportok természetes
gyiriszerkezettel is rendelkeznek, és ez az izomorfizmus valdjaban gyi-
riizomorfizmus.

3.2. Allitas. Legyen L|K egy Galois bovités. L|K véges Galois kozbiilsd
testeinek Galois csoportjai a ¢yy: Gal(M | K) — Gal(N|K) homomor-
fizmusokkal eqy inverz rendszert alkot, amelynek az inverz limesze izomorf
Gal(L|K)-val. Specidlisan Gal(L|K) egy provéges csoport.

Bizonyitds. Az allitas els6 részéhez csak a definiciot kell ellenérizni. Az izo-
morfizmusrol szolo allitashoz definialjuk a ¢ : Gal(L|K) — [],, Gal(M|K)
(M véges Galois kozbiilsé test) izomorfizmust ugy, hogy L egy o K-automorfizmusanak
a képe a megfelels kozbiilss testekre valdo megszoritasainak a direktszorzata
legyen. Az, hogy o(M) C M abbol kivetkezik, hogy o a K abszolut Galois
csoportjanak az eleme. ¢ injektiv hiszen, ha egy ¢ automorfizmus nem fixal-
na egy K beli a elemet, akkor egy K(«a)-t tartalmazo véges Galois bévitésre
valoé megszoritdsa nem az identitas. Masrészt a Galois elmélet fGtétele sze-
rint ¢ képe l&nGal(MH() -ban van. Valojaban az egész lglGal(MH() hiszen
vegylink bel6le egy (o)) elemet és definialjunk egy o K-automorfizmusat M-
nek ugy, hogy o(a) = oy () valamely K(a)-t tartalmazo M véges Galois-
bévitésre.Hogy o jol definialt, az abbol kovetkezik, hogy a o), automorfizmu-
sok kompatibilis rendszerét alkotjak, végiil o képe (o) lesz lim Gal (M|K)-
ban. 0
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3.2.1. Kovetkezmény. Az eldzd dllitasban szerepld inverz hatdarérték kom-
ponenseire vald projekcio Gal(L|K) — Gal(M|K) szirjekciokat ad minden
véges M|K Galois kizbiilsd testre.

Példak. 1. Legyen T egy véges test, és Fy eqy szepardbilis lezdrtja -
nek. Jol ismert, hogy minden n > 0 egészre a F,|F bovitésnek van
eqy egyértelmd F,|F kozbiilsd teste, amelyre |F,, : F| = n. Tovdb-
ba F,|F Galois bovités, és Gal(F,|F) = Z/nZ, ahol egy generdtort a
a +— of Frobenius-automorfizmus dltal kapunk . Ezen az izomorfiz-
muson keresztil a Gal(F,,,|F) — Gal(F,|F) projekcick megfelelnek a
Z]/mnZ — Z/nZ projekcionak. Ebbdl kévetkezik, hogy Gal(F4|F) = Z,
ahol a jobb oldali egység elem a Frobenius-automorfizmusnak felel meg
a bal oldalon.

2. Tekintsik most a Q(p,e) végtelen bovitést, amelyet gy kapunk, hogy
Q-hoz hozzdvessziik minden p-edik eqyséqgqyokdt eqy rogzitett p prim-
re. Tudjuk, hogy ez egy Galois-bovités. Ez a Q(u,) C Q(u2) C
Q(pps) C -+ - véges kozbiilsdtestek unidja, ahol p,r a p"-edik eqységgyo-
kok csoportja. Mivel Gal(Q(u,yr)|Q) = (Z/p"Z)*, 19y Gal(Q(op=)|Q) a
T&l(Z/pTZ)X =1y, a Ly gyirid egységeinek csoportja. Ismeretes, hogy
ez a csoport izomorf Z/(p — 1)Z X Zy-vel, ha p > 2, és /27 X ZLy-vel,
ha p = 2.

3.3. Lemma. Legyen (G, ¢ap) véges csoportok egy inverz rendszere, a diszk-
rét topologidval elldtva. Az inverz limesz @ G eqy zdrt topologikus részcso-
portja a [[ Ga szorzatnak.

Bizonyitds. Vegyiink egy g = (go) € [[Ga elemet. Ha g ¢ @Ga, akkor
meg kell mutatnunk, hogy van egy l'glGa—tél diszjunkt nyilt kornyezete.
A feltétel szerint valamilyen a és 8 esetén ¢n5(gs) # go. Most vegyiik a
[[ G azon részhalmazat, amely az Gsszes olyan elembdl &ll, amelynek a-
adik komponense g, és S-adik komponense gg. Ez egy megfelels valasztas,
mivel nyilt (a G, diszkrétsége és a topologiai szorzat definicibja miatt) és
tartalmazza g-t, de nem metszi @Ga—t. O

3.4. Definicié. Egy topologikus tér teljesen szétesd, ha dsszefiiggd kompo-
nenset az eqy pontu halmazok.

3.3.1. Kovetkezmény. Egy provéges csoport kompakt és teljesen szétesd.
Tovabbd, a nyilt részcsoportjai pontosan a véges indexd zdrt részcsoportok.

Bizonyitds. A véges diszkrét csoportok kompaktak, és kompakt csoportok
szorzata is az. Igy az inverz limesz kompaktsaga kovetkezik a lemmébol,
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hiszen kompakt terek zart alterei kompaktak. A teljes szétesés a konstruk-
ciobol kovetkezik. A masodik allitdshoz vegyiik észre, hogy minden U nyilt
részcsoport zart, mivel a komplementere az U mellékosztalyainak diszjunkt
uni6ja, amelyek maguk is nyiltak (a U +— gU leképezés homeomorfizmus
egy topologiai csoportban). A G kompaktsaga miatt ezekbdl véges sok van.
Megforditva, egy véges indexi zart részcsoport nyilt, mivel a komplementere
a véges sok diszjunkt mellékosztaly unidja, amelyek szintén zartak. O]

3.4. Tétel (Krull). Legyen M a L|K Galois-bovités egy kizbiilsd teste. Ek-
kor Gal(L|M) egy zdrt részcsoportja Gal(L|K)-nak. Tovibbd, a M — H :=
Gal(L|M) és H — M := LY leképezések egy tartalmazds fordito bi-
jekciot adnak o L DO M D K résztestek és a H C G zdrt részcsoportok
kézott. Egy M|K résztest akkor és csak akkor Galois K felett, ha Gal(L|M)
normdlis részcsoportja Gal(L|K)-nak. Ebben az esetben van egy természetes
Gal(M|K) = Gal(L|K)/Gal(L|M) izomorfizmus.

Bizonyitds. Vegyiink egy L-ben 1év6 véges szeparéabilis M|K bévitést. A
lemma szerint ez bedgyazhaté egy L-ben 16v6 véges Galois N|K bovi-
tésbe. Ekkor Gal(N|K) a Gal(L|K) standard véges faktorai kozil valo, és
Gal(N|M)-t részcsoportként tartalmazza. Legyen Uy a Gal(N|M) inverz
képe a Gal(L|K) — Gal(N|K) természetes projekcional. Mivel a projek-
ci6 folytonos és Gal(N|K) diszkrét topologiaval van ellatva, Uy nyilt. Azt
allitjuk, hogy Uy, = Gal(L|M). Valoban, Uy, C Gal(L|M), mivel Uy, min-
den eleme rogziti M-t. Masrészt, Gal(L|M) képe a projekcionél benne van
Gal(N|M)-ben, igy a forditott tartalmazas is igaz. Most ha M|K tetszdle-
ges részteste L|K-nak, akkor irjuk fel véges M, |K résztestek unidjaként. Az
elébb bizonyitottak szerint minden Gal(L|M,) nyilt részcsoportja Gal(L|K)-
nak zart is a kévetkezmény miatt. Metszetiik éppen Gal(L|M), ami
igy zart részcsoport, az altala helyben hagyott test pontosan M, mivel L
Galois M felett.

Forditva, adott egy H C G zéart részcsoport, az fixal valamilyen M|K
bévitést, és igy benne van Gal(L|M)-ben. Az egyenl6ség igazolasdhoz legyen
o egy Gal(L|M)-beli elem, és vegyiink egy nyilt Uy kornyezet bazisat az egy-
ségelemnek Gal(L|M)-ben, ami egy N|M Galois-b&vitésnek felel meg. Most
H C Gal(L|M) sziirjektiven képzédik Gal(N|M)-re a természetes projekei-
6nal, kiilonben képe Gal(N|M)-ben egy M-nél szigortian nagyobb résztestet
fixalna a véges Galois-elmélet szerint, ami ellentmondana annak, hogy H
minden N \ M-beli elemet mozgat. Specidlisan, H-nak van olyan eleme,
aminek ugyan az a képe Gal(N|M)-ben, mint 0. Tehat H tartalmaz egy
elemet a cUy mellékosztalybol, és mivel Uy tetszéleges volt, ez azt jelenti,
hogy ¢ benne van H lezartjaban Gal(L|M)-ben. De H feltétel szerint zart,
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igy az allitast belattuk. A véges bévitésekre vonatkozo allitas a fentiekbdl
adodik a kovetkezmény fényében.

Végiil, a Galois-résztestek és normalis részcsoportok kozotti kapcsolat
ugyanigy bizonyithato, mint a véges esetben. ]

4. Kategoria elmélet

Ebben a fejezetben atvessziik a kategoéria elmélet néhany alapfogalméat és
alapvets allitasat.

4.1. Definicié. Eqy kategoria objektumokbdl és a kéztik lévd morfizmusokbdl
dall, adott két A, B objektum a C kategoridban, az A-bol B-be mend morfizmu-
sok egy halmazt alkotnak, amit Hom(A, B)-vel jelolink. Ezekre a kovetkezd
feltételek vonatkoznak.

1. Minden A objektumra a Hom(A, A) halmaz tartalmaz eqy kitintetett
1dy elemet, az A identitdas morfizmusdt.

2. Adott két morfizmushoz ¢ € Hom(B,C) és ¢» € Hom(A, B), létezik
eqy ¢ o € Hom(A, C) morfizmus, a ¢ és b kompozicidja. A morfizmusok
kompoziciojdra két axioma vonatkozik:

o Adott ¢ € Hom(A, B) esetén ¢ oidy =idg o ¢ = ¢.

o (Asszociativitdis) A € Hom(A, B), v € Hom(B,C), ¢ € Hom(C, D)
esetén (poh)o X =¢go (o).

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy azt nem koveteljik meg, hogy a kategoria
objektumai halmazt alkossanak.

4.2. Definicié. Egy ¢ € Hom(A, B) morfizmus izomorfizmus, ha létezik
W € Hom(B,A), amelyre 1) o ¢ = ids és ¢ op = idp; az A és B kozitli

izomorfizmusok halmazat Isom(A, B)-vel jelolyik.

4.3. Definicidé. Egy C kategoria C°P oppozit kategoridjat gy képezziik, hogy
a C objektumasi kozott lévd morfizmusokat megforditjuk. Tehdt minden C-beli
(A, B) objektumpdrra létezik egy bijekcio a C-beli Hom(A, B) és a CP-beli
Hom(B, A) halmazok kézitt, amely megdrzi az identitds morfizmusokat és a
kompoziciot.

Ha az objektumok maguk is halmazt alkotnak, a kategéridhoz hozzéaren-
delhetiink egy iréanyitott grafot, ahol az objektumok a csticsok, és minden
morfizmusnak megfelel egy iranyitott él két objektum kozott. Igy konnyt el-
képzelni, mi egy kategoria C? oppozit kategoridja: ez "egy kategoria, amiben
ugyan azok az objektumok, de a nyilak megfordulnak".
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4.4. Definicié. Két kategoria, C és D szorzata a C X D kategdria, amelynek
objektumai (C, D) pdrok, ahol C € C,D € D, és morfizmusai a C és D-
beli morfizmusokbdl képzett (¢c, ¢p) pdrok. Véges szamii kategdria szorzatdt
hasonloan definidljuk.

4.5. Definicié. FEgy kategoria részkategoridja eqy olyan D kategoria, amely
a C néhdny objektumdbol és morfizmusabol dll. Teljes részkategoria, ha bdr-
mely két D-beli objektumra Homp(A, B) = Home(A, B), azaz minden C-beli
morfizmus A és B kézdtt D-beli morfizmus.

Példak. 1. A halmazok Sets kategoridja (a halmazelméleti leképezések-
kel).

2. Az Abel-csoportok Ab kategoridja (csoporthomomorfizmusokkal).

3. A topolologikus terek Top kategoridja (folytonos leképezésekkel).

Mind az Ab, mind a Top természetes részkategoridi a Sets-nek, de nem
teljes részkategoridk. Az Ab wviszont teljes részkategoridja az dsszes csoport
kategoridajanak.

4.6. Definici6. Egy F (kovaridns) funktor két kategoria, C és D kozott egy
A F(A) szabdlyt jelent az objektumokra, és egqy Hom(A, B) — Hom(F(A), F(B))
leképezést a morfizmusok halmazain, amely az identitds morfizmusokat iden-
titdas morfizmusokba képezi és meqdrzi a kompoziciot. Eqy kontravaridans funk-

tor C-b6l D-be egy funktor C-bdl DP-ba.

Példak. 1. Az identitds funktor az ide funktor bdarmely C kategoridra,
amely minden objektumot és morfizmust fizen hagy.

2. A funktorok tovabbi alapvetd példdit gy kapjuk, hogy rogzitink egy
A objektumot egy C kategoriaban, és tekintjik a Hom(A, ) kovaridns
funktort (ill. a Hom( ,A) kontravaridns funktort) C-bél a Sets kategd-
ridba, amely eqy B objektumot a Hom(A, B) (Hom(B, A)) halmazba
képzi, és eqy ¢ : B — C morfizmust a Hom(A, B) — Hom(A,C)
(Hom(C, A) — Hom(B,A)) halmazelméleti leképezésbe, amelyet a ¢-
vel valo kompozicio indukdl.

3. A Top kategorian értelmezett halmazértékd funktor, amely eqy topo-
logiai teret annak Osszefiiggdségi komponenseinek a halmazdba képezi.
Muvel eqy folytonos leképezés topologiai terek kézdtt az dsszefiiggdséqgi
komponenseket dsszefliggdségi komponensekbe képzi ez ldthatoan tény-
leg egy funktor.
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4.7. Definicié. Ha F és G két funktor C és D kozott, eqy ® természetes
transzformdcio F és G kozott eqy ®4 @ F(A) — G(A) morfizmusok gyiy-
teménye D-ben minden A € C objektumra gy, hogy minden ¢ : A — B
morfizmusra C-ben a kovetkezd diagram kommutativ:

Dy

e
=

G(A)

F(% lcw)
)

F(B) —* . G(B

1. 4bra.

4.8. Definicio. A ® természetes izomorfizmus, ha minden ® 4 izomorfizmus.
Ebben az esetben F = G-t irunk.

4.9. Definicié. Két kategoria, C és D ekvivalens, ha létezik két funktor,
F:C—=DéG: D—C, éskét természetes izomorfizmus, ® : FoG = idp
¢s U : GoF = ide. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a G funktor
kvdzinverze F-nek (és F kvdzinverze G-nek).

4.10. Definicié. Ha léteznek olyan F' és G funktorok, amelyekre F'oG = idp
és G o F =ide, akkor azt mondjuk, hogy C és D izomorfak.

4.11. Definicio. Azt mondjuk, hogy C és D anti-ekvivalensek (ill. anti-
izomorfak), ha C ekvivalens (izomorf) D°P-pal.

Koénnyen belathato, hogy a kategoriak ekvivalenciaja reflexiv, szimmet-
rikus és tranzitiv. Tovabba, az anti-ekvivalencia latszolag aszimmetrikus
definicioja kénnyen szimmetrikusnak bizonyul.

4.12. Definicié. Egy F' : C — D funktor hiiséges, ha barmely két A és B ob-
jektumra C-ben az F dltal indukdlt Fap : Hom(A, B) — Hom(F(A), F(B))
leképezés injektiv. Teljesen hiiséges, ha minden Fyp leképezés bijektiv.

Az F funktor lényegében sziirjektiv, ha D minden objektuma izomorf va-
lamely F(A) alaki objektummal.

4.1. Lemma. C és D akkor és csak akkor ekvivalensek, ha létezik eqy teljesen
hiiséges és lényegében sziirjektiv F': C — D funktor.

Bizonyitds. Az "akkor" rész bizonyitasahoz rogzitsiink minden Cy-beli V' ob-
jektumhoz egy iy : F(A) = V izomorfizmust valamely C;-beli A objektum-
mal. A masodik feltétel miatt létezik ilyen izomorfizmus. Tekintsiik azt a
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G : Cy — C; funktort, amely minden V' objektumot Cy-ben a fent rogzitett
A-ba képez, és minden ¢ : V — W morfizmust G(¢) = F (i o ¢ oiy)-be,
ahol ¢ € Hom(V, W), B = G(W), és Fap a teljes htiségesség definiciojaban
szerepld bijekcio. Az iy : F(G(V)) = V leképezések a konstrukcié miatt egy
®: FoG = ide, izomorfizmust létesitenek. Egy ¥ : G o F = ide, izomor-
fizmus megalkotasahoz el6szor funktorialis W4 : G(F(A)) — A leképezésekre
van sziikséglink minden C;-beli A objektumhoz. Az F' teljes hiiségességessége
miatt elegends FI(V 4) : F(G(F(A)) — F(A) leképezéseket konstrualnunk, és
F (W 4)-nak vehetjiik idp(a) @ p(a) szerinti egyértelmi ¢sképét. Hasonl6 konst-
rukcioval kapunk egy A — G(F(A)) leképezést, amely U4 inverze. Mivel a
konstrukecié funktorialis A-ban, igy egy természetes izomorfizmust kapunk.

A "csak akkor" rész bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy létezik egy G : Cy —
C, funktor és ® : Fo G = ide, és ¥ : Go F = ide, természetes izomorfiz-
musok. A lényegében sziirjektivitas azonnal lathato, hiszen egy adott Co-beli
C' objektum, ® révén izomorf F(G(C))-vel. A teljes hiiségesség igazolasédhoz
rogzitsiink két tetszéleges A, B objektumot C;-ben, és tekintsiik a kdvetkezs
leképezéssorozatot:

Hom(A, B) — Hom(F(A), F(B)) — Hom(G(F(A)),G(F(B))) — Hom(A, B)

amelyet rendre Fap, Gra),rp) és ¥ indukal. Ezek kompozicidja az iden-
titas, ami azt jelenti, hogy Fap bijekcio. O]

Megjegyzés. Hasonlo jellemzést adhatunk anti-ekvivalens kategoridkra is
teljesen hiiséges és lényegében sziirjektiv kontravaridns funktorokkal.

Példa. Tekintsiink eqy K testet és a Vecfk kategoridt, amely a K feletti vé-
ges dimenzids vektorterekbdl dll, morfizmusok a linedris leképezésekkel, mint
morfizmusokkal. Megmutatjuk, hogy ez a kategoria ekvivalens a kévetkezd C
kategoridval. A C objektumai a nemnegativ egész szamok, azn,m > 0 egészek
kézotti morfizmusok halmaza pedig az dsszes n X m-es K feletti mdtrixz. Itt
az identitds morfizmusokat az identitdsmdtrizok adjdk, a kompoziciot pedig
a mdtrixzszorzds. Minden n > 0 esetén vannak 0 — n és n — 0 kozétts
kanonikus morfizmusok.

Az kivdnt ekvivalencia igazoldsdhoz vegyiink eqy C' segéd részkategoridt,
és megmutatjuk, hogy ez ekvivalens mindkét kategoridval. Ez a C' kategoria
a Vecf i azon teljes részkategoridja lesz, amelyet a K™ standard vektorterek
feszitenek ki. A C' és Vecf i ekvivalencidja azonnal kovetkezik az el6zd lemma
feltételeit alkalmazva a C' bedgyazdsdra Vecfi-ba. Az elsd feltétel azonnali,
hiszen C'-t teljes részkategorianak vettik, a mdsodik pedig azért teljestl, mert
minden véges dimenzios K feletti vektortér izomorf valamely K™-nel.
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Nézziik C' és C ekvivalenciajat. Definidljunk eqy F : C' — C funktort
gy, hogy K™-t n-be képezi, és eqy K" — K™ morfizmust a mdtrizdba a
standard bdzisban. Az, hogy F wvaldban funktor abbdl kiovetkezik, hogy két
linedris leképezés, ¢ és v kompozicidjanak mdtrixa a ¢ és ¥ mdtrizainak
szorzata. Az F~1 inverz funktort gy kapjuk, hogy ezt az eljdardst megforditjuk.
Kénnyen ellendrizhets, hogy ebben az esetben F o F~1 és F~! o F tényleg
megegyeznek a megfeleld identitds funktorokkal.

4.13. Definicié. Legyen C egy kategoria. Egy F : C — Sets funktor repre-
zentdlhatd, ha létezik eqy C € C objektum és egy F' = Hom(C, ) természetes
izomorfizmus. A C objektumot reprezentdlo objektumnak hivjuk.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ha C és D objektumai C-nek, akkor minden
D — C morfizmus létesit egy Hom(C, ) — Hom(D, ) természetes leképezést
a kompozicio révén.

4.2. Lemma (Yoneda-Lemma). Ha F,G : C — Sets funktorok amelyeket a
C, illetve D objektumok reprezentdlnak, akkor minden ® : F' — G természe-
tes leképezést eqy egyedi D — C' morfizmus létesit az eldbb latott maodon.

Bizonyitdis. A ¢ : F(C) — G(C) morfizmus a funktorok reprezentalha-
tosaga miatt atirhat6 egy Hom(C,C) — Hom(D,C) leképezésként. Az
ide € Hom(C, ') identitas morfizmus képe ®¢ szerint egy ¥ : D — C mor-
fizmussal azonosithato és ez indukalja ®-t, hiszen egy A objektumra minden
F(A) = Hom(C, A)-beli elem azonosithaté egy ¢ : C'— A morfizmussal. Ve-
gyiik észre, hogy ¢ mint F(A)-beli elem nem més, mint ide € Hom(C, C) &
F(C) képe F(¢) révén. Mivel ® egy természetes leképezést, azt kapjuk, hogy
D4(0) = G(9)(¢), ami a G(A) = Hom(D, A) izomorfizmus mellett pontosan
¢ o Y-nak felel meg. ]

4.2.1. Kovetkezmény. FEqy F' reprezentalhato funktor reprezentdlo objektu-
ma izomorfia erejéig eqyértelmd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy C' és D is reprezentalja F-et, és alkalmazzuk a
Yoneda-lemmat F' identitéséra. O

5. Véges Etale Algebrak

Ebben a fejezetben induljunk ki egy alaptestbdl, legyen ez K, a szeparabilis
és algebrai lezartjai legyenck rendre K, C K. Az abszolut Galois csoportjat
jeloljik Gal(K)-val. Legyen L egy véges szeparabilis bévitése K-nak. Itt L
nem feltétleniil a K, részteste. Tudjuk, hogy L-nek csak véges sok K-algebra
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homomorfizmusa van K-ban, ezek szama |L : K|.Ezeknek a homomorfizmu-
soknak a képei benne vannak K,-ben. Igy tekinthetjiik a Homg (L, K,) véges
halmazt, amelyen a Gal(k) csoport balrol hat a (g, ¢) — go¢ szabéaly szerint,
ahol g € Gal(K) és ¢ € Homg (L, K).

5.1. Definicié. Egy G topoldgiai csoport hatdsa eqy X topologiai téren foly-
tonos, ha az

FiGxX =X
(9,7) = gx

leképezés folytonos.

5.1. Lemma. Az el6zd baloldali hatdisa Gal(K)-nak a Homg (L, K) hal-
mazon folytonos és tranzitiv, tehdt a Homg (L, Ks) mint Gal(K)-halmaz
izomorf valamely nyilt részcsoport szerinti bal mellékosztdly terével. Ha L
Galois-bovitése K-nak, akkor ez a mellékosztdalytér valdjaban egy nyilt nor-
maloszto szerinti faktor.

Bizonyitds. Egy ¢ elem U stabilizatora a Gal(K) azon elemeibdl 4ll, amelyek
rogzitik ¢(L)-t. Igy a (3.4) Tétel szerint U nyilt Gal(K)-ban, vagyis Gal(K)
folytonosan hat Homy (L, K,)-en. Ha L-t egy f minimal polinomt « elem
generalja, akkor minden ¢ € Homg (L, K) az « elemet f egy gytkébe képezi
K-ben. Mivel a Gal(K) tranzitivan permutalja ezeket a gyokoket, a Gal(K)-
hatés tranzitiv a Homg (L, Kg)-en. Ez azt is mutatja, hogy a g o ¢ — gU
leképezés izomorfizmust létesit a Homg (L, K) és a U\Gal(k) mellékosztaly-
tér kozott. Ha U normaélis, akkor a Gal(K)/U faktort kapjuk. A Tétel
szerint ez pontosan akkor torténik, ha L Galois-bévitése K-nak. O

Egy kontravarians funktort kaphatunk a véges szeparabilis bévitések ka-
tegoriajabol a véges, folytonos baloldali Gal( K')-hatéssal ellatott halmazok
kor minden ¢ : L — M K-homomorfizmus indukal egy Homy (M, K,) —
Hompg (L, K) leképezést a ¢-vel valo kompozicioval. Ez a leképezés Gal(K)-
ekvivarians igy tényleg funktort kapunk.

5.2. Tétel. Legyen K egy test, és rogzitsik eqy K, szepardabilis lezdrtjdt.
A kontravaridns funktor, amely egy véges szepardbilis L|K bovitést a vé-
ges Homg (L, K,) Gal(K)-halmazba képez, egy anti-ekvivalencidt ad a véges
szepardbilis bovitések kategoridja és a véges, folytonos és tranzitiv baloldali
Gal(K)-hatdssal elldtott halmazok kategoridja kozott. Itt a Galois-bovitések
a Gal(K)-halmazoknak felelnek meg, amelyek izomorfak a Gal(K) valamely
véges faktordval.
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Bizonyitds. Ellenérizniink kell, hogy a Homg( , K) funktor teljesiti az (4.1])
Lemma feltételeit. A lényegében sziirjektivitas igazolasahoz meg kell mutat-
nunk, hogy minden folytonos tranzitiv baloldali Gal(K)-halmaz S izomorf
valamely Homg (L, K,)-sel. Ehhez vegyiink egy s € S pontot. Az s stabili-
zatora egy U nyilt részcesoport Gal(K)-ban, amely egy L véges szeparabilis
bévitéset fixalja K-nak. Most definidljuk a Homg (L, K) — S Gal(K)-
halmaz leképezést a g o7 — gs szabaly szerint, ahol ¢ a természetes beagya-
zas L — K, és g a GG tetszGleges eleme. Ez a leképezés jol definialt, mivel ¢
stabilizatora pontosan Uy, és konnyen lathato, hogy izomorfizmus, valojaban
mindkét Gal(K)-halmaz izomorf a Us\Gal(K) mellékosztalytérrel az altal,
hogy i-t (és s-t) Us-be képzik a leképezések.

A teljes hiiségesség igazolasahoz meg kell mutatnunk, hogy adott L, M
véges szeparabilis bévitések esetén a L — M K-homomorfizmusok halmaza
bijektiv modon megfeleltethets a Homy (M, K;) — Homg (L, K;) Gal(K)-
leképezések halmazaval. Mivel mind a Homg (M, K), mind a Homg (L, K)
tranzitiv Gal(K)-halmazok, egy f Gal(K)-leképezést kozottiik egy rogzitett
¢ € Homg(M, K;) képe meghatarozza. Mivel f Gal(K)-ekvivarians, a ¢
stabilizatoranak elemei rogzitik f(¢)-t is, igy a U C V tartalmazas all fenn,
ahol V' a f(¢) stabilizatora. Az imént latottak szerint, ha vesszik az U és
V' altal fixalt résztesteit, akkor a K résztesteinek egy beagyazasat kapjuk,
amely nem mas, mint a f(¢)(L) C ¢(M) bovités. Ha 1 : ¢(M) — M jeldli a
¢ inverzét, akkor konnyen lathato, hogy v o f(¢) az egyértelmii f-et indukalo
elem Homy (L, M)-ben.

Az &llitas utolso része az el6z6 lemmabol kovetkezik. O

Ha a nem feltétlentil tranzitiv hatassal rendelkezé Gal(k)-halmazokra sze-
retnénk kiterjeszteni az antiekvivalenciat, akkor a véges szeparabilis bévité-
seket lecserélhetjiik a kovetkezore.

5.2. Definici6. Egy A véges dimenzios K -algebra étale K felett, ha izomorf
K wvéges sok szepardabilis bovitésének direkt szorzatdval.

Ahogy korabban, a Gal(K)-hatasa Kg-en indukal egy bal hatést Homg (A, K)-
en.

5.3. Tétel. [A Galois-elmélet fotétele — Grothendieck-féle vdltozat] Legyen
K egy test. Ekkor a funktor, amely eqy A véges étale Kalgebrat a wvé-
ges Homy (A, K,) halmazba képez, eqy antiekvivalencidt létesit a véges étale
K -algebrik kategoridja és a véges, folytonos baloldali Gal(K)-hatdssal elld-
tott halmazok kategoridja kozott. Itt a szepardabilis testbovitések a tranzitiv
Gal(K)-hatdssal rendelkezd halmazoknak felelnek meg, a Galois-bovitések pe-
dig azon Gal(K)-halmazoknak, amelyek izomorfak Gal(K') véges faktoraival.
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Bizonyitds. Ez az el6z6 tételbol kovetkezik azzal, hogy A egy adott A = [[ M;
felbontésa és egy ¢ € Homy (A, K) elem esetén a ¢ leképezés pontosan egy
M;-t képez injektiven Ky -be. Ha ¢(M;) # 0, akkor mivel M; egy test, M; in-
jektiven képzdédik Ks-be, masrészt egy M; x M; szorzat nem képezhetd injek-
tiven K,-be, mivel K, nulloszté mentes. Igy Homg (A, K,) a Homg (M;, K,)
halmazok diszjunkt uniévjava bomlik. Ez valojaban a Gal(K') orbitok altali
particioja. Hasonld okokbdl, egy masik adott A" = [] M étale K-algebréra,
egy A — A’ morfizmus azonosithaté a M; — M} morfizmusok egy gyjte-
ményével, amelyek viszont bijektiv médon megfelelnek a megfelels Gal(K)-
halmazok morfizmusainak az el6z6 tétel szerint.

]

Megjegyzés. A tétel azonnal dltaldnosithatd tetszdleges LK Galois-bévitésre,
ha csak azokra a véges étale K -algebrakat tekintyik, amelyek K résztesteinek
szorzatai, ekkor a A — Homg (A, K) funktor ekvivalencidt létesit a véges
folytonos baloldali Gal(L|K)-halmazok kategoridjdval.

5.4. Lemma. Fqy véges dimenzids kommutativ algebra eqy T test felett akkor
és csak akkor izomorf F véges bovitéseinek direkt dsszegével, ha redukdlt.

Bizonyitds. Az egyik iranyu allitas nyilvanvalo, hiszen testek direkt Osszege
redukalt.

A masik irdny bizonyitasahoz az A véges dimenzios F-algebrat felbonthat-
juk felbonthatatlan F-algebrak véges direkt szorzatéra, igy feltehetjiik, hogy
A maga is felbonthatatlan. Ekkor A-nak nem lehet mas idempotens eleme,
mint 0 és 1, hiszen ha e # 0, 1 idempotens lenne, akkor A = Ae x A(1 — e)
egy nemtrivialis direkt szorzatfelbontas lenne, mivel e(1 —e) = e —e* = 0
a feltétel miatt. A lemma belatasahoz elég, ha megmutatjuk, hogy minden
nem nulla a € A elem invertalhato, és igy A egy test. Mivel A véges dimen-
zios F felett, az (a) D (a®) D ...(a") D ... idedlok csokkend sorozaténak
stabilizalodnia kell, és igy valamely m-re a™ = a"*1b teljesiil egy megfelels b
elemre. Ezt a formulat iteralva a® = a"*b* minden pozitiv egész i-re, spe-
cidlisan a” = a®b". Igy a"b" = (a™b")?, azaz a™b" idempotens. Az el6zGek
alapjan két eset lehetséges. Ha a"b" = 0, akkor a” = (a")(a™b") = 0, ami
ellentmondés, mivel a # 0 a feltétel szerint és A redukélt. Ellenkezs esetben
a™b” =1, és igy a invertalhato. O]

5.5. Allitas. Legyen A egy véges dimenzids kommutativ K -algebra. Ekkor a
kévetkezdk ekvivalensek:

1. A étale.

2. A®y K izomorf véges sok K direkt dsszegével.
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3. A®x K redukdlt.

Bizonyitds. Ha az el6z6 lemmat alkalmazzuk A ®jx K-ra lathatjuk, hogy a
maéasodik és harmadik allitas ekvivalens. FEzért elég csak az els6 két feltétel
ekvivalenciajat bizonyitanunk.(1. = 2.) megmutatasahoz, elég a véges
szeparébilis L bévitéseit tekinteni K-nak. Ekkor L = K[x]/(f) valamely f
polinommal, amely a K-ban (z — o;) tényezékre bomlik. Igy a kovetkezd
izomorfizmus-lancot kapjuk:

LogK = Klz]/(f) = Klz]/(z—a1) ... (v —a) %“H (x—ay %HI_(,

ahol a kozéps6 izomorfizmus a Kinai maradéktétel kovetkezménye.

Most (1 = 2) megmutatéasiahoz legyen A’ a nilpotens elemek &ltal ge-
neralt ideal szerinti faktora A-nak. A lemma szerint A’ véges testbovitések
direkt 6sszege K felett. Mivel K redukalt, minden A — K K-algebra homo-
morfizmus faktorizal A’-n keresztiil, és igy annak egy L felbontéasi tényezdjén
keresztiil. Az L — K K-algebra homomorfizmusok szama legfeljebb |L : K|,
egyenlgség pedig akkor és csak akkor all fenn, ha L|K szeparabilis, tehat
Hompg (A, K) legfeljebb dimg(A) elemet tartalmaz, egyenldség pedig akkor
és csak akkor all fenn, ha A = A’ és A étale. Annak igazolasdhoz, hogy
egyenlGség valoban fennall vegyiik észre, hogy van egy bijekcio a

HOIIIK(A, K) = HOIIlf((A QK K,K)

véges halmazok kozott.

Ennck igazolasahoz vegyiik észre, hogy egy adott A — K K-algebra ho-
momorfizmus esetén, K-val tenzor szorozva és a szorzas leképezéssel kompo-
nalva kapunk egy A®@x K — K ®x K — K K-homomorfizmust. Masrészt a,
K — K beagyazas indukal egy A =2 AQx K — A®x K K-homomorfizmust,
amely a A ®x K — K homomorfizmusokkal komponélva egy leképezést ad
a jobb oldali halmazrél a bal oldalira, amely nyilvanvaléan inverze az el6z6
konstrukcionak. A feltétel most azt jelenti, hogy a jobb oldali halmaznak
dimz (A @k K) eleme van. De dimg(A @k K) = dimg A, igy az allitast
belattuk. O

5.3. Definicio. A harmadik feltételt teljesitd véges dimenzios K -algebrdkat
szeparabilis K -algebraknak nevezzik.
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6. Galois-fedések

Most rogzitsiink egy X teret, amelyrdl feltessziik, hogy lokdlisan dsszefiiggd
(azaz minden pontnak van Osszefiiggs nyilt kornyezetekbdl allo bazisa).

6.1. Definicié. Legyen X egqy topologikus tér. Eqy X feletti tér eqy Y topo-
logikus tér, eqy p: Y — X folytonos leképezéssel.

6.2. Definicié. Egy adott p : X — X fedés automorfizmusai X, mint X
feletti térnek az automorfizmusai, azaz a p vetitéssel kompatibilis topologikus
automorfizmusok.

Ezek a kompoziciora nézve csoportot alkotnak, amelyet Aut(Y|X)-szel je-
[6link. Vegyiik észre, hogy minden v € X pontra Aut(Y|X) a p~'(z) rostot
onmagdra képezi, igy p~t(x)-en van egy természetes Aut(Y'|X) hatds.

6.1. Allités: Legyen p - X — X eqy fedés, Z eqy dsszefiiggd topologikus tér,
fr9:Z — X folytonos leképezések, amelyekre po f = pog. Ha van olyan
z € Z pont, amelyre f(z) = g(z), akkor f = g.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy z € Z rendelezik a fenti tulajdonsagokkal,
T = f(2) = g(z). Vegylik egy V 0Osszefliggd nyilt kornyezetét p(z)-nek,
amely teljesiti a fedés definiciojanak feltételét, ilyen V' létezik, mert X lo-
kéalisan Osszefiiggs, és legyen U; =V a p~1(V) Z-t tartalmazé komponense.
A folytonossag miatt f-nek és g-nek z valamilyen W nyilt kdrnyezetét U;-be
kell képeznie. Mivel po f = p o g és p homeomorfizmus U; és V kozott,
f-nek és g-nek meg kell egyeznie W-n. Hasonl6 érveléssel belathato, hogy ha
f(Z") # g(2') valamilyen 2z’ € Z pontra, akkor f és g 2’ egy egész nyilt kérnye-
zetét kiilonbozs p~' (V) komponensekre képzi. Igy a {z € Z : f(z) = g(2)}
halmaz nem iires, nyilt és zart Z-ben, tehat Z OsszefliggGsége miatt ez az
egész 7. O]

Egy fontos specialis eset a kovetkezd.

6.2. Lemma. Egy dsszefiiggép: X — X fedés ¢ automorfizmusa, amelynek
van fix pontja, trividlis.

Bizonyitds. A lemma az el6z6 tételbsl adodik Z = X, f = id és g = ¢
valasztéassal. O

6.3. Allitas. Hap: X — X egy dsszefiiggd fedés, akkor Aut(X|X) fedohatds
X-n.

Bizonyitds. Legyen T € X, és legyen = = p(Z). Legyen V x Gsszefiiggs nyilt
kornyezete gy, hogy p~! (V) olyan diszjunkt nyilt halmazok uni6ja, mint ami
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fedés definiciojaban szerepel. Az egyik ilyen, mondjuk U;, tartalmazza z-t.
Ekkor U; teljesiti a fedGhatas definiciojanak feltételét, hiszen egy nemtrivialis
¢ € Aut(X|X) Us-t izomorfan képezi valamilyen Uj-re a fedés automorfiz-
musénak definicioja szerint. Mivel X dsszefiiggs, a lemma alkalmazhato,
és azt mutatja, hogy ¢ # id ¢ esetén i # j. n

6.4. Allités.ffa a G csoport feddhatds eqy dsszefiiggs X téren, akkor a
pe: X — G\X fedés automorfizmus csoportja pontosan G.

Bizonyitds. ElGszor is vegyiik észre, hogy G része Aut(X|(G\X))-nek. Most
tekintsiink egy ¢ elemet az utébbi csoportban, és nézziik a hatasat egy tet-
szbleges T € X pontra. Mivel pg rostjai pontosan G orbitjai, talalhatunk
egy g € G elemet ugy, hogy ¢(Z) = gz. A lemmét alkalmazva a ¢ o g~!
automorfizmusra azt kapjuk, hogy g = ¢. m

Megjegyzés. Egy dsszefiiggd p X — X fedés esetén képezhetjik X fakto-
rat Aut(X|X) hatdsdval. A fedés automorfizmusainak definicidjabdl azonnal
kévetkezik, hogy a p projekcio felbonthatd folytonos leképezések kompozicio-
jaként:

X = Aut(X|X)N\X & X
ahol az elsd leképezés a természetes leképezés.

6.3. Definici6. Egy p : X — X fedést Galois-fedésnek nevezink, ha X
osszefiiggd, €s a fenti p leképezés homeomorfizmus.

6.5. Allitas. Egy osszefiiggd p : X — X fedés akkor és csak akkor Galois-
fedés, ha Aut(X|X) hatdsa tranzitiv p minden rostjin.

Bizonyitds. Aut(X|X)\X alaphalmaza definici6 szerint X orbitjainak hal-
maza az Aut(f( | X') hatasra, igy a p leképezés akkor és csak akkor bijektiv,
ha minden ilyen orbit megegyezik p egy teljes rostjaval, azaz ha Aut(X|X)
hatasa tranzitiv minden roston. O]

Megjegyzés. Valgjdban eqy dsszefiiggd p : X — X fedés esetén elég, ha
Aut(X|X) hatdsa tranzitiv egy roston. Ebben az esetben Aut(X|X)\X egy
osszefliggd fedése X -nek, ahol az eqyik rost egyetlen elembdl dll; igy homeo-
morf X -szel.

Peélda. Tekintsik a X = R"/A linedris toruszt, ahol A = 7" eqy rdacs, és
legyen m > 1 egész. Az m-mel vald szorzds R"-en leképezi A-t 6nmagdba, és
gy indukdl eqy X — X leképezést. Ez eqy Galois-fedés (Z/mZ)"™ csoporttal.
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6.6. Lemma. Tegyik fel, hogy adott egy dsszefiiggd q : X, — X fedés és
egy [+ X1 — Xo folytonos leképezés. Ha qo f : Xy — X fedés, akkor
[ X1 — Xy is fedés.

Bizonyitds. Legyen & egy pontja Xo-nek, z = q(z), és V x egy Osszefliggd
nyilt kornyezete, amely teljesiti a fedés definicidjéanak feltételét mind p = go f,
mind ¢ esetén, ami ap~ (V) = [[U; és ¢~ 1(V) = [ V; felbontasokat eredmé-
nyezi. Itt f(U;) minden U;-re egy Osszefiiggs reszhalmaz X,-ben, amelynek a
q altali vetitése V, tehat van olyan j, hogy f(U;) C V;. De ez valojaban ho-
meomorfizmus, mivel mindkét oldal homeomorf V- Vel q altal. Ez azt jelenti,
hogy f(X;) nyilt X,-ben.

Most a lemma bizonyitdsahoz eldszor megmutatjuk, hogy f szirjektiv.
Ehhez elég belatni X, Osszefliggdsége ¢s f (X1) nyiltsdga miatt, hogy X, \
f(X1) nyilt Xo-ben. Ha & X, \ f(Xl) egy pontja, és V x = ¢(Z) egy olyan
kornyezete, mint az el6bb, akkor a ¢~*(V) teljes 7-et tartalmazé V; kompo-
nense, diszjunkt kell legyen f(X;)-t6l. Valoban, kiilsnben az el6z6 érvelés
szerint az egész V; benne lenne f (Xl)—ben, ami ellentmondas. Ez bizonyitja
X, \ f(X1) nyiltsagat, és a lemma bizonyitasénak befejezéséhez csak annyit
kell észrevenni, hogy a fenti V; Gsképe f altal diszjunkt U; halmazok unio-
ja. ]
6.7. Tétel. Legyen p : X1 — X eqy Galois-fedés. Minden H < G =
Aut(X,|X) részcsoportra a p projekcid indukdl egy Py : H\X, — X ter-
meészetes leképezést, amely H\Xl—t X fedésévé teszi.

Forditva, ha Xo — X eqy dsszefiiggd fedés, amelyre a kévetkezé diagram
kommutativ:

Xlé)&g

N,

X

2. 4bra.

akkor f X, = X, egy Galois-fedés, és valdjaban_ X, = H\X1 a H =
Aut(X,|Xs) részesoportra G-ben. A H — H\X, és Xy — Aut(X;|X5) le-
képezések bijekciot létesitenek G részcsoportjai €s a fenti kozbilsd fedések
kozott. A q: Xy — X fedés akkor és csak akkor Galois-fedés, ha H normdlis
részcsoportja G-nek, ebben az esetben Aut(X,|X) = G/H.

Bizonyitds. Mivel H < Aut(X;|X), a p vetités felbonthato X; 24 H\ X, i,
X kompozicioként. Itt py folytonos, mert p folytonos, és lokalis homeomorfiz-
mus. Itt elég azt 14tni, hogy elég kis V' C X halmazok felett p~1 (V) =X V x F,
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ahol F' egy diszkrét topologikus tér H-hatassal. Az 55 (V) € H\X, nyilt
halmaz ekkor izomorf lesz V' és F' H-orbitjainak diszkrét halmazanak szor-
zatéval, tehat ebbdl az kovetkezik, hogy py : H \X 1 — X fedés.

Forditva, alkalmazzuk az el6z6 lemmét annak igazolasara, hogy f : X; —
X, fedés. Ekkor H = Aut(Xl\XQ) egy részesoportja G-nek, tehat a fedés
Galois voltanak igazolasdhoz a allitas szerint elég ellendrizni, hogy H
tranzitivan hat f minden rostjan. Vegyiink egy # € X, pontot, és legyenek &
&s Ty ket pontja f~'(Z)-nek. Mindketten benne vannak a p~'(¢(Z)) rostban,
tehat mivel p : X; — X Galois-fedés, van olyan ¢ € G, hogy & = ¢(Zs).
Készen vagyunk, ha megmutatjuk, hogy ¢ € H, ami ekvivalens azzal, hogy
az S = {1 € )Z' f(~) f(o6(z))} részhalmaz megegyezik Y egészével. De ez
kovetkezik a allitasbol, ha azt X1, Xo f és g = f o ¢-re alkalmazzuk.

Nyllvanvalo7 hogy a fenti két konstrukcié inverze egymasnak, igy csak az
utols6 allitds marad, amelyet hasonléan bizonyitunk, mint a testek Galois-
elméletében a megfeleld allitast. Az egyik irdny egyszerd: ha H normalis rész-
csoportja G-nek, akkor G/H hatésa temészetes Xy = H \X 1-on, és ez a hatés
megtartja a ¢ vetitést. Igy kapunk egy G/H — Aut(X2|X ) csoporthomo-
morfizmust, amelyrdl lathat6, hogy injektiv. De (G/H NX, = G\X, = X,
tehat G/H = Aut(X,|X) és g : Xy — X Galois-fedés. Forditva, tegyiik fel,
hogy X, — X Galois-fedés. ElGszor megmutatjuk, hogy G = Aut(X;|X)
minden ¢ eleme indukal egy X, automorfizmust X felett. Mas szoval, sziik-
ségiink van egy 1 : X» — X, automorfizmusra, amelyre a kdvetkez6 diagram
kommutativ:

Xl#xl

I f
X Xz
q q

3. abra.

Ehhez vegyiink egy #; € X; pontot, aminek z = (g o f)(#1) a képe X-
ben. A diagram kommutativitasa miatt f(z7) és f(¢(21)) benne vannak
¢ ugyanazon ¢~ '(z) rostjaban. Mivel Aut(X,|X) tranzitivan hat ¢ rostja-
in, van egy ¢ € Aut(Xng) automorfizmus, amelyre ¥(f(21)) = f(o(z1)).
Valojaban 1) az egyetlen ilyen tulajdonsagi elem Aut(X,|X)-ben, mert ha
A € Aut(X,|X) egy masik ilyen elem, akkor a lemma szerint 1) o A\7*
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az identitas. Azt allitjuk, hogy 1 a keresett leképezés, azaz a Yo f és fo ¢
leképezések megegyeznek, hiszen mindketts folytonos leképezés az dsszefiiggd
X térbsl Xo-be, amelyek egybeesnek az #; pontban, és raadasul a g-val valo
komp0210103uk egyenld, tehat az allitas kovetkezik a [6.1] allitasbol. A ¢ — 1
leképezés valojaban egy G — Aut(X,|X) Csoporthomomorﬁzmus A magja
H = Aut(X,|X,), amely igy normalis részcsoport G-ben. O

6.4. Definici6. Adott & € p~'(x) és a € m (X, x), melyet egy f:[0,1] — X
it reprezentdl, ahol f(0) = f(1) = z. Definidljuk ai = f(1)-et, ahol f az it-
felemelési lemma szerinti eqyértelmid emelése f-nek X -be az f(O) = T feltétel
mellet. A Homotdpia-felemelési lemma szerint o nem figg f vdlasztdsdtol,
és konstrukcio szerint p~'(z)-ben van. Ez egy bal oldali hatdsa a 7 (X, x)
csoportnak a p~'(x)-re: (a-B)T = a(B) minden o, B € m (X, x) esetén. Ezt
nevezziik a monodrémia hatdsnak a p~*(x) roston.

6.5. Definicié. Rogzitsiink eqgy X teret és eqy x € X pontot. Definidljuk
a Fib, funktort a fedések kategoridjabol a bal m (X, x) hatdssal rendelkezd
halmazok kategoridjdba tgy, hogy eqy p - X1 — X fedéshez a p~Y(z) rostot
rendeljiik.

Ez valéban eqy funktor, mivel eqy fedések kizotti f : X1 — Xo morfizmus
definicio szerint megdrzi az x feletti rostokat, és az x-en dtmend zdrt utak
egyértelmi emelését & € X,-bol kiindulva az f(&)-bdl kiinduld egyértelm
emelésekbe viszi Xo-ben, az emelés eqyértelmisége miatt.

6.6. Definicié. X lokdlisan egyszeresen 0sszefiiggd, ha minden pontnak van
egyszeresen 0sszefiiggd nyilt kérnyezetekbdl dllo bazisa.

6.8. Tétel. Legyen X dsszefiiggd és lokalisan egyszeresen Gsszefiiggd topolo-
gikus tér eqy x € X bdzisponttal. Ekkor az Fib, funktor reprezentdlhatd egy
X, = X fedéssel.

Bizonyitds. El6szor konstrualjuk meg az )~(x teret. A )?x pontjai az x-bél ki-
indulé utak homotoépiaosztalyai. A 7 projekcié definidlasdhoz minden g € X,
ponthoz valasztunk egy f : [0,1] — X utat, amire f(0) = z, amely reprezen-
talja g-t, és legyen W()?x) = f(1) = y. Ez egy jol definialt leképezés, mivel
a homot()p utaknak deﬁm’cié szerint ugyanaz a végpontjuk Ezutéun deﬁni—
kovetkezo U halmazok alkotjak: 7(g) egy egyszeresen Osszefiiggs U kornye-
zetébdl indulunk ki, ha f: [0,1] — X egy tut, amely reprezentélja g-t, akkor
U; azon utak homotopiaosztalyainak halmaza, amelyeket ugy kapunk, hogy
f homotopiaosztalyat hozzaftizziik valamilyen g : [0,1] — X at homotdpia-
osztalyahoz, ahol g(0) = y és ¢([0,1]) C U. Megjegyezziik, hogy mivel U
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egyszeresen Osszefiiggs, két ilyen g azonos végpontok mellett azonos homo-
topiaosztalyba tartozik. Igy képletesen szolva U tgy kaphato, hogy az y-ba
érkez6 utak homotopiaosztélyait "folytatjuk" U més pontjaiba. Ez valoban
nyllt kornyezetek bazisat adJa y-nak, mivel adott két Uy és V;; kornyezet ese-

tén U N V~ tartalmaz egy W~ t valamilyen y-t tartalmazo, U N V-ben 1év6
egyszeresen Osszefliggs W kornyezetre. Szintén azonnal lathato, hogy 7 foly-
tonos ezzel a topologidval. Egy y pont egyszeresen Gsszefiiggd kornyezetének
7 szerinti inverz képe a Uy nyilt halmazok diszjunkt unidja lesz minden gy
inverz képére y-nak. Igy megkaptunk X egy fedését. Végiil megjegyezziik,
hogy van egy "univerzalis elem" 7 a 7 !(z) rostban, amely a konstans 1t
homotoépiaosztalydnak felel meg. B

Most pedig megmutatjuk, hogy a fent konstrualt X, — X fedés reprezen-
talja a Fib, funktort. Ez azt jelenti, hogy egy p : X — X fedés esetén minden
T pont a p~!(z) rostban kanonikusan és funktoralisan meg kell feleljen egy
T Xx - X morfizmusnak X felett. A mz-t a kovetkezdképpen definidljuk:
egy adott 77 € X, pontot, amelyet egy f:]0,1] — X ut reprezentél, elkuld—
juk f(l)—be, ahol f : [0,1] — X az egyértelmii emelése f-nek X-be f( )=
mellett, melynek létezését az Utfelemelési lemma garantalja. A Homotopla—
felemelési lemma azt mondja, hogy ez a leképezés jol definiélt, és lathatéan
egy fedSleképezés. Az & — m; leképezés bijekcio p~!(x) és a Homy (X, X)
halmaz kozott, egy inverzt pedig tgy kapunk, hogy egy ¢ morfizmust elkiil-
diink az 7 univerzélis elem ¢(7y) képére. Végiil, a fenti bijekcio funktorélis.
Egy adott X — X’ fedsleképezésre, amely 7-t egy 7' € X' pontba viszi, az
indukalt HomX(Xx,X ) — HomX(XmX ) leképezés mz-t mz-be viszi, mivel
ezek a leképezések -t rendre Z-be és 7’-be viszik. O

A X fedés fiigg a bazispont valasztasatol, és egy univerzélis elemnek
nevezett kanonikus elemmel van ellatva a 7 1(93) rostban. Definici6 sze-
rint a 7 @ X, — X-bol egy rogzitett p : X — X-be mend leképezésck
bijektiven (és funktoralisan) megfeleltetheték a p~'(z) C X rost pontja-
inak. Specialisan, mivel X, maga is egy fedése X-nek 7 révén, van egy
Fib,(X,) = Homy (X,, X,) kanonikus izomorfizmus, ahol Homy az X felet-
ti terek kozotti leképezések halmazat jeloli. Ezen izomorfizmuson keresz-
tiil az X, identitdsa egy 7, kanonikus elemnek felel meg a 7'(x) rost-
ban. Ez az univerzélis elem. Most egy tetszSleges p : X — X fedés és
i € n'(z) elem esetén a m; : X, — X fed6leképezés, amely Z-nek felel
meg az Fib, (X) & Homy (X,, X) izomorfizmuson keresztiil, Zy-et -be viszi
a kovetkezd diagram kommutativitdsa miatt.

Vegyiik észre, hogy X egy adott ¢ : X — X automorfizmus mint
X fedése esetén, a ¢-vel valdo kompozicié bijekciot létesit a HornX(Xx,X )
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Homy (X,, X) ——— Fib,(X)

4. abra.

halmazon dnmagéara minden X fedésre. Igy kapunk egy jobb oldali hatast
a HomX(Xx,X) >~ Fib,(X) halmazon az Aut(X,|X) bal oldali hatésabol
X,-en. Hogy ezt 0ssze tudjuk hasonlitani a monodromia hatassal, ami bal
oldali, bevezetjiik a kovetkezs fogalmat:

6.7. Definicié. Fgy G csoport esetén az oppozit csoport GP eqy csoport
ugyanazon az alaphalmazon, mint G, de a szorzdst (g,h) — hg szerint defi-
nidljuk.

Megjegyzés. (G?)? = G, és G kanonikusan izomorf G’-vel a g — g+
leképezésen keresztil. Ezzel Aut(X,|X) jobb hatdsa X,-en Aut(X,|X)? bal

hatdsdavd vdlik.

6.8. Definicié. Az X topologikus tér lokdlisan utdsszefiiggd, ha minden pont-
nak van tésszefiiggd nyilt kérnyezetekbdl dllo bdzisa

6.9. Lemma. Fqy egyszeresen 0sszefiiggd és lokdlisan utdsszefiiggd tér fedése
trividlis.

Bizonyitds. Elég azt megmutatni, hogy egy egyszeresen Osszefiiged X tér
osszefiiggd p : X — X fedésénél a p leképezés injektiv. Mivel X lokalisan
ttosszefiiges és p lokalis homeomorfizmus, X lefedhetd tdsszefiiges nyilt
részhalmazokkal. Az SsszefiiggGseégi feltétel miatt X utosszefiiggs is. Tekint-
siink az @ és #; pontokat X-ben, ahol p(7y) = p(#1). X tutosszefiiggdsége
miatt van egy [ : [0,1] — X 1t, amire f(O) = Ty és f(l) = 71. Az f at
nem lehet mas, mint az f = po f ut egyértelmid emelése, ami egy zart tut
x = p(zo) = p(27) koriil. Mivel X egyszeresen sszefiiggd, ez az it homotop
a [0, 1] — {x} konstans uttal, aminek az egyértelmd emelése az £,-bol induld
[0,1] — {7} konstans ut. A Homotopia-felemelési lemma szerint ez csak
akkor lehetséges, ha =y = z7. O]

6.9.1. Kovetkezmény. Legyen X lokdlisan egyszeresen dsszefiiggd tér. Ha
p: X1 — X ésq: Xy — X, fedései X -nek, akkor a gop : Xo — X leképezés
is fedése X -nek.
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Bizonyitds. Vegylink egy pontot X-ben, és vegyiik egy egyszeresen Osszefiig-
g6 U kornyezetét. Az allitas szerint a p megszoritdsa p~(U)-ra a trivialis
fedés U-ra. Ezt az érvelést megismételve g-ra a p~!(U) osszefiiggd kompo-
nenseire, amelyek maguk is egyszeresen 0sszefiiggék, hiszen izomorfak U-val,
azt kapjuk, hogy a poq megszoritasa (poq) ™' (U)-ra a trividlis fedés U-ra. [

6.10. Tétel. Az )~(x fedés dsszefiiggd Galois-fedése X -nek és automorfiz-
mus csoportja izomorf m (X, x)-szel. Tovdbbd, minden X — X fedés esetén
a Aut(X,|X)® bal oldali hatdsa a Fiby(X)-on az el626 konstrukcid szerint
pontosan m (X, z) monodromia hatdsa.

Bizonyitds. Elészor megmutatjuk, hogy X, Osszefliggs. Ehhez elég azt meg-
mutatni, hogy X, ttdsszefliggs, amihez azt kell belatnunk, hogy van egy 1t
X,-ben, amely 6sszekoti az univerzalis £y pontot barmely méasik Z’ ponttal.
Legyen [ : [0,1] — X egy tut, amely reprezentalja &’-t. Az m : [0,1] x[0,1] —
[0,1], (s,t) — st szorzéasleképezés folytonos, igy f - m és f - m megszorita-
sa minden {s} x [0, 1] alakt halmazra is az. Egy ilyen megszoritas definial
egy fs utat o-bol f(s )be ahol fo a konstans [0,1] — {:L‘} at és f1 = f
plaosztalyaba kiild6 leképezés folytonog és gy deﬁmalja a sziikséges utat.
Valojéban ez az [ egyértelmd emelése X,-be 2-bdl kiindulva.

Most belatjuk, hogy a 7 : X, — X fedés Galois-fedés. A @ Megjegyzés
szerint elég megmutatni, hogy a Aut()?I]X ) csoport tranzitivan hat a 7! (x)
roston. Minden z; pontra a 7 !(z) rostban a . tétel szerint van egy

X — X folytonos leképezés, ami kompatibilis 7-vel és az univerzalis
Zo elemet Z1-be képezi. Megmutatjuk, hogy 7 automorfizmus. Mivel X,
Osszefiliggd, a lemma szerint 7z fedésstruktarat ad X,-nek onmaga fe-
lett(sziirjektiv). Vegyiink egy @5 € 7' (Z) elemet. Mivel a 7o 7z, : X, > X
szintén fedése X-nek a kovetkezmény szerint, alkalmazhatjuk aTé—
telt erre a fedésre, hogy kapjunk egy folytonos és sziirjektiv m, : X, = X,
leképezést, ahol 7, (Z) = @2 és mo 7 © 7Tx2 = 7. De 7z o 7g (T) = 2o, igy
a Tz o Ty leképezés az identités a X,-en a lemma szerint. A 7, sziir-
jektivitasa miatt ez azt jelenti, hogy 7 1nJekt1V, és igy az allitast belattuk.

Meg azt is meg kell mutatnunk, hogy létezik egy természetes Aut()?x | X)°P
m (X, z) izomorfizmus.El6szor is vegyiik észre, hogy X,-en van egy termé-
szetes jobb 71 (X, z) hatéas, amit tgy definidlunk, hogy adott z’ € X, pontra
és v € m(X, ) elemre f és f, Gtreprezentansokkal vehetjik az f - f, Gssze-
fiizést, majd a szorzat homotopiaosztalyat. Konnyen ellendrizhets, hogy az
igy kapott ¢, : X, — X, leképezés folytonos és kompatibilis 7-vel, azaz
fedésautomorfizmus. Mivel konvencié szerint a Aut(X,|X) balrol hat X,-en,
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ez egy m(X,x) — Aut(X,|X) csoporthomomorfizmust definial, ami ra-
adasul injektiv, hiszen barmely nemtrivialis v mozgatja a megkiilonboztetett
7o elemet. A homomorfizmus sziirjektivitasanak blzonyltasahoz vegyiink egy
tetszéleges ¢ € Aut(X |X') automorfizmust és egy &’ € X, pontot, amit egy
f :]0,1] — X 1t reprezental. A ¢(Z') pontot ekkor egy ¢ : [0,1] — X ut
reprezentéalja, ahol g(1) = f(1). Most f_1 - g egy zart ut x korill X-ben,
amelyre teljesiil, hogy f-(f~1-g) = g. Jeldlje v az osztélyat m (X, z)-ben. A
po I automorfizmus helyben hagyja 7'-t, igy )?x OsszefliggGsége és a
Lemma miatt ez az identités. Ez azt mutatja, hogy ¢, = ¢.

Végiil lassuk be a monodréomia-hatéasrol szolo allitast. A (6.8)) tétel szerint
a rost minden T pontja megfelel egy 7z : X, > X fedesmorﬁzmusnak és
a bizonyitds mutatja, hogy mz; az X, f utakkal reprezentalt pontjait f(1)
alak pontokba képezi, ahol f : [0,1] — X az f emelése, amire f(0) = .
Specialisan Z, mint a ¢ : [0, 1] — {z} konstans 1t osztalyanak képe, megfelel
a [0,1] — {#} konstans utnak. Az el6z6 lemma bizonyitasa szerint egy f,
uttal reprezentalt m (X, x)-beli elem a c-t az f, osztalyaba viszi. Igy az v
hatésa p~!(z)-re Z-t jZ(l)—be képezi, ahol f; :[0,1] = X az f, &-bol kiindulo
kanonikus emelése. Ez éppen a monodromia-hatés. O

6.11. Tétel. Legyen X eqy Osszefiiggd és lokdlisan egyszeresen 0sszefliggd
topologikus tér, és x € X eqy bdzispont. A Fib, funktor ekvivalencidt léte-
sit az X fedéseinek kategoridja és a bal m (X, ) hatdssal rendelkezd halma-
zok kategoridja kozott. Az dsszefiiggd fedések a tranzitiv hatdssal rendelkezd
m (X, x)-halmazoknak, a Galois-fedések pedig a normdlis részcsoportok mel-
lekosztdlytereinek felelnek meg.

Bizonyitds. A bizonyitas nagyon hasonld a . Tétel bizonyitasahoz: el-
lendrizziik, hogy a funktor teljesiti az Lemma feltételeit. A teljes hi-
ségességhez azt kell megmutatnunk, hogy adott p: X7 — X és ¢ : Xo — X
fedések esetén minden ¢ : Fib, (X1) — Fib,(X5) m (X, z)-halmaz leképezés
egy egyértelmd X, — X, leképezésbol szarmazik. Ehhez feltehetjiik, hogy
X, és X, osszefiiggs, és tekintsiik a 7z : C X, = Xu leképezést, amely egy
rogzitett 1 € Fiby(X) pontnak felel meg. A Tétel szerint a 7z, leképe-
zés X-t a X, hanyadosaként realizalja az #; Uy, = Aut(X,|X) stablhzatora
altal. Legyen 1, : X — Ufl\f(w az inverz leképezés. Mivel U, injektiven
bedgyazhatd ¢(7;) stabilizatoraba ¢ révén, a m, : X, — X, természetes
leképezés, amely ¢(2)-nek felel meg, létesit egy Uy, \)?x — X, leképezést.
Ennek a kompozicidja a 1) -vel lesz a kivant X, — X, leképezés. A lényegi
sziirjektivitashoz azt kell megmutatnunk, hogy minden bal m (X, ) hatassal
rendelkez6 S halmaz izomorf X valamely fedésének rostjaval. Tranzitiv S
esetén vehetjiik a X, hanyadosat valamely pont stabilizatora altali hatasra.
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Altalanos esetben S-t felbontjuk m (X, z)-palydkra, és vessziik a megfelels
fedések diszjunkt uniojat. m

Megjegyzés. Ha osszehasonlitjuk a fenti tételeket az Tétellel, latjuk,
hogy a X, fedés a K szepardbilis lezdrt szerepét jatssza. x vdlasztdsa a
szepardbilis lezdrds vdlasztdsdnak felel meg. A fundamentdlis csoport az ab-
szohit Galois-csoport megfeleldje. Az ekvivalencidt létesitd funktor a testek
esetén A — Hom(A, K,), a topologikus esetben pedig X, — Homy (X,, X;) =
Fib,(X)).

6.9. Definicio. Az X — X fedést végesnek nevezziik, ha véges sok rosttalal
rendelkezik. Ha X 0sszefiiggd, akkor ezeknek ugyanaz a szamossaguk, melyet

X fokanak hivunk.

6.11.1. Kovetkezmény. Legyen X eqy dsszefliggd és lokdlisan egyszeresen
dsszefiiggd topologikus tér, és v € X egy bazispont. A Fib, funktor ekviva-
lencidt létesit a véges fedések kategoridja és a véges folytonos bal w1 (X, x)
hatdssal rendelkezd halmazok katewa kizott. Osszefiggd fedések a ve-
ges, tranzitiv hatdssal rendelkezd w1 (X, x)-halmazoknak, Galois-fedések pedig
a nyilt normdlis részcsoportok mellékosztdlytereinek felelnek meg.

—

(Itt m (X, x) a m (X, x) provéges telitését jeldli.)

Bizonyitds. Egy véges osszefiiges p : X — X fedés esetén a Wm) hata-
sa p~!(z)-en felbomlik egy véges hanyadoson keresztiil, gy kapjuk Wl(m)
hatasat is. Minden # € X pont stabilizatora véges indext részesoport, és
igy tart/algaz egy véges indexd normalis részcsoportot. Ezért z stabilizato-

ra a 71 (X, z) hatas mellett nyilt részcsoport a provéges topologiaban, mivel
nyilt normalis részcsoport mellékosztalyainak uni6ja. Ami azt jelenti, hogy
a hatéas folytonos.

—

Megforditva, m (X, z) folytonos hatésa egy véges halmazon felbomlik egy
véges hanyadoson keresztiil, amely (X, x)-nek is hanyadosa, és igy egy
véges X — X fedést eredményez. O]

6.12. Allitas. Legyen X eqy ttdsszefiiggd és lokdlisan egyszeresen dsszefiiggd
topologikus tér, x1,xy € X két bdzis pont. Ekkor létezik eqy bijekcio az xq-
1t wo-el dsszekotd utak homotdpiaosztdlyai és az X fedéseincek kategoridjaban
értelmezett X,, — X,, izomorfizmusok kézitt.

Bizonyitds. Valasszunk egy wy-bdl x1-be vezets f utat. Létezik egy, a ho-
motopiaosztalyokon értelmezett X,, — X,, leképezés, g — ¢ - f altal (itt
g egy xo-bdl kiindul6é ut, ami )~(x2 egy pontjat reprezentalja). Azt allit-
juk, hogy ez csak f homotoépiaosztalyatol fiigg, és izomorfizmus X feletti
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terek kozott, aminek inverzét az f ~Lnel val6 kompozicio adja. Valoban, egy
A X, = X, fedésizomorfizmus a megkiilonboztetett 2o € X,, elemet x5
rostjabol a A(s) € X, elembe viszi. Ennek szintén z, felett kell lennie, tehét
ez egy x1-b6l xo-be tartd Gt homotopiaosztalya. Ez indukilja az el6bb leirt
modon a A izomorfizmust. O]

Megjegyzés. Egy \ : X,, — X, fedésizomorfizmus egy Aut(X,,|X) =
Aut(X,,|X) csoportizomorfizmust létestt a ¢ — Ao ¢ o A\7L leképezés dl-
tal. A tétel bizonyitdsdban szerepld izomorfizmuson keresztil ez eqy
AP o (X, mp) = (X, 1) dzomorfizmusnak felel meg. Ha M-t eqy f 1it
homotopiaosztalya indukdlja az elézd bizonyitdsban szerepld konstrukcioban,
akkor \°P a g v+ f~1-g- f leképezésnek felel meg az utak homotdpiaosztdlyain.
Igy visszakapjuk az alapcsoport ismert figgését a bazispont vdlasztdsdtol. Ha
az [ utat fi-re cseréljiik, akkor AP az f{ ' - f osztdlya dltal indukdlt belsé au-
tomorfizmussal valé kompozicidjdvd vdltozik, tehdt \°F csak egy 71 (X, x)-beli
belsd automorfizmus erejéig eqyértelmi.

6.13. Lemma. Legyen X egy utdsszefiiggd és lokdlisan egyszeresen dsszefiig-
g6 tér, x € X eqy bazispont ésp: X — X eqy Osszefiiggd fedés. A X, — X
feddleképezés felbomlik X -en keresztil, és X, reprezentdlja a Fib; funktort
minden T € p~t(z)-re.

Bizonyitds. Mivel X, reprezentélja Fib,-et, az & ponthoz tartozik egy kanoni-
kus 7z : X, — X leképezés, ami a Lemma értelmében X,-et X fedésévé
teszi. Azt kell megmutatnunk, hogy ez a fedés reprezentélja a Fib; funktort.
Legyen tehat ¢ : Z — X egy fedés és vegyiink egy z € q () pontot. Mivel
a Kovetkezmény szerint p o ¢ Z-t X fedésévé teszi z € (p o q) !(x)
mellett, a z pont megfelel egy m, : X, — Z fedésmorfizmusnak X felett,
ami az univerzalis x, elemet z-be képezi. Most elég belatni, hogy 7, szintén
fedésmorfizmus X felett, azaz 73 = gon,. De pom; = pogom, a konstrukeio
miatt, tovabba mind 7z, mind ¢ o 7, az univerzalis T elemet Z-ba képezi, igy

az allitas kovetkezik a (/6.1]) lemmabol. O

6.14.NAllités. Legyen X itdsszefiiggd és lokdlisan eqyszeresen dsszefliggd tér.
Egy X — X fedés akkor és csak akkor univerzilis, ha eqyszeresen dsszefliggd.

Bizonyitas. [

A )~(x egyszeres Osszefiiggdségének bizonyitdsdhoz alkalmazzuk a lem-
mat arra, hogy X, mint 6nmaga feletti trividlis fedés reprezentalja a Fib,,
funktort az univerzélis  elemre. Ekkor a tételbsl kovetkezik, hogy
(X, Zo) = Aut(X,|X,)” = {1}.
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Megforditva, ha X’ egy egyszeresen Osszefiiggd fedése X-nek, akkor X =
m (X, &' )\X, = X, valamely 2/ € X’ pontra, az el6z6 lemma és a

Tétel értelmében.

Példa. Mivel R™ egyszeresen dsszefiiggd barmely n-re, lathatjuk, hogy a ko-
vetkezd két példa:

e Hasson Z R-en eltoldsokkal (ami azt jelenti, hogy azn € Z dltal defini-
dlt automorfizmus az x — x +n leképezés). Igy kapunk eqy R — R/Z
fedést, ahol R/Z azonnal ldthatéan homeomorf a korrel.

o Az eldzd példa dltaldnosithato tetszdleges dimenzidra: vegyiink eqy tet-
szbleges {x1, ..., x,} bdzist az R™ vektortérben, és hasson Z™ R™-en gy,
hogy 7" i-edik direkt faktordnak hatdsa x; szerinti eltolds leqgyen. Ez a
hatds nyilvdnvaldan fedéhatds, és R"-t az ugynevezett linedris torusz
fedésévé teszi. n = 2 esetén ez a szokdsos torusz. Az x; dltal gene-
ralt H részcsoportot R™*-ben dltaldban rdcsnak nevezzik. Igy a linedris
toruszok R™ hdnyadosai rdcscsoportok szerint.

valojaban a kér és a linedris toruszok univerzilis fedését adja.

o Fgyn > 1 egész szamra jeldlje o, az n-edik eqységqyokdk csoportjdt.
A o, elemeivel vald szorzds egyenletes hatdst definidl C* := C\ {0}-n,
amibdl eqy p, : C* — C*/o, fedés adodik. Valdjiban a z — 2" leké-
pezés természetes homeomorfizmust definial C*/o,, és C* kézott (sdt,
topologikus csoportok izomorfizmusdt), és ezen homeomorfizmuson ke-
resztil p, azonosul a C* — C* fedéssel, amit a z — 2" leképezés ad.
Megjegyezziik, hogy ez a leképezés nem terjeszthetd ki eqy C — C fedés-
Sé€.

wszont nem ad univerzdlis fedést, mivel C* nem egyszeresen osszefiliggd.
Azonban a C komplex sik, mint 2-dimenzids R-vektortér, eqyszeresen Gssze-
fiiggd, és az C — C*, z — exp(z) exponencidlis leképezés nyilvinvaldan fedés.
Igy C a C* univerzdlis fedése.

Muutan meghatdroztuk az univerzalis fedéseket, kiszamithatjuk a funda-
mentdlis csoportokat is. Az elsd két példa csoporthatdsra vett hanyados volt,
19y azt kapjuk, hogy a kor fundamentdlis csoportja izomorf Z-vel, az n-
dimenzids linedris toruszé pedig Z"-nel. C* esetében a fundamentdlis csoport
wsmét 7, mivel az exponencidlis leképezés 2wt szerint periodikus.

Példa. Tekintsiink eqy C*-hoz hasonlo példdt. Legyen D* a lyukas komplex
korong {z € C: 2z #0, |z| < 1}. Az el6z6 példihoz hasonldan, az z — exp(z)
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exponencidlis leképezés a L = {z € C : Rez < 0} bal félsikra megszoritva uni-
verzdalis fedéstét ajda D*-nak. A rostok automorfizmus csoportjai izomorfak
Z-vel, ahol n € 7Z hatdsdat a 2nmi-vel valo eltolds adja. Tehdt ha Z hat L-en
a 2mi tébbszordsewel valo eltoldssal, akkor L ezen hatds szerinti hanyadosa
D* lesz. FEkkor a Tétel alapjan D* minden dsszefliggd fedése izomorf
L 7 valamely részcsoportja szerinti hdnyadossal. Ezek az részcsoportok a 0
€s a k7 alaku részcsoportok, ahol k > 1 egész. Az ezeknek megfeleld fedései
D*-nak L és D* maga a z — z* leképezéssel. Ha kivdlasztunk eqy x € D*
bazispontot, akkor egy m (D*, x) = Z izomorfizmust kapunk. A generdtor egy
reprezentdnsa az x-en dtmend, 0 korili pozitiv irdnyi kor.

6.10. Definici6. Két p: X1 — X ésq: Xy = X X feletti tér X1 xx X»
rostszorzata azon (L1, o) pontok altere Xqx Xo-ben, amelyekre p(21) = q(23).

Ez el van ellatva a qx, : X'l X x Xz — X'l és py, - Xl X x X'Q — X’z
természetes projekciokkal amelyekre a

Xl X)(Xg —>§ Xl

L]

X, — = X
5. 4bra.

diagram kommutativ.

Teljesit egy univerzalis tulajdonsagot is: reprezentalja azon halmazértéki
funktort, amely az X feletti terek kategoriajan értelmezett, és minden S —
X térhez a (¢ : S — Xy, : S — X,) morfizmusparokat rendeli, ahol
po¢p=qo1. Hap: X, = X fedés, akkor py, : X1 xx Xy — X, is az, és
raadasul az £, € X, feletti p;(i(fg) rost kanonikusan izomorf p~!(q(z>))-vel.
Apg X1 xx Xy — X, fedést ap: X, — X fedés q szerinti visszahiizdsanak
nevezziik, és ¢* X, — Xo-vel is jeloljiik.

Példa. Legyen X osszefiiggd és lokdlisan egyszeresen dsszefiiggd tér. Konst-
rudljunk eqy X teret Xx X felett a kovetkezdképpen. Minden (xq,x2) € X x X
parhoz vegyiik az )?th halmazt, amely az x1-bdl xo-be vezetd utak homoto-
piaosztalyait tartalmazza, és definidljuk X -et mint ezen )lem halmazok disz-
Junkt unidjat minden (xq,x2) pdrra. A X = X x X projekciot dgy kapjuk,
hogy eqy utat a végpontjaiba képeziink, és a X topologidjdat hasonloan defini-
aljuk, mint a . tétel bizonyitasaban szerepld konstrukcioban: folytassuk
az utak homotdpiaosztalyait mindkét végpontjuk kis kornyezetébe. Az, hogy
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X fedése X x X-nek, ugyan ugy ellendrizheto. Figyeljik meg, hogy a (.)
tétel bizonyitasaban konstrudlt X, fedés nem mds, mint a X — X X X fedés
visszahtizdsa a {x1} x X — X x X bedgyazds szerint. Igy X felfoghato X ,-ek
folytonos csalddjaként. Ezt 1t térnek nevezziik.

Megjegyzés. Rogzitsink eqy (xq1,x2) € X X X pontpdrt. Az X 5 XxX
fedés {(x1,29)} — X x X bedgyazds szerinti visszahizdsdval visszakapjuk az
)?mm teret, mint az egy ponti tér {(xy,x2)} fedését. Figyeljik meg, hogy
ezen a téren van eqy természetes m (X, o) jobb hatds az ttdsszefizés ré-
vén. Ez a hatds egyszeresen tranzitiv. Ha f,g : [0,1] — X két it, ahol
f(0) =g(0) = x1 és f(1) = g(1) = xo, akkor f-et g-be vihetjik az xo kori-
li g- f~1 zdrt tttal valé kompozicioval. Eqy topologikus teret, amelyen van
eqy folytonos egyszeresen tranzitiv hatds eqy G topologikus csoport dltal néha
G-torzornak nevezzik. Esetiinkben igy diszkrét m (X, xq)-torzorokat kapunk,
és X, felfoghato m (X, zo)-torzorok folytonos csalddjaként. A X tér ekkor
torzorok kétparaméteres folytonos csalddja.

Megjegyzés. X eqy érdekes fedését kapjuk, ha a X 5 X x X fedést a
A X — X X X diagondlis leképezés szerint hizzuk vissza, ahol x € X-et
(x,x2) € X x X-be képezziik. A kapott Xa fedés rostja eqy x € X pont felett
éppen m (X, x). Specidlisan, csoportstruktirdt hordoz. Igy )N(A kodolja X
fundamentalis csoportjait vdltozo bazispontokra nézve.

Alulirott Méricz Mark nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése so-
ran az alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI eszkozoket alkal-
maztam:

1. tablazat.
Feladat Felhasznalt Felhasznalas Megjegyzés
eszkoz helye
Abra készités DeepSeek [T2131A)5] abrak
Szovegvazlat ké- | DeepSeek Bevezetés
szités

A felsoroltakon til més MI alapu eszkozoket nem hasznaltam
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