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Bevezeto

A szakdolgozat célkitlizése a multifraktdl analizis néhdny alapvetd eredményének bemutatdsa Y.
Pesin és H. Weiss [9] cikke alapjan. A dolgozat kdzponti témédja az in. Birkhoff-spektrum, amely
a dinamikai rendszerek hosszu tavu viselkedésének finomabb statisztikai €s geometriai mértékel-
méleti jellemzésére szolgal.

A Birkhoff-ergodtétel klasszikus, idéatlagokra vonatkoz¢ 4llitasa utdn természetes modon fel-
mertiil a kérdés, hogy vajon mit mondhatunk a nullmértékd, ’kivételes’ halmaz viselkedésérdl. A
mértékelméletben €s a valoszinliségszamitasban e halmazokat sokéig elhanyagolhaténak tekintet-
ték, mivel ugy tartottdk, hogy nem hordoznak lényegi informaciot a rendszer globdlis viselkedésé-
r6l. Az elmult évtizedekben azonban egyre nagyobb figyelem irdnyult e kivételes palydk finom-
szerkezetének vizsgalatara, és bebizonyosodott, hogy jelentds informdacidval szolgdlnak a rendszer
ergodikus és termodinamikai tulajdonsdgair6l. E nullmértékd halmaz vizsgalatanak egyik megha-
taroz6 eszkoze a Birkhoff-spektrum.

A teriileten jelentGs attorést ért el Y. Pesin és H. Weiss, akik a termodinamikai formalizmus
eszkozeivel, Holder-folytonos fiiggvények esetén kiemelkedd eredményeket értek el a Birkhoft-
spektrum vizsgalataban. Jelen dolgozat e kutatasi irdny egy elegans eredményének bizonyitdsat
hivatott bemutatni.

A dolgozat els6 fejezetében bevezetjiik a Hausdorff-dimenzié fogalmat, amely elengedhetetlen
eszkoz a fraktdlok vizsgdlatdhoz. A masodik fejezetben ratériink a dinamikai rendszerek témako-
rére, kiilon kitérve a szimbolikus dinamikdra, a Birkhoff-ergodtételre, majd ismertetjiik a termo-
dinamikai formalizmus alapjait a nekiink sziikséges szimbolikus térre szoritkozva. A harmadik
fejezetben a nemlinedris funkciondlanalizis témakorének a dolgozathoz sziikséges elemeit mutat-
juk be. Els6ként az analitikus leképezések fogalmat altalanositjuk Banach-terek kozott értelmezett
leképezésekre, majd bevezetiink két derivaltfogalmat, a Fréchet- és Gateaux-differencidlhat6sagot,
és ismertetiink néhdny fontos eredményt a témaban.

Végiil az utolsé fejezetben ratériink a multifraktdl analizis néhdny alapvetd eredményére Y.
Pesin és H. Weiss kordbban hivatkozott cikke alapjan. A targyalds kozéppontjdban két fontos

fogalom, a Birkhoff-4tlagokra épiil6 Birkhoff-spektrum, valamint a pontonkénti dimenzién alapul6



dimenzidéspektrum 4ll. Els6ként feltarjuk a két spektrum kozotti kapesolatot, ezzel lehetdvé téve
az eredmények atiiltetését az egyik fogalomrendszerbdl a masikba, majd igazoljuk a Birkhoff-

spektrum egy meghokkentden elegans szerkezeti tulajdonsagat.



1. Bevezetés a geometriai mértékelméletbe

1.1. Hausdorff-dimenzio

A Hausdorff-dimenzi6 a legrégebbi és taldn a legfontosabb, a fraktdlok jellemzésére megalkotott
dimenziéfogalom. A szokdsos dimenzi6fogalommal szemben nagy elénye, hogy kiilonbséget tesz
bizonyos, topoldgiai értelemben azonos méretdi, mégis kiillonboz6 szerkezetli halmazok k6zott, mig
az "egyszer(l" halmazok dimenziéjat meg6rzi. Ennek koszonheten alapvetd fontossagu fogalom
a fraktalok osztilyozasdban.

Ebben a fejezetben a Hausdorff-dimenzi6é fogalmat épitjiik fel a [4] konyv mdasodik fejeze-
te alapjan. A kovetkezd definiciokban feltessziik, hogy (X,d) metrikus tér, és ennek tetszGleges
részhalmazain definidljuk a Hausdorff-dimenziét. Ehhez el6szor a Hausdorff-mértéket fogjuk be-
vezetni. A Lebesgue-mértékhez hasonléan ezt a mértéket is fedések segitségével definidljuk, itt
azonban a fed6halmazok atmérgjére tesziink megkotést.

A fedések bevezetéséhez el6szor emlékeztetiink az atmérd fogalmara:

1.1. Definicié (Atmérs). Legyen (X,d) metrikus tér és 0 # U C X, ekkor az U halmaz dtmérGje
[U| = sup{d(x,y): x,y € U}.

1.2. Definici6 (5-fedés). Tegyiik fel, hogy 6 > 0 és F C X, ekkor az {U;}? | halmazrendszer az F
halmaz 6-fedése, ha F C UZ U;és 0 < |U;| < 6, (i=1,2,....).

Ennek segitségével definidlhatjuk a Hausdorff-elémértéket, amely e fedésekhez rendelt 6sszeg-

minimumok segitségével jellemzi a halmazok méretét.

1.3. Definicio (Hausdorff-el6mérték). Legyen F C X és s > 0, ekkor tetszoleges 0 > O-ra az F
s-dimenziés Hausdorff-eldmértéke 773’ (F) = inf{y.;” | |U;|* : {U;} az F 6-fedése }

1.4. Megjegyzés. Ha a fedéshez csak konvex, nyilt vagy zart halmazokat engediink meg, 7

értéke nem valtozik.

Vizsgéljuk egy rogzitett F C X halmaz Osszes o-fedését. A O értékének csokkentésével a

definicioban megengedett fedések halmaza csokken, igy a vizsgdlt infimum J75(F) értéke n6.
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Emiatt X minden részhalmazara értelmes (véges vagy végtelen értékkel) a kovetkezd definicibban

szerepld hatarérték:

1.5. Definicié (Hausdorff-mérték). Legyen F C X, s > 0, ekkor az F halmaz s-dimenziés Hausdorft-
mértéke J7°(F) = lims_,o, S5 (F).

Megmutathatd, hogy 77 kiils6é mérték az X részhalmazain, azaz 5 (0) = 0 és 7¢° o-szubadditiv.

Val6jdban tobb is igaz:
1.6. Allitas. 75 mérték X Borel-halmazain.

Ezt a tulajdonsédgot - bar az elnevezés szempontjdbol érdekes megemliteni - a kés6bbiekben
nem haszndljuk. Ez egyben azt is jelenti, hogy nem sziikséges X Borel-halmazaira szoritkoznunk,
a Hausdorff-dimenzié X minden részhalmazan értelmezhetd.

A Hausdorff-mérték nem csak felépitésében hasonlit a Lebesgue-mértékre. Beladthatd, hogy
az R" Borel-halmazaira az n-dimenziés Hausdorff-mérték mindossze egy konstans szorzéban tér
el az n-dimenzidés Lebesgue-mértéktSl. Pontosabban, ha F C R” Borel-halmaz, akkor 7 (F) =
cn- A"(F), ahol a konstans ¢, = 2 / 2”(%n)! az egységnyi atmérdji n-dimenziés gomb térfogata.

Az aldbbiakban ismertetjiik a Hausdorff-mérték egy R”-beli elemi tulajdonsdgat, amely tovabbi

parhuzamot mutat a Lebesgue-mérték jol ismert viselkedésével:

1.7. Allitas (skaldzdsi tulajdonsdg). Legyen F C R", y > 0, ekkor °(yF) = ¥ 5(F), ahol
yF ={yx:x € X}.

Az 4llitas kozvetleniil kovetkezik a definiciobdl. Hasonlé tulajdonsdg megfogalmazhat6 alta-

lanosabb transzformaciokra is:

1.8. Allitas. Legyen F C R" és f: F — R™ olyan transzformdcid, amire lf(x) = )] < clx—
y|% (Vx,y € F) teljesiil valamely ¢ > 0 és 0 < o < 1-val. Ekkor tetsz6leges s-re 7@ (f(F)) <
ca 5 (F) teljesiil.

Az ilyen tulajdonsagi transzformdciékat Holder-folytonosnak nevezziik, és ezek halmazéat C%-

val jeloljiikk. Az éllitas bizonyitdsa az el6z6hoz hasonl6an nem szorul részletezésre.



1.9. Kovetkezmény. Ha f izometria, akkor 7¢°(f(F)) = 7¢°(F ) teljesiil. Specidlisan, a Hausdorff-
mérték eltolds- és forgatdsinvaridns.

Térjlink most vissza a fogalom altalanos felépitéséhez. A kovetkezd lemma kulcsszerepet jat-
szik a Hausdorff-dimenzi6 értelmezésében.

1.10. Lemma. Legyen (X,d) metrikus tér, F C X tetszdleges. Ha °(F) < o és s<t, akkor
H(F)=0.
1.11. Kovetkezmény. Ha 57" (F) > 0, akkor " (F) = oo, Vr < 1.

Ennek segitségével mar leirhaté .777°(F) viselkedése az s fiiggvényében. A lemma azt 4llitja,
hogy egyértelmtien 1étezik olyan nemnegativ, véges vagy végtelen un. kritikus s érték, amelynél
S5 (F) értéke végtelenrdl nulldra ugrik. Ezt a kritikus értéket nevezziik az F halmaz Hausdorff-
dimenzidjdnak. Formélisan:

1.12. Definici6. Az F C X halmaz Hausdorff-dimenzidja dimp(F) = inf{s : 7°(F) = 0} =
sup{s: 7°(F) = oo}, (itt sup@ < 0).
1.13. Megjegyzés. Tehat 77°(F) viselkedése a kovetkezGképpen irhatd le:

oo, has < dimgF,
H(F) =
0, has>dimgF.
A kritikus s = dimy F esetben .7°(F) tetszGleges nemnegativ, véges vagy végtelen értéket is
felvehet.

Végiil bemutatjuk a Hausdorff-dimenzié néhdny kdonnyen bizonyithat6 alaptulajdonsagét:

1.14. Tétel. A Hausdorff-dimenziora teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsdgok:

~

. Nyilt halmazok: Ha F C R" nyilt halmaz, akkor dimy F = n.

2. Monotonitds: Ha E C F, akkor dimy E < dimg F.

W

. Megszdmldlhato stabilitds: Ha {F;}7 | halmazok egy (megszdmldlhatd) sorozata, akkor

dimgy U F; = sup{dimpy F;}.
i=1 1<i

4. Megszamldlhato halmazok: Ha F megszdamldlhato halmaz, akkor dimyg F = 0.



2. Dinamikai rendszerek

A most kovetkez$ fejezetben 0sszefoglaljuk azokat a dinamikai rendszerekre vonatkozé alapfo-
galmakat és eredményeket, amelyek a kés6bbi fejezetek megértésének alapjdul szolgalnak. Kiilén
kitériink a szimbolikus dinamikdra, a Birkhoff-ergodtételre, valamint ismertetjiik a termodinamikai

formalizmus alapjait a nekiink sziikséges szimbolikus térre szoritkozva.

2.1. Szimbolikus dinamika

A szimbolikus dinamika célja, hogy dinamikai rendszerek viselkedését szimbolumok segitségé-
vel kodoljuk. Ez az absztrakt, mégis hatékony modell gyakran dtlathatobbd teszi az Osszetettebb
rendszerek szerkezetét.

Els6ként bevezetjiik a végtelen szimbdélumsorozatok halmazat:

2.1. Definicié. Legyen N > 2 rogzitett egész szdm, ekkor Qy; jeldli az olyan (jobbra) végtelen

szimb6lumsorozatok halmazat, melynek elemei az {1,2,...,N} véges d4bécébdl szarmaznak:
Qy ={s=(s152.....) : s; € {1,2,...,N}, Vj e N}

Az alabbi definiciéban egy tavolsagfiiggvényt adunk meg ezen a halmazon. A tdvolsig azt
méri, hogy két sorozat hdnyadik indexeknél és milyen mértékben tér el egymastdl. Az index no-
vekedésével egyre kisebb stlyokkal szamitjuk be az eltéréseket, igy két sorozat akkor lesz kozel
egymdshoz, ha minél hosszabb kezdeti szegmensiik megegyezik. A sulyok exponencidlis csokke-

nése biztositja, hogy a tdvolsagfiiggvény véges értékeket vegyen fel.

2.2. Definicié. Legyenek s = (s1,s2,53,...) ést = (t1,02,13,...) két tetszSleges elem Q. -ban. Ek-

) ‘Si71i|

kor az s és ¢ pontok tdvolsdga py (s,1) := Y7 =57, ahol A > 1 tetszleges.

Konnyen ellendrizhetd, hogy p; teljesiti a metrika axidmdit, igy (Q]‘\L,, p,) metrikus tér. A
tovabbiakban — ha masképp nem jelezziik —a A > N vilasztassal dolgozunk.
A kovetkezd tulajdonsig egyszerl szamoldssal igazolhatd, azonban hasznossaga miatt érdemes

kiilon allitasként megfogalmazni:



2.3. Allitas. Legyenek s,t € Qi és A > N, ekkor:
1. hasi=t;mindeni=1,2,......n-re, akkor p) (s,t) < %

2. ha p)(s,t) < % akkor s; =t minden i = 1,2, ....,n-re.

Az aldbbiakban bevezetiink egy alapvetd fontossdgu transzformdciét a szimbolumsorozatok
halmazdn, amely a sorozatok indexeinek eltoldsdval modellezi azok id&beli fejlodését. Emiatt
kiemelkedd szerepet jatszik a dinamikai rendszerek vizsgdlatdban, hiszen segitségével a rendszer

hosszu tavu viselkedése is tanulmédnyozhato.
2.4. Definicié. Az egyoldali shiftoperdtor o : Qy — Qf, 6 (s152....) = (s253....).

A shiftoperéator segitségével természetes modon definidlhatunk egy dinamikai rendszert:
2.5. Definicié. Az (), 0) pért egyoldali shiftnek nevezziik az {1,2,...,N} dbécé felett.

A kovetkezOkben ennek egy olyan specidlis tipusat vezetjiik be, ahol nem engediink meg min-
den lehetséges szimbdlumsorozatot az dbécé felett, hanem eldre rogzitett megkotésekkel szaba-
lyozzuk, hogy mely szimb6lumok kovethetik egymadst. Ezeket a szabdlyokat egy N x N-es matrix

elemeivel adjuk meg a kdvetkezd modon:

2.6. Definicié. Legyen A € {0,1}V*V az ehhez asszocidlt egyoldali véges tipust szubshift:

= {s=(s1,8,...) €{1,....,N} | A5, = 1,Vi>1}.

Si+1

Tehét az A bindris matrix a;; eleme pontosan akkor 1, ha a szimbolumsorozatokban az i szim-
bélumot kovetheti a j. A kordbbiakhoz hasonldan a (ZX, o) par egy dinamikai rendszert alkot,
amelyet — a Zj{ halmazhoz hasonléan — szintén egyoldali véges tipusu szubshiftnek neveziink.

A véges tipusu szubshiftek szerkezete nagyban fiigg az 6ket definidlé métrix tulajdonsdgaitol.
Kiilonosen fontos azon rendszerek szerepe, amelyek lehetové teszik, hogy barmely szimbdlumso-
rozatbdl kiindulva eljuthassunk tetsz6leges masikba a szomszédsagi megkotések figyelembevétele
mellett. Az ilyen tipusu rendszerek viselkedését hosszu tavon kevésbé hatdrozza meg a kezdeti
allapotuk, mivel a dinamikdjuk biztositja, hogy id6vel barmely megengedett szimbdlumsorozat
el6fordulhasson.

A formalis definicié megaddsa elott el6szor a megengedett szavak fogalmét vezetjiik be:
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2.7. Definicié. Az {1,2,...,N} dbécé véges szimbdlumsorozatait szavaknak nevezziik. Az A €
{0, 1}V*N matrix 4dltal meghatérozott szomszédsagi szabalyoknak eleget tevd szavakat megenge-

dett szavaknak nevezziik:
g(zjl_) = {W = (WI’W27 e 7Wk) ‘ AW,’,WI'_H - 17VI S l < k}

2.8. Definicié. A (X,0) rendszert — vagy roviden magét a X teret — topologikusan keverdnek
nevezziik, ha barmely két megengedett v,w sz6 esetén létezik olyan K egész, hogy minden k > K
esetén taldlhat6 olyan s € X, amely tartalmazza a v szét, és a v szét a w pontosan k 1épés utdn

koveti.

2.9. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy ilyenkor a EX halmaz a p, metrikdval elldtva kompakt

topologikus teret alkot. Ez a tulajdonsag tobb kés6bbi eredményben is fontos szerepet jatszik.
Végiil kimondjuk az egyoldali shiftoperator egy egyszeriien bizonyithat6 alaptulajdonsigét:

2.10. Allitas. A 6 egyoldali shiftoperdtor folytonos a ZX halmazon.

2.2. Birkhoff-féle ergodtétel

A dinamikus rendszerek hosszu tavu viselkedését érint6 egyik legalapvetobb eredmény a Birkhoft-
féle ergodtételtel. Ez kimondja, hogy ha egy rendszer eleget tesz bizonyos feltételeknek, akkor az
1ddatlag — vagyis egy mennyiség hosszu tdvi megfigyelése egyetlen padlya mentén — majdnem min-
den kezdeti dllapotbdl kiindulva megegyezik a rendszer egészére vett tératlaggal. Ez az eredmény
szoros kapcsolatot teremt az egyes palydk viselkedése €s a rendszer globdlis statisztikai tulajdonsa-
gai kozott, hiszen a "szokatlan" viselkedésti pontok mindossze egy nullmértékd halmazt alkotnak.
A dolgozat késdbbi részeiben éppen ezen kivételes pontok viselkedésével foglalkozunk.

A [3] jegyzetet kdvetve most ratériink azoknak a fogalmaknak az ismertetésére, amelyek el-
engedhetetlenek a tétel kimondasdahoz. A mértékelmélet alapfogalmait ismertnek tekintjiik; ezek

megtaldlhatok példaul a [11] jegyzetben. Els6ként az invarians fiiggvény fogalmat vezetjiik be:

2.11. Definicié (invaridns fiiggvény). Legyenek f,g : R — R fiiggvények, ekkor f invaridns g-re

nézve, vagy az f fliggvény g-invaridns, ha fog = f.
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A kovetkez6 fogalom azt biztositja, hogy a rendszer iddben dllandé maradjon, vagyis a statisz-

tikai tulajdonsédgai ne valtozzanak az id6 eldrehaladtaval.

2.12. Definici6 (mértéktarto transzformdcio). Legyen T : X — X mérhetd transzformacio, (X, %, 1)
valészintiségi mértéktér. Azt mondjuk, hogy T mértéktarté — vagy masképp fogalmazva: u invari-
dns T-re —, ha minden A € %-re u(T~'(A)) = u(A). Ekkor (X, %, u, T)-t mértéktarté dinamikus

rendszernek nevezziik.

A definici6 biztositja, hogy tetsz6leges mérhetd f : X — R fiiggvény esetén az f, foT, fo
T2, ... folyamat 4llandé maradjon a kovetkezs értelemben: tetszdleges By, . .. B, Borel-halmazok

ésry <r <...<r,egészek esetén

W({x: f(T72) € Br,.oo, (T705) € ByY) = u({x: (T x) € By, f(T77x) € B,})

teljesiiljon tetszbleges k > 1 egész mellett.
Fontos megjegyezni, hogy a definicidban szerepld 6sképképzés nem hagyhaté el. A kovetkezd

két 4llitas ugyanis nem ekvivalens:
(1) VA€Z:u(T'(A)=pA),

(2) VA€B:u(A)=pu(T(A)).

Invertdlhat6 T leképezés esetén azonban ekvivalens karakterizaciot kapunk a (2) feltétellel is.
Végiil ismertetjiik az ergodicitds fogalmat, amely kizarja a nem trividlis, id6ben invarians rész-

halmazok 1étezését:

2.13. Definicié (ergodikus transzformacid). Legyen T : X — X mértéktart6 transzformdacié az
(X, %, 1) mértéktéren. Ekkor T ergodikus (vagy ergodikus a p mértékre), ha minden A € H-re,
amire T~ (A) = A, u(A) = 0 vagy u(A) = 1 teljesiil.

Ha az (X, %, T) dinamikai rendszert rogzitettnek tekintjiik, az olyan u val6szintiségi mértéke-
ket, melyekre a (X, %, 1, T) rendszer mértéktart6 és amire minden A € %-re, amire T~ (A) = A,
H(A) =0 vagy u(A) = 1 teljesiil, ergodikus mértékeknek nevezziik.

A sziikséges fogalmak bevezetése utan ratérhetiink a Birkhoff-féle ergodtételtel kimondésara:
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2.14. Tétel (Birkhoff-féle ergodtételtel). Legyen (X, 8, 1L) egy mértéktarto rendszer, és f € L' (p).

Ekkor
1 n—1

Jim — Z F(T'(x) = f(x)
létezik w-majdnem minden x € X pontra, T-invaridns és [y fdu = [y fdu. Ha tovdbbd T ergodi-

kus, akkor f [-majdnem minden x-re konstans és értéke f(x) = [y fdL.

A tétel bizonyitasa megtaldlhat6 a [6] hivatkozasban.

2.3. Termodinamikai bevezeto

Ebben a fejezetben a termodinamikai formalizmus néhany alapfogalmat €s eredményét ismertet-
juk, kifejezetten a EX topologikusan keverd szimbolikus térre szoritkozva. A tovdbbiakban a EX
tér alatt mindig topologikusan keverd rendszert értiink, ezt a feltételt a kés6bbiekben nem tiintetjiik
fel kiilon. A fejezet alapjat a [9] és a [10] mellékleteiben taldlhat6é anyagok képezik. A részletes
kifejtés €s a bizonyitdsok megtaldlhatok az [1,7,8, 12] miivekben.

Els6ként a topologikus nyomds fogalmét vezetjiikk be a ZX térre. Ez a mennyiség egy un.
potencidlfiiggvényhez rendeli a megengedett szavakhoz tartozo, exponencidlis silyozdssal kapott

0sszegek aszimptotikus novekedési iitemét.

2.15. Definicié. A ¢ € C(X,R) fiiggvény topologikus nyomdsa P : C(£;,R) — R az aldbbi le-

képezés:

1 —1
Sy J
P(p) = r}lﬂclon log (512...1{ | xelC'I,llf . cXp ( 2 ,¢(o )))
megenggdett

A definiciébdl kozvetleniil kovetkezik a nyomds egy alapvetd invariancidja:

2.16. Allitas. A topologikus nyomds o-invaridns a kovetkezd értelemben:

P(¢)=P(poo0),

tetszdleges ¢ € C(Z; ,R) potencidlra.
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Bizonyitds. A bizonyitds alapgondolata, hogy mivel ¢ egy kompakt halmazon értelmezett foly-
tonos fiiggvény, ezért korldtos. Emiatt 1étezik olyan C konstans, amire |@(x) — ¢(c"(x))| < C

teljestil tetszéleges x € ZX és n € N esetén. Jelolje

Si(@)= ), inf exp (Z (c”( )))
(i) €1
megengedett

Rogzitsiink egy tetsz6leges n € N természetes szdmot. Ekkor tetszSleges € > 0O-ra 1étezik egy
{xx ke Ke} C Z:{ halmaz, ami minden megengedett n-hengerhalmazbdl pontosan egy elemet
tartalmaz, és amire S, (@) > Y 4ck, €Xp ():;?;é o(c’ (Xk))> — € teljesiil.

Mivel K minden megengedett hengerhalmazbdl pontosan egy elemet valaszt ki, ezért az infi-
mum definici6jabol

Su(poc)= ) inf exp (Z o(c/( ))) < ) exp <Zn: (p(Gj(xk))>

xEC

(i1...i) ~in j=1 keKe j=1
megengedett
teljesiil. fgy a
n n—1 ) n—1 )
Z (67 (x)) Z o(0/ (%)) = Y, @(0/(x)) | + ) @(0! (w))
Jj=1 Jj= j=0 j=0

n—1 n—1
= (¢(0"(xk)) — @(xx)) + ;)‘P(Gj(xk» <C+ Z})(P(G%%))
J= J=

Osszefiiggésbdl, majd a K megvalasztdsdbol kapott egyenldtlenséget behelyettesitve
n ) n—1 )
Su(@oc) < Y exp| Y, @(0/(x)) | < Y exp| Y @(67(x))+C | < (Su(@)+E) €€
keKe j=1 keKe j=0

Innen € — 0+ 0 hatdratmenettel S, (@ o) < S,(@) - € teljesiil, ahonnan

P(poo)—P(p)= limllogm< hml Cc=0,

n—een Sn(®) n—reen

ha S, (@) #0. Az S, (@) = 0 esetben S, (¢ 0o 6) = 0 adédik, ahonnan P(¢) = P(¢p o 5) = 0, amivel
teljesiil az allitas.
A masik irdnyd becsléshez vélasszunk egy K, halmazt, amire a {x; : k € K} C £} halmaz

minden megengedett n-hengerhalmazbdl pontosan egy elemet tartalmaz, és amire S,(¢ o o) >
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Yk, €Xp <27:1 o(o’ (xk))) — € teljesiil. Ekkor analég mddon elvégezve a becsléseket S, (@) <

Sp(@oc)-eC adédik, ahonnan P(¢) — P(poo) < 0. Az eredményeket dsszevetve P(¢) —P(Q oo

)
0, amivel belattuk az allitast. OJ

Az alabbiakban a topologikus nyomads egy egyszer(, a kés6bbiekben azonban hasznosnak bi-

zonyulo tulajdonsiagéat mutatjuk be:

2.17. Allitas. Tetszéleges peC (ZX, R) fiiggvény és c konstans esetén teljesiil a kovetkezd 0ssze-
fiiggés:
Plc+o(.) =c+P(9())

Bizonyitds. A nyomads definicigjabol:

n—1
P(c+¢(:)) = lim llog Z inf exp <Z (c+(p(0j(x)))>

n n (il...in) xectlmtn j=0

megengedett

A konstans tagot kiemelve:

1 !
Plc+¢()) = lim —log [ ¢™- (E) xEICI,llf,neXp (,ZZ)(P o/ )))
megenggdett

Alkalmazva a logaritmus azonossagait és egyszerisitve az els6 tagot:

1
Plc+o() = liml loge™ +log ) inf exp (Z o(c/( ))) =

n—
=n (1) Y€1

megengedett

c+limllog Z inf exp(Z(p (o/( ))) =c+P(o()),

*>
n—on (il in) xEC,1 in i=0
megengedett

ami éppen a kivant osszefiiggés. [

A topologikus nyomds kovetkezd fontos tulajdonsdganak ismertetéséhez sziikségiink lesz egy
Uj fogalom, a Kolmogorov—Sinai entropia bevezetésére. Ez a mennyiség a dinamikai rendszer
idobeli fejlodésének kaotikussagat méri, vagyis azt, hogy mennyire érzékenyen fiigg a kezdeti

feltételektSl. ElGtte azonban sziikséges a topologikus entrdpia fogalmanak tisztazasa.
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2.18. Definicié. Legyen (X, %, u,T) mértéktart6 rendszer és % = {Cy,...,C;} az X egy véges
partici6ja. Ekkor a
: 1 -1 —n -1 —n
T, %) :,}5&;.2 —u(T~'C,yN... T"C;)logu(T~'C;,N...T"C;,)

4 7~--ln

hatarérték a T topologikus entrdpidja az % particiora nézve.
2.19. Megjegyzés. Bizonyithatd, hogy a fenti kifejezés hatarértéke 1étezik.

Az alabbiakban egy szemléletes értelmezést adunk a topologikus entropia viselkedésére, amely
elokésziti a Kolmogorov—Sinai entrépia bevezetését.

Rogzitett n esetén a w(T-'C;, N...T7"C;) annak a val6sziniiségnek felel meg, hogy egy
x € C;, pontbdl indulva rendszer rendre a C;, . .., C;, particidelemekbe 1€p. Mivel a —xlogx fiigg-
vény konkdyv, folytonos a [0, 1] intervallumon, és a végpontokban O-t vesz fel, az egyes palydk
hozzdjaruldsa —azaz u(T~'C;,N...T7"C;, ) logu(T~'C;,N... T~"C;,) — akkor lesz jelentSs, ha az
adott palydhoz tartozé valdszintiség kozépértéken van. Megmutathatd, hogy h,(T,% ) < logm”,
ahol m a felosztds elemeinek szdma, és egyel6ség pontosan akkor dll fenn, ha az 6sszes m" palya
eléfordulasi valészintisége azonos. Igy az n 1épésre szamolt h,(T,% ) dsszentrépia novekedése
szorosan Osszefligg a "tipikus" palydk szamanak novekedésével. Ha ezen tipikus palydk szdma
koriilbeliil e, akkor

1 1 nh
_hn<T7%) ~ Oge =
n

h,
n

igy az entrépia éppen a tipikus palydk szdmdnak novekedési iitemét adja. Ez a ndvekedés éppen
annak felel meg, hogy — a particié megvalasztasdbol eredd — kezdeti mérési hibak hosszu tavon
mennyire teszik kiszamithatatlannd a rendszer viselkedését. Masképp, hanyféle kimenetel (palya)
lehetséges n 1€pés utdn, ha kezdetben az x értékét csak a particibnak megfelel6 pontossaggal tudjuk
meghatdrozni.

Mivel a H(T, % ) kiszamitdsa erGsen fligg a vdlasztott partici6tdl, a rendszer valédi komplexita-
sardl csak ugy kaphatunk teljes képet, ha minden lehetséges (véges) particiot figyelembe vesziink.

Ennek megfelelden a Kolmogorov—Sinai entrépidt a kdvetkezOképpen definialjuk:

2.20. Definicié. Az (X, %, u,T) mértéktarté rendszer Kolmogorov-Sinai entrépidja

h(T) = s;/ph(T,%),
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ahol a szuprémumot az X Osszes véges % particidjara vessziik.

Most, hogy a sziikséges fogalmakat bevezettiik, ratérhetiink a topologikus nyomds egyik alap-
vetd tulajdonsagdra, a varidcids formuldra. A tétel bizonyitdssal egyiitt megtaldlhat6 a [12] hivat-

kozasban.

2.21. Tétel (variaciés formula). A ¢ € C (ZX,R) fiiggvény topologikus nyomdsa

P(0) = Supc s (h,mc) [ @du> |
‘A

ahol M (L)) a £} téren értelmezett, G-invaridns mértékek halmaza, hy(0) pedig a & egyoldali

shiftoperdtor L mértékre vett Kolmogorov-Sinai entropidja.

Kiilonosen érdekesek azon mértékek, amelyekre ez a szuprémum felvétetik — ez vezet a kovet-

kezd definiciéhoz:

2.22. Definicié. Egy X téren értelmezett it = 1, Borel valGszintiségi mértéket a ¢ € C(Z;,R)

folytonos potencidlhoz tartozé egyensulyi mértéknek neveziink, ha teljesiil, hogy

Pl9) = hu(o)+ [ gdu.

Az egyensilyi mértékek 1étezése dltalaban nem garantalt, Holder-folytonos potencial esetén
azonban a kovetkezd eredmény biztositja a 1étezésiiket és az egyértelmiiséget is. El6szor azonban

emlékeztetiink a Holder-folytonos leképezések fogalmara:

2.23. Definicio. Legyenek (X,dx) és (Y,dy) metrikus terek, ekkor az f: X — Y figgvény Holder-

folytonos, ha léteznek C > 0 és 0 < a < 1 konstansok, hogy tetszoleges x,y € X esetén dy (f(x), f(y)) <
C- (dx()C’y))a.

2.24. Tétel. Legyen ¢ € CY(X1,R) egy Holder-folytonos potencidl a £ téren. Ekkor @-hez tarto-
zik egy egyértelmiien meghatdrozott egyensiilyi mérték. Tovdbbd, egy |1 Borel valosziniiségi mérték

pontosan akkor egyensiilyi mérték a ¢ potencidlra, ha léteznek D,D, > 0 konstansok, amelyekre

u({y:yi:xiai:()?l?"'an_1})
exp (—nP(9) + XiZo 9(0kx))

teljesiil minden x = (xo,x1,...) € £; ésn> 0 esetén.

D <

<D,
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El6fordulhat, hogy kiilonb6z6 potencidlokhoz ugyanaz az egyensulyi mérték tartozik. Holder-
folytonos potencidlok esetén azonban egy kiilondsen szép karakterizacié adhatd, amely a kohomo-

16gia fogalmén alapul:

2.25. Definicié. A ¢,y € C(ZX,R) folytonos potencidlokat kohomoldgnak nevezziik, és ezt ¢ ~
y-vel jeloljiik, ha 1étezik egy folytonos g € C (ZX,R) fiiggvény és egy ¢ € R konstans, amelyre
@ (x) = g(ox) — g(x) + W(x) + ¢ teljesiil minden x € £} -ra.

2.26. Tétel. Legyenek @,y € CY(X1,R) Hélder-folytonos potencidlok. Ekkor a hozzdjuk tartozo

Ko €s Ly egyensiilyi mértékek pontosan akkor egyeznek meg, ha @ és Y kohomoldg potencidlok.

Ezutan definidljuk az egyensulyi mértékek egy tovabbi altipusit, a maximaélis entropidji mér-

tékeket:

2.27. Definicié. A konstans potencidlhoz tartozé egyensulyi mértéket maximalis entrépidju mér-

téknek nevezziik és L;,,-szal jeloljik.

2.28. Megjegyzés. Mivel a konstans potencialok egymassal kohomol6gok, a maximalis entropidju
mérték joldefinialt.

A megnevezés onnan ered, hogy ¢ = 0 valasztas esetén a 2.21 varidciés formula alapjan teljesiil

P(9) = hy,,.(0)

Osszefiiggés, vagyis a nyomds ebben az esetben éppen a U, mértékre vett entropidval egyezik

meg.

Végiil ratériink az egyensulyi mértékek egyik alapvetd dinamikai tulajdonsdgara, amely kulcs-

fontossagu szerepet jatszik a késdbbiekben.

2.29. Tétel. Legyen ¢ € C”(ZX,R) egy Holder-folytonos potencidl, ekkor a [y egyensilyi mérték

ergodikus a (X, G) rendszerre nézve.
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3. Nemlinearis funkcionalanalizis

Ebben a fejezetben a derivédlhatosdg és az analiticitds fogalmdt vizsgaljuk Banach-terek kozott
értelmezett leképezések esetén. A funkciondlanalizis alapfogalmainak részletes ismertetésére itt

nem tériink ki, a sziikséges alapismeretek megtaldlhatok a [2] konyvben.

3.1. Analitikus leképezések Banach-tereken

Els6ként az analitikus leképezések fogalmat altalanositjuk Banach-terek kozott értelmezett leképe-
zésekre. Az altalanos definicié bevezetése el6tt azonban emlékeztetiink az R — R esetre vonatkozo

definiciora:

3.1. Definicié. Az f: R — R fliggvény (val6s) analitikus a D C R nyilt halmazon, ha tetszdleges

xo € D-re 1étezik (a,);_, € R, hogy
fl) =) an(x—x0)"
n=0

teljesiil valamely xo € (a,b) C D intervallumon.

Az analitikus fiiggvény definicidja egyvaltozos esetben azt mondja ki, hogy ezen fliggvények
lokalisan meghatarozhatok egy konvergens hatvanysor segitségével. Ezt a definiciét szeretnénk
kiterjeszteni tetszdleges Banach-terek kozott halad6 leképezésekre. Ehhez el6szor bevezetjiik a
szimmetrikus leképezés fogalmat, amely biztositja, hogy a leképezések permutdlt argumentumok

mellett is analitikusak maradjanak.

3.2. Definicié. Az F : X" — Y leképezést szimmetrikusnak nevezziik, ha minden n-hosszui 7 per-

mutdcié €és minden (xi,...,x,) € X" esetén teljesiil, hogy F(x1,...,%x) = F(Xg(1),- -+, Xz(n))-

Az analiticitds definicidjdnak megfogalmazdsahoz eldzetesen be kell vezetniink a folytonos

n-linedris leképezések €és azok operdatornormdjanak fogalmat.

3.3. Definicio. Egy n-linedris L: X" — Y leképezés pontosan akkor folytonos, ha 1étezik M > 0
konstans, amire

1LCers - xa)ly < Mlxflx - Jallx, v e X.
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Ilyenkor az L operdtornormédja
IL| = sup{||L(x1,...,xn)||y el <1, 0= 1n}
= inf{ M > 0 [L(xr, o) | < M-+ ol ¥ € X .

Ennek segitségével bevezetjiik az altalanositott definicidt a valos analiticitasra, az [5] forras

2.2.1 definicidjanak megfelelden.

3.4. Definicio. Legyenek X és Y valds Banach-terek, valamint U C X egy nyilt részhalmaz. Az
F : U — Y leképezést valos analitikusnak nevezziik az xy € U pontban, ha 1étezik egy r > 0 sugar

és egy szimmetrikus, n-linedris, folytonos leképezésekbdl all6 sorozat
L,:X"=Y, n>1,

amelyre Y. | ||L,||r" < oo teljesiil, tovdbba 1étezik egy 6 = 0(xp) > 0 konstans, amelyre minden
heX, |h|x < 6 esetén:

[e )

F(xo+h)=F(xp)+ ZLn(h,...,h>.

n=1
3.5. Megjegyzés. A 3.4 definici6 valdban kiterjesztése az R — R fiiggvények hagyomanyos ana-
liticitasi fogalménak (1d. 3.1). A bizonyitéds alapétlete, hogy ha X =Y = R esetén az L, leképezé-

seket az aldbbi mdédon vélasztjuk:
n
Ly(x1,...,x,) = annxi,
i=1
akkor L, (h,...,h) = a, h", igy az altalanos sorfejtés atalakul a klasszikus hatvanysor alakjara:
F(xo+h) =F(xo)+ Y anh".
n=1

Forditva, ha a 3.4 szerinti L, leképezések adottak, akkor a, = L,(1,..., 1)) valasztdssal ugyanezt

a hatvéanysor alakot kapjuk.

3.6. Megjegyzés. A klasszikus esethez hasonléan az altalanositott 3.4 Definicié mellett is igaz,

hogy analitikus leképezések kompozicidja analitikus marad.
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A kovetkezodkben, a [13] forras alapjan, ratériink egy klasszikus tétel dltalanositaséra, az analiti-
kus implicitfiiggvény-tételre. Megjegyezziik, hogy a tételnek 1étezik egy tetsz6leges Banach-terek
kozotti leképezésekre érvényes, dltaldnosabb valtozata is (v0. [13]), nekiink azonban a késébbiek-

hez elegendd az R" x R™ esetetre szoritkozunk.

3.7. Tétel (Analitikus implicitfiiggvény-tétel). Legyen G C R" x R™ nyilt halmaz, és F : G — R™
valds analitikus fiiggvény. Tegyiik fel, hogy (a,b) € G és F(a,b) = 0, tovdbbd, hogy az F,(y) =
F(a,y) fiiggvényre det(F,(b)) # 0. Ekkor létezik 8,1 > 0, hogy:

1. minden x € B(a, d)-ra egyértelmiien létezik g(x) € B(b,n), hogy F(x,g(x)) =0,
2. ag:B(a,0) — B(b,n) implicit fiiggvény valds analitikus a B(a,d)-n.

Vegiil kimondunk egy, a késébbiek szempontjabol jelentds eredményt, amely szintén az el6z6-

ekben bevezetett fogalomrendszeren alapul. A tétel D. Ruelle [12] konyvébdl szdrmazik:
3.8. Tétel. A P:CY(Z;,R) — R leképezés valds analitikus.

Ahhoz, hogy az analiticitds értelmes legyen, meg kell adnunk a CY(ZX,R) téren egy olyan

normat, amelyre nézve Banach-teret kapunk:

3.9. Definicié. Legyen (X,d) egy metrikus tér, 0 < ¥ < 1, és f : X — R Holder-folytonos. A

y-Holder-normét az alabbi médon definiéljuk:

1 £lly == 1| flloo + |fy,
ahol
B ) )= fO)l
||f!|w-—§1€l)1?|f(x)|, és |f|7--ii¥y’w~

Beldthato, hogy a CY(X,R) tér a Holder-normdval (d = p; metrikdval) valéban Banach-tér.
A tovabbiakban ezt a normat fogjuk hasznélni.

Erdemes megjegyezni, hogy a 3.8 Tétel eredménye nem feltétleniil marad igaz, ha ZX—t tet-
sz0leges szimbolikus térre cseréljilk. Emellett fontos kiemelni, hogy az analiticitds kizarélag a
Holder-folytonos leképezések C7(X,R) terén teljesiil, nem pedig a P teljes értelmezési tartoma-

nyan.
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3.2. Differencialas Banach-tereken

Ebben a fejezetben a [13] konyv 4. fejezete alapjan bevezetiink két derivéltfogalmat, a Fréchet-
és Gateaux-differencidlhatésdgot, majd ismertetiink néhdny fontos eredményt a témaban. A de-
rivaltfogalmak bevezetéséhez elGszor rogzitjiikk a sziikséges jeloléseket. Legyenek X és Y, K-
feletti Banach-terek, ahol K € {R,C}, és jelolje U(0) a nullvektor egy kornyezetét. Ekkor az
r:U(0) C X — Y leképezésre azt mondjuk, hogy

ha teljesiil, hogy

Tovébba jelolje L(X,Y) az X — Y folytonos linedris leképezések halmazit.

Most mér bevezethetjiik a Fréchet- és Gateaux-differencidlhatosdg fogalmat:
3.10. Definicié. Legyenek X,Y Banach-terek és jelolje U (x) az x € X pont egy kornyezetét.

* Az f:U(x) C X — Y leképezés Fréchet-differencidlhaté az x pontban, ha létezik egy T €

L(X,Y) folytonos linedris leképezés, amire
flxth) = f(x) =Th+o([|Al]), h—0 (1)

teljesiil. Ilyenkor a 7" leképezést az f, x-beli Fréchet-derivéltjanak (vagy roviden F-derivaltjdnak)
nevezziik és Dr f(x) = T-vel jeloljik. Az x-beli Fréchet-differencidl df(x;h) = Dr f(x)|[h],
ahol Dr f(x)[h] a Dp f(x) linedris leképezés értékét jeloli a h € X pontban.

e Az f:U(x) C X — Y leképezés Gateaux-differencidlhat6 az x pontban, ha 1étezik egy T €

L(X,Y) folytonos linedris leképezés, amire
fx+tk)— f(x)=tTk+o(t), t -0 (2)

teljesiil minden olyan k-ra, melyre ||k|| = 1. Ilyenkor a T leképezést az f, x-beli Gateaux-
derivéltjanak (vagy roviden G-derivéltjanak) nevezziik és D¢ f(x) = T-vel jeloljiik. Az x-beli
Gateaux-differencidl dgf(x;h) = Dgf(x)[h], ahol Dgf(x)[h] a Dgf(x) linedris leképezés

értékét jeloli a h € X pontban.
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* Ha minden x € X pontban létezik a Dr f(x), F-derivlt (ill. a D¢ f(x), G-derivalt), akkor a
Drf:ACX —L(X,Y), x+— Dpf(x) 3)
leképezést az f, F-derivaltjanak (ill. G-derivaltjanak) nevezziik az A-n.

Az (1) és (2) definiciokbdl a megfeleld derivéltak — ha l1éteznek — egyértelmiiek. A (2)-bol

kozvetleniil kovetkezik a G-derivalhatsag kovetkezd ekvivalens definicidja:

Def(x)k = lim LEER =) @)

t—0 t

tetszGleges k esetén. Ekkor ¢ (1) = f(x+tk) vdlasztas mellett a (4) Osszefiiggésbdl

¢'(0) = Dg f(x)k )

z 2

teljesiil az f G-differencialjara, ami a késdbbiekben hasznos Osszefiiggésnek bizonyul majd.

3.11. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy f : R" — R* esetén a Fréchet-differencialhatésag definici-
0ja egybeesik a klasszikus értelemben vett tobbvaltozos (totdlis) derivélt fogalmaval. Tovabba, n =
k = 1 esetén a Fréchet- és Gateaux-differencidlhatésdg megegyezik, és ekkor f'(x) = Dp f(x)[1]

teljestil.

3.12. Megjegyzés. A Dr f leképezés x pontbeli derivaltjat, vagyis D% (x)-et az alabbi linearizacid

alapjan definialjuk:
Drf(x+h) = D f(x) +Dif(x)h+o(||h])), h—0.
A (3) alapjén D% f(x) egy folytonos linedris leképezés X-bSl L(X,Y)-ba, azaz
D} f(x) € L(X,L(X,Y)).

Ha h,k € X, akkor
Dif(x)k € L(X,Y) é (DEf(x)k)heY,

amit a késdbbiekben D% f (x)[k, h]-val jeloliink. A zaréjelek étirdsa nem okoz félreértést, ugyanak-

kor leegyszertsiti az irasmddot. Mivel érvényes a kovetkezd becslés:
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[(DFf ()| < IDEf K| 2] < IDFf ) 1K |1,

a (k,h) — D% f(x)[k, h] egy korldtos bilinedris leképezés az X x X és Y terek kozott.
A kovetkezd tétel kapcsolatot teremt a kétféle derivaltfogalom kozott:

3.13. Allitas. a) Ha f, F-differencidlhaté az x-ben, akkor G-differencidlhaté is és a kétféle

derivdlt megegyezik.

b) Ha f, G-derivdlhato x-ben, és a (4) konvergencia egyenletes minden olyan k-ra, melynek

normdja ||k|| = 1, akkor f, F-derivdlhaté x-ben.

c) Ha f, G-derivdlhato az x egy kornyezetében és D¢ f folytonos az x-ben, akkor f, F-derivdlhato

az x-ben.
d) Ha a Dr f(x), F-derivdlt létezik az x-ben, akkor f folytonos az x-ben.

Az a) pontnak megfelelGen nem okoz félreértést a Df(x) jelolés haszndlata a kétféle derivaltra,
hiszen ha a két derivalt egyszerre 1étezik, akkor megegyeznek. A késébbiekben ezt az egyszertisi-
tett jelolésmodot hasznéljuk.

A definciokbol kozvetleniil beldthat6 a kovetkezd alaptulajdonsag:

3.14. Allitas. Legyenek f,g: U(x) C X — Y, F-differencidlhaté (ill. G-differencidlhatd) leképe-
zések x-ben, ahol XY, K € {R,C} feletti Banach-terek. Ekkor tetszdleges a, € K esetén az
(af + Bg) F-differencidlhatd (ill. G-differencidlhatd) az x-ben és

D(of +Bg)(x) = aDF (x) + BDg(x).

7 oz

Az el6z6 allitasban lathattuk, hogy az F- és G-derivaltak megorzik a klasszikus derivalés egyik
elemi tulajdonsdgét, a linearitast. A kovetkezdkben egy mdsik alapvet6 tulajdonsdg, a lancszabdly
altaldnositdsa kovetkezik, amely az Osszetett fiiggvények derivdlhatdsdgét irja le a Banach-terek

kozotti leképezések esetén.
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3.15. Allitas (lincszabély). Legyen x € X rogzitett és y = f(x), valamint
fUXx)CX —Yésg:U(y) CY —Z, (6)

ahol f(U(x)) CU(y), tovdbbd X,Y és Z Banach-terek. Tegyiik fel, hogy Df(x) és Dg(f(x)), F-

derivdltak léteznek. Ekkor

e Agof:U(x) CX — Z leképezés F-differencidlhato x-ben, és
D(go f)(x) =Dg(f(x))oDf(x). 7

* Ha f-rdl csak azt tessziik fel, hogy G-derivdlhato az x-ben, akkor f o g, G-derivdlhato x-ben

és a derivdltjdra (7) teljesiil.

A fenti két tétel bizonyitdssal egyiitt megtaldlhat6 a [13] konyv 4. fejezetében. A klasszikus

esethez hasonldan itt is bevezethetd a parcidlis derivalt fogalma:

3.16. Definicio. Legyen D(f) C X x Y nyilt halmaz és f : D(f) — Z, (x,y) — f(x,y), ahol X, ¥
és Z Banach-terek. Rogzitsiik y-t és legyen g(x) = f(x,y). Ha g, F-differencidlhaté (ill. G-
differencialhatd) az (x,y)-ban, akkor az f parcidlis F-derivaltja (ill. parciélis G-derivdltja) az (x,y)
pontban az x valtozdra nézve %(x, y) = Dg(x). Hasonl6an definidlhat6 az f, y-ra vonatkozo par-

cialis derivaltja is, az x € X rogzitése mellett:

0
S (5.3) = Dh(). ahol () = f(x.). ®)

A kovetkezd tétel — amely szintén megtaldlhaté a [13] konyv 4. fejezetében — az F-derivélt és

a parcidlis F-derivaltak kapcsolatt irja le.

3.17. Allitas. * Ha f, F-differencidlhaté (x,y)-ban, akkor léteznek a parcidlis F-derivdltjai
(x,y)-ban és
af of

Df(xy) (k) = Z 0 y) ]+ 57 5) (K ©)

teljesiil minden h € X és k € Y esetén.

* Megforditva, ha léteznek az f parcidlis F-derivdltjai az (x,y) valamely kiornyezetében és

folytonosak, akkor létezik a Df (x,y) F-derivdlt és teljesiil a (9) osszefiiggés.
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* Az f leképezés pontosan akkor F-differencidlhaté az (x,y) egy kirnyezetében, ha az f par-

cidlis F-derivdltjai léteznek és folytonosak az (x,y) egy kirnyezetben.

Hasonl6 osszefiiggések fennallnak (x,...,x,) — f(x1,...,x,) alakd leképezésekre is.

Végiil kimondunk egy, a Fréchet-differencidlhatdsdagra vonatkoz6 éllitast:

3.18. Allitas. Tegyiik fel, hogy az f : U(x) C X — Y leképezés valos analitikus az x pontban.
Ekkor f, F-differencidlhaté az x-ben és derivdltja D f(x) = Ly, ahol Ly a 3.4 Definiciéban szerepld

folytonos linedris leképezés.

Bizonyitds. Az eredmény kozvetleniil kovetkezik az f, 3.4 Definiciéban szerepl6 hatvanysor alak-

jabol. Valéban, ha ||i|| < min{r, 0}, akkor

fx+n)=f@)+ Y Lu(h,....h) = f(x)+Li(h) + Y Lu(h

n=1 n>2

Mivel L, n-lineéris leképezés, igy
Lu(h, .. ;h) < [|La]l|1A])",

ahonnan a (Banach-terekre alkalmazott) haromszogegyenl6tlenség alapjan

1 —
w”?ﬁ“ H—“hHZHL SO D 1217

n>2

teljesiil a maradéktagra. Mivel Y, ||L,|| 7" < oo, a jobb oldali hatvanysor ||| — 0 esetén 0-hoz

konvergal:
%l < Ly 0. h 0.
n>2 n>2
Kovetkezésképp
Y La(h =o(|[h]), h—0,
n>2
igy f Fréchet-differencidlhat6 az x-ben és Df(x) = L;. n

3.19. Megjegyzés. Valdjaban tobb is igaz: beldthat6, hogy ha f analitikus leképezés az x pontban,

akkor végtelen sokszor F-differencidlhaté az x-ben.
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3.20. Kovetkezmény. A P : C"(X],R) — R leképezés tetszdleges h € CY(L;,R) pontban végte-

lenszer F-differencidlhato.

Végiil ratériink két, a termodinamikai nyomads derivdltjara vonatkoz6é eredményre, amely a

késobbiekben kulcsfontossdginak mutatkozik. A tételek D. Ruelle [12] konyvébdl szarmaznak:

3.21. Tétel (Ruelle-formula). Legyenek hy és hy folytonos fiiggvények EX—on. Ekkor teljesiil a
kovetkezd dsszefiiggés:

d
—P(hy+€h
Te (hy +€hy)

— [ hydu, .
o /szuhl

ahol Uy, a hy potencidlhoz tartozo egyensilyi mértéket, P a 0-hoz tartozo topologikus nyomdst
jeloli.
3.22. Tétel (Ruelle-formula masodik derivaltra). Legyenek h, f1, f» € CY(ZX,R) Holder-folytonos

fiiggvények. Ekkor a o shiftoperdtorhoz tartozo topologikus nyomds mdsodik parcidlis derivdltja

a kovetkezoképpen szdamithato:

I’P(h+€1fi+ &)
d€10¢& ‘31:52:0 = On(f1,./2),

ahol a Qy, bilinedris forma a C Y(ZX, R)tér elemein a kivetkezéképpen van értelmezve:

Qh(f17f2):k;)(/z:{fl'(fZOGk)d“h_/ZXfld.uh/Zszdﬂh>-

Itt Wy, a h fiiggvényhez tartozo egyensiilyi mértéket jeloli. Tovdbbd minden f fiiggvényre teljesiil,

hogy On(f,f) >0, és Qn(f, f) > 0 pontosan akkor, ha f nem kohomoldg egy konstans fiiggvénnyel.

3.23. Megjegyzés. A kordbbiakban szerepl§ (5) 6sszefiiggés alapjan %P(hl +éehy) ‘ e =DP(h1) 2]
teljestil, vagyis a 3.21 Ruelle-formula megadja a termodinamikai nyomds G-differenciéljat tetsz6-
leges h; € C (ZX,R) potencidlra. A 3.20 Kovetkezmény szerint Holder-folytonos 4 potenciél
esetén ez egyben F-differencidl is.

2
Hasonl6 osszefiigeés teljesiil a masodik derivaltra is: 2 P(hgélgg&f 2) ‘81 0= D*P(h)[f1, f],

és Holder-folytonos & potencidl esetén ez egyben F-differencidl is.
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4. A Birkhoff-spektrum

Ebben a fejezetben a multifraktdl analizis néhany alapvetd eredményét mutatjuk be a [9] cikk
alapjan. A targyalas kozéppontjdban két fontos fogalom, a Birkhoff-4tlagokra épiild un. Birkhoff-
spektrum, valamint a pontonkénti dimenzién alapulé dimenzidspektrum all. Célunk, hogy feltarjuk
a két spektrum kozotti kapcsolatot, lehet6vé téve az eredmények atiiltetését az egyik fogalomrend-
szerbdl a mdsikba, majd igazoljuk a Birkhoff-spektrum egy meghokkentGen elegans szerkezeti
tulajdonsdgat. El6szor azonban rogzitjiik a targyalds alapjaul szolgdlé dinamikai rendszert és be-
vezetjiik a sziikséges fogalmakat.

Legyen o : ZX — ZX egy topologikusan keverd egyoldali véges tipusd szubshiftoperator és
¢ € C(X1,R) folytonos fiiggvény. Jelolje ¢ (x) a ¢ Birkhoff-dtlagat az x palydja mentén, vagyis

= lim — Z o( ot X)

n%oonk

feltéve, hogy a hatarérték 1étezik.
Vegyiik észre, hogy ha ut egy ergodikus valoszintiségi mérték a Z;{ téren, akkor a Birkhoff-féle

ergodtételtel értelmében p—majdnem minden x-re

o)== odu
Z’A

teljesiil. Masképp mondva, a tétel biztositja, hogy az atlag majdnem minden pont paly4jan meg-
egyezzen, mindossze egy nullmértékd halmazt hagyva a "szokatlan" viselkedésti pontoknak. Mind-
azondltal a Birkhoff-tétel semmilyen informacidval nem szolgil ezen nullmérték(i halmaz szerke-
zetérol.

Természetes médon felmeriil a kérdés, hogy ¢ vajon felvesz-e a ¢-t3l kiilonbdzs értéket, és ha
igen, mi mondhat6 el az értékkészletérdl, valamint a szinthalmazainak szerkezetérdl. A vizsgalo-

dashoz érdemes a ZX tér alabbi felbontasat tekinteni:

= {x€Xf:9(x)=¢} U |J Ba U {xeZ] : #(x) nem létezik },
aFf
ahol By = {x: ¢(x) = o} a ¢, a-hoz tartozé szinthalmazit jeloli. A tovdbbiakban e felbontds

komponenseinek Hausdorff-dimenziéjat vizsgéljuk.

27



A szinthalmazok Hausdorff-dimenzidjdnak vizsgalatiban a kovetkezd fliggvény lesz segitsé-

giinkre:

4.1. Definicié. A ¢ € C(X],R) folytonos fiiggvény Birkhoff-spektruma
by (o) = dimy B,

ahol dimg F' az F halmaz Hausdorff-dimenzidjat jeloli.

Most ratériink a klasszikus multifraktdl analizis egyik kozponti fogalméra, a dimenziéspekt-
rumra. Ennek felépitése a Birkhoff-spektruméval analég, azonban Birkhoff-dtlag helyett a pon-
tonkénti dimenzié szinthalmazaira épit. A dimenzidspektrum definidldsdhoz ezért a pontonkénti

dimenzi6 fogalmat kell el6szor bevezetniink:

4.2. Definicié. A Z:{ halmazon értelmezett y valészintiségi mérték x-beli pontonkénti dimenzidja

_ i log u(B(x,r))
(%) = lgr(l) logr

amennyiben a hatarérték 1étezik. Itt B(x,r) az x koriili r-sugard gombot jeloli a p; metrikdban.
A dimenzidéspektrum fogalmat ez alapjin a kovetkez6képpen adhatjuk meg:

4.3. Definicié. A u valészintiségi mérték dimenzidspektruma

ahol Ko = {x € £} : d, (x) = o} a pontonkénti dimenzié o-hoz tartozé szinthalmazt jeldli.

Megfigyelhetd, hogy a dimenzidspektrum fogalma — a Birkhoff-spektrummal ellentétben — nem
egy adott fiiggvényhez, hanem egy mértékhez kapcsolédik. A két fogalom kozotti kapcsolatot
az egyensulyi mértékek biztositjak: ha a dimenzidéspektrum definicigjdban egy adott ¢ Holder-
folytonos potencidlhoz tartozé iy egyensilyi mértéket vélasztjuk, akkor az aldbbi Osszefliggés

teremti meg az atjarhatésagot a két spektrum kozott:

by(a) = fu, (P(l?T;a) :

Ez az 0sszefiiggés a kordbban hivatkozott [9] cikk eredménye, és bizonyitdssal egyiitt 4.6 Ko-

vetkezményként fog szerepelni a dolgozatban.
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4.1. Kapcsolat a dimenziéspektrummal

Ebben a fejezetben ratériink a Birkhoff-spektrum és a dimenzidspektrum kozti kapcsolatra. Miel6tt

azonban bizonyitandnk a kordbban emlitett eredményt, beldtjuk az alabbi egyszeri lemmat:

4.4. Lemma. Jelolje C,(x) ={y= (y1y2...) : Y1 =X1,...,Yn = Xn } az x-et tartalmazo n-hengerhal-

/

mazt, valamint legyen x' = (x1,....,xy,1e). Ekkor C,(x) = B(x ,%) ahol a jobb oldalon a p,

metrika szerinti gombot tekintjiik (A > N).

Bizonyitds. A B(x', ) C Cy(x) tartalmazds kozvetleniil adédik a 2.3 Allitds 2. pontjabél. A for-

ditott tartalmazashoz vegyiink egy tetszSleges y € C,(x) elemet. Kihasznélva az els6 n szdimjegy

egyezését, a tdvolsdg a kovetkezSképp becsiilhetd:

=[x — il > N—1 N—-1 1 1
Py =Y <Y e <
= M A A—1 An " An
Ez pedig éppen azt mutatja, hogy y € B(x/, %), vagyis a kivant tartalmazas teljesiil. O

Most pedig kovetkezzen egy olyan allitds, amelynek segitségével késébb megfogalmazhatjuk

a spektrumok kozotti kapcsolatot.

4.5. Allitas. Legyen o : ZX — ZX egy topologikusan keverd egyoldali véges tipusiu szubshiftoperd-
tor, és legyen ¢ € C Y(ZX,R) egy Holder-folytonos fiiggvény, Ly az ehhez tartozo egyensilyi mérték.
Ekkor

§(x) = P(9) ~logA dy, (v),

ahol A > N, és P(@) a ¢-hez tartozo topologikus nyomdst jeloli.

Bizonyitas. Mivel Ly egyensilyi mértek, a 2.24 Tétel értelmében 1éteznek Dy, D, > 0 konstansok,

hogy

u(Cu(x))
= p(uol) nb(g)) 2

teljesiil minden x € ZX és n esetén, ahol
n—1

Sup(x) = Y ¢(0"x).

k=0
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Logaritmust véve
logDy < logit (Co(x) — (Sx9(x) —nP(p)) < logDs,
ahonnan
log D1 + 8,9 (x) —nP(@) < logu(Cy(x)) < logDy+S,¢(x) —nP(9). (10)

Mivel %log D; — 0és rllan)(x) — ¢(x), a (10) kifejezést leosztva n-nel a hatdrértékre a

lim ~log 1(Ca(x)) = lim ~ ($,0(x) — nP(9)) = §(x) — P(9) (an

n—eo n—eo 1
Osszefiiggést kapjuk. Mivel a C,(x) hengerhalmazok a 4.4 Lemma szerint felirhatéak metrikus
gombként, gy az x-beli pontonkénti dimenzid kifejezhetd a hengerhalmazok segitségével:

logn(C,(x) _ \, Togh(G(x)

1 - ) 1
v n— n log v

dyy (x) = r}g{}o log

(12)

A (11) egyenl6séget dtrendezve, majd a (12) kifejezést behelyettesitve, megkapjuk a kivant 6ssze-

fliggést:

1
§(x) = P(0) + lim * log 1t(C,(x) = P(¢) + dy, (x) - lim log 7w _

n—eo g n—ee 1

P(9) ~TogA dy, (x).
O

Az 4llitas ereje abban rejlik, hogy kapcsolatot teremt a dimenzidspektrum €s a Birkhoff-spektrum
kozott. Kozvetlen kovetkezményként egy olyan képletet kapunk, amelynek segitségével a ponton-
kénti dimenzid szinthalmazaira vonatkozé éllitdsok lefordithat6ak a Birkhoff-atlag szinthalmazaira

vonatkoz6 allitasokra:

4.6. Kovetkezmény. A fenti dllitds feltételei mellett teljesiil a kovetkezd osszefiiggés:
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4.2. A Birkhoff-spektrum tulajdonsagai

Ebben a fejezetben a Birkhoff-spektrum egy igen meglepd tulajdonsdgét bizonyitjuk: megmutat-
juk, hogy ha ¢ egy Holder-folytonos potencidl, akkor a hozz4 tartoz6 Birkhoff-spektrum analiti-
kus egy nyilt intervallumon. Ez az eredmény jol illusztrdlja a sokszor "multifraktdl csoda"-ként
emlegetett jelenséget — bar a Z;{ szinthalmazokra bontdsa rendkiviil bonyolult és aprélékos, a di-
menzidfiiggvény by (o) mégis simdn, analitikusan viselkedik. Az eredmény Y. Pesin és H. Weiss
[9] cikkébdl szdrmazik, de a bizonyitds egyes 1épései egy kordbbi cikkiikbol lettek dtemelve, mely

[10] hivatkozasként szerepel.

4.7. Tétel. Legyen o : Z:{ — ZX egy topologikusan keverd, egyoldali véges tipusii szubshiftoperd-
tor; és legyen ¢ € CY(X1,R) egy Holder-folytonos fiiggvény. Jelolje Uy a ¢-hez tartozd egyensiilyi
mértéket. Tegyiik fel tovabbd, hogy Wy 7 Umax- Ekkor a by (o) fiiggvény valds analitikus egy nyilt

intervallumon.

Bizonyitds. A bizonyitdshoz rogzitsiink egy tetszdleges ¢ € C¥(Z}, R) Holder-folytonos potencialt
€s legyen U = Uy a hozza tartozé egyensilyi mérték. Definidljuk a ¢, : EX — R, g € (—o0,)

figgvénycsaladot a ZX-n a kovetkez6 képlettel:

@y(x) = —T(q)log A +qlog‘¥(x),

ahol log¥ = ¢ — P(¢) és T(gq) olyan, hogy

P(¢q) = P(—T(q)logA +qlog'¥(x)) = 0.

Mivel ¢ Holder-folytonos, a log¥ = ¢ — P(¢) is az, ahonnan a ¢, fiiggvény is Holder-folytonos

minden g valésra. Ahhoz, hogy a definici6 értelmes legyen, beldtjuk a kovetkezd lemmat:

4.8. Lemma. A fenti jelolésekkel a

(az egyetlen) olyan fiiggvény, amely minden q € R esetén kielégiti az alabbi egyenldséget:
P(¢q) = P(—T(gq)logA +qlog¥(-)) = 0.
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Bizonyitds. Rogzitett g € R mellett alkalmazzuk a 2.17 Allitast:

0=P(—T(q)logA 4+ qlog¥(-)) = —T(gq)logA + P(qlog¥(-)).
Atrendezve, majd leosztva log A # 0-val, éppen a kivant dsszefiiggést kapjuk. 0

A kovetkezd éllitds bizonyitasdhoz sziikségiink lesz egy, a funkciondlanalizis klasszikus ered-
ményei kozé tartozé tételre. A tétel €s annak bizonyitdsa megtaldlhaté a [2] jegyzetben (3.4-es

allitas).

4.9. Tétel. Legyen E véges dimenzios normdlt tér, F pedig egy tetszéleges normdlt tér. Ekkor

tetszoleges A . E — F linedris operdtor folytonos.

Most mar ratérhetiink a kovetkez éllitasra, amely az el&bbi tétel és az implicitfiiggvény tétel

segitségével bizonyitja T (g) valds analicitdsat:
4.10. Allitas. A T'(q) fiiggvény valés analitikus minden q € R-re.

Bizonyitds. A bizonyitashoz a 3.7 implicitfiiggvény-tétel (IFT) analitikus véltozatit haszndljuk.

Ehhez el6szor definidljuk az F : R? — R fiiggvényt a kovetkezd képlettel:
F(q,r) = P(rlogA +qlog¥(+)).
Definidljuk tovabbd a ¢ : R* — CY(X1,R) leképezést az alabbi médon:
c(q,r) =rlogA +qlog¥.

Ekkor F = Poc teljesiil. Alog¥ = ¢ —P(¢) sszefiiggésbdl (ahol ¢ € CY(L;,R))ac(g,r) minden
g, r esetén Holder-folytonos. A 3.8 Tétel szerint a P leképezés a C?(Z;,R) téren val6s analitikus,
ezért a c értékein értelmezett P valds analitikus.

Megmutatjuk, hogy a c¢ leképezés is valds analitikus. A 3.4 jeloléseit haszndlva legyen L :

R?2 — C7(Z1,R) a kovetkezd, R?-ben linedris leképezés:

Li(x,y) = xlogA +ylog¥(.),
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valamint legyen L, : (R?)" — CY(X},R), L, = 0 minden n > 2-re. Ekkor tetszéleges r > 0 esetén
Yo U ILnl| = ||L1||r, gy @ Yoy || Lal|#"* < oo feltétel ekvivalens az L; linedris operator folytonos-
sdgdval. Az L; folytonossiga kozvetleniil kovetkezik a 4.9 Tételbsl. Igy a ¢ és a P leképezés is
val6s analitikus, ahonnan a 3.5 és 3.6 Megjegyzések szerint a kompozicidjuk, az F fiiggvény is
valds analitikus.

A 4.8 Lemma szerint F(q,r) =0 <= r=—T(q), Vq € R. Alkalmazzuk az IFT-t az F fiigg-
vényre, tetsz6leges ¢qo € R mellett a (go, —T(go)) pontban. Az IFT alkalmazhat6sdgdhoz azt kell

megmutatni, hogy

aF(‘]O7r)
| iy 70 3
Ekkor az IFT-b6l megkapjuk a T fiiggvény analitikussagat.

A (13) feltétel belatdsdhoz a Ruelle-formulét hasznéljuk a kovetkezd Osszefiiggés alapjan:

aF(QOJ)’ 9P(C(6]0,r))|
7 r=—T(q0) _ or r==T(qo)’

Mivel c analitikus, igy F-differencidlhat6. Tovdabba mivel ¢ Holder-folytonos, és igy az értékkész-
letén P is F-differencidlhato, ezért a 3.15 lancszabdly alapjan P o c is F-differencidlhat6 (és igy a
klasszikus értelemben is differencialhatd). Ekkor a 3.17 Allitds szerint valgban 1étezik a M
parcidlis derivalt.

Tekintsiik a g : R — R, g(r) = P(c(qo,r)) fiiggvényt. Definicié szerint

dP(c(qo,7))
T"’:_T(QO) - gl(r)‘r:—T(%)' (14)

Az e =r+T(qo) helyettesitéssel legyen h: R — R, h(€) = g(—T(q0) +€) = P(c(q0, —T (q0) +€)),
ekkor

8= () =1 (&) e (15)

A 3.21 Allitas jeloléseit haszndlva vélasszuk a fiiggvényeket a kovetkez6 médon:

hi1 = c(q0,—T(q0)) = @y

hy =logA.
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A c(q0,—T(qo)+€) =c(q0,—T(qo)) + € - hy Osszefiiggésbdl
h(E) = P(hl + € hz),
ahonnan (14) és (15) alapjén a

9P(c(q0,7)) - dip(hl +eh)

ar r==—T(qo) =0
egyenldséghez jutunk.
Alkalmazva a Ruelle-formulat
dF (qo,7) dP(hy +€hy)
e T e IR LTS

Kihasznalva, hogy log A > 0 konstans és Ho,, valdszintiségi mérték a ZX—on, a kapott integradl nem
nulla, ahonnan teljesiil a (13) feltétel.

]

Valgjaban az allitds a 4.8 Lemmadban kapott egyértelmiiség felhaszndldsa nélkiil is teljesiil.
S6t, a T fiiggvény egyértelmiisége kovetkezik az imént alkalmazott implicitfiiggvény-tételbdl. A
T 1étezése viszont — még ha nem is minden pontban, de legaldbb egy olyan halmazon, amelyre a
tételbdl kapott nyilt kornyezetek lefedik az egész R-et — elengedhetetlen az IFT alkalmazhatésaga-
hoz, mivel a tétel alkalmazdsahoz sziikség van olyan kiindulasi pontra, ahol az F' fiiggvény értéke
nulla.

A kovetkezd 1épésben a T segédfiiggvény derivaltjaval foglalkozunk:
4.11. Lemma. A T fiiggvény derivdltia nempozitiv: T'(q) < 0.

Bizonyitdas. A T derivalhatésdga kovetkezik a 4.8 Lemmadban kapott 0sszefiiggésbol. A bizonyitds
analég az F derivédlhatésdganak bizonyitdsaval.
A T fiiggvényt definidlé egyenldség mindkét oldalét g szerint derivdlva az aldbbi egyenl&séget

kapjuk:
dP(—T(q)logA + qlog¥)
dq

—0. (16)
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Megjegyezzik, hogy a P(c(q,r)) (1d. el6z8 bizonyitds) és a § : g — (q,—T(q)) fiiggvények is
differencidlhatéak a klasszikus értelemben, igy a kompoziciéjuk g is derivdlhats. Tekintsiik a

kovetkezd segédfiiggvényt:
¢:R—CY(Z,R), ¢(q)=—T(g)logA+qlog¥()=col,

ekkor
g:R—=R, g(g) =P(9(q))- (17)

A @, F-differencidlhat6 fiiggvények kompozicidja, igy a 3.15 lancszabdly alapjan F-differencidlhato.

A lancszabaly ismételt alkalmazdsaval

¢'(q) = Dg(q)[1] = DP(9(q)) o D9(g)[1].

Vegyiik észre, hogy (5) alapjan ez éppen a %‘ P(¢(q) +eDP(¢@)[1]) derivalttal egyezik meg:

e=0
d

g'(9) = 7= |e_oP(9(a) +eDo(q)[1]). (18)
Megmutatjuk, hogy ¢, F-differencidlja
Dg(q)[8] = (~T'(q)logA +10g¥(-))8 € C"(Z, R). (19)
Ehhez az (1) alapjan azt kell megmutatni, hogy

¢(q+8)—(8)=(-T'(q)logA +10g¥(-))6 +0(8), & — 0.

Behelyettesitve a ¢ definicidja alapjdn, és az egyenlGséget o()-ra rendezve, az alabbi ekvivalens
feltételt kapjuk:

lim —logA(T(¢9+6)—T(q))+dlog'¥(-)

550 S —(=T'(g)logA +log¥(-)) =0.

Mivel T derivalhatd, a hatarértékre
—logAT'(q) —log¥(-) — (—T'(g)log A +log¥(-)) =0

adodik, és éppen ez kellett.
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A Ruelle-formula alkalmazdsahoz valasszuk az aldbbi C7(X},R)-beli fiiggvényeket:
h = ¢(q) = —T(q)logA +qlog'¥,

hy = D@(q)[l] = —T"(q)logA +1og ¥ (:).
Alkalmazva a 3.21 Ruelle-formulat, a (18) 6sszefiiggésbdl, a (16) és (17) Osszefiiggések felhasz-
nalasaval

dP(—T(q)logA +qlog¥
dq B

0=¢g)= [ ~T'(@1ogh +log P(x) dug(q) ()

A
adodik.

Kihaszndlva, hogy iy, val6szintiségi mérték a £ -on:

0=—T'(q)logA + /Z+ logWdug,),
‘A

ahonnan
Jgylog¥dpy()

log A
Mivel logA > 0, igy T'(g) < 0 pontosan akkor teljesiil, ha fEX log¥dpe 4 < 0. Kihaszndlva, hogy

T'(q) =

Ho(q) egyensulyl mértek:

[ 0 Pditgq) = [ ¢~ P(0)ditg(q) = [ 9o —P(9) =
A A ‘A

st (pd‘ufP(Q) - (hqu)(q) (o) + /ZZ ¢ d“‘l’(‘])) = _hﬂfpw) (o).
Mivel h#(p(q) (o) > 0, ezért a lemma dllitdsa teljesiil.

]

Végiil ratériink a T mésodik derivéltjara, és a Ruelle-formuldk, illetve a Fréchet-lancszabdly

megfeleld alkalmazdsdval megmutatjuk, hogy az mindeniitt nemnegativ:

4.12. Lemma. A T fiiggvény konvex: T"(q) > 0. A T pontosan akkor szigoriian konvex, ha |y #

.umax .
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Bizonyitds. Az el6z6 lemmahoz hasonldan induljunk ki a

P(p(q)) = P(c(q,—T(q))) = (Poc)(q,—T(q)) =0

OsszefiiggésbSl. A lancszabalyt alkalmazva a P(c(q,r)) : R> = R és a g — (¢, —T(q)) fiiggvé-
nyek kompozicidjara, a kovetkezd osszefiiggés adédik a P o ¢ fiiggvény derivdltjara az r = —T(q)

helyettesités mellett:

dP(c(q,—T(q))) _ d(Poc) iy 9(Poc)
= —T(¢q))—T'(q)- ~T(q)) =0.
4a g (@~ T@)=T(a)—5—(a,=T(q))
Itta P(c(q,r)) fiiggvény esetén az elsd valtozo szerinti parcidlis derivaltat %;c), amasodik véltozo

szerinti parcidlis derivéltat @ jeloli, valamint %(q, —T(q)) a megfeleld parciélis derivalt

értékét jeloli a (¢, —T(q)) pontban (x; € {q,r}).

A kapott egyenldséget mégegyszer derivalva:

d (d(Poc) d (., d(Poc) B
(25 1)) - 5 (T 2 @) o

Az elsd tagot kiszdmolva a lancszabdly szerint:

d (d(Poc) _ 9*(Poc) ,
Z]( dq (q,—T(q))) oL (¢,=T(q))-T (Q)'ar—aq(q,—T(q)).

A mdésodik tagra alkalmazva a lancszabalyt:

d (T'(q) . d(Poc)

dg

ocC 2 ocC
1) 2 g -r@)+ 70 T Va1 a) -0 Ty a1 )

Behelyettesitve a kiszamolt derivaltakat:

oc 2 oc
1) 222 g g 4 (g2 T2 (g, 1)
d*(Poc) . d*(Poc) N d*(Poc)

—T'(q)- Taq("’ ~T(q))—T'(q) Taq(q’ ~T(q)) a—qz(‘la —T(q)) =0,
ahonnan T"(q)-t kifejezve:
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2 oc 2 oc
@) = (10> 25y -1@) - T'0) 55 - T()

2 oc 2 oc oc _
-0 55 0 -1@) + Ty e -1@)) (Y5 -T@))

2
A T" kiszadmitasdhoz a megfeleld Ruelle-formuldkat alkalmazzuk. El&szor a % tagot sza-

moljuk ki. Ehhez védlasszuk az aldbbi fiiggvényeket:

h=c(q,r)
dc
fi= 5, = —logA
dc
f2 = a—q = log‘P.
Ekkor
9%P(c(q,r)) _ 9*P(rlogA +qlog\¥())
dqor dqor
B J’P((r+¢1)logh + (g + &) log¥(-)) ’ B 32P(h+81f1 tef) |
B (982881 g=6=0 " (981882 £=6=0’

ahonnan a 3.22 Ruelle-formula alkalmazasaval

9°P(c(q,r))

q0r = Qn(—logAi,log¥).

A tobbi tagot analog médon szdmolva a kovetkezd eredményeket kapjuk:

9°P(c(q,r))

9%P(c(q,
% = Op(—1logA,—logA)

9*P(c(q,r))

9 = Q;(log¥,log'P).
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Mivel h(q,—T(q)) = ¢(q), visszahelyettesitve a T”-re kapott dsszefiiggés els6 tényezdjébe,

majd kihasznalva, hogy Q) bilinedris forma:

2‘82(Poc) .32(Poc)

T'(q) T(% ~T(q))—T'(q) 8r—8q(q’ ~T(q))
2 ocC 2 ocC
10 5 -1@)+ T 70T (@)

= (T'(9)* - Qy(g)(—logA, ~logA) —T'(q) - Qy () (log ¥, ~log 1))
+ (—=T'(9) - Qp(g)(—log A ,log ¥) + Qg () (log ¥, log ¥))
= Qg (log ¥ +T"(q)1og A, T'(q)log A) + Q4 (log ¥ + T' () log A, log ¥)
= Qp(q)(log¥ +T'(q)logA,log ¥+ T'(g)logA).
Végiil a 3.21 Ruelle-formula alapjan kiszamitjuk a mdsodik tényez0dt is:

dP(c(q,r)) JdP((r+¢€)logA+qlog¥(-)) dP(c(q,r)+€logh) _/
ar Je - Je = Jy; logA dHetan;

Osszerakva a kapott eredményeket:

~1
T"(q) = Q(P(q)(log‘{’_T’(q) logA,log®¥ —T'(gq)log1) - (/}:+ log/'Ld/.Lq,(q))
A

A 4.10 Allitas bizonyitasiban szerepelt, hogy fzj logAd He(q) > O tetszlleges g € R mellett, igy
T" elGjelét a bilinedris tag hatdrozza meg. Innen a 3.22 Tétel szerint T” > 0 és T” > 0 pontosan
akkor, ha a log¥ — T'(q)log A fiiggvény nem kohomolég egy konstans fiiggvénnyel. A log¥ =
¢ — P(9) atirdsbdl ez pontosan akkor teljesiil, ha a ¢ nem kohomolég egy konstans fiiggvénnyel,

ami definicié szerint a [y 7# Uy feltétellel egyezik meg. 0

A bizonyitas kovetkezd 1épésében felhasznalunk egy, a dimenziéspektrumra vonatkozé ered-
ményt, amely a [10] cikkbdl szarmazik. A 4.6 Kovetkezmény révén az eredmény a Birkhoft-

spektrumra is alkalmazhat6, igy felhaszndlhat6 a bizonyitasban.

4.13. Lemma. Legyen a(q) = —T'(q), ekkor teljesiil a kivetkezd Osszefiiggés:
Ju,(2(q)) =T(q)+q- a(q).
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Most mar ratérhetiink a by analiticitdsdnak bizonyitasara:

A 4.7 Tétel bizonyitdsa. Legyen a(q) = —T'(q), ekkor fu,(a(q)) = T(q) +q-a(q). Mivel T(q)
analitikus minden g € R-re, ezért létezik a derivéltja és az is analitikus marad az R-en, ahonnan
@(q) is analitikus R-en. Innen az fy,, (a(g)) fiiggvény analitikus minden g € R-re.

Mivel az o (g) fuggvény analitikus, ezért folytonos, igy értékkészlete egy intervallum:
R(a) =1 oy,00

valamely o, ap € R értékekre, ahol Io, o, €8y 01 < O végpontu intervallum.
Mivel a(g) = —T'(g) > 0 minden g € R esetén, ezért oy, 0 > 0. A [y # Wnax feltételbdl
T"(q) >0,1igy o’ (q) = —T"(q) <0, tehét az ot(q) fiiggvény szigordan monoton csokken, ahonnan:

o =limalg) é o= lm alg),

valamint oy # o teljesiil. Emellett a szigord monotonitdsb6l az o értékkészlete Iy, o, = (01, 00)
nyilt intervallum és igy a(g) > 0 minden ¢ valdsra.
Megmutatjuk, hogy f, analitikus az (0, 0p) intervallumon. Ehhez elegendd azt megmutatni,

1

hogy létezik o™ ¢€s analitikus az értelmezési tartomdnyan, hiszen ilyenkor fy,, o ot o a = Jus

analitikus az (o, a) nyilt intervallumon. Az o~ létezése kovetkezik az « fiiggvény szigord
monotonitdsabol. Mivel az o analitikus fiiggvény derivaltja sehol sem 0, igy az inverze analitikus,
amivel beldttuk f;,, analiticitdsat az (o, @) intervallumon.

Tekintsiik a By : y — % linedris fiiggvényt, ekkor a 4.6 Kovetkezmény szerint

Mivel a 3 fiiggvény monoton csokken, ezért:

Bs(y) € (1,00) <= y€ (—0-logA+P(¢),—ay-logA +P(¢9)) =1.

O
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