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Bevezetés

Ebben a dolgozatban a bifurkaciokat vizsgaljuk eméleti, majd szamitdgépes maodszer-
rel. A szamitdgépes implementaciéhoz a motivaciot az [5] cikk adta, amelyben a szerz®
egy olyan modszert mutat be, amellyel automatikusan készithet®k bifurkacios diagra-
mok. Célunk ennek az eljarasnak a megvaldsitasa egyszerfbb, de szemléletes példa-
kon keresztil. A bifurkacidk olyan di erenciadlegyenletekhez vagy di erencialegyenlet-
rendszerekhez kapcsolddnak, amelyek valamilyen paramétert®l fliggenek. A paraméter
valtoztatdsaval a rendszer viselkedése sok esetben gyokeresen megvaltozik ezeknek az
eseteknek a feltarasara koncentralunk a dolgozat soran.

Els®keént ismertetjik a legfontosabb alapfogalmakat és a bifurkaciok altalanos elmeé-
leti hatterét, majd bemutatjuk a legjellemz®bb bifurkacidtipusokat. Ezt kévet®en részle-
tesen leirjuk az altalunk készitett algoritmust egydimenzios, majd kétdimenzids esetben
is. Mindkét valtozatot konkrét példak segitségével szemléltetjik, analitikus és numerikus
megoldasokkal kiegészitve. Végul hibaanalizist végziink, amely sordn megvizsgéljuk az
algoritmusok pontossagat.



1. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben a dolgozatban el®fordulé matematikai alapfogalmakat de nialjuk. A
fejezethez a [3] Di erencialegyenletek 1 el®adas anyagat, a [6] Numerikus mddszerek 1
el®adas anyagat, illetve a [9] irodalmat hasznaljuk fel.

V4

1.1. De nici6. Kozonséges di erencialegyenlet
LegyenF : R" ! R adott flggvény. Ekkor az

F(tx () x9t); x%); . xM()=0; t2R

alaku egyenletet azx : R ! R ismeretlen figgvényre vonatkozdm-edrendy k6zonsé-
ges di erencidlegyenletnek nevezzik. Amennyiben a legmagasabb derivalt kifejezhet®,
explicit lesz a di erencialegyenlet, kilénben implicit.

1.2. De nici6. Kozonséges di erencialegyenlet-rendszer

R ! R megoldasokat. Ekkor az els®rendf explicit kdzéntséges di erencidlegyenlet-
rendszer alakja:

(1.1)

f=(fyfsif)):R R"IR

igy az (1.1) felirhat6 az alabbi alakban:

xqt) = f(t;x(1)): (1.2)

1.3. Tétel. Atviteli-elv
Minden n-ed rendq explicit k6zénséges di erencialegyenlet visszavezethet®nedgrab
egyenletb®l allo els®rendq kdzénséges di erencialegyenlet-rendszerre.



Az 1.3. Tétel kimondja, hogy egy magasabbrend{ kozonséges di erencialegyenlet el®-
all els®rendq di erencialegyenletekb®I allé rendszerként. Az alabbiakban megmutatjuk,
hogy ez hogyan irhato6 fel.

Bizonyitas. Tekintsiik a y(™(t) = F(t;y(t);yXt);:::;y" (1)), y : R! R, n-ed rend
explicit kbzénséges di erencialegyenletet.
Vezesslk be az alabbi U] fuggvényeket:

x;:=y ! x3=y0=x,
X2 := Y0 | X5 = y*= X3
xz:=y% 1 xJ=yo%% x,
Xp 1=y 2 Xp 1=y t= X,
xp =y X =y = F(yyeiinyt = F(EXG X Xn)
Tehat:
o 1 0 1
Xé(t) Xa(t)
X5(t X3(t
Xo(t)zg)z.()§:% 3.() §=f(t;x(t)); x:R! R"™
Xn(t) F (6 xa(t); 1515 % (1)
[
1.4. De nici6. Autondm kdzonséges di erencialegyenlet
Legyenx : R! R" az ismeretlen fuggvényf : R" ! R", ekkor
xqt) = f (x(t)) (1.3)

di erencialegyenletet autonémnak nevezzik.

A dolgozatban a kézonséges di erencialegyenletek kvalitativ vizsgéltat fogjuk elvé-
gezni, azaz a di erencidlegyenletek tulajdonsagaival foglalkozunk. Ehhez de niéljuk a
szilkséges alapfogalmakat.

1.5. De nici6. Dinamikai rendszer
LegyenM  R" 6sszefligg® nyilt halmaz s R. Ekkora : | M ! M flggvényt
dinamikai rendszernek nevezzik, ha

-(O0;p=p 8p2M
- (t+s;p=(t (s;p) 8;s21 8p2M.

1.6. De nici6. A dinamikai rendszer fazistere, trajektoriaja, egyensulyi pontja
LegyenM R", : I M ! M dinamikai rendszer,p2 M:

(@) M elnevezése fazisteér.



(b) A p2 M pont dinamikai rendszer altali palyaja/trajektoriaja:
f(tp):t21g M:

(c) Ap2 M pontot a dinamikai rendszer egyensulyi pontjanak nevezzik, ha
( t;p)= pmindent 2 | esetén.

1.7. De nici6.  Stabilitas
Legyen : R M ! M dinamikai rendszer. Azt mondjuk, hogy gp 2 M pont palyaja

a) stabil, ha minden" > 0-hoz létezik olyan > O, hogy mindeng2 M ést > 0
esetén, hgp g < ,akkorj(tp) (tg)j<".

b) instabil, ha nem stabil.
c) aszimptotikusan stabjlha stabil ésjp g < eseténlimy; j( t;p) ( t;q)j=0.

Mivel minden autondm di erencialegyenlethez létezik egy dinamikai rendszer, amely-
nek ugyanazok a palyai, mint a di erencialegyenletnek, és minden megfelel® tulajdon-
sagu dinamikai rendszerhez létezik egy kdzonséges di erencialegyenlet, igy tudjuk alkal-
mazni az 1.7. De niciét az aldbbiakban.

1.8. De nici6. Egyensulyi pont
Az (1.3) autondm di erencialegyenlet id®ben allandé megoldaséat az (1.3) egyensulyi
pontjanak, vagy egyensulyi helyzetének nevezzuk.

Legyen X az (1.3) feladatnak egy megoldasa, azaxqt) = f(X(t)). Tudjuk,
hogy az X id®ben allando, igy teljesil, hoggqt) = 0. Az egyensulyi pontot azx
jeloléssel hasznéljuk a dolgozat tovabbi részében. Az egyensulyi helyzetet tgy hataroz-
hatjuk meg, hogy kiszamitjuk azf (X) = 0 megoldasait, azaz megkeressiikzérushelyeit.

1.9. De nici6. Egyensulyi pont stabilitasa
Jeldlje x,(t) az (1.3) feladatp 2 R" pontbdl inditott megoldasat, azazx,(0) = p. Ekkor
azt mondjuk, hogy az (1.3) feladaix 2 R" egyensulyi pontja . ..

(a) stabil, ha minden" > 0-hoz létezik egy > 0, hogy mindenp 2 R"-re teljesul,
hogyjp Xj< eseténjxp(t) Xj<" mindent O eseten.

(b) instabil, ha nem stabil.

(c) aszimptotikusan stabjlha stabil ésjp Xj < esetenlimy; jxp(t) Xj=0.

1.1. Linearis rendszerek

Az autoném di erencialegyenletek, illetve a dinamikai rendszerek alapfogalmainak felel-
venitése utan térjink ra a linearis, illetve a nemlinearis rendszerek témakorében felme-
ril® de niciokra, tételekre.



1.10. De nici6. Lineéris rendszer
LegyenA 2 R" ", ésf (x) = Ax az (1.2) egyenletben. Ekkor

xqt) = Ax(t) (1.4)
di erencialegyenlet-rendszert linearisnak nevezzik.

1.11. Tétel. ValamelyA 2 R" " mellett tekintsiik azx{t) = Ax(t), linearis kozonséges
di erencialegyenlet-rendszert. Tegyuk fel, hoggietA 6 0: Jelblje (A) az A sajatértéke-
inek halmazét (spektrumat). Ekkor ax =0 2 R" egyensulyi pont ...

a) stabil, ha minden 2 (A) eseténRe 0; és haRe = 0, akkor egyszeres
sajatérték.
b) instabil, ha létezik olyan 2 (A), melyreRe > 0.

c) aszimptatikusan stabil, ha minden 2 (A) eseténRe < 0.

Kétdimenziéban a fazisképeket az aldbbiak szerint osztalyozzuk.
Tekintsik az x{t) = Ax(t) di erencidlegyenletet, aholx : R! R2? az ismeretlen fligg-
vény,A 2 R? 2 Jelolie 1; , 2 C azA matrix két (esetleg egybees®) sajatértékét. Ekkor
az egyenletx = 0 (egyetlen) egyensulyi pontjara az alabbi esetek fordulhatnak el®:

1. Két kulonbdz® valds sajatérték:1 6 ,2 R

(@ Ha 1; »> 0, akkor azx = 0 instabil csomé.
(b) Ha 1; < 0, akkor azx = 0 stabil csomo.
(c) Ha ;<0< ,, akkor azx =0 nyereg.

2. Két konjugélt komplex sajatérték: 1., = i 2R

(@ Ha > 0, akkor azx =0 instabil fékusz.
(b) Ha < 0, akkor azx = 0 stabil fokusz.
(c) Ha =0, akkor azx =0 centrum.

3. Kétszeres valds sajatértékek;; = , =1 2R
(@) Ha > 0, akkor azx = 0 instabil elfajult csomo.

(b) Ha < 0, akkor azx =0 stabil elfajult csomo.

Az 1. abrat az 1. tdblazatban szerepl® matrixok segitségével készitettiik. Megje-
gyezzik, hogy az 1.11. Tétel nem foglalkozik a= 0 sajatértek esetével. Kés®bb latni
fogjuk, hogy ezek az esetek szamunkra nagyon érdekesek lesznek a bifurkaciok vizsgalata
soran.



. , 10
Instabil csomo 0 2
. . 1 0
Stabil csomé 0 5
1 0
Nyereg 0 1
0 1
Centrum 1 0
L 1 3
Instabil fokusz 3 1
L 1 3
Stabil fokusz 3 1
Instabil elfajult csomé |+ T
‘ 0 1
Stabil efajult csomo 11
’ 0o 1

1. tdblazat. Az 1. abrahoz tartozé matrixok.

Instabil csomo Stabil csomé Nyereg Centrum
Instabil Stabil Instabil elfajult Stabil
fokusz fokusz csomo elfajult csomé

1. abra. A kétdimenzios fazisképek osztalyozasa a sajatértékek szerint.



1.2. Nemlinearis rendszerek

Legyen M R" tartomany f : M ! R" ésx : R! M az ismeretlen, folytonosan
di erencialhato fuggvény. Tekintsik most a nemlinearis autonOm egyenletet:

xqt) = f(x(1) (1.5)

Legyenx 2 M az (1.5) egy egyensulyi pontjax(t) pedig megoldasa. Tekintsik az
y(t) ;= x(t) X flggvényt, azaz a megoldas eltérését az egyensulyi ponttol.
Ekkor

yIn = x4t x°=xY) = f(x(1) = f(x+y() = f(X)+ F4%) y(t)+ ay(t);
ahol lim Ja.(ﬂ =0:
igt 0 Jq

Az fqx) := A 2 R" ", azaz azf fuggvényx pontbeli Jacobi-matrixa. Ezt a mddszer
linearizalasnak nevezzik.

1.12. Kovetkezmény. Nemlinearis esetben az egyensulyi pont kdrnyezetében alkalmaz-
hato az 1.1. fejezet szerinti osztalyozas.

Megmutathatd, emellett illusztréltuk 1. abrén, hogy a linearis rendszereknél min-
den palya stabilitisa megegyezik, mig a nemlinearis esetben ez nem fog teljesiilni, de
linearizalas segitségével az egyensulyi pontok kdrnyezetében megvizsgalhatjuk, hogy az
adott kornyezetben milyen lesz a faziskép. A dolgozatban nemlinearis rendszerekkel és
di erencialegyenletekkel fogunk foglalkozni.

1.3. Newton-modszer vagy értint® modszer

Az el®z®ekben lathattuk, hogy a nemlinearis di erencialegyenlet-rendszerek vagy di e-
rencialegyenletek megoldasanal fontos szerepet jatszik az egyensulyi pont, ami az egyen-
let jobb oldalan szerepl® fluggvény zérushelye. Sok esetben nem tudjuk meghatarozni
analitikusan a pontos megoldast, erre a célra szolgalnak a kilénb6z® kozelit® numerikus
modszerek. A bifurkacids diagramok kirajzolasa egy altalunk készitett algoritmus segit-
ségével jon létre, melynek az egyik legfontosabb eleme a Newton-madszer.

El®sz06r vizsgéljuk geometiai szempontbdl az algoritmust. Tekintsiik &£x) = 0 egyen-
letet, keressiik azx zérushelyét. Tegyuk fel, hogyf dierencialhatdé és vegylnk egy

Xo 2 D(f) kezd®értéket, majd hluzzuk b&y-nal f érint®jét, ennek azx-tengellyel vett
metszéspontja legyerx;. Huzzuk bex;-nél azf flggvény érint®jét, majd vegyuk az
x-tengellyel valé metszépontjat, ami legyex,, és igy tovabb.

Tekintsik most algebrai szempontbdl a numerikus modszert. Az fliggvény xi-bel
érint®jének egyenletey = fAxK)(x  xx) + f(xk): A x¢-beli érint® x-tengellyel vett



metszéspontja megkaphato:

0=fYx)(x X))+ f(Xk)
fAI(X  x) = f(xk)

_ f(X) _ .

= Xk FYx) = Xk+1 -

1.13. Allitas. A Newton-modszer konvergenciaja

Tegyuk fel, hogy aZ (x) = 0 egyenletx gyOkét és adxx) egész sorozatot tartalmazo
valamely! intervallumbanf 2 C2?(1), tovabba |éteznekn,; M1; m,; M, > 0 konstansok,
amelyekkel

mi jFOX)j M;p és my j f%%)j] M, mindenx 2 | pontban.
Ekkor
M, . .
Z—lejXO xJj<1

esetén a Newton-maodszer masodrendben konvergens, azaz

jXee1 X J const jxe xj% k=0:;12::::



2. fejezet
Bifurkaciok

Tanulmanyaink soran a di erencialegyenletek kvalitativ vizsgalatakor megismerkedtiink
az egyensulyi helyzetekkel, stabilitasi fogalmakkal, illetve a kulonb6z® fazisképekkel.
Azonban, akarcsak egy algebrai egyenlet, egy di erenciadlegyenlet is flgghet paramé-
terekt®l. A kdvetkez® fejezetben a dolgozat legfontosabb de nicidjardl, a bifurkaciordl
irunk. Bemutatjuk a dolgozatban felmeril® bifurkécio-tipusokat, illetve azok fontos tu-
lajdonsagait. Ebben a fejezetben a [2] kdnyv 2. fejezetét, a [10] konyv 2. fejezetét és a [8]
jegyzet 6. fejezetét hasznaljuk fel.

2.1. Motivacio

Tekintsik az alabbi di erencialegyenletet, aholx : R ! R az ismeretlen figgvény és
c2 R egy paraméter:

xqt) = cx(t); t2R: (2.1)
A (2.1) egyenlet egy jol ismert szeparabilis di erencialegyenlet, melynek megoldasa:
x(t)= Ce"; aholC 2 R:

Lathatjuk, hogy a megoldas fiigg ax paraméter értékét®l, azaz a faziskép is figg a
paramétert®l. Tekintsiik az alabbi abrakat, hogy meg gyeljik, miként valtozik a meg-
oldas a paraméter fliggvényében. Ezek az abrakpsthon programozasi nyelv segitsé-
gével késziltek, azon belll anathplotlib csomaggal. A 2a. &bran, illetve a 2c. abran
kilonb6z® kezdeti értékekhez tartozo, szigorian csokken®, illetve nbvekv® megoldasok
gra konjat lathatjuk. A 2b. abra esetében egész mas viselkedést tapasztalhatunk a meg-
oldasok gra konjat tekintve: az ¢ = 0 esetben a megoldasgorbék konstans flggvények.
Az abrak szemléltetik ennél az egyszery di erencidlegyenletnél, hogy a paraméter valto-
zasaval a megoldasok egy-egy hatarponttdl kezdve teljesen mas fazisképet mutathatnak.
Hogy mélyebben megértsik a bifurkaciok alapelvét, bevezetjik a sziikséges de nicidkat,
fogalmakat.

10



@c= 1 (b) c=0 (c)c=1

2. dbra. Azxqt) = cx(t) megoldasa harom kilonb6z® paraméterérték mellett.

2.2. Ekvivalencidk

Az alabbiakban azt fogjuk vizsgalni, hogy a paraméter valtozasaval, milyen viselkedés-
beli kilonbségek alakulnak ki a fazisképek kozott. Két faziskép viszonyanak meghata-
rozadsahoz sziikségunk lesz olyan fogalmakra, amelyek segitenek megallapitani, hogy két
fazisképet mikor tekinthetiink ekvivalensnek.

v

2.1. De nici6. Ekvivalencia relaci6
A relaciot ekvivalencia relacionak nevezzik, ha teljesiinek ra az alabbiak:

- szimmetrikus, azaz haa b, akkorb a,
- reexiv, azaza a,
- tranzitiv, azaz haa bésb ¢, akkora c.

A tovabbi ekvivalencia fogalmakhoz sziikségiink lesz a homeomor zmus é€%

Juk.

2.2. De nici6. Homeomor zmus
LegyenekM;N R halmazok. Egyh : M ! N leképezést homeomor zmusnak neve-
zunk, ha folytonos, bijekcio, és az inverze is folytonos.

2.3. De nici6. CX-di eomor zmus
Egy leképezésCk-di eomor zmus, ha k-szor di erencidlhatd, bijekcio, és az inverze is
k-szor di erencialhato.

2.4. De nici6. Ck-ekvivalens, topologikusan ekvivalens

LegyenekM; N  R" dsszefligg®, nyilt halmazok, azaz tartomanyok. Azt mondjuk, hogy
a':R M! Més :R N! N dinamikai rendszerekCX- ekvivalensek (specialis
eset: aC%-ekvivalens, azaz topologikusan ekvivalens), ha létezik egy M ! N tipusu
Ck-di eomor zmus (specialis eset:C°-di eomor zmus, azaz homeomor zmus), mely a
palyakat egymasba viszi az id® iranyitasanak megtartasaval. Azaz ha létezik olyan

11



R M ! R folytonos figgvény, melyret ! a(t;p) szigordan név® bijekcio, és minden
t2 Résp2 M esetén:

h(' (tp)) = (a(t;p);h(p):

2.5. De nici6. Ck-folyam-ekvivalens

Azt mondjuk, hogy a' és dinamikai rendszerekCk-folyam-ekvivalensek, ha van olyan
szigordan nov@: R! R bijekcid, melyre aza(t; p) = b(t) mindenp2 M esetén, tehét
a nem fligg ap megvalasztasatol.

2.6. De nici6. Ck-konjugalt
Azt mondjuk, hogy a' és dinamikai rendszerekCk-konjugéltak, ha a 2.4. De nici6ban
aza(t;p) = t mindent 2 R és mindenp 2 M esetén, azaz:

h(' (tp) = (th(p):

2.7. De nici6. Orbitélisan ekvivalens
Azt mondjuk, hogy a' és dinamikai rendszerek orbitalisan ekvivalensek, ha a 2.4.
De nicicban M = N ésh = id.

Az ekvivalencia fogalmak teljes megértéséhez tekintsiink egy példat a [10] kdnyv-
b®I, amelyben a konkrét szamitasok, levezetések nem szerepeltek. Az alabbi példaban a
rendszerek ekvivalencigjat vizsgaljuk.

2.8. Péelda. Tekintsuk az (1.4) alaku di erencialegyenlet-rendszereket az alabbi matri-
xokkal:

1 0 x° = x
A= o P o=y (2.2)
A= L1 = x oy 2.3
2- 1 1 yo = x vy (2.3)

Mivel mindkét rendszer linearis, ésdetA; 6 0, detA, 6 0, igy mindkét esetben
X = (0;0). Ezt kdvet®en hatarozzuk meg a sajatértekeket, majd az egyensulyi hely-
zetek stabilitasat, hogy lassuk, hogyan alakulnak a fazisképek.

Kezdjuk a (2.2) rendszerrel:

Vizsgéljuk meg azx = 0 2 R? egyensulyi pont stabilitasat. A sajatértékeket a
det(A; 1) = 0 segitségével tudjuk meghatarozni, de a&; matrix diagonalis, te-
hat a sajatértékek a f®atldbban vannak:

2= L

Mindkeét sajatértek valds és negativ, igx = 0 stabil csomé
A (2.3) rendszernél hatarozzuk meg a sajatértékeket:

det(A, | )= 11 11 =(1 ) 1 )+1= 242 +2=0;
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melynek megoldasai:
1.2 = 1 i

Eszerint két konjugélt komplex sajatértéke van a (2.3) rendszernek, azaz az orgjébil
fokusz

Az ekvivalencia meghatarozasanal nem csak az egyensulyi pont kérnyezetében szeret-
nénk vizsgalodni, hanem az egész sikon, igy irjuk at a rendszereket polarkoordinatak
segitségével. Most mindkét rendszer linearis volt, igy erre nem lenne sziikség, mert egy
linearis rendszernek minden paly4ja megegyezik. De mivel a dolgozat mésodik fele nem-
linearis rendszerekkel foglalkozik, igy tekintsiik a polarkoordinatas modszert. Ismeretes,
hogy x = r cos' ésy = r sin' . Egy olyan rendszert szeretnénk kapni, ahol a két rend-
szert(r;' ) fuggvényekkel irjuk fel. Nézzik el®szor a (2.2) rendszer atirasat:

xqt) = (r(t)(cos( (1))°= rqt)cos( (1)) r(t)sin( (1))' A1)
yat) = (r(t)(sin(’ (1))°= rqt)sin(" (1)) + r(t)cos( (1)) At)

De tudjuk, hogy:

x°= x ) x°= rcos
y'= y ) y°= rsin’
Tehat:

rt)(cos' (1)) = rqt)cos( (1)) r(t)sin( (1)) At)
rt)(sin' (1)) = rqt)sin (1) + r(t)cos( (1))' qt)

Ezentul a flggvények argumentuméat az egyszerfség kedvéért elhagyjuk. Azaz az alabbi
rendszert kell megoldanunk:

r(cos' )=r%os() rsin()° I
r(sin' )= r%in( )+ rcos( )" ° Il

Otlet: Szorozzuk meg (l.)-tcos( )-vel, (I1.)-t sin(" )-vel, majd adjuk tssze ®ket. (Ezzel
kifejezzik a' “t):

rcog' rsi®' =r%og' +r%in?' rsin' cos' °+ rsin' cos' @
Lathatjuk, hogy kiesnek ar sin' cos" Ctagok, igy azt kapjuk, hogy:

r(cog' +sin?')= r%cos" +sin?'):
Tudjuk, hogy a trigonometrikus fliggvényekre vonatkozd Pitagorasz-azonossag miatt
cog' +sin?' =1, igy azt kapjuk, hogy:

r’=

Meg kell oldanunk Ugy is a rendszert, hogy a*t fejezziik ki.
Otlet: Szorozzuk meg (I.)-tsin(* )-vel, (I1.)-t cos( )-vel, majd vonjuk ki (I.)-b®!I (Il.)-t.
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rsin' cos = r%os sin' rsin®" © l.
rsin' cos = r%os sin' +rcog" ° Il

(1.)-(11.) bal oldal:
rsin' cos +rsin' cos' =0:
(1)-(11.) jobb oldal:

© rcog" °= r Ysin®' +cos’' )= r @

r’cos' sin' rPcos sin' rsin?"
Egyesitve a bal és jobb oldalt:
rr°=0 ) '%=0; amennyibenr 6 0:
Tehét a (2.2) rendszer a kivetkez® lesz a polarkoordinatas atiras utan:
o = r

|O:O

A (2.3) rendszer polarkoordinatas atirasa hasonlé otletekkel megtehet®, ennek az ered-
ménye a kdvetkez®:

= r

1 0 - 1

Tekintsuik a két rendszer megoldasait, ismét kezdjik a (2.2) feladattal, melyneR=r
része egy szeparabilis di erencialegyenlet, melyet a megszokott médon oldhatunk meg:

Z Z
;—Ldr = 1dt

logjrj= t+c
jrij=e°
rt)=Ce'; C2R:

Tekintsuik az r (0) = r, kezdeti feltételt. Ekkorr(0)= C e °= C miatt a C = r(, azaz
r(t)=ro e '. Emellett' °= 0, azaz allando, igy (t) ="' o. A (2.3) rendszer megoldasai
nagyon hasonléan megkaphat6k, tehat a megoldasok a kdvetkez®képpen alakulnak:

rl(tzt)::role0 (2.2)
r(t) = roe'
(=" o+ @9)
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Azt kaptuk, hogy az origdb mindkét rendszernek stabil egyensulyi helyzete, mivel a (2.4)
és a (2.5) megoldasokat tekintve(t) ! 0, hat!1 | tehat a (0,0) ponthoz kdzeledni
fognak a pélyak. (Az origdtdl vett tavolsag csokken, ez mind a két rendszernél igy
van.) Azt is tudjuk, hogy a (2.2) fazisképe egyenesekb®l fog &llni, mive(t) = ' o,

azaz éllando, tehat mindig ugyanabban az iranyban halad az origo felé. Attérve
a(2.3)-rea'(t) = 'o+ t miatt a sz0g ebben az esetben folyamatosan n®ni fog, az-
az a palyak nem egyenesen befutnak az origéba, hanem spiralosan fognak beérkezni oda.

A szamitasok utén ratérhetiink az ekvivalenciak vizsgalatara. Orbitalisan nem lehet
ekvivalens a két rendszer, mivel akkor a palyaiknak meg kellene egyeznitk, csak az id®ben
térhetnek el egymastoél. A példankban egy stabil csomoét és egy stabil fokuszt kaptunk,
igy nyilvanvald, hogy a két faziskép palyai nem egyeznek meg. A folyam-ekvivalencia
sem fog teljesllni a két rendszerre, hiszen ez az ekvivalencia megkoveteli a 2.5. De -
nicié értelmében az id®atparaméterezés egységességét, azaz az id®atparaméterezésnek
mindkét rendszerben minden palyan ugyanannak kell lennie. Ez nem teljestl, mivel a
egyensulyi ponthoz tartozé sajatértékek kulonboznek (az els® rendszerngh = 1,
mig a masodiknal: 1, = 1 ). Az els® rendszernél a palydk egyenesen tartanak az
origo felé, mig a méasodik rendszerben spirélozva tartanak oda. igy lathatjuk, hogy nincs
olyan egységes id®atparaméterezées, amely mindkét palya esetében j6l meghatarozhatd,
és amely a két rendszer dinamikajat ekvivalenssé teszi.

Az aladbbiakban be fogjuk latni, hogy topologikusan ekvivalens lesz a két rendszer.
Ezt agy tesszik meg, hogy felépitiink explicit médon egy homeomor zmust.

Tekintstlk az U = f(x;y) : X2+ y?2 1g=f(r;" ) : r 1g halmazt, tehat az origd
kdzéppontua, zart, egységsugaru kort. Ezt ab-t felhasznélva épitjik fel ah : U ! U
homeomor zmust. Legyernx = (ro;" o) 6 0 ésx 2 U: A (2.2) rendszert vizsgaljuk el®szor.
Azt szeretnénk meghatarozni, hogy a@l;" () hatarpontbdl az x-be mennyi id® alatt jut
el a fazispont, jeloljuk ezt -val. A (2.4)-be helyettesitsik be a kdvetkez®ket:= id®
alatt, r(t) = 1-b®I,r(t) = ro-ba:

rh=1e ) (ro) = logro: (2.6)

Tekintsik a (2.3) rendszert. Most azt vizsgaljuk, hogy atl;' o) pontbdl (rp) id® alatt
hova jutunk a (2.3) palyajan. Legyen azy = (ry1;' 1): igy kapunk egy olyanh(x) = y
leképezést, amely ax = (ro;' o) 6 O pontot transzformalja azy = (ry;' 1) pontba.
Azt tudjuk, hogy az r, = rg, mivel azr(t) a (2.4), illetve a (2.5)-nal megegyezik, azaz a
sugarérték megegyezik. A ; meghatarozasahoz az alabbi helyettesitést kell elvégeznink:

1= "ot t

Tudjuk, hogy at = , azaz a (2.6)-bol kdvetkezik, hogy:

1="0 logrg:

A h homeomor zmus a kodvetkez®:

N =ro
h: . 2.7
1= "o logrg 2.7)
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Az x = 0-nal legyen azy = 0, tehat a h(0) = 0 ezzel biztositva, hogy éh homeomor z-
mus az egyensulyi pontot megtartja. Az igy felépiteth azU-t 6nmagéaba transzformalja,
mindenry = constkort egy ro-tol fligg® szdggel forgat el. (Mivel; = ' ¢ logrg.) Vizs-
galjuk meg a sz0g valtozasat, tekintsik azt az esetet, ha a hataron vagyunk, azaz ha
ro = 1. Ekkor a logaritmusos tagot kell vizsgalni, hiszen az irja le a forgatast. Ekkor
logro = log1l = 0, tehat a hataron nincs forgatas. Ahogy az, cstkken, azaz egyre
kdzelebb kerulink az origbhoz, a forgatas mértéke n®, tehatha 0, akkor egyre no-
vekszik a' ; elforgatasi sz6g. Ah homeomor zmus folytonos és invertalhaté. Folytonos,
mivel nincs szakadasi helye, illetve ugrasa sem.

Invertalhatésagot az alabbiakban bizonyitjuk.

El®szor azt kell belatnunk, hogy & leképezés kdlcsbéndsen egyértelmy. Ehhez tekintsik
a [7] jegyzetben de nialt fogalmakat:

2.9. De nici6. Kolcsbnosen egyértelmq

Az f : Al B fuggvény kdlcsondsen egyértelmfinek nevezzik, ha kulonbéz®k, 2 A
elemeknek kilénb6z@ -beli elemeket feleltet meg, azaz barmely;;x, 2 A, X1 6 X,
esetenf (x1) 6 f (xy2):

2.10. Tétel. Legyenf : A! B kolcsondsen egyértelm. Ekkor dzinverzef ':B !
A olyan faggvény, amely barmelg 2 B ponthoz azt at 2 A pontot rendeli, amelyre
f(t)=s:

Tegyuk fel, hogy a (2.7) leképezés azo;' o) és a(r;' §) pontokhoz ugyanazon
(ry;" 1) értéket felelteti meg. Tekintsik az alabbiakat:

ry=ro=rgJ
'1="0o logro="5 logrd
Ebb®I azt kapjuk, hogy

' — 1 0.
00— o
A (2.7) homeomor zmus kélcsondsen egyértelmy], igy a 2.10. Tétel értelmében létezik az
inverz. Emellett a (2.2) palyait a (2.3) palyaiba viszi, tehat a két rendszetopologikusan
ekvivalens

2.3. Bifurkaciés fogalmak

Az ekvivalencia de niciéra tdamaszkodva most mar tudjuk de niélni kdzvetlendl a bifu-
kaciokhoz tartozo fogalmakat.

2.11. De nici6. Bifurkacio
Bifurkacionak nevezziik, ha a paraméter értékének valtoztatasakor egy, az eddigiekkel
nem topologikusan ekvivalens faziskép jelenik meg.

2.12. De nici6. Bifurkacios diagram
Egy dinamikai rendszer bifurkacios diagramjanak a paramétertér topologikus ekvivalen-
ciai szerinti felosztast nevezzik, akar az egyes esetekre jellemz® fazisképekkel egyditt.
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2.13. De nici6. Bifurkaciés paraméter

Tekintsiik az x{t) = f (x(t);c) di erencidlegyenletet, ahol azf : R" | R" folytonosan
di erencialhat6 fliggvény, és ac 2 R¥ vektor a paraméter. Acy 2 R¥ paraméterérték
regularis, ha létezik olyan > 0, hogyjc ¢y < esetén az (x(t);c) és azf (x(t); )
topologikusan ekvivalensek. Amennyiben &, paraméter nem regularis, azaz a két di-
namikai rendszer nem topologikusan ekvivalens, abban az esetbemya2 R¥ értéket
bifurkaciés pontnaknevezzik.

2.14. Példa. A (2.1) példandl aza =0 érték a bifurkaciés pont.

A dolgozat tovabbi részében a kdvetkez® elnevezést hasznaljuk:
A dinamikai rendszereknek megfelel® k6zonséges di erencialegyenletek fazistereit is to-
pologikusan ekvivalensnek nevezzik.

2.4. Elemi bifurkaciok

Az alapfogalmak ismertetése soran ratérhetlink azokra a bifurkacidkra, amikkel a dolgo-
zat a kés®bbi fejezetekben foglalkozik. Ebben a fejezetben a bifurkaciok normalformajat
mutatjuk be, tehat azokat a legegyszerfbb di erencialegyenleteket, amelyekben az alab-
bi bifurkaciok el®fordulnak.

2.4.1. Vasvilla-bifurkacio

Legyenxqt) = cx(t) x3(t), aholx : R! R azismeretlen fliggvény és2 R paraméter.
Az f (x) = cx x3 fuggvény zérushelyei:

X1 =0 és X2:3 = P (o

Azt lathatjuk, hogy az x; = 0 egyens%yi helyzet mindenc érték esetén egyensulyi
helyzet, azaz nem fugg@-t®l. Az X,.3 = c esetén csak akkor van egyensulyi helyzet,
amennyiben ac > 0, kilénben X,.3 komplex szdm, ami nem megoldasa a feladatnak.
Emellett ebben az esetben az egyensulyi helyzet fligg a paramétert®l. Tehat azt kapjuk,
hogy ¢ > 0 esetén harom egyensulyi helyzet varg, < 0 esetén pedig egy egyensulyi
helyzet van. Ebb®I latszik, hogy & = 0-nal bifurkacié van, mivel a faziskép eltér® a két
esetben. Azaz a& = 0 lesz a bifurkaciés pont. A (2.13) értelmébena> 0és ac < 0
éertékek regularisak, mivel a negativ és a pozitiv értékeknél nem valtozik a faziskép. A
c ertéket elegend®en kicsit valtoztatva egy topologikusan ekvivalens fazisképet kapunk.
A stabilitas a kdvetkez®képpen alakul. EI®szor tekintsik a derivalt fliggveényt:

fqx)= ¢ 3x°

8
< €< 0esetén: X4 stabill

fqx) = f90)=c  c=0 esetén.  bifurkacios pont
" ¢ > 0esetén: X1 instabil
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fqXo3) = Y pf:):c 3= 2c<0;

tehat stabil, mivel tudjuk, hogy ¢ > O.

3. abra. Vasvilla-bifurkacié normalformajanak bifurkaciés diagramja, a szaggatott vo-
nallal az instabil helyzetet, a folytonos vonallal a stabil helyzetet jel6ltik.

A 3. 4bran a vasvilla-bifurkaci6 normalformajanak bifurkaciés diagramjat lathat-
juk, amelyet az el®bbiekben leirt médon tudunk meghatarozni. Ez a diagranmpgthon
mathlotlib  csomagjaval készilt a szamitott eredmények alapjan. Lathatjuk, hogy
amennyiben ac paraméter negativ, abban az esetben egy darab egyensulyi helyzet lesz,
amely stabil. Ez az abran a masodik és harmadik siknegyed hataran lathaté folytonos
vonal. Az els® és negyedik siknegyedben azt az esetet lathatjuk, amikar @araméter
pozitiv. Ahogy mar meghataroztuk, itt harom darab egyensulyi helyzet lesz, amit az
abrardl is kdnnyedén leolvashatunk. Ax-tengelyen futé szaggatott vonal adja meg az
instabil egyensulyi helyzetet, emellett a gyokfiiggvény irja le a két darab stabil egyensulyi
helyzet értékét.

2.4.2. Transzkritikus bifurkacio

Tekintsiik az xqt) = cx(t) x2(t) egyenletet, aholc 2 R paraméter. Vizsgaljuk az
f (x) = cx x? fuggvény zérushelyeit:

f(x)=cx x2=x(c x)=0
X1=0; Xp=¢

Lathatd, hogy azx; = 0 esetén minderc 2 R esetén egyensulyi pontot kapunk, illetve
az X, = c esetén is. Tehat, ha a 6 0, akkor két, amennyiben viszontc = 0, akkor
csupan egy egyensulyi helyzet van. Ezzel azt is lathatjuk, hogy= 0 a bifurkacios pont,
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azonban ac 6 0 értékek a (2.13) értelmében regularisak, hiszen a pozitiv és negativ
c értékek kornyékén nem valtozik a faziskép. A& értéket elegend®en kicsit valtoztatva
topologikusan ekvivalens fazisképet kapunk.

A stabilitds vizsgéalataval folytatjuk:

fqAx)=c 2x

N 0O

c < 0 esetén: X, stabil
fAx)=fY0)=c 2 0=c  c=0 esetén.  bifurkaciés pont
" ¢ > 0esetén X1 instabil

N\ 00

c < 0 esetén: X, instabil
fAX)=fY9)=c 2c= ¢  c=0 esetén  bifurkaciés pont
" ¢ > 0esetén: Xo stabil

4. abra. Transzkritikus-bifurkaciéo normalformajanak bifurkacios diagramja, a szaggatott
vonallal az instabil helyzetet, a folytonos vonallal a stabil helyzetet jeloltik.

A 4. &bran a transzkritikus bifurkacio normélformajat lathatjuk. Ez az 4bra az el®-
z®hez hasonldéan python programozési nyelvnek anathplotlib csomagjaval készilt.
Az abrardl is leolvashatok a mar el®z®ekben kiszamoltak. Tehat amennyilies O,
lathatunk egy folytonos vonallal jel6lt stabil megoldast ax-tengely mentén, illetve egy
instabil megoldast a harmadik siknegyedben szaggatott vonallal. lda> 0, akkor kapunk
egy stabil megoldast az els® siknegyedben folytonos vonallal, és-gengely mentén pe-
dig egy instabil megoldast. Ezzel megkapjuk azt, hogy @valtozasaval mik a lehetséges
megoldasok, illetve azok stabilitasait.
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2.4.3. Nyereg-csomo bifurkacio

Tekintsuk az xqt) = ¢ x2(t) di erencidlegyenletet, aholc 2 R ismét paraméter. Az
f(x)= ¢ x2 zérushelyei a kdvetkez®k:

fx)=c x?=0 ) X?=c
Az egyensulyi helyzetek ebben az esetben is fliggne& paramétert®l. Az alabbi harom
eset lehetséges:

c < O esetén: Nincs egyensulyi helyzet
c=0 esetén. X;=0 1 darab egyensulyi helyzet
c > O esetén. X3 = c 2 darab egyensulyi helyzet

A c =0 ismételten egy bifurkaciés pont, mivel a két oldalan killonbdz®ek a fazisképek,
ac6 0 ertékek regularisak lesznek, mivel negativ s pozitiv értékek korul nem valtozik
a faziskép. Ac értéket elegend®en kicsit valtoztatva topologikusan ekvivalens fazisképet
kapunk. Tekintsik az egyensulyi helyzetek stabilitasat. Ehhez hatarozzuk meg a derivalt
fuggvényt: f {x) = 2x:
fqxy) = £90) =2(0)=0
P C) = 26 P c ) c> Oesetén. X, stabil
0)=2( ¢ ) c> Oesetén. X3 instabil

5. dbra. Nyereg-csomoé-bifurkacio, vagy masnéven fold-bifurkacié normalformajanak bi-
furkaciés diagramja, a szaggatott vonallal az instabil helyzetet, a folytonos vonallal a
stabil helyzetet jel6ltik.

Az 5. dbran a Nyereg-csomo bifurkacié normalformajat lathatjuk, hasonléan az el®z®
abrakhoz ez ipythonnal készilt. Amint az abréara tekintlnk, lathatd, hogy csak a > 0
értékek esetén kapunk egyensulyi helyzetet. Azonban a stabilitas vonatkozasaban az els®
siknegyedben egy folytonos vonallal jel6lt stabil egyensulyi helyzetet kapunk, a negyedik
siknegyedben pedig egy szaggatott vonallal jel6lt instabilt.
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3. fejezet

Egydimenzios modellek

Ebben a fejezetben az egydimenziés modellek bifurkacibival foglalkozunk. Bemutatunk
egy altalanos algoritmust, mellyel meg tudjuk hatarozni killénb6z® egydimenziés di e-
rencialegyenletnek bifurkacios diagramjat. Az algoritmus ismertetése utan harom konk-
rét példan szemléltetjik a szamitbgépes modszer Iépéseit. A fejezetben felhasznaljuk
az [5] cikket.

3.1. A szamitogeépes modszer Iépései

Az algoritmus bemenetként megkapja a paraméteres di erencialegyenletet, illetve az ab-

ban szerepl® fliggvény derivaltjat. Célunk megvizsgalni, hogyan fliggnek a paramétert®|
az egyensulyi helyzetek bizonyos tulajdonsagai, mint a szamuk, értékik és stabilitasuk.

Az algoritmus Iépéseit az alabbiakban ismertetjuk.

Mindenekel®tt bevezetiink egy altalunk meghatarozott de niciot:

3.1. De nici6. Konvergenciavektor
Konvergenciavektornak nevezzik azt a Newton-maodszer inditas- és végpontjabol képzett
vektort, mely az el®bbib®! az utébbiba mutat.

Vegylnk egy tetsz®leges intervallumot, melyet osszunk fél darab egyenl® részre,
ezeket a részeket az aldbbiakban kosérnak fogjuk nevezni. A felosztott részek végpont-
jaira meghivjuk az 1.3. fejezetben mar de nialt Newton-mddszert. Ekkor megkapjuk,
hogy melyik végpontbdl hova konvergal az adott iteracio eredmeénye. Ezen a ponton
elég, ha a Newton-maodszert alacsony iteracioszamra hivjuk meg, mivel ezekben a Iépé-
sekben nem a megoldas keresése lesz a cél, hanem a megoldastartomany lecsokkentése.
Ez az iteraciészam az algoritmus esetében harom. Célunk azt vizsgalni, hogy vannak-e
olyan kosarak, melyeket eldobhatunk. Az alapgondolat az, hogy csak azokat a kosarakat
tartsuk meg, amelyekbe mutat konvergenciavektor. A kosarak megtartasa vagy eldobasa
esetén az aldbbi szempontok szerint jarunk el:

1. Amennyiben egy kosarba nem konvergal egyetlen végpontbdl inditott Newton-
iterdcié sem, de legaldbb egy konvergenciavektor athalad rajta, ebben az esetben
a kosar eldobhato.
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2. Amennyiben egy kosarba nem konvergal egyetlen végpontbdl inditott Newton-
iteracid sem, és a kosaron pontosan nulla konvergenciavektor halad at, ekkor a
kosarat megtartjuk.

3. Tegytuk fel, hogy egy adott kosarba mutatd konvergenciavektorra teljesiinek az
alabbi feltételek:

(a) A kosar azon végpontjabdl inditott konvergenciavektor, melyen a kosarba mu-
taté konvergenciavektor athalad ugyanabba az iranyba mutat, mint a koséarba
mutatd konvergenciavektor.

(b) A kosar végpontjabdl inditott konvergenciavektor nem az adott kosaraba mu-
tat.

(c) A kosér végpontjabdl inditott konvergenciavektor végpontjdban a flggveny-
erték abszolutértéke kisebb, mint a kosarba érkez® konvergenciavektor vég-
pontjaban felvett fuggvényérték abszolutértéke.

Ekkor ez a kosar eldobhato.

6. dbra. 3.3. Példa

3.2. Példa. Ezen a példan szemléltetjik az algoritmus els® lépéseit.
" Tekintsuk az els® kosarat, ebben az esetben az 1 szerint a koséar elhagyhato.

~ A maéasodik, harmadik kosarnal a 3 miatt a méasodik, illetve harmadik kosar is
elhagyhaté.

" Az alapotlet miatt, miszerint megtartjuk azokat a kosarakat, melyekbe konvergen-
ciavektor mutat, megtartjuk a negyedik, hatodik és hetedik kosarat.

" Az 6todik kosarat a a 2 miatt tartjuk meg.

igy a megtartandé kosarak a kovetkez®k: 4-5-6-7.

Az algoritmust a zérushelykereséssel folytatjuk, amit felez® modszerrel hajtunk végre,
az alabbi lepések szerint:

" A gyokkeres® algoritmus kiindul egy intervallumbal.
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~ Elinditjuk a Newton-mdédszert az intervallum két végpontjabdl. A két konver-
genciavektor két-két végpontjara 1; ,;ry, ésro-ként fogunk hivatkozni, mint a
bal oldali végpontbdl inditott konvergenciavektor két végpontja (i; »), illet-
ve a jobb oldali végpontbdl inditott konvergenciavektor két végpontjar(;r,).
15 2;r1 €sr, 2 R: Egyes indexszel a kiindulépontot, kettessel a végpontot je-
16jUk.

Amennyiben ", vagy r, megoldas, azaz benne van annaksugaru kérnyeztében
hozzavesszik a megoldashalmazhoz.

El6sz®r zarjuk ki az 6sszes olyan lehetséges esetet, mely esetén nem sziikséges U]
intervallumokat létrehozni:

1 7. abra. > >r 4 ésr,>r 4 eset
2 8. abra. , <rj ésr,<r, eset
3 9. dbra. >, >r, eset

A kovetkez® lépésben (] hatarokat de nialunk a aladbbiak szerint:

. _ o, amennyiben’ ;< ,<r,
1 *1; kulonben

rp; amennyiben ; <r,<r,

r, = o
1 ry; kilonben

Mivel ", ésr, vagy Newton-iteracio veégpontja, vagy az el®z® intervallum végpont-
ja, igy ezekb®l a pontokbdl nem szikséges Ujabb Newton-iteraciét inditani. Az
intervallum méretét csokkentsuk le mindkét oldalt'-nal.

r=rn

" Hatarozzuk meg; ésr;, szamtani kOzepét, ezt jeldljukm-mel:

AN

1t Iy

m=
2
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" Amennyiben aj; mj <" vagy azjr, mj <", szintén nem készitink Uj
intervallumot. Ha ez a feltétel nem teljesil, abban az esetben &z ; m], valamint
az [m;r, ]-ban folyatatjuk a gyokkereseést.

Ha nem marad tobb feldolgozandé intervallum, ledllitjuk a keresést.

A

A keresés kimenetele egy olyan megoldashalmaz, amely potenciélisan redundans
eredmeényeket tartalmaz. Az egymastél maximum két tavolsagra Iév® pontokat
0sszevonjuk, és az atlagukkal helyettesitjuk. Az igy kapott eredményhalmaz az
algoritmus végeredménye.

A megoldasok megtalalasa utan a kovetkez® |épés a stabilitas vizsgalata, melyet a szo-
kasos modon tehetiink meg.

" A derivaltfiggvénybe behelyettesitjik a kiszamitott egyesulyi pontokat. A stabi-
litasvizsgalatot az 1. fejezetben leirt moédon tehetjuk meg. Legyen egyensulyi
pont. Ekkor

1. haf qx) > 0, akkor instabil,
2. haf {x) < 0, akkor stabil egyensllyi helyzetr®| beszélunk.

" Utolso 1épéskeént kirajzoljuk a bifurkacios diagramot. Vildgos, hogy ehhez meg kell
adnunk a paraméter egy konkrét értékét, hogy a kulonb6z® fuggvenyekre megha-
tarozhassuk a diagramot.

Megjegyzés: Az algoritmus tesztelése soran felmerilt a kosarak elhagyasaval tértén®
algoritmus futtatasa. Az alabbi tdblazatokban egy bifurkaciés diagram kiplottolasahoz
szukséges kétszaz (daralk)paraméter értékre meghatarozott (lefuttatott) eredményeket
lathatjuk. Ezeket a szamitasokat a 3.2.1. Példan hataroztuk meg. Az alabbi kddolast
hasznaljuk a tablazat elkészitése soran:

Gyokkeres® algoritmus a felez® mddszerrel = GY.

Kosaras algoritmus = K.

A gyokkeres® algoritmus a kosaras algoritmus inputjat hasznélva = GYK.

A teljes algoritmus a kosarakkal = K + GYK.

Az egyszerfség kedveéert az algoritmus paramétereit a kdvetkez®k szerint hivjuk:
kosarak szama = bucket_cnt,

Newton-iteraciok szama a gyokeresésnél = N _it,

Newton iteraciok szama a kosaras algoritmussal = N_bucket it,

Az intervallum minimum értéke = range_min,

Az intervallum maximum értéke = range_max.

Harom kilénb6z® esetben nézzik meg az algoritmus futasi idejét, valamint az iteraciok
szamat. A harom esetben &osarak szamat , illetve az intervallum hosszat fogjuk
madositani. Tehat tekintsiik az els® esetet, amikor a paraméterek a kdvetkez®k:
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range_max =10

Iteraciészam [d®
GY 10104 0.2598254370000177
K 2200 0.04708848200016291
GYK 12284 0.35135068099998534
K +GYK 14484 0.39843916300014826

Iteraciészam [d®
GY 13256 0.19258948799961217
K 200200 5.361473214999933
GYK 211104 5.666620227000294
K +GYK 411304 11.028093442000227

1. " =10 4, bucket _cnt =100, N_it =10, N_bucket_it =3, range_min=100Q
range_max = 1000
Iteraciészam [d®
GY 10632 0.14263867900012883
K 20200 0.2701757990000715
GYK 30392 0.5566766459999144
K +GYK 50592 0.8268524449999859
. Nézziik most kisebb intervallumon és kisebb kosar szamon, azaz:
" =10 4, bucket_cnt = 10, N_it = 10, N_bucket_it = 3, range_min = 10,

3. Es végil tekintsiik joval nagyobb intervallumon:* = 10 *, bucket_cnt = 1000,

N_it =10, N_bucket it =3, range_min= 1000000 range_max = 1000000

Lathatjuk, hogy mind a harom esetben kevesebb iteraciomszammal és kevesebb fu-
tasi id®vel fut az az algoritmus, amely csak a felez®s gyokkeresést haszndlja. Azt is
megallapithatjuk, hogy minél kisebb az intervallum hossza és a kosar szamok aranya,
annal kdzelebb lesz a kosaras algoritmus futasi ideje a felez®s algoritmuséhoz. A gyor-
sabb futas miatt az alabbi példakat a felez®s gydkkeres®s algoritmussal konstrualtuk.
Tekintve, hogy a dolgozat nem vizsgal nem szép fliggvényeket, elképzelhet® olyan eset,
amikor szikségunk lehet a kosaras megvalositasra.

3.2. Példak

Az alabbiakban bemutatunk harom példat, melyeken az algoritmus lépéseit szemléltet-
juk. Minden példa esetében megtekinthetjik az analitikus megoldas bifurkaciés diag-
ramjat, illetve a numerikus modszer altal készitett bifurkaciés diagramot. Ez a fejezet
hasznalja a [4] szakirodalmat.
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3.2.1. Vasvilla-bifurkacio

Legyenx : R'! R az ismeretlen fliggvényc 2 R paraméter. Tekintsik a kovetkez®
di erencialegyenletet:

xqt) = ex(t) 4x3(t); t O (3.1)
Az egyenletet atirhatjuk a kdvetkez® alakra:
xqt) = f (x(t)); aholf(x)=cx 4x3= x(c 4x?): (3.2)

Az egyszery atalakitast kovet®en hatarozzuk meg az egyensulyi helyzeteket, tehat
zérushelyeit:

f(x)=x(c 4x»)=0 ) (3.3)

2

Ol

X1 =0 és X3 = (34)

A paraméter figgveényében az egyensulyi helyzetek szama és értéke a kdvetkez®képpen
alakul:

c O esetén:

X, =0; 1 darab egyensulyi helyzet
c > 0 esetén: X1=0; Xp=

p_
¢ 3 darab egyensulyi helyzet

. Ps
Tl

X3= 5,

Tekintsuk a (3.2) egyenletben szerepl® fliggvény derivaltjat:
fqx)= ¢ 122

Ezek utan helyettesitsiik be az egyensulyi helyzeteket a derivaltfliggvénybe:

8
< c< 0esetén: X1 stabil

fqx) = f90)=c  c=0 esetén.  bifurkacios pont
c > 0 esetén: X4 instabil

Az X,.3 egyensulyi pontok a kdvetkez®képpen alakulnak:

p
2

p
2

2
=c¢c 3c= 2¢ 0O

Ol
Ol

f 0(?2;3) = f 0 =c 12
tehat stabil, mivel tudjuk, hogy ¢ 0 a (3.4) ésX».3 2 R miatt.
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(@) (b)

10. abra. A vasvilla-bifurkacié bifurkacios diagramja az algoritmussal, illetve az analiti-
kus megoldas bifurkacios diagramja.

A 10b. 4bran a (3.1) di erencialegyenlet analitikus megoldasait, mig a 10a. abran a
numerikus médszer altal meghatarozott megoldasokat lathatjuk. Egységesen z6ld szin-
nel jeldltik a stabil egyensulyi helyzeteket, pirossal az instabil egyensulyi helyzeteket.
Lathatjuk, hogy a jobb oldali abrat folytonos vonallal van meghatarozva a diagram,
ennek az az oka, hogy ott a kiszamitott pontos megoldas szerint készitettiik az abrat
a python programozasi nyelv segitségével. Ezzel szemben, ahogy mar emlitettik, a bal
oldali &bra az altalunk készitett numerikus modszer segitségével készitettik, igy ezen az
abran pontokkal abrazoltuk a megoldasokat. Lathatd, hogy a mddszerrel megkapott di-
agram szabad szemmel nagyon szépen illeszkedik az analitikusan szamitott diagrammal,
de a modszer pontos hibaanalizisér®l a dolgozat 5. fejezetében olvashatunk.

3.2.2. Transzkritikus bifurkacio

Legyen az el®z® egyenlethez hasonléan R ! R az ismeretlen fliiggvény, & 2 R
paraméter. Vizsgaljuk az alabbi egyenletet:

xqt) = x(t)(x(t) 1+0)
azazxqt) = f (x(t)); ahol: (3.5)
f(x)=x(x 1+¢)

Az egyensulyi helyzetek a kovetkez®k:
X1 =0 és X,=1 C:
A derivalt fliggvény:

fAx)=2x 1+c:
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Az egyensulyi pontok behelyettesitése a derivalt fliggvénybe:

f°(x1)=§0(0)=2 0 1+c= 1l+c

< c<1: X1 stabil
c=1: bifurkacios pont
c>1: X4 instabil

f°(x2)=§°(1 =21 ¢ 1+c=1 c

< c>1: X, stabil
c=1: bifurkacios pont
c<1: X» instabil

(@) (b)

11. abra. A transzkritikus-bifurkacié bifurkaciés diagramja az algoritmussal, illetve az
analitikus megoldas bifurkaciés diagramja.

A 11. 4bran a (3.5) di erencialegyenlet numerikus, illetve analitikus specialis meg-
oldasait lathatjuk, azaz az egyensulyi pontok értékeit a paraméter figgvényében.
Az el®z®ekhez hasonldéan zélddel a stabil egyensulyi helyzeteket, pirossal az instabil
egyensulyi helyzeteket jeloltik. Mint ahogy mar emlitettiik a 11a. abran az algoritmus
segitségével meghatarozott, pontokkal abrazolt bifurkacios diagramot lathatjuk.

3.2.3. Nyereg-csomo bifurkacio

Eddig olyan példakat mutattunk be, melyek az algoritmus szemléltetése céljabol hasznos-
nak bizonyultak, de nem egy ismert modellt irtak le. Ebben a példaban egy populaciés

modellt fogunk vizsgalni, melynek elemzésében a [11] dolgozatot hasznaltuk fel. A po-
pulaciét most bioldgiai vonatkozasban értjik, azaz egy adott faj azon egyedei, amelyek

egy adott helyen és adott id®ben egyitt élnek. Ebben a modellben populécié szamat a
kovetkez® tényez®k fogjak befolyasolni:
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" szaporodas,
" vadaszat,
" kornyezeti kapacitas.

Lathatd, hogy ennek az egyenletnek van olyan paramétere, mely valtozasaval a megol-
dasok is valtozhatnak, igy érdemes megvizsgalni, hogyan alakul a bifurkacios diagramja.
Tekintslik az alabbi biologiai modellt az an. Verhulst-féle populacios modellt, amely te-
kintettel van arra, hogy a populacié véges er®forrassal rendelkezik (pl. taplalék), tehat
véges lesz az kornyezeti kapacitas.

LegyenN : [0;1) ! [0;1) az ismeretlen figgvény, ahoN (t) jeldlje egy populéacié
méretét at 0 id®pontban.

A K 0 legyen a kornyezeti kapacitasb > 0 a szaporodasi ratayV 0 a vadaszati
rata.

Ekkor a véges eltartoképességet leird di erencialegyenlet a kdvetkez®képpen irhaté fel:

NA) = b N@O(K  N(1) V=71(N()

A kovetkez® lépéskent a szokasos mddon kiszamitjuk Mzegyensulyi helyzeteket -
gyelembe véve, hogN 0, mivel a populacié mérete nem lehet negativ. Keressik az
alabbi egyenlet megoldasait:

f(N)=0
f(N)=b N (K N) V=0
bKN bBN” V=0
N> bKN +V =0:
Megoldjuk a masodfokl egyenletet a megoldoképlet segitségével:

s =
P 2

— bK PK2 4bv K K \%

N2 = % "2 2 b (3.6)

LegyenV = 0, azaz tekintsik a modellt abban az esetben, amikor nincs vadaszat. Ekkor
az egyenletet csak & szlletési rata és & kornyezti kapacitas hatarozza meg. Tehat

0 és

Zl
.
1

Z|
I
I

2 K:

N[ AN R

K

2

K
—+
2
Tudjuk, hogy N, valés szam, tehat a (3.6)-ban a gyok alatt nemnegativnak szamnak
kell lennie, azaz:
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Meghataroztuk azt az értéket, amely egy hatarpontot fog képezni a populacios modell-
ben. Lathatd, hogy aViit , a vadaszati rata kritikus értéke, két paramétert®I| fog fliggeni,

a b sziletési ratatdl, illetve aK kornyezeti kapacitastol. AV tehat a vadaszati rata
azon értéke, amelynél a populacié még tulél, de ennél nagyobb érték esetén a populacié
kihal. Az egyensulyi helyzetek stabilitasahoz tekintsiik a derivaltfliggvényt:

fAN)= bK 2bN

Tekintsik az N = N pontban a derivalt a sajatértékeinek valos részének el®jelét a
V 6 Vit esetén:
S

_ K Vv
f(N)=2b = >0

Ebben az esetben az egyensulyi helyzestabil lesz.
Tekintsik az N = N, pontban a derivalt a sajatértékeinek valos részének el®jelét a
V 6 Vi esetén:

S

fqN,) = 2b Voo

2 b

Ebben az esetben az egyensulyi helyzaszimptotikusan stabillesz. A 12. &bran az
egyensulyi helyzetek értékét latjuk az id®ben a vadaszati rata négy értéke esetén. Eb-
ben a négy esetben megvizsgaljuk az egyensulyi helyzetek szamat, illetve az egyensulyi
helyzetek értékét. Ezek az abrak szintén aython programozasi nyelvvel késziiltek.
Matematikai szempontbol abrazolhatnank az egész sikon a megoldasokat, de mivel most
egy valos biologiai modellel dolgozunk, igy, mint ahogy mar emlitettik, csak a nemnega-
tiv N (t) értékeket veszink gyelembe. Meghataroztuk a di erencidlegyenlet egyensulyi
helyzetetit, majd a numerikus médszerrel kiszamitottuk killénb6z® kezdeti értékkel a ki-
I6nb6z® megoldasokat, ezt kvet®en meg gyeltilk az eredményeket. Az dbrakon azokat
az eredmeényket kaptuk, amit vartunk.

1. A 12a. &bran lathatjuk az els® esetet, amelyben fentiekben is kiszamoltak szerint a
V1 = 0 esetet vizsgaljuk. A szamitasok utan nem meglep®, hogy ebben az esetben
két egyensulyi helyzet jelenik meg, és azt lathatjuk, hogyla kornyezeti kapacitas
egy aszimptotikus értéket ad a megoldasoknak.

2. A 12b. &bran a masodik eset lathatd, amikor A< V, < Vit , ebben az esetben is
két egyensulyi helyzet van. Amennyiben a populacio kezdeti mérete kell®en nagy, a
kulonbdz® értékekr®l inditott megoldasok a fels® egyensulyi ponthoz konvergalnak.
Tal kicsi kezdeti populacioméret esetén azonban a populacio kihal.

3. A 12c. abrdn aV; = Vit esetben azt lathatjuk, hogy a populécié egy része kihal,
amennyiben kezdetben a populacio mérete nem volt elég nagy, azaz tul kevesen
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(@ Vi=0 (b) 0< V32 < Vit

(€) Va3 = Vit (d) V4> Vit

12. dbra. Az egyensulyi helyzetek valtozasa a vadaszati rata fliggvényében.

voltak az egyedek. Am amennyiben a populacié kezdeti mérete elég nagy volt,
tehat elég sokan voltak az egyedek, abban az esetben a megoldasok konvergalnak
az egyensulyi ponthoz, amib®| ebben az esetben egy van és épeivel egyenl®.

4. Tekintsik a 12d. dbran az utolsé esetet, amikor ¥, vadaszati rata nagyobb lesz,
mint a kritikus érték. Ekkor a populéacié barmely kezdeti méret esetén kipusztul.

A 13. abran az el®z® példakhoz hasonldéan a numerikus moédszerrel készitett, pontokkal
abrazolt bifurkacios diagramot lathatjuk, mellette az analitikus megoldassal meghatéaro-
zott bifurkacios diagram lathatd. Ezen a két abran a bifurkacios diagramon tal lathatjuk

az egyensulyi helyzetek valtozasat ¥ vadaszati rata fliggvényében. Ezeket az eseteket
vizsgaltuk az el®z®ekben, a 12. dbrak elemzésekor. Ugyanazzal a szinnel lathatjuk a 13.
abran ezeket az egyensulyi helyzeteket, mint a 12. abran, ezzel is segitve az atlathaté-
sagot. A 13. dbran még attekinthet®bb, hogy & paraméter valtozasaval a populacio
hogyan valtozik.
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13. &bra. Az egydimenziés algoritmussal meghatarozott bifurkaciés diagram, valamint
az analitikus megoldas bifurkacios diagramja a populaciés modell esetén. Abrazoltuk
a diagramokon aV vadaszati rata négy Kkitlintett esetét is, ezzel is szemléltetve \&

paraméter viselkedését.
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4. fejezet

Kétdimenzios modellek

Ebben a részben a 3. fejezethez hasonléan jarunk el. Bemutatjuk az altalunk készitett
algoritmust a kétdimenzidés modellek bifurkaciés diagramjainak készitésére, majd ha-
rom példan szemléltetjik a numerikus modszer lIépéseit, illetve annak eredményét abrak
segitségével.

4.1. Az algoritmus lépései kétdimenzioban

Az algoritmus az egydimenzids esethez hasonléan bemenetként kapja a kétdimenziés dif-
ferencialegyenletet és az abban szerepl® fliggvények derivaltjat, azaz a Jacobi-matrixot.
Az el®z®ekhez hasonldan itt is azt fogjuk vizsgalni, hogy a paraméterek valtozaséaval
hogyan valtoznak az egyensulyi helyzetek, azok szama és stabilitasa.

Tekintslk az algoritmus lépéseit:

1. Tartomany szfkitése, gytkkeresés

A

Els® lépésként a kosaras algoritmus egy egyszer{sitett valtozatat implemen-
taljuk. Felosztjuk a sikot minimum és maximum értékek meghatarozasaval
kosarakra. A kosarakra most tekinthetiink Ugy, mint egy négyzetracsra. A
négyzetracs minden pontjabdl elinditunk egy-egy Newton-iteraciot. Ezt ugy
tesszik meg, mint ahogy az egydimenzids esetben, tehat csak alacsony itera-
cibszammal. Ez az algoritmusban ismételten harom.

Az egydimenziés algoritmushoz képest a kosarak elhagyasaval sokkal 6vato-
sabbnak kell lennink, nem tudunk olyan egyszery logika mentén kosarakat
elhagyni. Akkor hagyunk el egy kosarat, amennyiben az adott kosarba nem
mutat konvergenciavektor, tehat a négy sarkdbdl inditott konvergenciavek-
torok kimutatnak bel®le. Csak ezeket a kosarakat fogjuk ebben az esetben
elhagyni. (Az algoritmus ezen szakasza még nem az explicit megoldaskeresés
céljabol szikséges, hanem a keresési intervallum csokkentése végett. Ezért te-
hetjik meg, hogy alacsony iteraciészammal hivjuk meg a Newton-mddszert.)

A lehetséges kosarak elhagyasa utan egy szkebb tartomanyban keressik a
megoldasokat. A leszfkitett tartomanyok azok a tartomanyok, amelyeket a
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nem eldobott kosarak hataroznak meg. Ezt a tartomanyt felosztjuk négyzet-
racsokra, majd ezek minden pontjabdl inditunk egy-egy Newton-iteraciét, de
mar tiz iteracioszdmmal. Ezzel megkapjuk a zérushelyeket, azaz az egyensulyi
helyzeteket.

2. Stabilitas meghatarozasa

" El®szor a megkapott egyensulyi helyzetekben kiértékeljik, az algoritmusnak
mar megadott Jacob-matrixban, majd a behelyettesités utan meghatarozzuk
a kapott matrix sajatértékeit. Ezt a szamitdgépes megoldasban (numerikus)
beépitett sajatérték fliggvénnyel végeztik el, az analitikus megoldasban alta-
laban determindns szamolassal.

Kétdimenziéban az 1.1. fejezetben ismertettik a sajatértékekt®l fligg® stabi-
litasi fogalmakat, itt ennek segitségével jarunk el. Lathatd, hogy ez is joval
Osszetettebb probléma, mint az egydimenzios volt.

~ Utolso lépésként kirajzoljuk a bifurkaciés diagramot.

4.2. Peldak

Az alabbiakban harom nemlinearis kétdimenziés példaval szemléltetjik az algoritmus
lépéseit. Ezt kovet®en lathatunk majd abrakat az adott rendszerek fazisportréjairdl,
illetve a bifurkacids diagramokrol.

4.2.1. Transzkritikus bifurkacio

Legyen azx : R! R az ismeretlen fuggvény, & 2 R paraméter. Tekintstk az alabbi
méasodrendq nemlinearis di erencidlegyenletet:

x) + oxqt) + x(O)[1  x(t)] =0: (4.1)

Az 1. fejezetben bemutatott 1.3. Tétel, azaz az atviteli elv értelmében irjuk at a masod-
rend{ egyenletet két els®rendq di erencidlegyenletre. Ehhez jelojje x° tehat y°= x
Ekkor a masodrend egyenletb®! kapunk egy di erencialegyenlet-rendszert, amely a ko-
vetkez®képpen alakul:

x0=y
y’= ¢y x(1 x)

A kovetkez® lépés az egyensulyi helyzetek meghatarozasa:
XO: 0 , y= 0 (42)

y’=0 cy x(1 x)=0
Tudjuk, hogy y=0. Tehat x(1 x)=0.Azaz

X, =0;, X,=1:
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Eszerint az egyensulyi helyzetek a kdvetkez®k lesznek:
(X1;¥)=(0;0) es (Xz;y)=(1;0):
A stabilitds vizsgalatahoz meg kell hataroznunk a di erencidlegyenlet-rendszerben sze-

repl® fliggvény Jacobi-matrixat:
!

'S I
J(x;y) = @f;( @g =
% @y 1+ 2x c

Helyettesitsik be a kiszamolt egyensulyi pontokat az imént meghatarozott Jacobi-
matrixba:

0 1 0 1

J;=J(0;0) = 1 ¢ ées J,=J(1;,0) = 1 ¢

El®sz®r al; matrix sajatértékeit szamitjuk ki:

detd, 1)= , - =( ) c ) (1= 2+c+1=0:
Egy masodfoku egyenletet kapunk, amit a megolddképlet segitségével oldunk meg:
_c e
1,2 — 2 .

Vizsgaljuk meg a diszkriminanst.

" Hac® 4> 0, akkor i; ,2 R.Ekkorc,> 2, vagyc, < 2ezta két esetet kiilon
kell vizsgalnunk.

Tekintsuk a c; > 2 esetet. Ekkor lathato, hogy a 1.1; 12 < 0, mivel ¢, <0
és tudjuk, hogyc® 4> 0. Ekkor

p
C (% 4<O:

2
Emellett
c+ P c? p_—
1 5 1 <0 mivelc, > ¢ 4
igy ac, > 2 esetben 1.4; 12 < 0, tehat a (0;0) pontban stabil csomot
kapunk.

Tekintsilk a ¢, < 2 esetet. Ekkor lathatd, hogy a ,.1; 22 > 0, mivel
( ¢) > 0és tudjuk, hogyc> 4> 0. Ekkor

P ———
o+ & 4
2 >0,
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Emellett, mivel két pozitiv szamot hasonlitunk 6ssze, igy az aldbbi négyzet-
reemelés elvégezhet®:

C > C% 4 ) C% > C% 4
C; P 3 4 >0
5 :
igy ac, < 2esetben ,1; 2, > 0, tehat a (0;0) pontban instabil csomot
kapunk.

" Hac® 4< 0, akkor 1; ,2 C.Ekkorcs2 ( 2,0),c42 (0;2), haa 2<c3<0,
akkor aRe 3;;Re 3, > 0, tehat instabil fokusztkapunk. Amennyiben a0 < ¢4 <
2, akkor aRe 4i;Re 4, < 0, tehat stabil fokusztkapunk.

" Haac® 4=0,akkor 1,2 R,tehatacs= 2-hoz tartoz6 sajatérték s, =1 és
a G = 2-hoz tartozo sajaterték ¢, = 1. Mivel mindkét esetben kétszeres sajat-
érték van, igy az el®jelek meghatarozésa utan lathatjuk, hogy a; = 1 sajatérték
miatt ¢s = 2-nél elfajult instabil csomot kapunk, a 1 = 1 sajatérték miatt
Cs = 2-nél elfajult stabil csomoétkapunk.

Egy esetet hagytunk csupan ki, amikor & = 0, ekkor azt kapjuk, hogy aRe =0,
tehat centrumot kapunk.

Tehat lathatd, hogy ac= 2;0; 2esetén bifurkacidos pontokat kapunk. Az atlathatosag
kedveéert tekintsuik az alabbi tablazatot:

c< 2 c= 2 2<c< 0 c=0 O<c< 2 c=2 c>2

Instabil Elfajult Instabil Stabil Elfajult Stabil
L | . 3 ) Centrum . . , ,

csomo | instabil csomo fokusz fokusz | stabil csom6| csomo

2. tblazat. Stabilitasi tipusok c paraméter szerint a(0; 0) egyensulyi helyzetben.

Tekintslk a J, matrixot. Az el®z® |épésekhez hasonl6éan hatarozzuk meg a sajatér-
tékeket:

det(d 1)= , =( ) c ) 1= 2?+c 1=0:

A masodfoku egyenlet megolddképletéb®I:

. C pc2+4_

1,2 — 2
Ebpen az esetben tudjuk, hogy? + 4 > 0 minden esetben, igy 1 < 0 és , > 0, mivel
a c¢2+4 > jg. Tehat az (1;0) pont nyereg
A 14. abrdn a (4.1) masodrend] dierencialegyenlet fazisképeit lathatjuk & =
3; 2, 1,0;1;2; 3 esetben. A paraméterértékeket ugy hataroztuk meg, hogy a (4.1)
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