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Bevezetés

Ebben a dolgozatban a bifurkaciokat vizsgaljuk eméleti, majd szamitogépes modszer-
rel. A szamitogépes implementéaciohoz a motivaciot az [5] cikk adta, amelyben a szerzé
egy olyan modszert mutat be, amellyel automatikusan készithet6k bifurkacios diagra-
mok. Célunk ennek az eljardasnak a megvaldsitasa egyszertibb, de szemléletes példa-
kon keresztiil. A bifurkaciok olyan differencidlegyenletekhez vagy differencidlegyenlet-
rendszerekhez kapcsolodnak, amelyek valamilyen paramétertsl fiiggenek. A paraméter
valtoztatasaval a rendszer viselkedése sok esetben gyokeresen megvaltozik — ezeknek az
eseteknek a feltarasara koncentralunk a dolgozat soran.

Elsgként ismertetjiik a legfontosabb alapfogalmakat és a bifurkéaciok altalanos elmé-
leti hatterét, majd bemutatjuk a legjellemzébb bifurkicidtipusokat. Ezt kovetSen részle-
tesen leirjuk az altalunk készitett algoritmust egydimenzios, majd kétdimenzios esetben
is. Mindkét valtozatot konkrét példak segitségével szemléltetjiik, analitikus és numerikus
megoldésokkal kiegészitve. Végiil hibaanalizist végziink, amely sordn megvizsgéljuk az
algoritmusok pontossagat.



1. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben a dolgozatban el6fordulé matematikai alapfogalmakat definialjuk. A
fejezethez a [3] Differencidlegyenletek 1 eladéas anyagat, a [6] Numerikus modszerek 1
el6adas anyagat, illetve a [9] irodalmat hasznaljuk fel.

s,

1.1. Definici6. Kdzinséges differencidlegyenlet
Legyen F': R™ — R adott fliggvény. Ekkor az

F(t,z(t), ' (t),2"(t),...,.2™ () =0, teR

alaku egyenletet az © : R — R ismeretlen fiiggvényre vonatkozo n-edrendd kdzonsé-
ges differencidlegyenletnek nevezziik. Amennyiben a legmagasabb derivalt kifejezhetd,
explicit lesz a differencidlegyenlet, kiilonben implicit.

1.2. Definici6. Kdzinséges differencidlegyenlet-rendszer

Adottak: fi, fo,..., fn : R x R” — R folytonos fiiggvények. Keressiik az x1, 2o, ..., 2, :
R — R megoldasokat. Ekkor az elsérendd explicit kozonoséges differencidlegyenlet-
rendszer alakja:

2y (t) = fi(t,x1(t), 22(t), . . ., 2 (1))
l‘é(t) = fZ(t7x1(t>’ x2(t)’ S 7$n(t))
(1.1)
2 (t) = fult,z1(t), 22(t), ..., 2,(1))
Ekkor legyen:

fI: (f17f2,...7fn)IRXRn—)R
x:=(x1,22,...,2,) : R > R™.

Igy az (1.1) felithat6 az alabbi alakban:

a'(t) = f(t,2(t)). (1.2)

1.3. Tétel. Atviteli-elv
Minden n-ed rendd explicit kozonséges differencidlegyenlet visszavezethetd eqy n darab
eqyenletbdl dllo elsérendid kozonséges differencidlegyenlet-rendszerre.



Az 1.3. Tétel kimondja, hogy egy magasabbrendi kézonséges differencidlegyenlet el6-
all elsérendd differencidlegyenletekbdl allo rendszerként. Az alabbiakban megmutatjuk,
hogy ez hogyan irhato fel.

Bizonyitds. Tekintsiik a y™(t) = F(t,y(t),y'(t),...,y" (1)), v : R = R, n-ed rendid
explicit kdzonséges differencidlegyenletet.
Vezessiik be az alabbi 1j fiiggvényeket:

Pyp— /_ /_
T =Y — Ty =Y =29
) '
XTo (=Y — Tog =Y = T3

o rm
T3 =Y - I3=Y =2y

Tp—1 = yn_2 — x;—l = yn ' = Tn
Ty = o I;L =y" = F<t’y7 yla . 7yn—1) - F(t7 L1, T2, 7xn)
Tehat:
4 (t) 210
xh(t x3(t
2(t) = 20 _ 3(0) = f(t,z(t), z:R—R"
'I/ <t> F(t7 Iy (t), 7xn(t)
[
1.4. Definici6. Autonom kozonséges differencidlegyenlet
Legyen x : R — R™ az ismeretlen fiiggvény, f : R” — R", ekkor
2(t) = f(x() (1.3)

differencidlegyenletet autonémnak nevezziik.

A dolgozatban a kozonséges differencidlegyenletek kvalitativ vizsgaltat fogjuk elvé-
gezni, azaz a differencidlegyenletek tulajdonsagaival foglalkozunk. Ehhez definialjuk a
sziikséges alapfogalmakat.

1.5. Definicié. Dinamikai rendszer
Legyen M C R" 6sszefiiggd nyilt halmaz és I C R. Ekkor a @ : I x M — M fiiggvényt
dinamikai rendszernek nevezziik, ha

- ®(0,p)=p YVpeM
- O(t+s,p) = O(t,P(s,p)) Vt,se€l Vpe M.

1.6. Definici6é. A dinamikai rendszer fdzistere, trajektoridaja, eqyensilyi pontja
Legyen M C R", ® : I x M — M dinamikai rendszer, p € M.

(a) M elnevezése fazistér.



(b) A p € M pont ® dinamikai rendszer altali palyaja/trajektoriaja:
{®(t,p):t €I} C M.

(¢c) A p € M pontot a ® dinamikai rendszer egyensilyi pontjanak nevezziik, ha
®(t,p) = p minden t € [ esetén.

1.7. Definici6. Stabilitas
Legyen ® : R x M — M dinamikai rendszer. Azt mondjuk, hogy a p € M pont palyéja

a) stabil, ha minden ¢ > 0-hoz létezik olyan ¢ > 0, hogy minden ¢ € M ést > 0
esetén, ha |p — ¢| < ¢, akkor |®(t,p) — O(t,q)| < e.

b) instabil, ha nem stabil.
c) aszimptotikusan stabil, ha stabil és |p—q| < 0 esetén limy_,o |P(t,p) — (¢, q)| = 0.

Mivel minden autoném differencidlegyenlethez létezik egy dinamikai rendszer, amely-
nek ugyanazok a palyai, mint a differencialegyenletnek, és minden megfelel§ tulajdon-
sagi dinamikai rendszerhez 1étezik egy kozonséges differencidlegyenlet, igy tudjuk alkal-
mazni az 1.7. Definiciét az alabbiakban.

1.8. Definici6. FEgyensiilyi pont
Az (1.3) autonom differencidlegyenlet idében allandé megoldasat az (1.3) egyensulyi
pontjanak, vagy egyensulyi helyzetének nevezziik.

Legyen T az (1.3) feladatnak egy megoldéasa, azaz 7'(t) = f(Z(t)). Tudjuk,
hogy az T id6ben allando, igy teljesiil, hogy Z'(t) = 0. Az egyensulyi pontot az T
jeloléssel hasznaljuk a dolgozat tovabbi részében. Az egyensilyi helyzetet tgy hatéroz-
hatjuk meg, hogy kiszamitjuk az f(Z) = 0 megoldésait, azaz megkeressiik f zérushelyeit.

1.9. Definicié. Egyensilyi pont stabilitdsa
Jelolje x,(t) az (1.3) feladat p € R™ pontbol inditott megoldasat, azaz z,(0) = p. Ekkor
azt mondjuk, hogy az (1.3) feladat T € R" egyenstlyi pontja . ..

(a) stabil, ha minden € > 0-hoz létezik egy 6 > 0, hogy minden p € R"-re teljesiil,
hogy |p — @| < § esetén |z,(t) — T| < € minden ¢ > 0 esetén.

(b) instabil, ha nem stabil.

(c) aszimptotikusan stabil, ha stabil és |[p — T| < § esetén limy_,o |2,(t) — T| = 0.

1.1. Linearis rendszerek

Az autonom differencidlegyenletek, illetve a dinamikai rendszerek alapfogalmainak felel-
venitése utan térjink ra a linearis, illetve a nemlineéris rendszerek témakorében felme-
riil6 definiciokra, tételekre.



1.10. Definicié. Linedris rendszer
Legyen A € R™" és f(x) = Az az (1.2) egyenletben. Ekkor

2/ (t) = Ax(t) (1.4)
differencialegyenlet-rendszert linearisnak nevezziik.

1.11. Tétel. Valamely A € R™™ mellett tekintsik az x'(t) = Ax(t), linedris kozonséges
differencidlegyenlet-rendszert. Tegyiik fel, hogy det A # 0. Jelolje o(A) az A sajdatértéke-
inek halmazdt (spektrumdt). Ekkor az x* =0 € R"™ egyensilyi pont . ..

a) stabil, ha minden A € o(A) esetén ReX < 0; és ha Re X = 0, akkor X\ egyszeres
sajatértek.

b) instabil, ha létezik olyan X € o(A), melyre Re A > 0.
c¢) aszimptatikusan stabil, ha minden A\ € o(A) esetén Re A < 0.

Kétdimenzioban a fazisképeket az alabbiak szerint osztalyozzuk.
Tekintsiik az 2/(t) = Ax(t) differencidlegyenletet, ahol x : R — R? az ismeretlen fiigg-
vény, A € R**2. Jelolje A\, Ay € C az A métrix két (esetleg egybeess) sajatértékét. Ekkor
az egyenlet T = 0 (egyetlen) egyensilyi pontjara az alabbi esetek fordulhatnak el6:

1. Két kiilonb6z6 valos sajatérték: A\ # Ay € R

(a) Ha Ay, Ay > 0, akkor az T = 0 instabil csomo.
(b) Ha Ay, A2 < 0, akkor az T = 0 stabil csomo.
(c) Ha Ay < 0 < Ay, akkor az T = 0 nyereg.

2. Két konjugalt komplex sajatérték: \io =a£0i, «o,f€R
(a) Ha a > 0, akkor az T = 0 instabil fokusz.

(b) Ha o < 0, akkor az T = 0 stabil fokusz.

(¢c) Ha oo =0, akkor az T = 0 centrum.
3. Kétszeres valos sajatértékek: Ay = Ay =: A € R

(a) Ha A > 0, akkor az T = 0 instabil elfajult csomo.
(b) Ha A < 0, akkor az T = 0 stabil elfajult csomo.

Az 1. abrat az 1. tablazatban szerepld A matrixok segitségével készitettiik. Megje-
gyezziik, hogy az 1.11. Tétel nem foglalkozik a A = 0 sajatérték esetével. Késébb latni
fogjuk, hogy ezek az esetek szamunkra nagyon érdekesek lesznek a bifurkaciok vizsgalata
soran.
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1. tablazat. Az 1. abrahoz tartoz6 matrixok.
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4 -2 4

ooooo elfajult csomo

1. dbra. A kétdimenzios fazisképek osztélyozasa a sajatértékek szerint.



1.2. Nemlinearis rendszerek

Legyen M C R” tartomény f : M — R"™ és x : R — M az ismeretlen, folytonosan
differencialhat6 fiiggvény. Tekintsiik most a nemlinearis autoném egyenletet:

2'(t) = f(z(1) (1.5)

Legyen T € M az (1.5) egy egyenstulyi pontja, z(¢) pedig megoldasa. Tekintsiik az
y(t) == x(t) — T fiiggvényt, azaz a megoldés eltérését az egyensulyi ponttol.
Ekkor

y'(t) =2'(t) =7 =2'(t) = f(a(t) = f(@+y(t) = f(@) + [ (@) - y(t) +aly(t)),
la(q))

ahol lim ——= = 0.
a0 |q

Az f'(T) == A € R™" azaz az f fiiggvény T pontbeli Jacobi-métrixa. Ezt a modszer
linearizalasnak nevezziik.

1.12. Kovetkezmény. Nemlinedris esetben az eqyensulyi pont kérnyezetében alkalmaz-
hato az 1.1. fejezet szerinti osztdlyozds.

Megmutathato, emellett illusztraltuk 1. abran, hogy a lineéaris rendszereknél min-
den pélya stabilitdsa megegyezik, mig a nemlinearis esetben ez nem fog teljesiilni, de
linearizalas segitségével az egyensulyi pontok kornyezetében megvizsgalhatjuk, hogy az
adott kornyezetben milyen lesz a faziskép. A dolgozatban nemlinearis rendszerekkel és
differencialegyenletekkel fogunk foglalkozni.

1.3. Newton-modszer vagy értinté modszer

Az el6z6ekben lathattuk, hogy a nemlineéris differencialegyenlet-rendszerek vagy diffe-
rencialegyenletek megoldasanal fontos szerepet jatszik az egyensulyi pont, ami az egyen-
let jobb oldalan szerepl$ fliggvény zérushelye. Sok esetben nem tudjuk meghatarozni
analitikusan a pontos megoldast, erre a célra szolgalnak a kiilonb6z6 kozelité numerikus
modszerek. A bifurkécios diagramok kirajzolasa egy altalunk készitett algoritmus segit-
ségével jon létre, melynek az egyik legfontosabb eleme a Newton-modszer.

Elgszor vizsgaljuk geometiai szempontbol az algoritmust. Tekintsiik az f(z) = 0 egyen-
letet, keressiik az x* zérushelyét. Tegylik fel, hogy f differencialhatd és vegyiink egy
xg € D(f) kezdGértéket, majd hizzuk be xg-nal f érintGjét, ennek az x-tengellyel vett
metszéspontja legyen x;. Huzzuk be x-nél az f fliggvény érintGjét, majd vegyiik az
z-tengellyel vald metszépontjat, ami legyen x,, és igy tovabb.

Tekintsiik most algebrai szempontbo6l a numerikus modszert. Az f fliggvény xx-beli
érintGjének egyenlete y = f'(xg)(x — xx) + f(xg). A xp-beli érinté x-tengellyel vett



metszéspontja megkaphato:

0= f'(z)(x —x1) + fxp)
f'(@p)(x — xy) = — f(xy)
f ()

kE— f’(wk) = Tpt1.

r =2

1.13. Allitas. A Newton-mddszer konvergencidja

Tegytik fel, hogy az f(z) = 0 egyenlet x* gyokét és az (xx) egész sorozatot tartalmazd
valamely I intervallumban f € C*(I), tovdbbd léteznek my, My, my, My > 0 konstansok,
amelyekkel

my < |f'(x)| <My és mo <|f'(z)| < My minden x € I pontban.

ng q <1
— Ty — %
2m1 0

esetén a Newton-modszer mdsodrendben konvergens, azaz

|zp1 — ¥ < const - |y, — 2*?, k=0,1,2,....



2. fejezet
Bifurkaciok

Tanulményaink soran a differencialegyenletek kvalitativ vizsgalatakor megismerkedtiink
az egyensilyi helyzetekkel, stabilitasi fogalmakkal, illetve a kiilonbozé fazisképekkel.
Azonban, akarcsak egy algebrai egyenlet, egy differencialegyenlet is fligghet paramé-
terektsl. A kovetkezs fejezetben a dolgozat legfontosabb definiciéjarél, a bifurkaciorol
frunk. Bemutatjuk a dolgozatban felmeriil§ bifurkacio-tipusokat, illetve azok fontos tu-
lajdonségait. Ebben a fejezetben a [2] konyv 2. fejezetét, a [10] konyv 2. fejezetét és a (8]
jegyzet 6. fejezetét hasznaljuk fel.

2.1. Motivacid

Tekintsiik az alabbi differencialegyenletet, ahol x : R — R az ismeretlen fliggvény és
c € R egy paraméter:

() =cx(t), teR. (2.1)
A (2.1) egyenlet egy jol ismert szeparabilis differencidlegyenlet, melynek megoldésa:
z(t) = Ce”, ahol C € R.

Lathatjuk, hogy a megoldés fiigg az ¢ paraméter értékétsl, azaz a faziskép is fiigg a
paramétertSl. Tekintsiik az alabbi dbrakat, hogy megfigyeljiik, miként valtozik a meg-
oldas a paraméter fiiggvényében. FEzek az abrdk a python programozasi nyelv segitsé-
gével késziiltek, azon beliil a mathplotlib csomaggal. A 2a. abran, illetve a 2c. abrén
kiilonb6z6 kezdeti értékekhez tartozo, szigoriian csokkend, illetve névekvé megoldasok
grafikonjat lathatjuk. A 2b. abra esetében egész mas viselkedést tapasztalhatunk a meg-
oldésok grafikonjat tekintve: az ¢ = 0 esetben a megoldasgorbék konstans fliggvények.
Az abrak szemléltetik ennél az egyszeri differencidlegyenletnél, hogy a paraméter valto-
zéséaval a megoldasok egy-egy hatarponttol kezdve teljesen mas fazisképet mutathatnak.
Hogy mélyebben megértsiik a bifurkaciok alapelvét, bevezetjiik a sziikséges definiciokat,
fogalmakat.
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///’/%: §§\\<
(a) c=-1 (b) c=0 (c)e=1

2. abra. Az 2/(t) = cx(t) megoldasa harom kiilonb6z6 paraméterérték mellett.

2.2. Ekvivalenciak

Az alabbiakban azt fogjuk vizsgalni, hogy a paraméter valtozasaval, milyen viselkedés-
beli kiilonbségek alakulnak ki a fazisképek kozott. Két faziskép viszonydnak meghata-
rozasdhoz sziikségiink lesz olyan fogalmakra, amelyek segitenek megallapitani, hogy két
fazisképet mikor tekinthetiink ekvivalensnek.

ElGszor elevenitsiik fel az ekvivalencia definiciojat.

2.1. Definicié. FEkvivalencia reldcio
A ~ relaciot ekvivalencia relacionak nevezziik, ha teljesiilnek ra az alabbiak:

- szimmetrikus, azaz ha a ~ b, akkor b ~ a,
- reflexiv, azaz a ~ a,
- tranzitiv, azaz ha a ~ b és b ~ ¢, akkor a ~ c.

A tovabbi ekvivalencia fogalmakhoz sziikségiink lesz a homeomorfizmus és a C*-

diffeomorfizmus definicidjara. Az alabbi definiciokhoz a [8] jegyzet 2. fejezetét hasznal-
juk.

2.2. Definicié. Homeomorfizmus
Legyenek M, N C R halmazok. Egy h : M — N leképezést homeomorfizmusnak neve-
zlink, ha folytonos, bijekcio, és az inverze is folytonos.

2.3. Definicié. C*-diffeomorfizmus
Egy leképezés CF-diffeomorfizmus, ha k-szor differencidlhato, bijekcio, és az inverze is
k-szor differencialhato.

2.4. Definicié. C*-ekvivalens, topologikusan ekvivalens

Legyenek M, N C R" 6sszefiiggd, nyilt halmazok, azaz tartomanyok. Azt mondjuk, hogy
ap:Rx M— Mést:Rx N— N dinamikai rendszerek C*- ekvivalensek (speciélis
eset: a C%-ekvivalens, azaz topologikusan ekvivalens), ha létezik egy h : M — N tipusi
C*k-diffeomorfizmus (specialis eset: C°-diffeomorfizmus, azaz homeomorfizmus), mely a
palyakat egymésba viszi az id§ iranyitasdnak megtartdsaval. Azaz ha létezik olyan a :
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R x M — R folytonos fiiggvény, melyre ¢ — a(t,p) szigortan névs bijekeio, és minden
t € Réspe M esetén:

h(o(t,p)) = (a(t,p), h(p)).

2.5. Definicié. C*-folyam-ckvivalens

Azt mondjuk, hogy a ¢ és 1) dinamikai rendszerek C*-folyam-ekvivalensek, ha van olyan
szigorian novés b : R — R bijekcio, melyre az a(t, p) = b(t) minden p € M esetén, tehét
a nem fiigg a p megvalasztasatol.

2.6. Definicié. C*-konjugdlt
Azt mondjuk, hogy a ¢ és ¢ dinamikai rendszerek C*-konjugaltak, ha a 2.4. Definiciéban
az a(t,p) =t minden ¢ € R és minden p € M esetén, azaz:

h(p(t, p)) = ¥(t, h(p))-

2.7. Definici6é. Orbitdlisan ekvivalens
Azt mondjuk, hogy a ¢ és ¢ dinamikai rendszerek orbitalisan ekvivalensek, ha a 2.4.
Definiciéban M = N és h = id.

Az ekvivalencia fogalmak teljes megértéséhez tekintsiink egy példat a [10] konyv-
bél, amelyben a konkrét szamitasok, levezetések nem szerepeltek. Az alabbi példaban a
rendszerek ekvivalenciajat vizsgaljuk.

2.8. Példa. Tekintsiik az (1.4) alaka differencidlegyenlet-rendszereket az alabbi méatri-
xokkal:

R

I
w=(0) {2 (23)
y = Y
Mivel mindkét rendszer linearis, és det A; # 0, det Ay # 0, igy mindkét esetben
T = (0,0). Ezt kovetGen hatarozzuk meg a sajatértékeket, majd az egyensilyi hely-
zetek stabilitdsat, hogy lassuk, hogyan alakulnak a fazisképek.
Kezdjiik a (2.2) rendszerrel:
Vizsgaljuk meg az T = 0 € R? egyensilyi pont stabilitdsat. A sajatértékeket a
det(A; — M) = 0 segitségével tudjuk meghatarozni, de az A; matrix diagonalis, te-
hat a sajatértékek a féatloban vannak:

)\172 =—1.
Mindkét sajatérték valos és negativ, igy © = 0 stabil csomo.

A (2.3) rendszernél hatarozzuk meg a sajatértékeket:

det(Ay — \I) = ‘_1 A -l

. _1_)\‘:(—1—)\)(—1—>\)+1:)\2+2)\+2:0,
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melynek megoldasai:
Mo=—1=%1.

Eszerint két konjugalt komplex sajatértéke van a (2.3) rendszernek, azaz az origod stabil
fokusz.

Az ekvivalencia meghatarozasénal nem csak az egyensulyi pont kornyezetében szeret-
nénk vizsgalodni, hanem az egész sikon, igy irjuk &t a rendszereket polérkoordinatédk
segitségével. Most mindkét rendszer lineéris volt, igy erre nem lenne sziikség, mert egy
linearis rendszernek minden palyaja megegyezik. De mivel a dolgozat mésodik fele nem-
linearis rendszerekkel foglalkozik, igy tekintsiik a poldrkoordinatéas modszert. Ismeretes,
hogy x = rcosp és y = rsin . Egy olyan rendszert szeretnénk kapni, ahol a két rend-
szert (r, ) fuggvényekkel irjuk fel. Nézziik el6szor a (2.2) rendszer atirasat:

(1) = (r(t)(cos(p(t)) = r'(t) cos(ip(t)) — r(t) sin(p ()¢ (¢)
y'(t) = (r(®)(sin(p(t))" = r'(t) sin(p(t)) + r(t) cos(0(1)) ' (1)

De tudjuk, hogy:

¥=—-xr = 2/ =—-rcosy
y=—y = y =—rsingp

Tehat:

—r(t)(cosp(t)) = r'(t) cos(p(t)) — r(t) sin(p(t))#'(t)
—r(t)(sinp(t)) = r'(t) sin(p(t) + r(t) cos(p(t)) ' (t)

Ezentul a fiiggvények t argumentumaét az egyszertiség kedvéért elhagyjuk. Azaz az alabbi
rendszert kell megoldanunk:

—r(cos ) = 1" cos(p) — rsin(p)y’ L.
—r(sing) = r'sin(p) + rcos(p)y’ 1L

Otlet: Szorozzuk meg (I.)-t cos(p)-vel, (I1.)-t sin(p)-vel, majd adjuk ossze Sket. (Ezzel
kifejezziik a ¢'-t):

—rcos® p —rsin® p =1’ cos? ¢ + 1’ sin ¢ — rsin @ cos Y’ + 7 sin @ cos '
Lathatjuk, hogy kiesnek a rsin ¢ cos p¢’ tagok, igy azt kapjuk, hogy:
—r(cos® ¢ +sin? ) = r'(cos? p + sin? ).

Tudjuk, hogy a trigonometrikus fiiggvényekre vonatkoz6 Pitagorasz-azonossag miatt
cos? p + sin? ¢ = 1, igy azt kapjuk, hogy:

= —r.

Meg kell oldanunk tgy is a rendszert, hogy az r'-t fejezziik ki.
Otlet: Szorozzuk meg (I.)-t sin(p)-vel, (II.)-t cos(p)-vel, majd vonjuk ki (I.)-bsl (II.)-t.
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—7rsin pcos p = 1’ cos @ sin ¢ — rsin? P’ L.
—rsin g cos ¢ = 1’ cos psin ¢ + r cos? g’ IT.

(I.)-(IL.) bal oldal:
—78in p cos ¢ + rsin cos p = 0.

(I.)-(I1.) jobb oldal:

1’ cos psin @ — 1’ cos psin p — rsin? g’ — 1 cos? ' = —ry’(sin? p + cos? ) =

Egyesitve a bal és jobb oldalt:
—r¢'=0 = ¢ =0, amennyiben r # 0.

Tehat a (2.2) rendszer a kovetkezd lesz a polarkoordinatas atiras utan:

ro= —r
¢ =0

—ry’.

A (2.3) rendszer polarkoordinatas atirasa hasonlo 6tletekkel megtehetd, ennek az ered-

ménye a kovetkezs:

ro= —r
¢ =1

Tekintsiik a két rendszer megoldasait, ismét kezdjiik a (2.2) feladattal, melynek v’ = —r
része egy szeparabilis differencialegyenlet, melyet a megszokott moédon oldhatunk meg:

/

r=—r
/ldr—/—ldt
r

log|r|=—t+¢

()| = e
r(t)=Ce™", CeR.

Tekintsiik az r(0) = r kezdeti feltételt. Ekkor r(0) = C' - e™® = C miatt a C' = ry, azaz
r(t) =rg-e . Emellett ¢' = 0, azaz allando, igy ¢(t) = po. A (2.3) rendszer megoldésai
nagyon hasonldéan megkaphatok, tehat a megoldasok a kovetkezGképpen alakulnak:

o

{ r(t) = ree”

o(t) = w0+t
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Azt kaptuk, hogy az origd mindkét rendszernek stabil egyenstlyi helyzete, mivel a (2.4)
és a (2.5) megoldéasokat tekintve r(t) — 0, ha ¢t — oo, tehat a (0,0) ponthoz kozeledni
fognak a palyak. (Az origotol vett tavolsag csokken, ez mind a két rendszernél igy
van.) Azt is tudjuk, hogy a (2.2) fazisképe egyenesekbdl fog allni, mivel p(t) = o,
azaz allando, tehat mindig ugyanabban az iranyban halad az origo felé. Attérve
a (2.3)-re a p(t) = po + t miatt a szog ebben az esetben folyamatosan néni fog, az-
az a palyak nem egyenesen befutnak az origdba, hanem spirélosan fognak beérkezni oda.

A szamitasok utéan ratérhetiink az ekvivalenciak vizsgalatara. Orbitalisan nem lehet
ekvivalens a két rendszer, mivel akkor a palyaiknak meg kellene egyezniiik, csak az id6ben
térhetnek el egyméstol. A példankban egy stabil csomét és egy stabil fokuszt kaptunk,
igy nyilvanvalo, hogy a két faziskép palyai nem egyeznek meg. A folyam-ekvivalencia
sem fog teljesiilni a két rendszerre, hiszen ez az ekvivalencia megkdveteli a 2.5. Defi-
nicié értelmében az idGatparaméterezés egységességét, azaz az idGatparaméterezésnek
mindkét rendszerben minden palyan ugyanannak kell lennie. Ez nem teljesiil, mivel a

egyensulyi ponthoz tartozo sajatértékek kiilonboznek (az elsé rendszernél: A5 = —1,
mig a masodiknal: \; o = —1 £1i). Az els6 rendszernél a palyak egyenesen tartanak az

origé felé, mig a masodik rendszerben spiralozva tartanak oda. Igy lathatjuk, hogy nincs
olyan egységes idGatparaméterezés, amely mindkét palya esetében jol meghatarozhato,
és amely a két rendszer dinamikajat ekvivalenssé teszi.

Az alabbiakban be fogjuk latni, hogy topologikusan ekvivalens lesz a két rendszer.
Ezt tgy tessziikk meg, hogy felépitiink explicit médon egy homeomorfizmust.

Tekintsiik az U = {(z,y) : * +y*> < 1} = {(r, ) : r < 1} halmazt, tehat az origo
kozépponti, zéart, egységsugari kort. Ezt az U-t felhasznalva épitjik fel a h : U — U
homeomorfizmust. Legyen x = (rg, o) # 0ésx € U. A (2.2) rendszert vizsgaljuk elGszor.
Azt szeretnénk meghatarozni, hogy az (1, po) hatarpontbol az z-be mennyi ids alatt jut
el a fazispont, jeloljiik ezt T-val. A (2.4)-be helyettesitsiik be a kovetkezsket: ¢t = 7 id6
alatt, r(t) = 1-bél, r(t) = ro-ba:

ro = l-e™ = 7'(7"0) = — log To. (26)

Tekintsiik a (2.3) rendszert. Most azt vizsgaljuk, hogy az (1, ¢g) pontbol 7(r) id6 alatt
hova jutunk a (2.3) pélyajan. Legyen az y = (11, ¢1). Igy kapunk egy olyan h(z) =y
leképezést, amely az © = (rg, o) # 0 pontot transzformélja az y = (r1, 1) pontba.
Azt tudjuk, hogy az ry = ry, mivel az r(t) a (2.4), illetve a (2.5)-nél megegyezik, azaz a
sugéarérték megegyezik. A 1 meghatérozasihoz az alabbi helyettesitést kell elvégezniink:

1 = o + 1.
Tudjuk, hogy a t = 7, azaz a (2.6)-bol kovetkezik, hogy:
1 = o — log ro.

A h homeomorfizmus a kovetkezd:

h { f=ro (2.7)

w1 = o — logry
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Az x = 0-nél legyen az y = 0, tehat a h(0) = 0 ezzel biztositva, hogy a h homeomorfiz-
mus az egyensilyi pontot megtartja. Az igy felépitett h az U-t 6nmagéba transzformalja,
minden ¢ = const kort egy ro-t6l fliggd szoggel forgat el. (Mivel o1 = pg—logrg.) Vizs-
galjuk meg a szog valtozasat, tekintsiik azt az esetet, ha a hatadron vagyunk, azaz ha
ro = 1. Ekkor a logaritmusos tagot kell vizsgalni, hiszen az irja le a forgatast. Ekkor
logrg = logl = 0, tehat a hataron nincs forgatas. Ahogy az rg csokken, azaz egyre
kozelebb keriiliink az origdhoz, a forgatas mértéke ng, tehat ha ro — 0, akkor egyre no-
vekszik a ¢y elforgatasi szog. A h homeomorfizmus folytonos és invertalhat6. Folytonos,
mivel nincs szakadési helye, illetve ugrasa sem.

Invertalhatosagot az aldbbiakban bizonyitjuk.

El6szor azt kell belatnunk, hogy a h leképezés kolecsonosen egyértelmtd. Ehhez tekintsiik
a [7] jegyzetben definialt fogalmakat:

2.9. Definicié. Kolcsondsen egyértelmi
Az f . A — B filiggvény kolcsondsen egyértelmiinek nevezziik, ha kiilonb6z6 1, x4 € A
elemeknek kiilénboz6 B-beli elemeket feleltet meg, azaz barmely x1,29 € A, 11 # x5

esetén f(a1) # f(2).

2.10. Tétel. Legyen f : A — B kélcsondsen eqyértelmii. Ekkor az f inverze f=': B —
A olyan fiigguény, amely barmely s € B ponthoz azt a t € A pontot rendeli, amelyre

f(t) =s.

Tegyiik fel, hogy a (2.7) leképezés az (rg, o) és a (1), ¢,) pontokhoz ugyanazon
(r1, 1) értéket felelteti meg. Tekintsiik az alabbiakat:

=719 ="y

©1 = o — logry = 906 - logré
Ebbdl azt kapjuk, hogy

¥o = 906-

A (2.7) homeomorfizmus kolesonosen egyértelmd, igy a 2.10. Tétel értelmében létezik az
inverz. Emellett a (2.2) palyait a (2.3) palyaiba viszi, tehat a két rendszer topologikusan
ekvivalens.

2.3. Bifurkacios fogalmak

Az ekvivalencia definiciéra tamaszkodva most mér tudjuk definidlni kézvetleniil a bifu-
kécidkhoz tartozd fogalmakat.

2.11. Definicié. Bifurkdcio
Bifurkacionak nevezziik, ha a paraméter értékének valtoztatasakor egy, az eddigiekkel
nem topologikusan ekvivalens faziskép jelenik meg.

2.12. Definicié. Bifurkdcios diagram
Egy dinamikai rendszer bifurkacios diagramjanak a paramétertér topologikus ekvivalen-
ciai szerinti felosztast nevezziik, akar az egyes esetekre jellemzé fazisképekkel egyiitt.
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2.13. Definicié. Bifurkdcids paraméter

Tekintsiik az 2/(t) = f(x(t),c) differencidlegyenletet, ahol az f : R™ — R" folytonosan
differencidlhato fiiggvény, és a ¢ € R¥ vektor a paraméter. A ¢y € R* paraméterérték
requldris, ha létezik olyan 6 > 0, hogy |c — ¢g| < § esetén az f(x(t),c) és az f(x(t), co)
topologikusan ekvivalensek. Amennyiben a ¢y paraméter nem reguléris, azaz a két di-
namikai rendszer nem topologikusan ekvivalens, abban az esetben a ¢, € R* értéket
bifurkdcios pontnak nevezziik.

2.14. Példa. A (2.1) példanal az a = 0 érték a bifurkaciés pont.

A dolgozat tovabbi részében a kivetkezs elnevezést hasznaljuk:
A dinamikai rendszereknek megfelel kozonséges differencidlegyenletek fazistereit is to-
pologikusan ekvivalensnek nevezziik.

2.4. Elemi bifurkaciok

Az alapfogalmak ismertetése soréan ratérhetiink azokra a bifurkaciokra, amikkel a dolgo-
zat a késébbi fejezetekben foglalkozik. Ebben a fejezetben a bifurkaciok normalformajat
mutatjuk be, tehat azokat a legegyszertibb differencidlegyenleteket, amelyekben az alab-
bi bifurkaciok el6fordulnak.

2.4.1. Vasvilla-bifurkacio

Legyen 2/(t) = cx(t) —23(t), ahol  : R — R az ismeretlen fiiggvény és ¢ € R paraméter.
Az f(x) = cx — 23 fiiggvény zérushelyei:

T =0 ¢és f273 = :l:\/E

Azt lathatjuk, hogy az T; = 0 egyensilyi helyzet minden ¢ érték esetén egyensiilyi
helyzet, azaz nem fiigg c-t6l. Az To3 = £+/c esetén csak akkor van egyensulyi helyzet,
amennyiben a ¢ > 0, kiilonben 733 komplex szam, ami nem megoldasa a feladatnak.
Emellett ebben az esetben az egyensilyi helyzet fiigg a paramétert6l. Tehat azt kapjuk,
hogy ¢ > 0 esetén harom egyensilyi helyzet van, ¢ < 0 esetén pedig egy egyensilyi
helyzet van. Ebbdl latszik, hogy a ¢ = 0-nal bifurkicié van, mivel a faziskép eltérs a két
esetben. Azaz a ¢ = 0 lesz a bifurkacios pont. A (2.13) értelmében a ¢ > 0 és a c <0
értékek regularisak, mivel a negativ és a pozitiv értékeknél nem valtozik a faziskép. A
c értéket elegendGen kicsit véaltoztatva egy topologikusan ekvivalens fazisképet kapunk.
A stabilitas a kovetkezGképpen alakul. ElGszor tekintsiik a derivalt fiiggvényt:

f'(x) = ¢ — 327
c < 0 esetén : T, stabil
") = f/(0) =¢ ¢ =0 esetén : bifurkacios pont
/ P
¢ > 0 esetén : T instabil
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f'(@23) = f(&Ve) = c =3¢ = ~2¢ <,

tehat stabil, mivel tudjuk, hogy ¢ > 0.

Vasvilla-bifurkacio

1.00

0.75 §

0.50 1

0.25 4

x  0.00] —— e ————

—0.25

—0.50 1

—0.75

—1.00 4

-1.00 -0.75 —-0.50 —-0.25 0.00 025 050 075 100
C

3. abra. Vasvilla-bifurkacié normalformajanak bifurkaciés diagramja, a szaggatott vo-
nallal az instabil helyzetet, a folytonos vonallal a stabil helyzetet jeloltiik.

A 3. adbran a vasvilla-bifurkici6 normalformajanak bifurkacios diagramjat lathat-
juk, amelyet az el6bbiekben leirt médon tudunk meghatarozni. Ez a diagram a python
mathlotlib csomagjaval késziilt a szamitott eredmények alapjan. Lathatjuk, hogy
amennyiben a ¢ paraméter negativ, abban az esetben egy darab egyensulyi helyzet lesz,
amely stabil. Ez az dbran a masodik és harmadik siknegyed hataran lathaté folytonos
vonal. Az els6 és negyedik siknegyedben azt az esetet lathatjuk, amikor a ¢ paraméter
pozitiv. Ahogy mar meghataroztuk, itt harom darab egyensulyi helyzet lesz, amit az
abrarol is konnyedén leolvashatunk. Az x-tengelyen futé szaggatott vonal adja meg az
instabil egyensiilyi helyzetet, emellett a gyokfiiggvény irja le a két darab stabil egyensilyi
helyzet értékét.

2.4.2. Transzkritikus bifurkacio

Tekintsiik az 2/(t) = cx(t) — 2%(t) egyenletet, ahol ¢ € R paraméter. Vizsgaljuk az
f(x) = cx — 2? fiiggvény zérushelyeit:

(r)=cx —2*=x(c—2)=0
1=0, Ty=c

8l —

Lathato, hogy az T; = 0 esetén minden ¢ € R esetén egyensulyi pontot kapunk, illetve
az To = c esetén is. Tehat, ha a ¢ # 0, akkor két, amennyiben viszont ¢ = 0, akkor
csupan egy egyenstlyi helyzet van. Ezzel azt is lathatjuk, hogy ¢ = 0 a bifurkéciés pont,
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azonban a ¢ # 0 értékek a (2.13) értelmében regularisak, hiszen a pozitiv és negativ
¢ értékek kornyékén nem valtozik a faziskép. A c értéket elegendGen Kkicsit valtoztatva
topologikusan ekvivalens fazisképet kapunk.

A stabilitas vizsgalataval folytatjuk:

fl(x) =c—2x

@)= 0)=c—2-0=c

(@) =f'(c)=c—2c=—c

¢ < 0 esetén :
¢ = 0 esetén :
¢ > 0 esetén :

¢ < 0 esetén :
¢ =0 esetén :
¢ > 0 esetén :

T, stabil
bifurkaciés pont
T, instabil

To instabil
bifurkéiciés pont
Ty stabil

Transzkritikus bifurkacio

1.00

0.75 4

0.50 4

0.25 1

x  0.00

—0.25 1 7

—0.50 4 1

—0.75 A #

-1.00 T y T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
C

4. dbra. Transzkritikus-bifurkacié normalformajanak bifurkicios diagramja, a szaggatott
vonallal az instabil helyzetet, a folytonos vonallal a stabil helyzetet jeloltiik.

A 4. dbran a transzkritikus bifurkécié normalforméjat lathatjuk. Ez az abra az el6-
z6hez hasonléan a python programozasi nyelvnek a mathplotlib csomagjaval késziilt.
Az abrarol is leolvashatok a mar elzéekben kiszamoltak. Tehat amennyiben ¢ < 0,
lathatunk egy folytonos vonallal jel6lt stabil megoldést az x-tengely mentén, illetve egy
instabil megoldést a harmadik stknegyedben szaggatott vonallal. Ha ¢ > 0, akkor kapunk
egy stabil megoldast az elsd siknegyedben folytonos vonallal, és az x-tengely mentén pe-
dig egy instabil megoldést. Ezzel megkapjuk azt, hogy a ¢ valtozasaval mik a lehetséges
megoldasok, illetve azok stabilitasait.

19



2.4.3. Nyereg-csomé bifurkacié

Tekintsiik az 2/(t) = ¢ — 2%(t) differencidlegyenletet, ahol ¢ € R ismét paraméter. Az
f(x) = ¢ — x? zérushelyei a kovetkezdk:

flx)=c—2*=0 = T*=c

Az egyensiilyi helyzetek ebben az esetben is fiiggnek a ¢ paramétertsl. Az alabbi harom
eset lehetséges:

c < 0 esetén : Nincs egyensulyi helyzet
c=0esetén: 7 =0 1 darab egyensulyi helyzet
c>0esetén: Tos=+y/c 2 darab egyensilyi helyzet

A ¢ = 0 ismételten egy bifurkaciés pont, mivel a két oldalan kiilonbozéek a fazisképek,
a ¢ # 0 értékek regularisak lesznek, mivel negativ és pozitiv értékek koriil nem valtozik
a faziskép. A c értéket elegendden kicsit valtoztatva topologikusan ekvivalens fazisképet
kapunk. Tekintsiik az egyenstilyi helyzetek stabilitasat. Ehhez hatarozzuk meg a derivalt

figgvényt: f'(z) = 2x.
f'(@) = f'(0) = 2(0) = 0
f(@2) = f'(—vc) =2(—/c) = c¢>0esetén: T, stabil
f(xT3) = f'(Ve) = 2(y/c) = c¢>0esetén: T3 instabil

Nyereg-csomo bifurkacio

2.0

1.5

1.0 1

0.5 1

-1.0 1 o

-1.5

~
~ -
-
-
~ .
-~
-
-
-

-2.0 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

5. abra. Nyereg-csomoé-bifurkacié, vagy masnéven fold-bifurkécié normélformajanak bi-
furkacios diagramja, a szaggatott vonallal az instabil helyzetet, a folytonos vonallal a
stabil helyzetet jeloltiik.

Az 5. abran a Nyereg-csom6 bifurkacié normalformajat lathatjuk, hasonléan az el6z6
abrakhoz ez is pythonnal késziilt. Amint az abrara tekintiink, lathato, hogy csak a ¢ > 0
értékek esetén kapunk egyensulyi helyzetet. Azonban a stabilitas vonatkozasaban az elsd
siknegyedben egy folytonos vonallal jelolt stabil egyenstlyi helyzetet kapunk, a negyedik
siknegyedben pedig egy szaggatott vonallal jelolt instabilt.
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3. fejezet

Egydimenziés modellek

Ebben a fejezetben az egydimenziés modellek bifurkacidival foglalkozunk. Bemutatunk
egy altalanos algoritmust, mellyel meg tudjuk hatérozni kiillonb6z6 egydimenzios diffe-
rencialegyenletnek bifurkaciés diagramjat. Az algoritmus ismertetése utan harom konk-
rét példan szemléltetjiikk a szamitogépes modszer 1épéseit. A fejezetben felhasznaljuk
az [5] cikket.

3.1. A szamitogépes modszer 1épései

Az algoritmus bemenetként megkapja a paraméteres differencidlegyenletet, illetve az ab-
ban szerepls fiiggvény derivaltjat. Célunk megvizsgalni, hogyan fiiggnek a paramétertsl
az egyensilyi helyzetek bizonyos tulajdonsagai, mint a szamuk, értékiik és stabilitasuk.
Az algoritmus lépéseit az aldbbiakban ismertetjiik.

Mindenekel6tt bevezetiink egy altalunk meghatarozott definiciot:

3.1. Definicié. Konvergenciavektor
Konvergenciavektornak nevezziik azt a Newton-modszer inditas- és végpontjabol képzett
vektort, mely az el6bbibdl az utoébbiba mutat.

Vegyiink egy tetszéleges intervallumot, melyet osszunk fel N darab egyenls részre,
ezeket a részeket az alabbiakban kosarnak fogjuk nevezni. A felosztott részek végpont-
jaira meghivjuk az 1.3. fejezetben mar definialt Newton-moédszert. Ekkor megkapjuk,
hogy melyik végpontbdl hova konvergal az adott iteracié eredménye. Ezen a ponton
elég, ha a Newton-modszert alacsony iteracioszamra hivjuk meg, mivel ezekben a lépé-
sekben nem a megoldés keresése lesz a cél, hanem a megoldastartomany lecsokkentése.
Ez az iteracidszam az algoritmus esetében harom. Célunk azt vizsgélni, hogy vannak-e
olyan kosarak, melyeket eldobhatunk. Az alapgondolat az, hogy csak azokat a kosarakat
tartsuk meg, amelyekbe mutat konvergenciavektor. A kosarak megtartésa vagy eldobésa
esetén az alabbi szempontok szerint jarunk el:

1. Amennyiben egy kosarba nem konvergal egyetlen végpontbol inditott Newton-
iteracio sem, de legalabb egy konvergenciavektor athalad rajta, ebben az esetben
a kosar eldobhato.
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2. Amennyiben egy kosarba nem konvergal egyetlen végpontbdl inditott Newton-
iteracio sem, és a kosaron pontosan nulla konvergenciavektor halad at, ekkor a
kosarat megtartjuk.

3. Tegylik fel, hogy egy adott kosarba mutaté konvergenciavektorra teljesiilnek az

alabbi feltételek:

(a) A kosar azon végpontjabol inditott konvergenciavektor, melyen a kosarba mu-
taté konvergenciavektor athalad ugyanabba az iranyba mutat, mint a kosarba
mutato konvergenciavektor.

(b) A kosar végpontjabol inditott konvergenciavektor nem az adott kosaraba mu-
tat.

(¢) A kosar végpontjabol inditott konvergenciavektor végpontjaban a fliggvény-
értéek abszolutértéke kisebb, mint a kosarba érkezd konvergenciavektor vég-
pontjaban felvett fiiggvényérték abszolutértéke.

Ekkor ez a kosar eldobhato.

0 1 i 2 i 3 4 5 6 i 7
......... @@ @]
> > < > -~

> > <«

6. abra. 3.3. Példa

3.2. Példa. Ezen a példan szemléltetjiik az algoritmus elsé lépéseit.
e Tekintsiik az els6 kosarat, ebben az esetben az 1 szerint a kosar elhagyhato.

e A maésodik, harmadik kosarnal a 3 miatt a méasodik, illetve harmadik kosar is
elhagyhato.

e Az alapdtlet miatt, miszerint megtartjuk azokat a kosarakat, melyekbe konvergen-
ciavektor mutat, megtartjuk a negyedik, hatodik és hetedik kosarat.

e Az 6todik kosarat a a 2 miatt tartjuk meg.

Igy a megtartando kosarak a kovetkezok: 4-5-6-7.
Az algoritmust a zérushelykereséssel folytatjuk, amit felez6 modszerrel hajtunk végre,

az alabbi lépések szerint:

e A gyokkeres§ algoritmus kiindul egy intervallumbol.

22



e Elinditjuk a Newton-moédszert az intervallum két végpontjabol. A két konver-
genciavektor két-két végpontjara fq, 05,7 és ro-ként fogunk hivatkozni, mint a
bal oldali végpontbol inditott konvergenciavektor két végpontja (¢1,/¢s), illet-
ve a jobb oldali végpontbol inditott konvergenciavektor két végpontja (rq,72).

01,05, és ry € R. Egyes indexszel a kiindulépontot, kettessel a végpontot je-
161;iik.

e Amennyiben /5, vagy ro megoldas, azaz benne van annak e sugara kérnyeztében
hozzavessziik a megoldashalmazhoz.

e Elosz6r zarjuk ki az 0sszes olyan lehetséges esetet, mely esetén nem sziikséges 1j
intervallumokat létrehozni:

1 n_ 2 7. abra. 9 > 1) és ry > 1y eset
Iy Iy
9 l2 h 8. &bra. f5 < 7 és ry < 11 eset
pa 3
| | .
3 1 )2 9. 4bra. ¢5 > 7y eset
r£ r

o A kovetkezs 1épésben 1j hatarokat definidlunk a alabbiak szerint:

ly, amennyiben /1 < f5 < 1y

b= { (1, kiilonben

. ro, amennyiben /1 < ry < ry
Tl — e ee
ri, kiilonben

o Mivel (7 és r] vagy Newton-iteracié végpontja, vagy az el6zd intervallum végpont-
ja, igy ezekbdl a pontokbol nem sziikséges tjabb Newton-iteraciot inditani. Az
intervallum méretét csokkentsiik le mindkét oldalt e-nal.

=0 te

o Hatérozzuk meg ¢7* és ri* szdmtani kozepét, ezt jeloljiik m-mel:

%k k%
0+

m = 5
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e Amennyiben a |[({* —m| < € vagy az |r}* — m| < €, szintén nem készitiink 0j
intervallumot. Ha ez a feltétel nem teljesiil, abban az esetben az [(1*, m], valamint
az [m, r;*]-ban folyatatjuk a gyokkeresést.

e Ha nem marad tobb feldolgozandé intervallum, leallitjuk a keresést.

e A keresés kimenetele egy olyan megoldashalmaz, amely potencidlisan redundans
eredményeket tartalmaz. Az egyméstol maximum két € tavolsagra 1évé pontokat
Osszevonjuk, és az atlagukkal helyettesitjiik. Az igy kapott eredményhalmaz az
algoritmus végeredménye.

A megoldasok megtaldlasa utan a kovetkezs 1épés a stabilitdas vizsgalata, melyet a szo-
késos modon tehetiink meg.

e A derivaltfiiggvénybe behelyettesitjik a kiszamitott egyesilyi pontokat. A stabi-
litasvizsgalatot az 1. fejezetben leirt mdédon tehetjiikk meg. Legyen T egyensilyi
pont. Ekkor

1. ha f'(Z) > 0, akkor instabil,
2. ha f'(z) < 0, akkor stabil egyenstlyi helyzetrsl beszéliink.

e Utolso lépésként kirajzoljuk a bifurkacios diagramot. Vilagos, hogy ehhez meg kell
adnunk a paraméter egy konkrét értékét, hogy a kiilonbozé fiiggvényekre megha-
tarozhassuk a diagramot.

Megjegyzés: Az algoritmus tesztelése soréan felmeriilt a kosarak elhagyasaval torténd
algoritmus futtatasa. Az aldbbi tablazatokban egy bifurkiciés diagram kiplottolasahoz
sziikséges kétszaz (darab) ¢ paraméter értékre meghatarozott (lefuttatott) eredményeket
lathatjuk. Ezeket a szamitasokat a 3.2.1. Példan hataroztuk meg. Az alabbi kédolést
hasznaljuk a tablazat elkészitése soran:

Gyokkeress algoritmus a felez6 modszerrel = GY.

Kosaras algoritmus = K.

A gybkkeres6 algoritmus a kosaras algoritmus inputjat hasznalva = GYK.

A teljes algoritmus a kosarakkal = K + GYK.

Az egyszertiség kedvéért az algoritmus paramétereit a kovetkezGk szerint hivjuk:

£,

kosarak szama = bucket cnt,

Newton-iteraciok szdma a gyokeresésnél = N _it,

Newton iteraciok szama a kosaras algoritmussal = N bucket it

Az intervallum minimum értéke = range min,

Az intervallum maximum értéke = range max.

Hérom kiilonbo6z6 esetben nézziik meg az algoritmus futasi idejét, valamint az iteraciok
szamat. A harom esetben a kosarak szamat, illetve az intervallum hosszat fogjuk
modositani. Tehat tekintsiik az elsd esetet, amikor a paraméterek a kdvetkezsk:
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1. e =107%, bucket_cnt = 100, N_it = 10, N_bucket it = 3, range_min = —1000,
range max = 1000

Iteracioszam Ids
GY 10632 0.14263867900012883
K 20200 0.2701757990000715
GYK 30392 0.5566766459999144
K +GYK 50592 0.8268524449999859

2. Nézziik most kisebb intervallumon és kisebb kosar szamon, azaz:
e = 1074, bucket cnt = 10, N_it = 10, N_bucket it = 3, range_min = —10,
range max = 10

Iteracioszam Ids
GY 10104 0.2598254370000177
K 2200 0.04708848200016291
GYK 12284 0.35135068099998534
K +GYK 14484 0.39843916300014826

3. Es veégiil tekintsiik joval nagyobb intervallumon: ¢ = 107, bucket cnt = 1000,
N it =10, N_bucket it = 3, range _min = —1000000, range max = 1000000

Iterdcioszam Idés
GY 13256 0.19258948799961217
K 200200 5.361473214999933
GYK 211104 5.666620227000294
K +GYK 411304 11.028093442000227

Lathatjuk, hogy mind a harom esetben kevesebb iterdciomszammal és kevesebb fu-
tasi id6vel fut az az algoritmus, amely csak a felezds gyokkeresést hasznélja. Azt is
megallapithatjuk, hogy minél kisebb az intervallum hossza és a kosar szamok arénya,
annal kozelebb lesz a kosaras algoritmus futasi ideje a felezds algoritmuséhoz. A gyor-
sabb futas miatt az alabbi példakat a felezGs gyokkeresds algoritmussal konstrualtuk.
Tekintve, hogy a dolgozat nem vizsgal nem ,szép” fliggvényeket, elképzelhets olyan eset,
amikor sziikségilink lehet a kosaras megvalositasra.

3.2. Példak

Az alabbiakban bemutatunk harom példat, melyeken az algoritmus lépéseit szemléltet-
jiik. Minden példa esetében megtekinthetjiik az analitikus megoldas bifurkacios diag-
ramjat, illetve a numerikus modszer altal készitett bifurkacids diagramot. Ez a fejezet
hasznalja a [4] szakirodalmat.
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3.2.1. Vasvilla-bifurkacio

Legyen x : R — R az ismeretlen fliggvény, ¢ € R paraméter. Tekintsiik a kovetkezd
differencidlegyenletet:

7' (t) = cx(t) — 42®(t), t>0. (3.1)
Az egyenletet atirhatjuk a kévetkezs alakra:
2'(t) = f(x(t)), ahol f(z) = cx — 42® = x(c — 42?). (3.2)

Az egyszeri atalakitast kdvetGen hatarozzuk meg az egyensilyi helyzeteket, tehat f
zérushelyeit:

f(z) =a(c—42®) =0 (3.3)
\/E

T = 0 és 5273 = :|:7 (34)

A paraméter fiiggvényében az egyensilyi helyzetek szama és értéke a kovetkezdképpen
alakul:

0, 1 darab egyensilyi helyzet
0, %, Ty = —‘/TE, 3 darab egyensilyi helyzet

¢ < 0 esetén : T
T

c > 0 esetén : 1 Ty =

Tekintsiik a (3.2) egyenletben szerepls f fliggvény derivaltjat:
fl(x) = c— 1227

Ezek utén helyettesitsiik be az egyensulyi helyzeteket a derivaltfiiggvénybe:

c < 0 esetén : 7, stabil
(@) =f(0)=c c=0esetén:  bifurkacios pont
c > 0 esetén : T, instabil

Az Ty 5 egyensulyi pontok a kovetkezSképpen alakulnak:

[(Ta3) = f’(i\/?é> =c— 12(ﬂ:\/76>2 =c—3c=—-2c<0,

tehat stabil, mivel tudjuk, hogy ¢ > 0 a (3.4) és To 3 € R miatt.

26



Bifurkacios diagram: Numerikusan Bifurkacios diagram: Analitikusan

« Instabil —— stabil
24 . stabil / 24 —— instabil

Egyensulyi helyzetek
(=]
Egyensulyi helyzetek
(=]

‘ ‘ . : ; : ‘ ; . . : : ‘ : :
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 —20 -15 -10 -5 0 5 10 15
Paraméter Paraméter

(a) (b)

10. abra. A vasvilla-bifurkéici6é bifurkaciés diagramja az algoritmussal, illetve az analiti-
kus megoldas bifurkacids diagramja.

A 10b. abran a (3.1) differencidlegyenlet analitikus megoldésait, mig a 10a. abran a
numerikus modszer altal meghatarozott megoldasokat lathatjuk. Egységesen zold szin-
nel jeloltiik a stabil egyensilyi helyzeteket, pirossal az instabil egyensilyi helyzeteket.
Lathatjuk, hogy a jobb oldali abrat folytonos vonallal van meghatarozva a diagram,
ennek az az oka, hogy ott a kiszdmitott pontos megoldas szerint készitettiik az abrat
a python programozasi nyelv segitségével. Ezzel szemben, ahogy mar emlitettiik, a bal
oldali abra az altalunk készitett numerikus modszer segitségével készitettiik, igy ezen az
abran pontokkal dbrazoltuk a megoldasokat. Lathato, hogy a mddszerrel megkapott di-
agram szabad szemmel nagyon szépen illeszkedik az analitikusan szamitott diagrammal,
de a modszer pontos hibaanalizisérsl a dolgozat 5. fejezetében olvashatunk.

3.2.2. Transzkritikus bifurkacio

Legyen az el6z6 egyenlethez hasonléan z : R — R az ismeretlen fliggvény, a ¢ € R
paraméter. Vizsgaljuk az alabbi egyenletet:

2(t) =x(t)(z(t) — 1+ ¢)
azaz 2'(t) = f(x(t)), ahol: (3.5)
F@) =2z —1+c)

Az egyensilyi helyzetek a kovetkezdsk:
T = 0 és fg =1-—c
A derivalt fiiggvény:

fl(x)y=2z—-1+c.
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Az egyensiilyi pontok behelyettesitése a derivalt fiiggvénybe:

fl@)=f0)=2-0-14+c=-14c¢

c<1: Ty stabil
c=1: bifurkaciés pont
c>1: T instabil

f(@)=f(1-c)=2(1-c)—1+c=1-c

c>1: Ty stabil
c=1: bifurkacios pont
c<1: T instabil

Bifurkacioés diagram: Numerikusan

20 4 \\ +  Instabil
~. - Stabil

15 4 S

10 ",

Egyensulyi helyzetek
(=]

_10 e \
-15 | I

—20 4

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Paraméter

(a)

Egyensulyi helyzetek

20

15 4

10 4

—-10

-15

—20 4

Bifurkacids diagram: Analitikusan

= Stabil
= Instabil

T
-20

T
-15

-10 -5 0 5 10
Paraméter

(b)

T T
15 20

11. abra. A transzkritikus-bifurkacio bifurkaciés diagramja az algoritmussal, illetve az
analitikus megoldas bifurkacios diagramja.

A 11. abran a (3.5) differencidlegyenlet numerikus, illetve analitikus ,specialis meg-
oldasait” lathatjuk, azaz az egyensiilyi pontok értékeit a ¢ paraméter fiiggvényében.
Az el6z6ekhez hasonloan zolddel a stabil egyensulyi helyzeteket, pirossal az instabil
egyensulyi helyzeteket jeloltiik. Mint ahogy mar emlitettiik a 11a. abran az algoritmus
segitségével meghatarozott, pontokkal abrazolt bifurkacios diagramot lathatjuk.

3.2.3. Nyereg-csomé bifurkacié

Eddig olyan példakat mutattunk be, melyek az algoritmus szemléltetése céljabol hasznos-
nak bizonyultak, de nem egy ismert modellt irtak le. Ebben a példdban egy populacios
modellt fogunk vizsgalni, melynek elemzésében a [11] dolgozatot hasznéaltuk fel. A po-
pulaciot most biologiai vonatkozasban értjiik, azaz egy adott faj azon egyedei, amelyek
egy adott helyen és adott idében egyiitt élnek. Ebben a modellben populécié szamat a
kovetkezs tényezdk fogjak befolyasolni:
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e szaporodas,
e vadaszat,
e kornyezeti kapacitas.

Lathato, hogy ennek az egyenletnek van olyan paramétere, mely valtozaséval a megol-
dasok is valtozhatnak, igy érdemes megvizsgalni, hogyan alakul a bifurkacios diagramja.
Tekintsiik az alabbi biologiai modellt az un. Verhulst-féle populacidés modellt, amely te-
kintettel van arra, hogy a populacié véges eréforrassal rendelkezik (pl. taplalék), tehat
véges lesz az kornyezeti kapacitas.

Legyen N : [0,00) — [0,00) az ismeretlen fiiggvény, ahol N(t) jelolje egy populécio
méretét a t > 0 idépontban.

A K > 0 legyen a kornyezeti kapacitas, b > 0 a szaporodési rata, V' > 0 a vadaszati
rata.

Ekkor a véges eltartoképességet leird differencidlegyenlet a kdvetkezdképpen irhato fel:

N'(t) =b- N()(K — N(t)) =V = f(N(t))

A kovetkezs 1épésként a szokasos modon kiszamitjuk az N egyensulyi helyzeteket fi-
gyelembe véve, hogy N > 0, mivel a populacié mérete nem lehet negativ. Keressiik az
alabbi egyenlet megoldésait:

f(N)=0

M) =b-N-(K-=N)=V =0
VKN —bN" —V =0

bN> —bKN +V = 0.

Megoldjuk a masodfoki egyenletet a megoldoképlet segitségével:

_ bK + VB2K? — 40V K K\?> V
Nip= o =5 =+ ( ) -5 (3.6)

2

Legyen V' = 0, azaz tekintsiik a modellt abban az esetben, amikor nincs vadaszat. Ekkor
az egyenletet csak a b sziiletési rata és a K kornyezti kapacitas hatarozza meg. Tehat

— K K
Ni=———=

1 5 5 0 és
— K K
N:— _— =

2 2—!—2

Tudjuk, hogy Nl’z valos szam, tehat a (3.6)-ban a gyok alatt nemnegativnak szamnak
kell lennie, azaz:
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Meghataroztuk azt az értéket, amely egy hatarpontot fog képezni a populéciés modell-
ben. Lathato, hogy a Vi, a vadaszati rata kritikus értéke, két paramétertsl fog fliggeni,
a b sziiletési ratatol, illetve a K kornyezeti kapacitastol. A Vi tehat a vadaszati rata
azon értéke, amelynél a populacié még tulél, de ennél nagyobb érték esetén a populacio
kihal. Az egyensilyi helyzetek stabilitdsahoz tekintsiik a derivaltfiiggvényt:

F(N) = bK — 2bN

Tekintsitk az N = N; pontban a derivalt a sajatértékeinek valos részének elGjelét a

V' # Viait esetén:

Ebben az esetben az egyensilyi helyzet instabil lesz.
Tekintsiik az N = Ny pontban a derivalt a sajatértékeinek valos részének elGjelét a

V' # Viait esetén:

2
J'(Na) = —2b (%) — % < 0.

Ebben az esetben az egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabil lesz. A 12. abran az
egyensulyi helyzetek értékét latjuk az idében a vadaszati rata négy értéke esetén. Eb-
ben a négy esetben megvizsgaljuk az egyensulyi helyzetek szamaét, illetve az egyensulyi
helyzetek értékét. Ezek az abrak szintén a python programozasi nyelvvel késziiltek.
Matematikai szempontboél dbréazolhatnank az egész stkon a megoldasokat, de mivel most
egy valos biologiai modellel dolgozunk, igy, mint ahogy méar emlitettiik, csak a nemnega-
tiv N(t) értékeket vesziink figyelembe. Meghataroztuk a differencidlegyenlet egyensulyi
helyzetetit, majd a numerikus modszerrel kiszamitottuk kiillonb6zs kezdeti értékkel a kii-
16nb6z6 megoldéasokat, ezt kovetGen megfigyeltiik az eredményeket. Az dbriakon azokat
az eredményket kaptuk, amit vartunk.

1. A 12a. abran lathatjuk az elsd esetet, amelyben fentiekben is kiszamoltak szerint a
Vi = 0 esetet vizsgaljuk. A szamitasok utan nem meglepd, hogy ebben az esetben
két egyensilyi helyzet jelenik meg, és azt lathatjuk, hogy a K koérnyezeti kapacitas
egy aszimptotikus értéket ad a megoldésoknak.

2. A 12b. dbran a masodik eset lathato, amikor a 0 < V5 < Vi, ebben az esetben is
két egyensiilyi helyzet van. Amennyiben a populacié kezdeti mérete kell6en nagy, a
kiilonbo6z6 értékekrsl inditott megoldasok a felsé egyenstilyi ponthoz konvergalnak.
Tl kicsi kezdeti populaciéméret esetén azonban a populéacié kihal.

3. A 12c. abran a V3 = Vi, esetben azt lathatjuk, hogy a populécié egy része kihal,
amennyiben kezdetben a populécié mérete nem volt elég nagy, azaz tal kevesen
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== EH=6.0

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0
1dé

(c) V3 = Vigit

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0
Idé

(b) 0< Vo< Vkrit

== EH=0.0

Q 000 H

.0 2.5 5.0

7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0
1dé

(d) ‘/4 > Vi{rit

0

12. abra. Az egyensiilyi helyzetek valtozésa a vadaszati rata fiiggvényében.

voltak az egyedek. Am amennyiben a populacié kezdeti mérete elég nagy volt,
tehat elég sokan voltak az egyedek, abban az esetben a megoldésok konvergélnak
az egyensulyi ponthoz, amib&l ebben az esetben egy van és éppen K /2-vel egyenld.

Tekintsiik a 12d. d4bran az utolsé esetet, amikor a V, vadészati rata nagyobb lesz,

mint a kritikus érték. Ekkor a populacié barmely kezdeti méret esetén kipusztul.

A 13. abran az el6z6 példdkhoz hasonléan a numerikus modszerrel készitett, pontokkal
abrazolt bifurkacios diagramot lathatjuk, mellette az analitikus megoldéssal meghataro-
zott bifurkacids diagram lathatoé. Ezen a két abran a bifurkacios diagramon til lathatjuk
az egyensulyi helyzetek valtozasat a V' vadészati rata fiiggvényében. Ezeket az eseteket
vizsgaltuk az eléz6ekben, a 12. abrak elemzésekor. Ugyanazzal a szinnel lathatjuk a 13.
abran ezeket az egyenstlyi helyzeteket, mint a 12. abran, ezzel is segitve az atlathato-
sagot. A 13. dbran még attekinthetébb, hogy a V' paraméter valtozasaval a populécio
hogyan valtozik.
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Bifurkacios diagram: Analitikusan

Bifurkacios diagram: Numerikusan

20 —— Instabil
-+ Instabil —— Stabil
«  Stabil 15 4 ® V.1=0
15 4 e V.1=0 e 0<V2<Vkrt
® 0<V2<Vkrit ~ ® V_3=V kit
% ® V_3=\ krit % 104 ® V. 43>V krit
o 104 ® V_4>V krit N
N =
= 2
[
£ 4] BN
= 3
3 2
a ]
[ 3 0 L
S d w
fin]
54
5
10 -10 T T r r
- T T T T _
1S . o 2 - P 10 0 10 20 30 40

Paraméter Paraméter

13. abra. Az egydimenzios algoritmussal meghatarozott bifurkacios diagram, valamint
az analitikus megoldas bifurkacios diagramja a populaciés modell esetén. Abréazoltuk
a diagramokon a V' vadaszati rata négy kitiintett esetét is, ezzel is szemléltetve a V'
paraméter viselkedését.
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4. fejezet

Kétdimenzios modellek

Ebben a részben a 3. fejezethez hasonléan jarunk el. Bemutatjuk az altalunk készitett
algoritmust a kétdimenziés modellek bifurkacios diagramjainak készitésére, majd ha-
rom példan szemléltetjiik a numerikus modszer 1épéseit, illetve annak eredményét abrak
segitségével.

4.1. Az algoritmus lépései kétdimenziéban

Az algoritmus az egydimenzioés esethez hasonléan bemenetként kapja a kétdimenzios dif-
ferencialegyenletet és az abban szerepld fiiggvények derivaltjat, azaz a Jacobi-matrixot.
Az el6z6ekhez hasonldan itt is azt fogjuk vizsgalni, hogy a paraméterek valtozasaval
hogyan véltoznak az egyensilyi helyzetek, azok szédma és stabilitasa.

Tekintsiik az algoritmus lépéseit:

1. Tartomany sziikitése, gyokkeresés

e ElsG lépésként a kosaras algoritmus egy egyszertisitett valtozatat implemen-
taljuk. Felosztjuk a sikot minimum és maximum értékek meghatéarozasaval
kosarakra. A kosarakra most tekinthetiink gy, mint egy négyzetracsra. A
négyzetracs minden pontjabol elinditunk egy-egy Newton-iteraciot. Ezt ugy
tessziik meg, mint ahogy az egydimenzios esetben, tehat csak alacsony itera-
cioszdmmal. Ez az algoritmusban ismételten harom.

e Az egydimenzités algoritmushoz képest a kosarak elhagyasaval sokkal dvato-
sabbnak kell lenniink, nem tudunk olyan egyszert logika mentén kosarakat
elhagyni. Akkor hagyunk el egy kosarat, amennyiben az adott kosdrba nem
mutat konvergenciavektor, tehat a négy sarkabol inditott konvergenciavek-
torok kimutatnak beléle. Csak ezeket a kosarakat fogjuk ebben az esetben
elhagyni. (Az algoritmus ezen szakasza még nem az explicit megoldaskeresés
céljabol sziikséges, hanem a keresési intervallum csokkentése végett. Ezért te-
hetjiik meg, hogy alacsony iteracioszammal hivjuk meg a Newton-modszert.)

e A lehetséges kosarak elhagyasa utan egy sziikebb tartoményban keressiik a
megoldasokat. A lesziikitett tartoményok azok a tartoményok, amelyeket a
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nem eldobott kosarak hatéaroznak meg. Ezt a tartomanyt felosztjuk négyzet-
racsokra, majd ezek minden pontjabol inditunk egy-egy Newton-iteraciot, de
mar tiz iteracioszammal. Ezzel megkapjuk a zérushelyeket, azaz az egyensulyi
helyzeteket.

2. Stabilitds meghatdrozasa

e ElGszor a megkapott egyensulyi helyzetekben kiértékeljiik, az algoritmusnak
mar megadott Jacob-matrixban, majd a behelyettesités utan meghatarozzuk
a kapott matrix sajatértékeit. Ezt a szamitogépes megoldasban (numerikus)
beépitett sajatérték fiiggvénnyel végeztiik el, az analitikus megoldésban alta-
laban determinans szamoléssal.

e Kétdimenzioban az 1.1. fejezetben ismertettiik a sajatértékektsl fiiggs stabi-
litasi fogalmakat, itt ennek segitségével jarunk el. Lathato, hogy ez is joval
Osszetettebb probléma, mint az egydimenzios volt.

e Utolso 1épésként kirajzoljuk a bifurkacios diagramot.

4.2. Példak

Az alabbiakban harom nemlinearis kétdimenzios példaval szemléltetjiik az algoritmus
lépéseit. Ezt kovetGen lathatunk majd abrédkat az adott rendszerek fazisportréjairdl,
illetve a bifurkécios diagramokrol.

4.2.1. Transzkritikus bifurkacio

Legyen az z : R — R az ismeretlen fiiggvény, a ¢ € R paraméter. Tekintsiik az alabbi
masodrendd nemlinearis differencidlegyenletet:

2" (t) + e’ (t) + x(t)[1 — z(t)] = 0. (4.1)

Az 1. fejezetben bemutatott 1.3. Tétel, azaz az atviteli elv értelmében irjuk at a masod-
rendd egyenletet két elsérendt differencidlegyenletre. Ehhez jelolje y = 2/, tehat 3/ = a”.
Ekkor a masodrendi egyenletbdl kapunk egy differencidlegyenlet-rendszert, amely a ko-
vetkezSképpen alakul:

=y
y =—cy—z(1—12)
A kovetkezs 1épés az egyenstlyi helyzetek meghatéarozasa:
?=0 & F=0 (4.2)

y=0 & —cy—z(l—2)=0
Tudjuk, hogy 7 = 0. Tehat —z(1 — x) = 0. Azaz

5120, 52:1
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Eszerint az egyensilyi helyzetek a kovetkezdk lesznek:

(71,9) = (0,0) & (T2,7) = (1,0).

A stabilitas vizsgalatahoz meg kell hataroznunk a differencialegyenlet-rendszerben sze-
repld fliggvény Jacobi-matrixat:

i 01
J(,y) =\ 55 5F :( )
52 8—; —1+22 —c

Helyettesitsiik be a kiszamolt egyensiilyi pontokat az imént meghatarozott Jacobi-
matrixba:

Ji = J(0,0) = (_01 _16) és Jo— J(1,0) = ((1) —1@> .

ElGszor a J; matrix sajatértékeit szamitjuk ki:

= (=N (=c=AN) = (=) =M +ecA+1=0.

det(.J, — AI) = ‘:i b A'

Egy masodfoku egyenletet kapunk, amit a megoldoképlet segitségével oldunk meg:

Vizsgaljuk meg a diszkriminanst.

o Hac?—4 >0, akkor \;, \s € R. Ekkor ¢; > 2, vagy cp < —2 ezt a két esetet kiilon
kell vizsgalnunk.

— Tekintsiik a ¢; > 2 esetet. Ekkor lathato, hogy a A1 1, A2 < 0, mivel —¢; <0
és tudjuk, hogy ¢ — 4 > 0. Ekkor

—c; — /3 —4

< 0.
2

Emellett

_ /24
at 5 a < 0, mivel ¢; > Ve — 4.

igy a ¢; > 2 esetben A1, A2 < 0, tehat a (0,0) pontban stabil csomdt
kapunk.

— Tekintsitk a c; < —2 esetet. Ekkor lathato, hogy a A, Ag2 > 0, mivel
—(—cg) > 0 és tudjuk, hogy ¢* — 4 > 0. Ekkor

—C Vc%_4>0
2 )
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Emellett, mivel két pozitiv szamot hasonlitunk 6ssze, igy az alabbi négyzet-
reemelés elvégezhets:

co>/cE—4 = >c—4

—Coy — /3 —4
2

igy a co < —2 esetben Ag1,Ag2 > 0, tehat a (0,0) pontban instabil csomdt
kapunk.

> 0.

e Ha ¢? —4 < 0, akkor A\, \y € C. Ekkor c3 € (—=2,0), ¢4 € (0,2), haa —2 < ¢3 <0,
akkor a Re A3 1, Re A3 > 0, tehat instabil fokuszt kapunk. Amennyiben a 0 < ¢4 <
2, akkor a Re Ay 1,Re Ay 2 < 0, tehat stabil fokuszt kapunk.

e Haac?—4 =0, akkor A2 € R, tehat a c5 = —2-hoz tartozo sajatérték A5 =1 és
a cg = 2-hoz tartozo sajatérték A\ = —1. Mivel mindkét esetben kétszeres sajat-
érték van, igy az elGjelek meghatérozasa utan lathatjuk, hogy a A5 1 = 1 sajatérték
miatt c; = —2-nél elfajult instabil csomot kapunk, a A\¢; = —1 sajatérték miatt
ce = 2-nél elfajult stabil csomdt kapunk.

e Egy esetet hagytunk csupan ki, amikor a ¢ = 0, ekkor azt kapjuk, hogy a Re A = 0,
tehat centrumot kapunk.

Tehat lathato, hogy a ¢ = —2;0; 2 esetén bifurkaciés pontokat kapunk. Az atlathatosag
kedvéért tekintsiik az alabbi tablazatot:

c< —2 c=—2 —2<c<0 c=0 O<ec<?2 c=2 c>2
Instabil Elfajult Instabil Stabil Elfajult Stabil

. ) ) , Centrum i i 3 ,
csomo | instabil csomo fokusz fokusz stabil csomoé | csomod

2. tablazat. Stabilitasi tipusok ¢ paraméter szerint a (0,0) egyensilyi helyzetben.

Tekintsiik a Jo matrixot. Az el6z6 1épésekhez hasonldéan hatarozzuk meg a sajatér-
tékeket:

A 1

det(Jg—)\I):‘ 1 —e— )\

':(—A)(—C—A)—1:A2+CA—1:0.

A masodfoku egyenlet megoldoképletébdl:

—ct+c2+4

Ao = 5

Ebben az esetben tudjuk, hogy ¢* +4 > 0 minden esetben, igy A; < 0 és Ay > 0, mivel
avc2+4 > |c]. Tehat az (1,0) pont nyereg.

A 14. abran a (4.1) masodrendii differencidlegyenlet fazisképeit lathatjuk a ¢ =
—3,—-2,-1,0,1,2,3 esetben. A paraméterértékeket gy hataroztuk meg, hogy a (4.1)
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Bifurkacios diagram

0.8 1

e Stabil csomé
+ Instabil csomd
s Stabil fékusz
Instabil fokusz
e Nyereg
Centrum
Elfajult stabil csomo
¥ Elfajult instabil csomé

e
o
L

Egyensulyi helyzetek
I
=
|

0.2 4

[0 AP PR — X A -

T T T T T
—4 -2 0 2 4
Paraméter

15. abra. Transzkritikus bifurkacié bifurkacios diagramja.

feldatban minden el6forduléd fazisképet lathassunk. Az abrakon piros pontokkal jelol-
tiik az egyensulyi pontokat, amik nem fiiggnek a paramétertsl, ahogy ezt a szamitas is
alatamasztja. (A két késébbi példaban olyan eseteket fogunk vizsgalni, amikor méar az
egyenstlyi pontok is fiiggnek a paramétertdl.) Lathatjuk, hogy az (1,0) pontban mindig
nyereg faziskép van, de a (0,0) pontban a paraméter valtozasaval folyamatosan valtozik
a faziskép. Ennek az értelmezésében a 2. tablazat segit.

A 15. abréan a (4.1) feladat a bifukécios diagramjat lathatjuk. A (0,0) pontban lathat-
juk a hét megjelend fazisképet, emellett az (1,0) pontban lathatjuk, hogy végig nyereg
fazisképet kapunk. Ez konzisztens a szamitésainkkal és a 14. dbréaval is. Az is lathato a
(0,0) pontnal, hogy a negativ oldalon minden stabilitas instabil, mig a pozitiv oldalon
stabil. Az abra a kétdimenzios algoritmus megoldasait hasznalja, és ementén késziti el
a bifurkaciés diagramot. Az abrak — ahogyan eddig is — a python programozasi nyelvvel
késziiltek.

4.2.2. Vasvilla-bifurkacio

Ez a példa szamitésok nélkiil a [12] szakirodalom 29. oldalan talalhato.
Valamely a € R mellett tekintsiik a ¢ € R paramétert tartalmazo6 differencidlegyenlet-
rendszert:

{ v=y-ar (4.3)

Yy =cx—=x
Ezt kovetGen hatérozzuk meg az egyensulyi helyzeteket:

¥’r=0 & y—ar=0 & y=azx
Y=0 & ca-2"=0 & z(c—2%)=0,
azaz:a:lz()vagyc—xgzo & x%zc & xgg,:j:\/E
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Az egyensilyi pontok tehat a ¢ < 0 esetén az T, = 0,7; = o, ekkor az origd lesz
az egyetlen egyensulyi helyzet. Amennyiben a ¢ = 0, az Ty 3 = 0 = 71, igy ebben az
esetben is az origo lesz az egyensiilyi helyzet, emellettt bifurkaciés pont lesz. Amennyi-
ben a ¢ > 0, ekkor az T lehetséges értékei az Ty = 0, az Ty = /¢, és az Ty = — /c.
Az Yy, = ax o3 valtozatlan marad. Igy harom egyensulyi helyzet lesz a ¢ > 0 esetén:
(07 0)7 (\/E? Oé\/E); (_\/Ea _a\/z)‘

Az egyensiilyi helyzetek meghatarozasa utan a kévetkezs 1épés a Jacobi-matrix megha-
tarozasa:

san=( TG o)

A szokasos modon behelyettesitjiik a J matrixba a meghatarozott egyenstlyi pontokat.
Tekintsiik a (0,0)-ban a J-t:

Jy = J(0,0) = (_CO‘ é)

det(Jy — M) = ’_O‘ AL

_A' =(—a— AN (=) —c=XN+a\—c

Ekkor:

Legyen példaul o = 0,3. Vizsgaljuk a diszkriminanst.
e Tekintsiik a D = 0 esetet, ekkor \; o € R egyszeres sajatérték:
03°+4c=0 < 009=—-4c & c=-0,0225

Ekkor Ao < 0, igy elfajult stabil csomdt kapunk a (0,0) pontban ¢ = —0,0225
esetén.

e Tekintsiik a D < 0 esetet, ekkor A, Ay € C :
0,32 +4c<0 <« 009<—4c < c< —0,0225.

A A1, A € C, tehat csak a sajatértékek valos részét kell vizsgélnunk, igy Re A; o <
0. Az origd ¢ < —0,0225 esetén stabil fokusz.

e Tekintsiik a D > 0 esetet, ekkor A\, Ay € R :
0,3%244c>0 < 009>—-4c < c¢>—0,0225.

1. Elgszor tekintsiik a
N\ = —0,3 — /0,32 + 4c
P 2
sajatértékeket. Ekkor lathatjuk, hogy Ay < 0.

39



2. A masik sajatérték:

v 203403 4 4c
2 = .
2

Amennyiben ¢ € (—0,0225,0), akkor Ay < 0. Amennyiben ¢ > 0, akkor
Mg > 0.

Igy ha ¢ € (—0,0225,0), akkor A, Ay < 0, tehat stabil csomdt kapunk. Ha ¢ > 0,
akkor A\; < 0 < Ay, tehat nyerget kapunk a (0,0) pontban. Ha ¢ = 0, akkor
A < 0, = 0. Ez bifurkdcios pont.

A ¢ = 0 bifurkéiciés pont mellett a ¢ = —0,0225 érték is bifurkacios pont lesz.

c < —0,0225 | ¢ = —0,0225 | —0,0225 <c <0 c=0 c>0

Stabil Elfajult Stabil Bifurkacios
fokusz stabil csomo csomo pont

Nyereg

3. tablazat. Stabilitasi tipusok a ¢ paraméter szerint a (0,0) egyensulyi pontban.

Térjiink 4t a masik két egyensilyi helyzetre. Vegyiik észre, hogy a Jacobi-matrixba
valo behelyettesités utan ugyanazt a matrixot kapjuk:

J(+/¢,0,3v/c) = J(—/c,—0,3\/c) =: J,
Mivel:

R T e P I G

ekkor
—-03—-X 1

det(Jg - ]/\) = ‘ 9 Y

':)\2+0,3)\+2c:0,

tehéat

—0,3 £+ /0,32 — 8¢

A2 = 5

Vizsgéljuk a kifejezés diszkriminansat.
e Amennyiben D > 0, akkor A{, Ay € R:

0,32—-8>0 < 03 >8 <« ¢<0,01125.

Ebben az esetben lathato, hogy A1, Ay < 0, igy stabil csomot kapunk.

Tudjuk, hogy ez a két egyenstlyi helyzet csak a ¢ > 0 esetben létezik, igy vizsgaljuk
meg azt a legkisebb értéket, amit még felvehet, azaz a ¢ = 0 kitiintetett esetet.
Ekkor a A\ = 0, Ay = —0,3, igy ¢ = 0 esetén bifurkdcios pontot kapunk.
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e Amennyiben a D < 0, akkor A;, A\ € C :
032 -8 <0 < 03°<8 < 001125<ec.

Ekkor mivel csak a Re \ értékét kell vizsgalnunk, igy megkapjuk, hogy a Re A\; 2 <
2, tehat stabil fokuszt kapunk.

e Amennyiben a D = 0, akkor A € R egyszeres sajatérték lesz:
03°—8=0 < 03*°=8 <« 001125 =c.
Tehat a A\ o = —0,15 < 0, igy elfajult stabil csomot kapunk.
A ¢ = 0 bifurkacioés pont mellett a ¢ = 0,01125 érték is bifurkacioés pont lesz.

c=0 |0<c<001125| ¢=0,01125 | ¢ > 0,01125

Bifurkécios Stabil Elfajult Stabil
pont csomo stabil csomo fokusz

4. tablazat. Stabilitasi tipusok a ¢ paraméter szerint a (1/c,0,31/c) és (—/c, —0,3/¢)
egyensulyi helyzetekben.

A 17. abréan a kétdimenzios vasvilla-bifurkéciot leird (4.3) differencidlegyenlet faziské-

peinek valtozéasait lathatjuk. Mint ahogyan a transzkritikus bifurkaci6 esetében is, most
is a (4.3) feladatban elfordulo osszes fazisképet lathatjuk. Ahogyan méar korabban is em-
litettiik, ebben a példaban az egyenstlyi helyzetek fiiggnek a paramétertsl, igy megfigyel-
hetjiik, hogy amikor ¢ < 0 vagy a ¢ = 0, akkor csak egy egyensiilyi pont van, de a ¢ > 0
esetén mar harom egyensiilyi pont lesz. Ezt az dbrakon is konnyen felismerhetjiik. A 17.
abra tiz alesetet szemléltet a ¢ = —0,03; —0,0225; —0,01;0;0,01;0,01125; 0,02;0,1;0, 5; 1
értékekkel. A 3. és a 4. tablazatok segitségével hataroztuk meg ezeket az értékeket.
A 16. abran a bifurkécios diagramot lathatjuk. A paraméterértékeket le kellett szorita-
nunk —0,04 és 0,02 kézé ahhoz, hogy latszodjon a (4.3) rendszerben megjelend Gsszes
kiilonboz6 faziskép. Ez az oka annak, hogy a masik két kétdimenzios bifurkacios diag-
ramnéal sokkal tdgabb felbontédsban lathaté az abra. Ezt az abrat a numerikus modszer
megoldasaival készitettiik a python programozéasi nyelvvel. Lathato, hogy a ¢ = 0,01125
paraméternél a bifurkacios diagramon nem jelenik meg az elfajult stabil csomé faziskép,
azonban az analitikus szamitasunk helyes. A numerikus kerekités miatt a D nem lesz
pontosan 0, csak nagyon kozel hozza, igy a sajatértékek nem pontosan azok lesznek, mint
amit kiszamitottunk, hanem \; 5 = —0,15+2-107% ([-0.15+2e-9j, -0.15-2e-9j]).
Igy lathatjuk, hogy a szamitogép kettd komplex sajatértéket szamol, aminek a Re A < 0,
igy a ¢ = 0,01125 paraméterértéknél a numerikus megoldé stabil fokusz fazisképet sza-
mit.

4.2.3. Nyereg-csomo6-bifurkacio

Tekintsiik az alabbi differencidlegyenlet-rendszert a ¢ € R paraméter mellett:

{x’:c+x2
y ==Yy
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Bifurkacios diagram

« stabil csomé

e Stabil fokusz

010+ * Nyereg

¥ Bifurkacids pont
Elfajult stabil csomo

0.05 4

0.00{  seescssesessscssssesessscsssiioresssscsssansssssssssssesssssssssscisesssstacasestesessenses

Egyensulyi helyzetek

—0.05 1

—0.10 4

T T T T T T
—0.04 -0.03 —0.02 -0.01 0.00 0.01
Paraméter

16. abra. A vasvilla-bifurkaci6 bifurkacios diagramja a (4.3) feladat esetén.

Szamitsuk ki az egyensulyi helyzeteket:
P=c+a’=0 = 1P=-c = Tp=+V-c

c<O0esetén: (T12,7) = (£v—c0), (73,7)=(0,0) 3 db egyenstlyi helyzet
c=0esetén: (73,7) = (0,0) 1 db egyenstilyi helyzet
c > 0 esetén : Nincs egyensulyi helyzet

Tekintsiik a Jacobi-matrixot:

J(z,y) = (2096 _01> ,

2r — \ 0
0 —1—-A

Ezt kévet&en nézziik meg, hogy a ¢ paraméter valtozasaval milyen fazisképeket kapunk.

det(J—I)\)_< >—(2x—/\)(—1—)\):>)\1—2x,)\2——1.

1. eset: c =0 esetén a (0,0) az egyetlen egyenstlyi helyzet. Behelyettesitve a sajat-
értékekbe az kapjuk, hogy: Ay = 0,y = —1. A (0,0) egyensulyi helyzet esetén a ¢ = 0
bifurkdcios pont.

2. eset: ¢ < 0, akkor harom egyensulyi helyzet van, ezek a kovetkezdk:
(+£v/=¢,0), (0,0).
Amennyiben (—v/—c,0), akkor A\3 = —2v/—c, \y = —1. Ekkor egy stabil csomdt kapunk.
Amennyiben (v/—c,0), akkor A\3 = 2v/—c, \y = —1. Ekkor egy nyerget kapunk.
A (0,0) egyensulyi pontban az elgbbiekben mar meghataroztuk, hogy a ¢ = 0 bifurkdcids
pont.
A 18. abran az el6z6ekhez hasonléan a fazisképek alakulalasat lathatjuk a ¢ =
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18. abra. A (4.5) feladathoz tartozo fazisportrék ¢ = —1; —,5;0;0, 5; 1 értékek mellett.
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—1;—,5;0;0,5;1 esetben. Most is megtekinthetjiik, hogy az egyensiilyi pontok fiiggnek
a paraméterértékétsl: ¢ > 0 esetén nincs egyensulyi helyzet, ¢ = 0 esetén egy egyensilyi
helyzet van, és ¢ < 0 esetben harom egyensulyi helyzet van.

A 19. abran a (4.5) feladat fazisképeinek valtozasat mutatjuk be a ¢ paraméter fiigg-
vényében. Ez az abra is az algoritmus megoldasaval késziilt a python programozasi
nyelvvel.
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Bifurkacios diagram
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19. abra. A nyereg-csom¢ bifukacio bifurkacios diagramja a (4.5) feladat esetén.
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5. fejezet

Hibaanalizis

A dolgozat ezen szakaszaban az altalunk kifejlesztett egy- és a kétdimenzios algoritmusok
hibajat vizsgaljuk. Ehhez definidljuk az alapveté fogalmakat, majd tablazat és &dbrak
segitségével mutatjuk meg az algoritmusok megbizhatosagat. Ebben a fejezetben az [1]
konyvet hasznaljuk fel.

5.1. Az egydimenzibs algoritmus hibaanalizise

Egydimenziéban a 3. fejezetben bemutatott 3.2.1. példanal vizsgaljuk meg a numerikus
modszer hibajat. Tekintsiik az aldbbi definiciokat:

5.1. Definici6. Abszolut hiba
Adott egy u € R", illetve az u-nak egy kozelitése v € R™. Ekkor a v abszolit hibajanak
az |u — v| értéket nevezziik.

5.2. Definici6. Relativ hiba
Adott egy u € R", illetve az u-nak egy kozelitése v € R". Tegyiik fel, hogy v # 0. Ekkor
u — vl

] értéket nevezzik.
U

a v relativ hibajanak az

5.1.1. Egydimenziés vasvilla-bifurkaci6

Tekintsiik a 3.2.1. példat, lattuk a feladat analitikusan kiszamitott egyensulyi pontja-
it. A 10a. és a 10b. édbra kozott szabad szemmel nincs szignifikans eltérés. Tekintve,
hogy ismerjiik az analitikus megoldasat a feladatnak, konnyedén meg tudjuk hataroz-
ni a kozelités abszolat és relativ hibajat. Vilagos, hogy sziikséges feltétel az analitikus
megoldhatosag a hibak kiszamitasahoz. Tudjuk, hogy a (3.2) egyenletnek az egyensilyi
helyzetei a kovetkezdk voltak:

¢ <0 esetén :

T, =0, 1 darab egyensulyi helyzet
c > 0 esetén : T ,

Ty = /¢, T3 = —/c, 3 darab egyenstlyi helyzet

Tekintsiink egy olyan esetet, amikor harom egyensulyi helyzete van az egyenletnek, tehat
példaul legyen ¢ = 1,2. Jelolje € > 0 tovabbra is a Newton-modszer hibakolatjat e.
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1. El6szor € = 1074 értékkel tekintjiik a hibakat:

Pontos megoldéas | Numerikus megoldas | Abszolut hiba | Relativ hiba
1.09545e+00 1.09546e+00 1.10373e-05 | 1.00756e-05
0.00000e+00 0.00000e+00 0.00000e+00 -

-1.09545e+00 -1.09546e+00 1.10373e-05 | 1.00756e-05

5. tdblazat. A numerikus modszer hibai: ¢ = 1,2, illetve ¢ = 1074 esetén.

2. Nézziik e = 1077 értékkel a hibak alakulasat:

Pontos megoldas | Numerikus megoldéas | Abszolut hiba | Relativ hiba
1.09545e+00 1.09545e+00 8.91858e-09 | 8.14151e-09
0.00000e+00 0.00000e+00 0.00000e+00 -

-1.09545e+00 -1.09545e+00 8.91858e-09 | 8.14151e-09

6. tablazat. A numerikus médszer hibai: ¢ = 1,2, illetve € = 1077 esetén.

A tablazatokban lathato, hogy mindkét esetben ¢ nagységrendjébe ess, de azt nem
meghalad6 hibdkat kapunk. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ — 0 esetben az abszolit hiba és
a relativ hiba is tart a 0-hoz. Ez az, amit elvarunk a modszertsl.

Hibaanalizis (log-log skala)

10~3 4 —— |numerikus - analitikus|

105

10-7 A

log(hiba)

10—9 i

lo—l] p

T
102 10-7 105 103
log(epsilon)

20. abra. Az egydimenzios algoritmus abszolit hibaja log-log skalédn

A 20. abran a 3.2.1. példa x(t) = y/c megoldashoz tartozo abszolat hibat lathatjuk
az ¢ fiiggvényében. Az e értékei 10710 és 1072 koziil valasztott 50 érték logaritmikus
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lépéskozzel. Ahogy az elézd abrék is, ez is a python programozasi nyelvvel késziilt. Az
abra elkészitéséhez felhasznaltuk a 3.1. fejezetben ismeretett algoritmus eredményét,
azaz a 3.2.1. feladat egyenstlyi pontjaira kiszamitott kozelitd megoldasat. Az el6z6 két
tablazat ismeretében ismételten azt az eredményt kaptuk, amit vartunk, azaz hogy a
hiba ardnyos az e-nal.

5.2. A kétdimenzibs algoritmus hibaanalizise

Az el6z6ekhez hasonléan a kétdimenzids modellek a 4.2.1. példajan keresztiil megvizs-
galjuk az altalunk készitett algoritmus hibajat.

5.2.1. Kétdimenzios transzkritikus bifurkacidé

Lattuk, hogy a (4.2.1) példanal az egyensulyi helyzetek nem fliggnek a paramétertsl. A
hibak kiszamitasat az euklideszi norméaval végezhetjiik el. Két ¢ érték esetében fogjuk
kiszamitani a hibakat. Ezt kévetSen lathatjuk, hogy egy adott paraméter mellett (50 &
értékkel kiszamitva), hogyan alakulnak a hibak. Ez a 21. abran tekinthetd meg.

Az egyenstlyi helyzetek a kovetkezk voltak:

(71,9) = (0,0) & (T5,7) = (1,0).

Pontos megoldas | Numerikus megoldas | Abszolut hiba | Relativ hiba
(0,0) (-2.4876e-04, 0.0) 1.8214e-03 -
(1,0) (1.0001e+00, 0.0) | 2.3284e-03 | 2.3284e-03

7. tablazat. A kétdimenzios algoritmus abszolit és relativ hibdja e = 1072 esetén ¢ = 1
paraméter mellett.

Pontos megoldas | Numerikus megoldas | Abszolut hiba | Relativ hiba
(0,0) (-1.1005e-06, 0.0) 1.1005e-06 -
(1,0) (1.0000e+00, 0.0) 1.2494e-06 1.2494e-06

8. tablazat. A kétdimenzios algoritmus abszolut és relativ hibaja ¢ = 107° esetén ¢ = 1
paraméter mellett.

A 7. és a 8. tablazatokban lathatjuk a pontos megoldasokat, kozelité megoldasokat
és a hibakat is. Ezeket mind python-ban szdmoltuk ki. Emellett aldbb megtekinthetjiik
ismét egy log-log skalan az abszolit hiba alakulasat 10710 és 1072 kozott logaritmikus
lépéskozzel valasztott 50 értékére az e-nak. A 21. dbran a két megoldasra kiilon-kiilon
két egyenes lathato. A piros pontok jelolik magat a hiba szamitott értékét. Ebben az
esetben is lathato, hogy e csokkenésével a hiba is csokken.
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log(hiba)

21.

Hibaanalizis (log-log skala)

—— Abszolut hiba (0,0) esetén

103 —— 5
= Abszolut hiba (1,0) eseten

1074
107°
10-6
1077
1078
107
10—10

1_0—11

T T T T T T T T T T
10-10 10~ 10°% 1077 10°% 10°° 10~* 1077 1072
log(epsilon)

abra. A kétdimenzios algoritmus abszolut hibaja log-log skalan.
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Osszefoglalas

A dolgozatban differencidlegyenletek bifurkécioit, azok tipusait, valamint ezek algorit-
mikus meghatéarozasat vizsgaltuk. Az alapfogalmak ismertetését kévetGen bemutattuk
az altalunk készitett algoritmust egy- és kétdimenzios esetekre. A kétdimenzids val-
tozatnél lényegesen Osszetettebb feladatot jelentett a gyokkeresés, illetve a stabilitas
vizsgalata is. Mindkét esetben hdrom-harom példén keresztiil meghataroztuk a bifurka-
cios diagramokat, és elemeztiik, hogyan befolyasolja a paraméter valtozasa a stabilitasi
viszonyokat. Ezutan egy-egy kivélasztott példan keresztiil megvizsgéltuk az algoritmus
hibajat, és — nem meglepd moédon — azt tapasztaltuk, hogy az abszolit hiba arédnyos a
Newton-modszer € paraméterével. Emellett az algoritmikus meghatérozast a numerikus
hiba mellett a szamébrazolasi pontatlansag is befolyasolja, ami — ahogy azt a 16. abra
is szemlélteti — akar az egyensulyi pont tipusédnak téves azonositasahoz is vezethet.
Mint ahogy a bevezetésben is emlitettiik, a dolgozat motivaciojat az 5] cikk adta, amely-
ben a szerzé olyan algoritmust fejlesztett ki, amely ismeri a fiiggvényt és annak deri-
valtjat is. Ennek megfelel6en mi is feltettiik, hogy mindkét algoritmusunk esetén ismert
a fiiggvény és a derivaltja. Ugyanakkor sok gyakorlati alkalmazasban a derivalt megha-
tarozasa vagy létezése nem trividlis. Egy lehetséges fejlesztési irdny ezért az lehet, ha
a derivaltat is numerikusan kozelitjiik — példaul az explicit Euler-modszerrel. Ebben az
esetben azonban a kétdimenzids eset ismét jelentGsen nehezebbnek bizonyul.
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