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1. fejezet
Bevezetés

A szakdolgozat témaja az ugynevezett chip-firing jaték, amely egyszert (hurok- és tobb-
szoros élek nélkiili) iranyitott és iranyitatlan grafon is jatszhato egyszemélyes jaték. Min-
den csticson chipek (zsetonok) vannak, s a szomszédos cstcsok kozotti kommunikécio
abban meriil ki, hogy egy cstiics a szomszédjainak kiildhet chipeket. Egy csticsot akkor
neveziink aktivnak, ha a chipszama legaldbb annyi, mint a fokszama (iranyitott grafok
esetén a kifoka). Egy cstcs pedig akkor 16het, ha aktiv, ekkor a 16vés alatt azt értjiik,
hogy minden szomszédjanak ad egyet-egyet a chipjei koziil.

A jaték alapvaltozataban (amit tipikusan chip-firing jatéknak fogunk nevezni, de a konnyebb
megkiilonboztetés kedvéért olykor aszinkron chip-firing jatéknak) minden lépésben egy-
egy aktiv cstcs 16. Errdl el6szor az 1980-as években jelent meg szakirodalom, azoéta pedig
tobb egyéb tipusat is vizsgaltak, ezekbdl az egyik a parhuzamos chip-firing, mely soran
egy lépésben az Osszes aktiv cstcs 16. A véletlenszert chip-firing jaték soran pedig egy
lépésben a 16hetd csticsok kozott egy egyenletesen véletlenszertien valasztott aktiv cstcs
16.

Az aszinkron chip-firing jaték 6nmagéban nem determinisztikus, de sok tulajdonsaga nem
fiigg attol, hogy mely cstcsok milyen sorrendben 16nek. Ilyen példaul az, hogy a jaték leall-
e véges sok 1épésben, vagy az, hogy a jaték ledllasakor melyik cstics hényszor 16tt. Ezzel
szemben a végtelen jatékok vizsgalataban természetes fogalom az aktivitds, ami azt méri,
hogy atlagosan a cstucsok kozil hany aktiv, amely a 16vések sorrendjétdl is fiigg. Az ak-
tivitas szempontjabol fogom vizsgalni a jaték kiilonféle tipusait f6ként fakon, élszamnyi
chip esetén. Az aktivitas fogalmat nem leallo jatékokon érdemes a leginkabb vizsgalni,
igy elGszor a jaték végességére vonatkozd eredmények keriilnek Osszegytijtésre, majd a

késébbiekben latni fogjuk, hogy azon chipkonfiguraciok jatszanak fontos szerepet, ame-



lyekbdl vissza lehet jutni 6nmagukba. Ezek az tigynevezett rekurrens chipkonfiguraciok,
melyek a 4. fejezetben keriilnek targyalasra. A szakdolgozat tovabbi részében belatjuk,
hogy a parhuzamos chip-firing esetén az aktivitas egy fa és élszamnyi chip esetén csak a
fa cstucsszaméatol fiigg, azaz mindig ugyanannyi fiiggetleniil attél, hogy milyen a fa, vagy
hogyan oszlanak el a chipek a csiicsokon. Az utolsé fejezet a véletlenszert chip-firing ak-
tivitasaval foglalkozik, mely soran latni fogjuk, hogy az aktivitdas fogalma érdekesebben
viselkedik, mint a parhuzamos chip-firing jatékban, viszont a kordbbiakban emlitettekhez
htien belatjuk, hogy ebben az esetben sem szamit a kiindulasi chipkonfiguracié. Kilénbozé
fakon azonos csticsszam esetén nem egyezik a véletlenszerd chip-firing jaték aktivitésa, a
szakdolgozat végén sejtéseket fogunk megfogalmazni kiillonb6z6 n cstucsu fak aktivitasara

vonatkozoan.



2. fejezet

Jelolések

Ahogy a bevezetésben is emlitésre keriilt, a szakdolgozat soran lesz szé iranyitott, illetve
iranyitatlan grafokrol. Mindkét esetben egyszert Osszefiiggs (iranyitott esetben gyengén
Osszefiiggs) grafokat értiink alatta, azaz nem tartalmaznak sem hurokélet, sem pedig tobb-
szoros éleket. Az iranyitatlan grafokon vett chip-firing értelmezhetd iranyitottként is, ahol
minden élt megiranyitunk mindkét iranyba. A hurokélnek a chip-firing jatékok szempont-
jabol egyébként sincs kiilonosebb jelentGsége, hiszen ekkor egy cstucs onmaganak kiild

chipet, azaz ezen él nem valtoztat egy cstcs chipszaman sem.

2.0.1. Definicié. Egyszeri irdanyitatlan grafokon eqy csics l6vésén az értendd, hogy min-
den beldle indulo él mentén ad egy chipet az adott szomszédjanak (azaz dsszesen fokszdam-
nyit), mig eqyszerd irdnyitott grafok esetén a beldle kiindulo élek mentén ad szintén egy-egy

chipet (igy ekkor annyi chipet ad, amennyi a kifoka).

2.0.2. Definicid. FEgy csiucs akkor aktiv, ha legalabb annyi chipe van, amennyi a fokszama

(iranyitott grafok esetén a kifoka).

A szakdolgozat soran néha meg fogjuk engedni, hogy nem aktiv cstcs is 16j6n, ezért meg-
kiilonboztetésiil az olyan jatékokat legalisnak fogjuk nevezni, ahol végig csak aktiv csticsok
16nek.

Egy graf éleinek szamat rendre m, mig cstcsainak szamat n vagy |V| fogja jeldlni. A
jatékban szerepld chipek szamét C' jeloli. Egy ¢ € ZK chipkonfiguracié alatt egy olyan
minden koordinatédjaban nemnegativ n-dimenziés vektort értiink, amelyre c(v) a v-nél
levs chipek szamat jelenti. Egy v cstcs iranyitatlan grafokon vett fokszamat d(v) fogja
jelolni, mig iranyitott grafokon a kifokat d¥(v). Az u és v csticsok kozott mend élek sza-

mat iranyitatlan grafok esetén d(u,v), iranyitott grafok esetén 7(1}, u) jeloli. Egy v csucs
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karakterisztikus vektora 1,-ként fog szerepelni a késébbiekben.
A chip-firing jatékban egy lépésben egy tetszolegesen valasztott aktiv csics 16, a parhuza-
mos chip-firing esetén minden aktiv cstcs 16 egyszerre, a véletlenszeri chip-firing jatékban

pedig egy egyenletes eloszlas szerint véletlenszertien valasztott cstucs 16.

2.0.3. Definicidé. FEgy adott parhuzamos chip-firing jdték aktivitisa eqy G grafon az aktiv

csucsok dtlagos szdma, azaz eqy x kezdddllapotbol indulva

Ag(x) = lim — Z Ag(z

n—oo M

ahol Ay () az x kezdddllapotbdl inditott jaték k. lépése eldtti pillanatban az aktiv csicsok

szdma.

2.0.4. Megjegyzés. Mivel az aszinkron chip-firing jdték sordn nincs szabdly arra, hogy
melyik csiucs 16, azaz a jdték nemdeterminisztikus, igy ez esetben nem jol definidlt az

aktivitas. A véletlenszeri chip-firing jaték aktivitisdt a késdbbiekben definidljuk.

2.0.5. Definicié. FEgy adott chip-firing jdték lovésvektordn eqy olyan f € ZK vektort

értink, melyre f(v) azt adja meg, hogy a jdték sordn a v csics hanyszor l6tt.

2.0.6. Definicio. FEgy irdanyitott graf Laplace-mdtrizdn a kévetkezd n X n-es mdtriz ér-

tendd:

—d*(v), hau=muv;

L(u,v) =
) j(v,u), ha u # v.

2.0.7. Definicié. Egy irdnyitatlan grdf Laplace-mdtrixzdn a kovetkezd n X n-es mdtrix

értendd:

—d(v), hau=uv;
d(u,v), hau#v.

L(u,v) =

A Laplace-matrix jelentGségét a chip-firing jatékok esetén konnyen szemlélteti, hogy egy
r € ZV chipkonfiguraciobol egy v cstics 16vésével a kapott chipkonfiguraciot = + L1,
segitségével kaphatjuk meg, hiszen kénnyen lathato, hogy az L1, vektor v-hez tartozo
koordinatidja azt adja meg, hogy melyik cstcsnak mennyivel valtozott a chipszéma, hi-

szen a v-hez tartozé komponense a vektornak a kiildott chipek szaménak —1-szerese, a v
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szomszédjaihoz tartozo komponensek az altaluk kapott chipek lesznek, a v-vel nem szom-
szédos csticsokhoz tartozo komponensek pedig mind 0-k lesznek. Hasonl6éan lathato, hogy
egy f lovésvektor esetén (z + Lf)(v) annyi lesz, amennyi chip a v csticsban van az x
chipkonfiguraciobol inditva, s minden csticsot annyiszor 16ve, amennyi a lovésvektorban a

koordinatéja.



3. fejezet
A jaték végessége

3.1. Végesség a chipszam fiiggvényében

Egy (parhuzamos) chip-firing jaték akkor all le, ha az aktualis allapotaban nincs egy aktiv
csucs sem, azaz egyik csics sem tud 16ni. Azonban mig a parhuzamos chip-firing jaték
esetén a determinisztikussaga miatt a kezdd chipkonfiguracié meghatarozza azt, hogy a
végtelenségig folytatodik-e a jaték (azaz minden lépésben van-e aktiv csics), illetve azt
is, hogy ha leall a jaték, akkor mi a végsd chipkonfiguracié, az aszinkron chip-firing jaték

esetén ez nem magatol értetddd, de a kovetkezSkben belatjuk.

3.1.1. Tétel. [2, Remark 2.4.] Egy irdnyitott grdfon vett kezdeti chipkonfigurdcidra vagy
eqyik legdlis chip-firing jaték sem dll le fiiggetlendil a kézben torténd lovésektdl, vagy pedig

mindegyik ledll, és ledllaskor minden jdték lovésvektora megeqyezd.

Bizonyitas. [6] Szimmetria okokbol elegendd azt belatni, hogy ha egy kezdeti x chipkon-
figuraciobol ledll a jaték f lovésvektorral, akkor tetszéleges x-bdl inditott legalis jatékban
leallasig minden v cstcs legfeljebb f(v)-szer 16tt.

Tegyiik fel indirekten tehét, hogy létezik egy legalis jaték x-bdl inditva, mely sorédn vala-
melyik cstcs t6bbszor 16tt, mint az f-ben az ezen cstucshoz tartozo koordinata. Vizsgéljuk
ebben a jatékban az elsd pillanatot, amikor a kévetkezd 16v6 cstics mar 1-gyel tobbedszerre
I6ne, mint az f-ben a neki megfelel§ koordinata, s legyen ez a cstcs v, az eddig a pillana-
tig tartozo 16vésvektor pedig h. Ekkor igaz tehat, hogy h(v) = f(v), illetve h(u) < f(u)
Vu # v-re. Tehat eddig a pillanatig a v cstcs ugyanannyi chipet vesztett h-ban és f-ben,
de h jatékaban legfeljebb annyi chipet kaphatott a szomszédjaitol, mint f-ben. Emiatt

tehéat a h 16vésvektora jatékban a vizsgélt pillanatban v-nek legfeljebb annyi chipje van,
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mint az f 16vésvektora jatékban, de mivel az x-bdl inditott f lovésvektora jaték leallt,
ezért (x + Lf)(v) < dt(v) — 1, ezért a h jatékaban a v csics nem lehetett aktiv, ezzel

ellentmondésra jutottunk. 0

3.1.2. Megjegyzés. Teljesen hasonloan beldthato a tétel irdnyitatlan grafokra is.

Igy a tovabbiak soran egy chip-firing jaték egy kezdeti chipkonfiguraciobol leallonak, azaz
végesnek neveziink, ha egy bel6le inditott 16véssorozat leall (és igy az dsszes beldle inditott

lovéssorozat leall), kiillonben végtelennek vagy nem leallonak hivjuk.

3.1.3. Lemma. /2, Lemma 5.1.] Ha a chip-firing jaték végtelen, akkor minden csics

végtelen sokszor 1d.

Bizonyitas.

Mivel a jaték végtelen, ezért kell lennie egy olyan cstcsnak, amely végtelen sokszor 16,
hiszen ha minden cstcs csak véges sokszor 16ne, akkor a jaték sem lenne végtelen. Ezen
cstcs Osszes szomszédja is végtelen sokszor 16, hiszen ha csak véges sokszor 16ne, akkor
lenne egy pillanat, amikor mar t6bb chipje lenne ezen cstcsnak, mint amennyi chip 0ssze-
sen van, ami nem lehetséges. Igy ezen szomszédok szomszédjai is végtelen sokszor 16nek,

és igy tovabb, s mivel Osszefliged a graf, ezért a feladat allitasat belattuk. 0J

3.1.4. Lemma. [2, Lemma 3.2.] Ha a chip-firing jaték véges, akkor van olyan csics,

amely sosem [0 a jaték sordn.

Bizonyitas.

Azt fogjuk belatni, hogy ha a jaték soran valamikor mar minden csics 16tt legalabb
egyszer, akkor onnantél kezdve mar sose fog ledllni a jaték. Vegyiink tehat egy olyan
pillanatot, amikor méar minden cstcs 16tt legalabb egyszer, és vizsgaljuk azt a cstcsot,
amelyik a legrégebben 16tt. Ezen cstucs utolsd 16vése 6ta minden masik cstcs 16tt, igy
kapott legalabb fokszamnyi chipet, azaz aktiv, tehat tud 16ni, s ezt tudjuk ismételgetni, igy
ekkor valoban végtelen a jaték. Igy ha véges a jaték, akkor semmiképpen sem fordulhatott
el6 az, hogy minden cstics 16tt legalabb egyszer, tehat van olyan cstcs, amely sosem 16 a

jaték soran. 0

3.1.5. Tétel. [2, Theorem 3.3.] A chip-firing jaték végességére a kiinduldsi chipszdmtol

fiiggden az alabbiak igazak:
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i) Ha tobb, mint 2m —n chip van kiinduldskor, akkor a jdték végtelen a jaték a kezdeti
chipkonfigurdciotol figgetlenil.

ii) Ha legaldbb m chip van a jdtékban, akkor van olyan kiinduldsi chipkonfigurdcid,
amelybdl végtelen a jaték.

iii) Ha kevesebb, mint m chip van, akkor minden kezdeti chipkonfigurdciora ledll a

jaték véges sok lépésben.

Bizonyitas.

i) Tegyiik fel indirekten, hogy egyszercsak leall a jaték. Ekkor egyik cstics sem aktiv, azaz
minden cstics chipszama kevesebb a fokszamanal. Tehat minden v csticsra c(v) < d(v),
azaz c¢(v) < d(v) — 1, tehat

C=> clv) <) (dv)—1)=2m—n,

tehét legfeljebb 2m — n chip lehet ekkor a jatékban, ami ellentmond az eredeti feltevé-

stinknek.

ii) Elég m db chipre belatni az allitast, hiszen ha létezik egy olyan kiindulasi chipkonfiguré-
cio, amelybdl kiindulva végtelen a jaték, ezen chipkonfigurécidéhoz hozzaadogatva chipeket
szintén végtelen lesz a jaték. Az m db chip esetén tekintsiik a kovetkezs konstrukeiot: iré-
nyitsuk meg az iranyitatlan graf éleit gy, hogy aciklikus legyen a kapott iranyitott graf
(ezt mindig megtehetjiik). Legyen ekkor a kiindulési chipkonfiguracionk a kévetkezd: min-
den v cstcsra legyen c(v) = d* (v), azaz ekkor minden csicsnak annyi chipe van, amennyi
a kifoka. Ez értelemszertien 6sszesen m chipet jelent, és mivel aciklikus a kapott irdnyitott
graf, ezért lesz egy forras, amelybdl pontosan annyi él indul az irdnyitatlan grafban, mint
amennyi chipje van. Ez tehat aktiv csics, s miutan ez a cstcs kil6tte a chipjeit, a kapott
chipkonfiguraci6é szintén konnyen megadhatd az élek megiranyitaséval: forditsuk meg a
kilgtt csticsbol indulo éleket, ekkor az 6 kifoka 0 lesz, a szomszédainak a kifoka pedig né
eggyel-eggyel, s igy a kapott iranyitasban is minden csicsnak annyi lesz a kifoka, ahany
chipje van. Mivel a forréasbol kiindulé élek megforditaséaval nem keletkezhetett kor, igy az
0j irdanyitas is aciklikus lesz, igy djra tud 16ni a forrés, s igy tovabb, s igy valoban végtelen

lesz a jaték.

iii) Tekintstink ismét egy aciklikus iranyitasat az éleknek, illetve vegyiink egy tetszéle-

ges chipkonfiguraciot élszamnal kevesebb chippel, egy v csticsra jelolje ¢(v) a v chipjeinek
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szamat. Legyen

T = Z max(0, c(v) — d*(v)).

veV(G)

Nevezziink egy cstuicsot hidnyosnak, ha kevesebb a chipje, mint a kifoka, és mivel kevesebb,
mint élszamnyi chip van a jatékban, ezért mindenképpen van hidnyos cstcs.

Vegyiik azt a v csicsot, amely el6szor 16, erre értelemszerten fennall, hogy c(v) > d(v).
Ekkor 16j6n v, és forditsuk meg az Osszes v-bdl induld élt! Ezzel 4j kor nem jon létre,
valamint 7" nem nd, hiszen a v-hez tartozo tagja az osszegnek d(v) — d*(v)-vel csokken,
mig a megforditott élek masik végpontjain az 6sszeg megfelels tagjai legfeljebb 1-gyel né-
nek kiilon-kiilon. Ha ezen megforditott élek mésik végpontjai kozott van hidnyos, akkor
T értéke csokken, de ha ezek koziil egyik sem volt hidanyos, akkor 7' értéke nem valtozott.
Tehat ha a hidnyos csticsok halmaza valtozik, akkor T' értéke csokkent, de mivel kezdetben
volt egy hianyos cstucs, ezért ha a jaték a végtelenségig tartana, akkor muszaj lenne vég-
telen sokszor valtoznia a hidnyos csticsok halmazanak, hiszen a korabban belatott allitas
miatt minden cstcs végtelen sokszor 16, és mindig van legalabb egy hidnyos cstcs. Igy
mivel T" értéke nem csokkenhet végtelen sokszor, ezért a jaték valoban véges. Tehat az
allitast belattuk. O

3.1.6. Kovetkezmény. FEgy n csiucsiu fan legaldbb m = n — 1 chippel a chip-firing jdték

maindig végtelen.

Bizonyitas. Elegends m chipre belatni. 2m —n =2 (n — 1) — n = n — 2, tehat jelen

esetben ¢ = m > 2m — n, igy valéban végtelen a jaték. U
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4. fejezet

Rekurrens chipleosztasok a chip-firing

jatékban

4.0.1. Definicié. Egy chipkonfigurdcio eqy adott grafon rekurrens, ha legdlis l6vésekkel

wissza lehet jutni beldle dnmagdba.

Ebben a fejezetben a rekurrens chipkonfiguraciok karakterizacidja, valamint tulajdonsagai
lesznek a kozéppontban. Megadjuk egy, a késébbiekben a véletlenszert chip-firing soréan
hasznalhaté karakterizaciojat a rekurrens chipkonfiguracioknak, majd egy akar negativ
chipkonfiguraciokon is értelmezhets ekvivalenciarelacio segitségével bizonyitunk rekurrens

allapotok elérhetdségével kapcsolatos allitasokat.

4.1. A rekurrens allapotok karakterizacidja

4.1.1. Definicio. Egy G grdfra egy p € ZY vektort periddusvektornak neveziink, ha Lp =

0, ahol L a G grdfhoz tartozé Laplace-mdtriz.

A periddusvektor elnevezés onnan ered, hogy egy adott chipkonfiguraciobél indulva, ha
minden cstics pontosan annyiszor 16, amennyi az adott periodusvektorban a hozza tartozo
komponens, akkor ugyanabba a chipkonfiguriciéba jut vissza a jaték, egyfajta lovéssorozat-

periodust létrehozva.

4.1.2. Definicié. FEgy periodusvektor primitiv, ha a komponenseinek nincsen 1-nél na-

gyobb kozos osztoja.
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4.1.3. Allitas. [3, Proposition 4.1.] Minden erésen dsszefiiggd irdnyitott grifra egyértel-

mdien létezik eqy minden komponensében pozitiv primitiv periodusvektor. Jelolés: pg.

4.1.4. Megjegyzés. Konnyen ldtszik, hogy eqy irdanyitatlan grdifra a csupa 1-es vektor

primitiv periodusvektor.

4.1.5. Lemma. [3, Lemma 4.3] Legyen egqy irdnyitott grifra és valamilyen kezdeti chip-
konfigurdaciora vy, wva, ..., vy egy legdlis lovéssorozat, valamint legyen v;, viy, ..., Vi,
egy (akdr dres) masik lovéssorozat, amelyet ugy kapunk, hogy az eredeti lovéssorozatbol
kitoroljik minden v csicsra az elsd p(v) eléforduldsat (ha ennél kevesebb van, akkor az
dsszes eldforduldsdt kitoroljik a sorozatbdl), ahol p eqy periddusvektor. Ekkor a kapott

lovéssorozat is legalis lesz.

Bizonyitas.

Alkalmazzunk teljes indukciot a kapott lovéssorozat elemeire! Az iires 16véssorozat érte-
lemszerten legalis.

Most tegyiik fel, hogy v;,, ..., v;,_, (akar tires) legalis lovéssorozat, és azt szeretnénk

belatni, hogy v;,, ..., v;,_,, v;, is legalis l6véssorozat. Az eredeti jaték soran a v;, cstics

aktiv (legyen a rajta levd chipek szama c), azaz legalabb d*(v;,) chip van rajta az elsg
is — 1 1épés utan. Azt kell vizsgalni, hogy az 10j jatékban az els§ s — 1 1épés utan szintén
aktiv lesz-e ezen csucs. Mivel vy, els6 p(v;,) elfordulasat kitoroltik, igy az 0j jatékban
p(vy,) - dt(v;,)-sel tobb chipje marad, de a szomszédjai is kevesebbszer 16ttek, méghozza
v;, minden u szomszédjatol max{0, f(u) —p(u)} chipet kapott az 0j jaték els6 s — 1 lépésé-
ben, ahol f(u) azt jeloli, hogy az eredeti jatékban u hanyszor 16tt az elsd is — 1 lépésben.
Ez azt jelenti, hogy v;, minden u szomszédjatol min{p(u), f(u)}-val kevesebbet kap az 4j
jaték els6 s — 1 1épésében, mint az eredeti jaték els6 i — 1 1épésében. Tehat, ha d, ., a
v és w csucsok kozott mend élek szamat jeloli (a mi esetiinkben ez 0 vagy 1), akkor v;,

chipszéma az 4j jaték els6 s — 1 1épése utan

e+ pvi,) - d¥(v,) = Y duy,, - min{p(u), f(u)} >
UFV;

> c+plvg,) - d* (vy,) delé- (u) = ¢ > d*(v;,).

Ezzel a lemma allitasat belattuk. O
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4.1.6. Kovetkezmény. Ha van eqy legdlis lovéssorozat eqy iranyitatlan grdfon, melyre
az [ lovésvektor minden komponense legaldbb 1, akkor az f — (1,1,...,1) ldvésvektorra is

létezik legalis lovéssorozat.

4.1.7. Allitas. Egy irdnyitatlan grafon eqy x chipkonfigurdciobsl pontosan akkor lehet le-
galis lovésekkel visszajutni dnmagdba, ha ezen ldvéssorozat sordn a lovésvektor (k,k, ..., k)

valamilyen k pozitiv egész szdmra.

Bizonyitas.

Tegyiik fel indirekt moédon, hogy nem minden cstics ugyanannyiszor 16tt egy ilyen 16vés-
sorozat soran. Vegyiik egy olyan csiicsot, amelyhez a lovésvektorban tartozé komponens
maximalis (legyen ez [), de valamelyik szomszédjahoz tartozoé komponens kisebb nala. A
graf OsszefiiggGsége és az indirekt feltevés miatt mindenképpen van ilyen, legyen ez a cstics
v, kiindulaskor a rajta levé chipszam pedig x(v). Mivel [-szer 16tt ki, ezért [ - d(v) chipet
vesztett a l6véseivel, am a szomszédjaitol kevesebb, mint [ - d(v) chipet, hiszen mindegyik
szomszédja maximum [-szer 16tt, azaz minden szomszédjatol legfeljebb [ chipet kapott, de
az el6z6ek alapjan van egy [-nél kevesebbszer 16vS cstcs, igy ettdl a csticstol [-nél kevesebb
chipet kapott. Igy a lovéssorozat végén a chipszama kevesebb, mint kiindulaskor, azaz a
jaték nem lehet a lovéssorozat végén megint az x chipkonfiguracioban. Ezzel ellentmon-
désra jutottunk, igy valoban igaz az allitas.

Ha a lovésvektor (k, k, ..., k) valamilyen k természetes szamra, akkor értelemszertien vissza-
jut a chipkonfigurdcié onmagéba, hiszen ekkor minden csiicsra igaz, hogy az Osszes él

mentén, amelynek ez a csics az egyik végpontja, pontosan k chipet 16tt és kapott is. [

4.1.8. Kovetkezmény. FEgy irdnyitatlan grdfon eqy x chipkonfigurdcio pontosan akkor
rekurrens, ha ugy s vissza lehet jutni onmagdba legdlis lovésekkel, hogy ekdzben minden

csucs pontosan eqyszer lott.

4.1.9. Allitas. [7, Lemma 5] Egy chipkonfigurdcidba nem lehet visszatérni, mielGtt min-

den csics l6tt volna legaldbb egyszer.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy csticssorozat lovései utan visszajut a jaték ugyanabba
a chipkonfiguracioba, illetve legyen u egy csics amely 16tt legalabb egyszer. Mivel ezen
16vés sordn u szomszédjainak né a chipszama, ezért ezen szomszédoknak is 16nie kellett,
kiilénben nem juthatott volna vissza a jaték ugyanabba a chipkonfiguracioba. Ugyanezen

gondolatmenet miatt u szomszédjainak szomszédjainak is kellett 16ni, és igy tovabb, mivel
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Osszefiiged a graf, ezért minden csticsnak 16nie kellett. Ezzel az allitast belattuk. 0

4.1.10. Tétel. [1, Theorem 16.] Legyen x egy chipkonfigurdcic eqy G irdnyitatlan grdfon.
Ekkor x pontosan akkor rekurrens, ha létezik G-nek eqy olyan aciklikus iranyitdsa, melyre

minden v csucsra x(v) legaldbb annyi, mint v befoka az irdnyitdsban.

Bizonyitas.

Ha z rekurrens, akkor a Kovetkezmény miatt létezik egy 16véssorozat, amelyben
mindegyik csics egyszer 16tt. Vizsgaljuk egy ilyen 16véssorozatban a kil6tt cstcsok sor-
rendjét, legyen vy az elGszor 16vE cstcs, vy a mésodszorra, s igy tovabb v; az ¢. alkalommal
16v6 cstics. Ekkor x(vq) > d(vy), hiszen csak akkor tud legélisan 16ni vy, ha legalabb annyi
chipe van, mint a fokszama. Hasonléan x(vs) + d(v1,ve) > d(v2), hiszen vy csak akkor
tudott 16ni masodszorra, ha a kezdeti chipszaméahoz hozzaadva a v;-t6l kapott chipeket
a kapott érték legalabb annyi, mint a fokszama. Ha tehat V;-vel jeloljik a vy, vq, ..., v;

csucsokat, és d(v;, Vi_q1)-gyel a v; és V;_1 kozott mend élek szamat, akkor
Vi-re : x(v;) + d(v;, Viq) > d(v;).

Ha vesziink egy iranyitast, amelyben minden élt a kisebb sorszamu cstucs felé iranyi-
tunk, akkor ez értelemszertien egy aciklikus iranyités lesz, és v; befoka megegyezik d(v;) —

d(v;, V;_1)-vel. Azaz, ha x rekurrens, akkor
x(vi) > d(v;) — d(vi, Vioy) = d* (vy),

tehét létezik megfelel§ aciklikus iranyitas.

Ha pedig létezik G-nek egy olyan aciklikus irdnyitasa, amelyben minden v cstcsra x(v) leg-
alabb annyi, mint v befoka az iranyitasban, akkor az iranyitas egy topologikus sorrendjé-
nek forditottja szerint kiléve a cstucsokat kapunk egy csupa legélis 16vésbdl allo, (1,1, ..., 1)
lovésvektora jatékot, amely rekurrens chipkonfiguraciot jelent a korabbiak alapjan. Tehéat

valoban igaz a tétel allitasa. U

4.2. A rekurrens allapotok elérése

4.2.1. Definicié. Egy adott grdfra tetszéleges x, y € ZV esetén x ~ vy, ha létezik 3z € ZV
ugy, hogy v =y + Lz.
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Koénnyen ellendrizhetd, hogy ~ ekvivalenciarelacio Z" -n, igy az elnevezése a tovabbiakban

linearis ekvivalencia.

4.2.2. Allitas. [1, Claim 9.] Ha x egy rekurrens chipkonfigurdcid, ésy > x koordindtdn-

ként, akkor y is eqy rekurrens chipkonfigurdcio.

Bizonyitas.
Mivel x-bdl létezik egy legalis 16véssorozat, amely visszavezet x-be, ezért y-bol ugyanezen

lovéssorozat szintén legalis lesz, és értelemszertien y-ba vezet vissza. 0

4.2.3. Tétel. [1, Theorem 5.] Legyen G egy erdsen dsszefiiggd irdnyitott grdf és legyenek
x ésy két G-n vett chipkonfigurdcio. Ekkor ha y rekurrens és x ~ vy, akkor x-bdl el lehet

Jutni legdlis lovésekkel y-ba.

Bizonyitas. Elgszor azt latjuk be, hogy ha x ~ y, akkor létezik egy 2 € ZY gy, hogy
x = y + Lz. A linearis ekvivalencia definicidja szerint x = y 4+ Lw valamilyen Z"-beli
w vektorra, de mivel az el6z6 allitas miatt 1étezik egy minden komponensében pozitiv
periddusvektor, ezért van egy olyan k pozitiv egész szam, amelyre w + kpg nemnegativ,
de

L(w + kpg) = Lw + kLpg = Lw,

hiszen a periddusvektor definicidja szerint Lpg = 0, igy ha z = w + kpg, akkor Lz = Lw,
tehat r =y + Lw =y + Lz.

Legyen z tehat egy olyan ZY-beli vektor, amelyre z = y+ Lz. Hasznaljunk teljes indukci6t
> vev(c) #(v) szerint! Ha 37 .y 5 2(v) = 0, akkor 2 minden komponense 0, tehdt Lz
minden komponense is 0, tehat x = y, tehat értelemszerten el lehet jutni legalis l6vésekkel
2-b6l y-ba (nem 16 egyik csics sem). Tehat feltehetd, hogy >~ cy () 2(v) > 0. Mivel
y rekurrens, ezért van egy olyan vy, vs, ..., v, csucssorozat, amelyben egy-egy cstcs
tObbszor is szerepelhet, és ezen cstucssorozatot y chipkonfiguréciobol indulva egymas utan
16ve egy legalis 16véssorozatot kapunk, mely az y konfiguraciéba visz vissza.

Ha tehat valasztunk egy ilyen vy, wvs, ..., v csticssorozatot, akkor ebben minden cstcs

szerepel legalabb egyszer, hiszen ekkor a 16véshez tartozo w 16vésvektorra fennall, hogy
y=1vy+ Lw, azaz 0 = Lw,

tehat w a primitiv periddusvektor valamilyen tébbszorose, amelyrél viszont tudjuk, hogy

minden komponense pozitiv, tehat a tobbszorose is az, igy valoban, az y-ba visszajutod
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lovéssorozatban mindegyik cstics szerepel legalabb egyszer. Legyen ¢ a legkisebb olyan

index, amelyre z(v;) pozitiv. Ilyen index mindenképpen létezik, hiszen a z vektornak van

pozitiv koordinataja, és az Osszes csucs szerepel a vy, vy, ..., v; csucssorozatban. LGjenek
az y chipkonfiguréciobol indulva a vy, v, ..., v;_1 cstcssorozat tagjai, ez értelemszertien

egy legalis 16véssorozat, hiszen egymast kovets tagjai egy legalis 16véssorozatnak. Az ez-
utan kapott konfiguraciot jeldljik y'-vel!
A vy, v, ..., v;_1 l6véssorozat x-bdl inditva is legalis. Ennek belatasahoz az el6z¢ allitas
miatt elég azt bizonyitani, hogy minden 1 < j < i — 1-re z(v;) > y(v;). Ez pedig azért
igaz, mert

z(v;) = y(v;) + (Lz)(v;),
de (Lz)(v;) > 0, hiszen L-ben v; soraban az egyetlen negativ elem az L(v;,v;), 4m
z(v;) = 0, igy ez nem fog negativ komponenst eredményezni. Legyen tehat az z-bdl
inditott vy, v, ..., v;_1 legalis lovéssorozat végén kapott chipkonfiguracio z’.
Tudjuk, hogy =’ = v + Lz. y/-b6l a v; csics legalisan 16hetd, az ezutédn kapott chip-
konfiguracié legyen y”. y” is rekurrens, hiszen az eredeti l6véssorozatot elvégezve vy-ig
visszajut a rendszer az y chipkonfiguracioba, onnantél pedig a vy, vo, ..., v; l6véssorozat

utan visszajut a rendszer y”-be. Lathato, hogy
=y + L.
ahol v;-n kiviil minden v csucsra 2/ (v) = z(v), vi-re pedig z'(v;) = z(v;) — 1. Tehat
Z Z(v) = Z z(v) — 1,
veV(QG) veV(G)

igy az indukcios feltevés alapjan z’-bdl el lehet jutni legélis jatékkal y”-be. Mivel el lehet
jutni legalis jatékokkal x-bdl z’-be, x'-bsl y”-be, 3y”-bd6l pedig y-ba, ezért x-bdl is el lehet
jutni legalis jatékkal y-ba, igy a tétel allitasat belattuk. ([l

4.2.4. Allitas. [1, Proposition 11.] Eqy rekurrens chipkonfigurdciobdl indulva a jaték nem
dall le, tovdbbd eqy rekurrens chipkonfigurdciobdl inditott legdlis lovéssorozat sordn csakis

rekurrens chipkonfigurdciokat vesz fel a jaték.

Bizonyitas. Ertelemszertien nem 4ll le egy rekurrens chipkonfiguraciobol inditott jaték,
hiszen ismételgetve az onmagaba vezets l6véssorozatot a jaték sosem ér véget.

Az allitas masodik felének bizonyitasahoz elegendd azt belatni, hogy egy x rekurrens
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chipkonfiguraciobol egy legalis 16vést elvégezve (azaz egy aktiv csicsot 16ve) szintén egy
rekurrens chipkonfiguracioba jut a jaték. Legyen vy, vo, ..., vp egy csucssorozat, amelyek
ha ebben a sorrendben 16nek, akkor x-bél z-be jut vissza a jaték. Legyen v egy tetsz6leges
aktiv cstics az x chipkonfiguracional (ilyennek léteznie kell, hiszen = rekurrens). Legyen a
v 16vése utan a kapott chipkonfiguracio a’. Azt kell tehat belatnunk, hogy 2’ is rekurrens.
Ha a v cstcs nem szerepel a vy, vq, ..., v csucssorozatban, akkor ezen csticssorozatban
szereplS csicsok mindegyikének legalabb annyi chipe van z’-ben, mint z-ben, igy ezen
csucssorozat 16vése x/-bél inditva is egy legalis 16véssorozatot ad, és 2'-be vezet vissza, igy
ez esetben készen vagyunk.

Ha pedig v szerepel a vy, vy, ..., v cstcssorozatban, legyen v; az els6 eléfordulasa a
sorozatban. Ekkor a

Uiy U1y U2y weey Vii1, Uitl, Vit2y --ey Uk

l6véssorozat is legalis x-bdl inditva, hiszen v;-t Ggy vélasztottuk, hogy az x chipkonfigura-
cibban aktiv legyen, a vy, vy, ..., v;_1 cstcsok kozott nem szerepel a v; cstcs, igy ezeknek
legalabb annyi chipje van, mint az eredeti cstucssorozat esetén, a v;1, Vo, ..., U csicsok-
ban pedig ugyanannyi chip van, hiszen ugyanaz az ¢ 16vés el6zi meg mindkét csiicssorozat

l6vése esetén. De ekkor a
V1, V2, ..., Vi—1, Uit1, Ujyr2, ..., Uk, U;

l16véssorozat legalis 2'-bdl, és x'-be vezet vissza, tehat ekkor is rekurrens lesz az x’ chip-

konfiguracio, ezzel az allitast belattuk. O

4.3. Linearis ekvivalencia fakon

4.3.1. Allitas. Tetszbleges fara és x,y € ZV chipkonfigurdcidkra, melyekben dsszesen

ugyanannyi chip van, fenndll, hogy x ~ y.

Bizonyitas. Mivel az x —y vektor koordinatainak 6sszege 0, hiszen z és y Gsszesen ugyan-
annyi chipet tartalmaz, ezért az allitas ekvivalens azzal, hogy tetszéleges fara L Laplace-
matrixszal és Ve € ZY vektorra, melynek koordinatainak dsszege 0, 1étezik z € ZY, melyre
¢ = Lz. Alkalmazzunk teljes indukciot a fak csicsszamara! Ha n = 1, azaz a fa egy
cstesbol all, akkor a Laplace-matrixa 1x1-es (egy 0-bol 4ll), ¢ = 0 az egyetlen olyan cstcs-

szamnyi dimenzi6s vektor, amely koordinatainak dsszege 0, erre valoban 1étezik z, melyre
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Lz =c.

Tegyiik fel tehat, hogy minden legfeljebb n cstucsu fara igaz az allitas. Vizsgaljunk tehét
egy n—+1 csucsu fat, s vegyiik ennek egy u levelét! Legyen u egyetlen szomszédja v, s legyen
c egy n + 1-dimenziés vektor, amely koordinatainak osszege 0. Vegyiik azt az n csicsu
fat, amely az u cstucs és az uv él eltorlésével kaphato, s legyen ennek Laplace-méatrixa L.
Legyen ¢’ egy ezen a fan vett n-dimenzids, egész koordinataju 0 koordinatadsszegii vektor,

amelyet a kovetkez6 moédon kapunk:

c(w), ha w # v;
c(v) 4+ ¢(u), haw=nwv.

Ezen ¢ vektor koordinatainak ésszege megegyezik c-ével, azaz 0. Igy hasznaljuk az in-
dukcios feltevést, és legyen 2’ egy n-dimenzios egész koordinataju vektor, melyre fennéll,

hogy L'z = ¢’. Ennek segitségével elGallithato az n + 1-dimenziés z vektor:

2 (w), ha w # u;

Z'(v) —e(u), haw=u.

Ellendrizziik le, hogy ez valoban megfelels z lesz, azaz Lz = c. Az egyetlen szomszéddal

(ez persze v) rendelkezd u csucsra:

(L2)(u) = z(v) — 1+ 2(u) = 2'(v) = 2’ (v) + c(u) = c(u).

A v csticsnak az n cstiest fahoz képest az n + 1 cstcsu faban eggyel nagyobb a fokszama,

illetve a soraban megjelenik egy u-hoz tartozo 1-es:

(Lz)(v) = (L'2)(v) = 2'(v) + 2(u) = (v) = c(u) = c(v),

hiszen

Egy tetsz6leges u-n és v-n kiviili w csiicsra
(L2)(w) = (L'2')(w) = ¢ (w) = c(w),
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hiszen ezen csticsok koziil egyik sem szomszédja u-nak.

Tehat belattuk, hogy az n + 1 csticsa fakra is fennall, hogy a csticsain értelmezett tetszo-
leges x, y chipkonfiguraciokra, melyek ugyanannyi chipbél allnak dsszesen, létezik z € ZY,
melyre

r=Lz+y.

gy az allitast belattuk. 0

Arra, hogy egy nem fagraf esetén nem igaz, hogy barmely két azonos Osszchipszammal
rendelkezd chipkonfiguracio linearisan ekvivalens, egy egyszeri ellenpélda az aldbbi 4 csi-

cst kor, 2 kiilonbozé chipkonfiguracioval:

4.1. abra

Lathato, hogy két szemkozti csticson levs chipszamok Osszegének paritasa allando, hiszen
ha egyikiik 16, akkor 2-vel csokken az Osszegiik, ha pedig egy masik cstcs 16, akkor 2-vel
né. Igy mivel az elsé chipkonfiguracioban a felsé és alsé csticson egyiitt Osszesen 2 chip
van, azaz paros, mig a masodikban 3, azaz paratlan, ezért hidba van mindketts chipkon-

figuracioban 6sszesen 4 chip, nem lehetnek linearisan ekvivalensek.

Valojaban a kovetkezd, erésebb allitas is igaz a linearis ekvivalenciaosztalyok szamaéra.

4.3.2. Allitas. [8] Eqy irdnyitatlan G grdf esetén annyi linedris ekvivalenciaosztaly van,

ahdny feszitdfdaja van G-nek.
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Ennek a [4.3.1] Allitas értelemszertien egy speciélis esete, am az altalanos eset a szakdol-

gozat tovabbi részében nem keriil felhasznélasra, igy nem bizonyitjuk.
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5. fejezet

Parhuzamos chip-firing periédusa

Ez a fejezet Javier Bitar és Eric Goles Parallel chip firing games on graphs [4] c. cikkére

épiil.

5.1. A periodus tetszbleges grafra

5.1.1. Definicié. A pdrhuzamos chip-firing jdatékban egy chipkonfigurdcio rekurrens, ha

a jatékot beldle inditva eldbb-utobb visszakeril énmagadba.

5.1.2. Allitas. Minden nem ledllé parhuzamos chip-firing jaték rekurrens chipkonfigurd-

citoba ér véges sok lovés utan.

Bizonyitas. Mivel egy adott grafra és 6sszchipszamra csak véges sok kiilénb6z6 chipkon-
figuracio létezik, ezért egy chipkonfiguracio véges sok 1épés utdn megjelenik masodszorra,

és ez rekurrens lesz. OJ

5.1.3. Megjegyzés. A pdrhuzamos chip-firing jdtékban is igaz, hogy rekurrens chipkon-
figurdciobol inditott jdték csak rekurrens dllapotokat vesz fel, hiszen amikor visszakeril a
jaték az eredeti dllapotba, a determinisztikussdga miatt vissza fog kerilni minden olyan

chipleosztdasba, amelyet az eredeti chipleosztis elsd két megjelenése kozott felvett.

A kovetkezSkben azt fogjuk belatni, hogy fagrafokra a parhuzamos chip-firingban az is-
métlds periodus (azaz az els6 felvett rekurrens chipkonfiguraciotol kezdve ugyanezen
chipkonfiguraci6 mésodik elsfordulésa elstti allapotig tartd chipkonfiguracio-sorozat) a
cstcsok aktivitasa szempontjabol 1 vagy 2 hosszu. Ez azt jelenti, hogy az ismétléds pe-

riodus beéllta utan ha egy cstcs aktiv/nem aktiv egy adott chipkonfiguracioban, akkor
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a kovetkezd 2 16vés utani chipkonfiguracioban is aktiv/nem aktiv lesz. Ebb&l mar kovet-
kezni fog, hogy élszamnyi chip esetén az ismétl6ds peribdusban minden cstcs pontosan
egyszer aktiv és egyszer nem aktiv, igy a parhuzamos chip-firing jaték aktivitasa ebbdl
mar konnyen kiszamolhato.

Adott egy n cstuicsu graf, a cstucsokat sorszamozzuk 1-t6l n-ig. Egy x chipkonfiguraciot
egy (x1,x9,...,7,) € N" vektor jelol. Legyen x;(t) az i. csicsnél levs chipek szama a t
id6pillanatban, valamint N (i) az ¢. cstucs szomszédjainak halmaza. Ekkor a parhuzamos

chip-firing dinamikéja felirhat6 a kévetkezd modon:

it +1) = @it) = d(i) - L) = d(@) + Y Lay(t) — d()), (5.1)

JEN()
ahol
1, hay>0;
1(y) =
0, hay<O.

Minden lépésben tehat minden cstcsra elvégezve az el6bbi 1épést kapjuk meg a kovet-
kez6 chipkonfiguraciot. Ez lathato, hogy ekvivalens azzal a megfogalmazéssal, miszerint
minden olyan cstics ad egy-egy chipet a szomszédjainak, amelynek legaldbb annyi chipje
van, mint amennyi a fokszdma. Mivel a 1épés alapjan konnyen lathato, hogy a chipek
szama Osszesen egy-egy lépés soran konstans marad, azaz c, ezért a kovetkezd chipkonfi-
guracio mindig {0, 1, ..., c}™ egy eleme, s mivel ez véges elemszami, igy el6bb-utobb olyan
chipkonfiguricidéba ér a rendszer, amelyben mér volt korabban, és innentél periodikusan
ismétlédni fognak a chipkonfiguraciok. Legyen ez az ismétl6dé p hosszu, chipkonfiguraci-
okbol allo periodus elemei z(0), z(1), ...,z(p — 1), ahol értelemszertien x(p) = x(0).

Az aktivitas szempontjabol csak a periddus viselkedése fog szamitani, azaz a periddus
elotti viselkedés, illetve aktiv csticsok szama nem, igy feltehetd, hogy méar beallt ebbe
a periddusba a rendszer. Jeldlje x;-t ezenttl az i. csticshoz tartozé p-dimenzids vektor,
amely a periddus egyes lépéseinél az i. cstcsban levé chipszamokat tartalmazza, azaz
z; = (2;(0), z;(1), ...,z;(p — 1)). Legyen tovabba

z; = (7;(0), (1), ...,m(p—1)) € {0,1}7,

24



ahol

() 1, ha at id6pontban az i. cstcs aktiv, azaz x;(t) — d(i) > 0;
ZT; =

0, kiilonben.
Legyen supp(7;) = {t € [0,p — 1] : T;(t) = 1}, azaz azon id6pontok halmaza a perioduson
beliil, amelyekben az i. csics aktiv. Hasonléan definialhato supp(7;)¢ = {t € [0,p — 1] :
Z;(t) = 0}, azaz azon id6pontok halmaza a perioduson beliil, amelyekben az i. csics

inaktiv.

5.1.4. Lemma. A pdrhuzamos chip-firing sordn tetszdleges grdaf és chipleosztds esetén az
aldbiak 1gazak a periodusra:

i) Ha egy k-ra és Vt-re Ty(t) = 0, akkor Vi-re és Vt-re T;(t) = 0.

it) Ha [t1,ts] egy tovabb nem bévithetd blokk supp(T;)-ben, akkor 35 € N (i) gy, hogy
[ty — 1, to — 1] C supp(Z;).

i) Ha [t1,ta] C supp(T;)©, azaz ¥t € [t1,ta]-re T;(t) = 0, akkor 3j € N(i) dgy, hogy
[ty — 1,t2 — 1] C supp(T;)©.

Bizonyitas.
i) Elég azt belatni, hogy ha egy k-ra és Vi-re T (t) = 0, akkor Vi € N(k)-re és Vt-re T; = 0.
Az[5.1] egyenlet miatt

= ap(t) + Y Lay(t) = d(j) = a(t),
JEN(K)

tehat 24(0) < x(1) < ... < x(p — 1), de ugyanakkor xx(p — 1) < xx(0), igy ez csak ugy
lehet, ha z;, minden komponense ugyanannyi, de legfeljebb d(k)—1, hiszen Vi-re Ty (t) = 0.
Ha lenne olyan j € N(k), melyhez 3¢, amelyre z,(t1) = 1, akkor z4(t; + 1) > x4 (t1) + 1,
azaz ri(t; + 1) # zx(t1), amely ellentmondas, igy ezen részéllitast belattuk.

A bizonyitas soran tehat azt lattuk be, hogy ha egy peridduson beliil egy cstcs sosem valik
aktivva, azaz sose 16, akkor egyik cstcs se 16. Ekkor értelemszeriien a periodus egyetlen
konfiguraciobol all, hiszen nem 16 egy csiics se, azaz nem valtozik a konfigurécié sosem.
Hasonloan bizonyithato, hogy ha egy k-ra és Vi-re T (t) = 1, akkor Vi-re és Vi-re T; = 1,

azaz ha egy csics a peridduson beliil mindig 16, akkor mindig minden cstiics 16. Ebben az
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esetben is egy konfiguraciobol all a periddus, hiszen minden cstics fokszamnyi chipet 16
ki, de pontosan ennyit is kap.

i) Az . egyenlet alapjan az i. csicsra

to—t1—1
zi(ty) = zi(ty) — (t2 — t1) - di + Z Z Zi(t +1),
JENG) =0
s mivel [t1,%5] egy tovabb nem bdvithets blokk supp(Z;)-ben, ezért x; t; és ty kozott
ugyanannyiszor 16, mint ¢; — 1 és t5 kozott, hiszen a t; — 1 id6pontban nem 16, mert ekkor
bévithets lenne a [t1, 2] blokk, ezért a kdvetkezd irhato fel:

to—t1—1
JEN() t=—1
de az 7. cstuces t; — 1-beli inaktivitdsa miatt

to—t1—1

vity) Sdi—1—(—t)-di+ > Y Zi(th+1),
JEN() t=—1
Tegyiik fel indirekten, hogy 3j € N (i), melyre [t; — 1,¢, — 1] C supp(T;), azaz Vj € N (i)-
re van olyan idépont a t; € [t; — 1,% — 1] intervallumban, amelyre 7;(¢;) = 0. Ez azt
jelenti, hogy minden j € N(i) legalabb egyszer nem 16 a [t; — 1,%2 — 1] intervallumban,
igy legfeljebb ty — t1-szer 16. Ekkor tehat ¢y legfeljebb (to — t1) - d; chipet kap ebben az

intervallumban, igy
sz(tg) Sdi—l—(tg—tl) 'di—l—(tg—tl) dl:dl—l

Igy ebben az esetben z; a t, id6pontban inaktiv, azaz Z;(ty) = 0, igy ellentmondasra
jutottunk, ezzel az allitast belattuk.

iii) Tegyiik fel indirekten, hogy Vj € N(j)-re 3t; € [t — 1,t5 — 1] 4gy, hogy Z;(t;) = 1,
tehat az i. cstics minden szomszédja 16 legalabb egyszer a [t; — 1,t5 — 1] intervallum-
ban, igy a [t1,ts] intervallumban az i. csics legalabb d; chipet kap. Ez azt jelenti, hogy
a [t1,t5] intervallumban legalabb egyszer aktivva valik az i. cstcs, ami ellentmond azzal,
hogy [t1,t2] € supp(T;)°, azaz hogy Vt € [ty,ts]-re Z;(t) = 0, igy a lemma utolso allitasat
is belattuk. ]

A supp(Z;) halmaz feloszthaté blokkokra, amely blokkokban egymas utan kovetkezs id6-
pontok vannak. Legyen ezen blokkok szdma b;, s ekkor tehéat supp(z;) = Uzizl i ahol
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minden k-ra C} egy olyan [t1, ;] intervallum a periéduson beliil, melyben minden m €

[t1, 1] idSpontra T;(m) = 1, de T;(t; — 1) = Z;(t2 + 1) = 0. Legyen
M = max max |Ci,

azaz M azt jeloli, hogy milyen hosszu a leghosszabb intervallum a periéduson beliil, amely-

re van olyan csics, amely végig aktiv ezen intervallumon beliil.

Bevezethetiink hasonlo jeloléseket a supp(z;)¢ halmazra, azaz osszuk fel ¢; db blokkra,

azaz egymast kovets id6pontokat tartalmazo intervallumokra. Tehat legyen supp(Z;)¢ =
. Di, s hasonloan

N = max max |D; |,

azaz N azt jeloli, hogy milyen hosszu a leghosszabb intervallum a periéduson beliil, amely-

re van olyan csics, amely végig inaktiv ezen intervallumon beliil.

A periédus fakon

5.2.1. Lemma. Ha eqy G fagrdfra eqy parhuzamos chip-firing jatékban az ismétlddd pe-
riddus hossza p > 2, azaz a periddus felirhato x(0), ..., x(p—1) alakban, akkor az aldbbiak
1gazak:

ha 0 < M < p, akkor M =1,

ha 0 < N < p, akkor N = 1.

Bizonyitas.

Az M-mel kapcsolatos allitast fogjuk belatni, N-re a bizonyitas hasonléan torténik. Te-
gyiik fel indirekten, hogy M > 2, és legyen iy egy olyan cstcs, amelyre ténylegesen van M
hosszii egymast kovets 1-esekbdl 4llo, tovabb nem bévithets blokk supp(z;, )-ban, azaz 3t,
hogy [t,t + M — 1] C supp(F;,), s legyen ez az intervallum C°. Az . Lemma ii) része
miatt 3i; € N(ip), hogy [t — 1,t+ M — 2] C supp(Z;,), azaz [t — 1,t + M — 2] egy tovabb
nem bévithets blokk supp(z;, )-ben, s legyen ez a blokk C'. Ismételten az |5.1.4, Lemma
ii) része miatt Jiy € N(iy), hogy [t —2,t+ M — 3] C supp(z;,), azaz [t —2,t + M — 3] egy
tovabb nem bévithets blokk supp(Z;,)-ben, legyen ez C2. Mivel az indirekt feltevésiink
szerint M > 2, ezért t+ M —3 >t —1, tehat (t —1) € supp(Z;, ). i # iz, hiszen ha iy = is
lenne, akkor z;,(t — 1) = 1 lenne, ami ellentmondas, hiszen a [t,t + M — 1] intervallum

nem baévithets blokk supp(z;,)-ban. Mivel G egy fa, ezért van egy olyan i-bol indulé 1t,
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melynek masik végpontja (legyen ez i) levél, s ezen iy, ..., is Utra, mint csucssorozatra az
el6z6 lemma ii) pontjat, illetve az elbbi gondolatot hasznélva (felhasznalva, hogy M > 2)

igaz lesz, hogy
CO=[tt+M—-1,C'=t—-1,t+M-2], ...,
Cl=[t—s+1,t+M~—3s], C°=[t—s,t+M—s—1],
azaz Vj-re, melyre 0 < j < s igaz, hogy C7 egy tovabb nem bévithetd blokk supp(Z;,)-ben.

A bizonyitas utolso lépéseként hasznéljuk még egyszer az [5.1.4. Lemma ii) részét az i

cstcsra. Ennek egyetlen szomszédja van: i, 1, s erre tehét igaznak kell lennie, hogy [t —

s—1,t+ M —s—2] C supp(Z;,_,), azaz T;,_,(t — s) = 1, ami ellentmondéas, hiszen
[t —s+1,t+ M — s] egy tovabb nem bd&vithetd halmaz supp(z;, ,)-ben. Tehat M = 1.
Hasonl6an belathato, hogy N = 1. O

5.2.2. Megjegyzés. A lemma feltételei kozott azért szerepelt, hogy 0 < M < p, mert
M = 0 fenndllhat, ha minden csics a periddus minden pillanatdban inaktiv. Hasonloan

ha M = p, akkor minden csics minden pillanatban aktiv. Ezen eseteket kizdrtuk.

Ezen lemma kévetkezménye, hogy ha G egy fagraf, akkor Vi-re az i. cstcsra és Vi-re
z;i(t) = Z;(t + 2).

5.2.3. Tétel. A pdrhuzamos chip-firing jatékban tetszdleges fdara az ismétlddd periddus 1

vagy 2 hosszi.

Bizonyitas. Ha van olyan csics, amely a periodusban minden pillanatban aktiv, akkor az
(.14 Lemma elsd részének megjegyzésben szerepls valtozata miatt minden cstcs minden
lépésben aktiv, ekkor az ismétl6ds periodus valoban 1 hosszu (tehat egy chipkonfiguracio-
bol all). Hasonléan 1 a periodus, ha van végig inaktiv cstcs, hiszen ekkor az Lemma
els6 része miatt minden csics inaktiv.

Tehat tegyiik fel, hogy minden cstcsra igaz, hogy a periddus soran van olyan pillanat,
amikor aktiv, és olyan is van, amikor inaktiv. Vegyiik az ¢. csiicsot, és egy olyan t id6-
pillanatot, amikor aktiv az i. cstcs, s legyen [ az i. cstucs ebben a t idépillanatban aktiv

szomszédainak szama. Mivel z;(t) = z;(t + 2), és z;(t) = 1, ezért z;(t + 1) = 0. Tehat
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Ezzel a tétel allitasat belattuk. O

Jelen esetben egy fara élszamnyi chip esetén a korabbiakban latottak szerint mindig van
aktiv csics, tehdt nem lehet minden cstcs végig inaktiv, valamint legaldbb 2 cstcsa fak
esetén nem lehet az sem, hogy minden cstics aktiv, hiszen ehhez legalabb a fokszamosszeg
kétszeresének megfelel§ mennyiségt chip kellene, ami nem lehetséges. Tehat a periodus 2
hossz, s minden cstics a 2 koziil pontosan az egyik pillanatban lesz aktiv, tehat a parhu-

zamos chip-firing jaték aktivitasa tetszéleges fara és élszamnyi chipre 7 lesz.

n
72

A tovabbiakban adunk egy konstrukciot is az ismétl6ds, 2 aktivitasi periddusra, egész
pontosan egy paros grafokra miikods konstrukciot adunk, amely értelemszerten fakra is
jo lesz, hiszen minden fagraf paros graf is. Tekintsiik a kdvetkezd chipkonfiguriciot: ki-
valasztjuk az egyik csiicsosztalyt, majd ebben a csticsosztdlyban minden cstcsnak legyen
annyi chipje, amennyi a fokszama, ekkor mivel minden élnek pontosan az egyik végpont-
ja van ebben a cstucsosztalyban, ezért ez élszdmnyi chipd jaték lesz. Vizsgaljuk az elsd
16vést! Mivel minden élhez tartozik egy chip, ezért az eddig 0 chippel rendelkezd (azaz
a masik csucsosztalyban szerepls) csicsok ekkor minden szomszédjuktol kapnak egy-egy
chipet, gy most ezen csticsoknak lesz pontosan fokszamnyi chipiik, az eredeti csticsosztaly
csticsainak pedig értelemszertien 0. Igy pontosan azon csiicsok lesznek aktivak, amelyek
eredetileg nem voltak azok, s még egy 1ovés utan visszakapjuk a kiindulési allapotot. Igy
ekkor minden cstcs vagy minden péaratlanadik, vagy minden parosadik 1épésben lesz ak-
tiv, tehéat egy-egy kétlépéses periddusban Osszesen n aktiv cstiics lesz, igy atlagosan egy
lépésben 7, tehat ennyi a jaték aktivitasa.

Az aktivitds tehat a megadott chipkonfiguraciobol paros graf esetén is 7, &m az alabbi
abréan talalhato ellenpélda arra, hogy a 4 cstucst kor esetén (amely szintén paros graf) van
olyan élszamnyi chipbol all6 chipkonfiguracio, amelybdl indulva az aktivitas 1, azaz nem

4
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6. fejezet

Véletlenszeri chip-firing

A véletlenszeri chip-firing soran minden lépésben egy cstcs 16, am azt, hogy az aktiv
csucsok koziil melyik az, amelyik 16, egyenletes eloszlas szerint valasztjuk ki. Ebben a
fejezetben végig egyszeri iranyitatlan grafon fogjuk vizsgéalni a jatékot. A véletlenszert
chip-firing jaték rekurrens éallapotai azok lesznek, amelyekbe pozitiv valoszintiséggel tér
vissza a jaték onmagukbol indulva, ezek értelemszertien megegyeznek a chip-firing jaték
rekurrens allapotaival. A fejezet soran (az elején kiviil) végig nem leallo jatékok lesznek
tanulmanyozva (ehhez a chipszam legalabb élszamnyi), hiszen leallo jatékok esetén nem
kiilénosebben érdekes az aktivitas viselkedése, mert ekkor az aktivitas konnyen lathatéan

mindig 0.

6.1. Az aktivitas tetszé6leges fan

6.1.1. Definicid. A wvéletlenszerid chip-firing jdaték aktivitdsa eqy G grifra eqy x kez-

deti chipleosztdsra az aktiv csicsok dtlagos szdmdnak a vdrhato értéke, azaz Ag(x) =
1
k
ben wvett aktiv csucsok dsszes szamadt jelold valdsziniségr vdltozo.

limy 00 + F(Ax(2)), ahol Ax(x) egy ezen x chipkonfigurdciobol inditott jaték elsd k lépésé-

6.1.2. Allitas. A véletlenszerd chip-firing jaték aktivitdsa eqy adott fa esetén nem figg

a kezdeti chipkonfigurdciotol, csak a chipek szamdtol.

Bizonyitas.
Ha a chipek szama kevesebb az élszamnal, akkor a jaték mindig leall, azaz az aktivitas 0

lesz tetszéleges kezdeti chipkonfiguracio esetén.
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A kovetkezSkben a nem ledlld jatékokra latjuk be az allitast, azaz amikor legalabb él-
szamnyi chip van. Kénnyen lathatjuk, hogy ekkor a véletlenszert chip-firing tekinthets
egy diszkrét allapotterti Markov-lancnak, ahol az allapotokat az adott Gsszchipszammal
rendelkezd chipkonfiguraciok jelentik, hiszen egy adott pillanatban a jovébeli allapotok
csak a jelenlegi chipkonfiguraciotol fiiggnek, a miltbeli allapotoktol nem.

A[A.2.3 Tételben lattuk, hogy egy tetszdleges y rekurrens chipkonfigurécio és = ~ y esetén
x-bol legalis 16vésekkel is el lehet jutni az y chipkonfiguracioba. Tovabba azt is tudjuk,
hogy a. Allitas szerint tetszéleges fa esetén barmely két azonos dsszchipszammal ren-
delkez6 chipkonfigurécié linearisan ekvivalens. Ezek miatt egy adott fara és 0sszchipszam-
ra az igy létezd rekurrens allapotokba barmely masik allapotbol (és igy persze 6nmagabol
is) el lehet jutni legalis 16vésekkel. Mivel a jaték nem all le, ezért természetesen léteznie
kell legalabb egy rekurrens allapotnak. (Ha pedig legalabb 3 cstcsu fan torténik a jaték,
akkor létezik nem rekurrens allapot is, hiszen egy tetszéleges levelet kivalasztva, és azt a
chipkonfiguréiciot tekintve, amelynél ezen a levelen van az Gsszes chip, ez semmiképpen
sem lehet rekurrens, hiszen csak tigy lehetne eljutni ebbe a konfiguracioba, ha a szom-
szédjatol kap chipeket. A graf osszefliggfsége miatt viszont a szomszédjanak van legalabb
egy masik szomszédja, igy annak is kell lennie legalabb egy chipjének ez esetben.)

A véletlenszeri chip-firing nyelvén ez azt jelenti, hogy a létrejové Markov-lancban a lénye-
ges allapotok a rekurrensek lesznek, a tobbi pedig 1ényegtelen allapot. Jelolje az allapotok
szamat S. Egy lényegtelen allapotbdl legfeljebb S 1épés utan rekurrensbe jutunk, hiszen
ha nem igy lenne, akkor létezne S egymaéast kovets 1épés, amely soran egyik allapot sem
rekurrens, &m mivel az el6zGek alapjan mindenképpen létezik legalabb egy rekurrens al-
lapot, ezért ez csak gy torténhetne meg, ha valamelyik nemrekurrens allapotban kétszer
is lennénk, ez pedig értelemszerden ellentmondés.

Az aktiv csicsok atlagos szaméanak varhato értékét, azaz az aktivitast elég attol a pil-
lanattol kezdve vizsgéalni, hogy a jaték rekurrens chipkonfiguracioba ért. Ez azért igaz,
mert a végtelenbe tarto hatarérték esetén A, (x) egy-egy realizacidjara ugy tekintve, mint
az aktiv csticsok els6 n lépésben vett szaméanak Osszege, ezen 0sszeghdl mindig csak kor-
latos sok tagot vesziink el, ha csak az els6 rekurrens allapottol vizsgaljuk az Osszeget.
Azaz, ha egy kezdeti allapotbol a jaték 5 1épés utan jut rekurrens chipkonfiguracioba,
akkor az n < 5 értékekre elég az 5. 1épéstsl kezdve Osszegezni az aktiv csiicsok szamat.
Tehat elegendd a rekurrens chipkonfiguracidkra redukalt Markov-lancot vizsgalni, amely
irreducibilis lesz, hiszen barmelyik allapotbdl el lehet jutni barmelyik allapotba legalis

16vésekkel, azaz pozitiv valoszintségekkel. Igy a tovabbiakban vizsgalhatjuk a jatékot, s
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igy az aktivitast az els6 rekurrens allapotba val6 érés pillanatatol kezdve. Ez valoban egy
sztochasztikus folyamat lesz, nem torténhet olyan, hogy egy rekurrens allapotbol pozitiv
valoszintiséggel 1éphetnénk nem rekurrens allapotba, tehdt minden rekurrens allapotbol a
tobbi rekurrens allapotba mend atmenetvaloszintségek osszege 1 lesz. Ezen Markov-lanc
irreducibilitdsa miatt fennall, hogy Vi-re

hm = 7,
n— 00 77,

ahol P a rekurrens allapotokra redukalt Markov—lénc atmenetval6szintség-matrixa, m;
pedig a stacionarius eloszlés j allapothoz tartozo értéke. Legyen a azon rekurrens allapot,
amelybe elGszor ér a jaték valamilyen x kezdeti chipkonfiguraciobol, tovabba legyen X;(a)
az 1. lépésben szerepld allapotot jelols valoszintségi valtozo, amikor az a allapotbol indul
a rekurrens allapotokon vett jaték, illetve jelolje f fliggvény pedig az aktiv csticsok szamét
rendeli hozza egy-egy chipkonfiguracidhoz, mint allapothoz. Ekkor az aktivitas

Ag(z) = lim iE(Am( )) = lim liE(Ak = lim — ZE

m—oo M, k—o0 k—oo k

A jobb oldali kifejezést tovabb alakitva:
1 o 1 o
Ag(z) = lim + ; B(f(Xi(a)) = Jim - ; Xb: P
k
.1 ;
= lim Xb: (ZlPab)f(b) = Eb:wa(b)

ahol b egy tetszbleges allapotot jelol. Lathato, hogy a kapott kifejezés nem fiigg a-tol, azaz
az els6 rekurrens allapottol, igy a kiinduléasi x allapottol sem, azaz az Gsszes azonos (de

legalabb élszamnyi) Osszchipszammal rendelkezd chipkonfiguracio esetén egy adott fara

ugyanannyi lesz az aktivitas, ezzel belattuk az allitast. 0

A bizonyitds menete alapjan lathato, hogy ugyanezen gondolatmenet mikodik egy tet-
sz6leges graf lineéris ekvivalenciaosztalyara, azaz tetszéleges grafon az azonos lineéris ek-
vivalenciaosztélyba tartozo chipkonfiguraciok aktivitdsa azonos lesz. Nem fagrafok esetén
pedig azért nem lesz igaz az &llitds, mert nem feltétleniil érhets el barmelyik rekurrens
chipkonfiguraci6 legalis jatékkal barmelyik masik rekurrens chipkonfiguraciobol, hiszen
nem feltétleniil linearisan ekvivalensek, igy nem feltétleniil igaz, hogy miutén rekurrens
allapotba ér a jaték egy x kezdeti chipkonfiguraciobol, akkor ugyanazon allapotokbol all
a kapott diszkrét allapottert Markov-lanc, mint egy z-t6l kiilonb6z6 kezdeti chipkonfigu-

raciora.
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6.2. Véletlenszeri chip-firing n csticst fakon

Egy n csticst fan élszamnyi, azaz n — 1-nél kevesebb chip esetén a véletlenszert chip-firing
jaték mindig leall, a tovabbiakban tehét a lehets legkevesebb chipszam esetét vizsgaljuk,

amelyre nem &ll le a jaték.

6.2.1. Allitas. Egy n csicsi csillagra n — 1 db chippel a véletlenszerd chip-firing jaték

aktivitdsa mindig
- nP-n+2
n 2n

As

Bizonyitas. Mivel egy adott fagrafra csak a chipszamtol fiigg az aktivitéas, ezért az alta-
lanossag megsértése nélkiil ki lehet indulni a kévetkezd chipleosztasbol: a leveleknek legyen
1-1 chipje, a kdzponti csticsnak pedig 0, s ekkor n—1 db aktiv csiics van a jatékban. Ekkor
lathato, hogy ezen jaték az aktiv cstcsok szamat tekintve valojadban nem is véletlenszert:
az els6 n — 1 1épésben csak a levelek 16hetGek valamilyen sorrendben egészen addig, amig
végiil mind az n — 1 chip a koézponti csticsban van, innen még egyet 16ve kapjuk vissza
a kiindulasi allapotot. Ezen jaték tehat n 1épésenként ismétlodik, azaz az aktivitasa ezen
ciklusban vett atlagos aktiv csiicsszam lesz. Kezdetben n — 1 db aktiv cstics van, majd
ez minden lépésben 1-gyel csokken, mig végiil mar csak 1 levél aktiv, majd ezutan csak a

kozépss csuces aktiv. Tehat az aktivitas ekkor

n—l4+n—24.+1+1 "D 41 p2_pn42

n n 2n

Ezzel az allitast belattuk. O

A tovabbiakban n cstucsu fagrafokra fogalmazunk meg a véletlenszert chip-firing jaték
aktivitasara sejtéseket. Ehhez el6szor bevezetiink egy részbenrendezést az azonos csicsu
fagrafokon. Ennek egy modszere az, hogy a grafok csékkend sorrendbe rendezett fokszam-
sorozatait lexikografikus sorrend szerint rendezziik. Igy példaul a 4 cstcst grafokon az 1t
(P,) fokszamsorozata csokkend sorrendben rendezve 2,2, 1,1, mig a csillagé (Sy) 3,1, 1, 1,
igy a rendezés szerint az Py < S,. Nevezziik ezt fokszam szerinti részbenrendezésnek.

Vizsgéljuk meg ezen részbenrendezést 6 csiicsu fakon! A 6.1. abran lathato a fokszamsoro-
zatok lexikografikus rendezése, s az egyes fakra az aktivitasok két tizedesjegy pontossiggal,

melyek szamitogépes szimuléciokkal lettek kiszamitva.
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2,2,2,2,1,1 3,2,2.1.1,1 322.1.1.1
2.28 2.38 2.67
3.3.1,1.1.1 4,2,1,1,1,1 5,1,1,1.1,1

6.1. 4bra

6.2.2. Sejtés. FEqy n csucsu dtra élszamnyi chip esetén a véletlenszerd chip-firing jaték

n?4+n—4

aktivitdsa Ap, = "35>

6.2.3. Sejtés. A véletlenszert chip-firing jdaték aktivitdsa élszamnyi chip esetén szigorian
novekvd az n csiucsu fagrafok fokszam szerinti részbenrendezésén, azaz ha Ty < Ty, akkor

Ar < Ar,, ahol Ag a G grdf aktivitasdt jeléli n — 1 chipd jaték esetén.

Ezen sejtést szamitogépes szimulaciokkal tamasztottam ala kis n-ekre, melyekhez az Eger-

vary Kutatocsoport altal fejlesztett LEMON nevid C++ konyvtarat hasznéaltam.

6.2.4. Megjegyzés. Nem élszamnyi chip esetén is az a sejtésem, hogy novekvd az akti-

vitds ezen a részbenrendezésen.

Az el6z6 sejtés igazsagabol természetesen kivetkezne az alabbi sejtés is.

6.2.5. Sejtés. Tetszdleges n csucsi T fara a véletlenszerd chip-firing jaték aktivitdsa él-

< ; ; 5 n24n—4 n?—n+2
szdmnyi chip esetén " Fe= < Ap < BEIEE,

Természetesen kovetkezne abbol a [6.2.5] Sejtés igazsaga, ha egy periédusban az aktivitas
a sejtésben szerepls korlatok kozott lenne. Ez viszont konnyen lathato, hogy nem igaz, a
jaték keriilhet %—Hél nagyobb aktivitasu peridodusba. Erre egy ellenpélda az aldbbi
abran lathato, mely jaték soran a periddusban végig 2 csiics aktiv, azaz a jaték aktivita-
sa 2. Ezzel szemben a véletlenszeri chip-firing jaték esetén a Markov-lancok stacionaris
eloszldsanak kiszamolasaval lathato, hogy maximum % lehet 4 cstcesa fakon 3 chip esetén

(természetesen a sejtés felsG becslése is ennyit ad).
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/ \

G020 0NN Or02020

\ /

0202020

6.2. abra

. . e . e n2+n—4 . e e,
Az sem igaz, hogy akarhogyan 16vogetve nem keriilhet a jaték “7-== kisebb aktivitasi

periodusba, erre is egy 4 cstcsu Ut szolgaltat példat, 1.5 aktivitassal (ami a formulaboél
adodo 1.6-nal kevesebb).

0202020

/ \

O-O-0© O

\ /

0202020

6.3. abra

Fontos észrevétel, hogy élszamnyi chip esetén a rekurrens chipkonfiguraciok a[d.1.10} Tétel
miatt pontosan azon lesznek, amelyek elGallnak tgy, hogy a graf egy adott irdnyitasara

minden csics chipszdma annyi lesz, mint ezen iranyitasban ezen csticsnak a befoka. Mivel
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tehat egy n csticst fa éleit 27~ !-féleképpen lehet megiranyitani, igy pontosan ennyi rekur-

;;;;;

db allapotbol allo6 Markov-lanc stacionarius eloszlasanak és annak a 2"~ !-dimenzios vek-
tornak a skalaris szorzatat kell vizsgalnunk, amely vektornak egy adott allapothoz tartozo

komponense az ezen allapothoz tartozo aktiv cstucsok széama.
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Osszefoglalas

Szakdolgozatom soran bizonyitasra keriilt tobb, a kiilonb6z6 chip-firing jatéktipusokra
vizsgalt aktivitas fogalmaval kapcsolatos allitas. Els6ként a 3. fejezetben jaték végességé-
vel kapcsolatos allitasok szerepeltek, majd a 4. fejezetben karakterizaltuk a véletlenszert
chip-firing jatékhoz elengedhetetlen rekurrens chipkonfiguraciokat, illetve kiilonféle tulaj-
donsagait vizsgaltuk ezeknek. Belattuk, hogy fakon barmely allapotbol elérhetéek ezek a
rekurrens allapotok, s ezen &llités a véletlenszert chip-firing jaték aktivitasanak vizsgala-
tanal jott jol. Az 5. fejezetben a parhuzamos chip-firing jatékban élszamnyi chip esetén
mutattuk meg, hogy az aktivitas csak a csiicsok szamatol fligg. A 6. fejezetben pedig a vé-
letlenszert chip-firing jaték esetén lattuk be, hogy hidba véletlenszeri a jaték, az aktivitas
fogalma csakis a kezdeti chipkonfiguraciotol fligg, a jaték soran térténd lépésektsl pedig
nem. Ezenfeliil sejtéseket fogalmaztunk meg a véletlenszert chip-firing jaték aktivitasa és

a fak szerkezete kozti Osszefiiggésekrdl.
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az

Feladat Felhasznalt eszk6z Felhasznalas helye Megjegyzés

Abrakészités GPT o04-mini 4., 5. és 6. fejezet LaTeX koéd generalasa
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