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Bevezetés

A filogenetikai fakat f6leg biolégiai és kémiai folyamatok (pl. evoliciés kap-
csolatok, molekuldk, virusok kialakuldsa, fejlddése) viszgalatandl és lefrdsandl
hasznéljak. A filogenetikai fak a grafelméletbél ismert, tobbnyire gyokeres,
élsulyozott fakat jelentik, amiknek gyckerébdl lefele agaznak ki az élek, cimkézett
leveleit pedig utédoknak, fajoknak nevezziik. Tobbféle folyamatot is abrazol-
hatnak, mint példaul k6zos tulajdonsag 6roklédése a gyokértol a levelekig tartd
utakon, fajok szétvdalasa és a koztik eltelt id6 szemléltetése, stb. A dolgozat
utobbival foglalkozik. A témakor két alapvetd kérdése a kovetkezo: ha van
egy adathalmazunk, ami azt irja le, hogy az egyes fajok mikor vagy mennyi
ideje valtak el egymdstol, akkor abbdl visszafejthets-e a fa, ami lerajzolja a fo-
lyamatot és rairhatéak-e pozitiv élstulyok az élekre gy, hogy az az adatoknak
megfelel6 ” evolicids” uthosszakat adja vissza. Latni fogjuk, hogy ez ultramet-
rikus tavolsdgndl lehetséges, sét hatékony algoritmus létezik ré (1. fejezetben
definidljuk a fogalmat és bizonyitjuk). Azonban nem minden esetben tartozik
hozza fa, mert példaul ha pontatlanok a mérések, akkor kaphatunk olyan adat-
halmazt is, amihez nem létezhet fa (pl. negativ élsily keletkezne). Ilyenkor
kozelito fakat kell keresni, de erre nem tériink ki részletesebben. Eléfordulhat,
hogy létezik az adatokhoz fa, csak az a valdsagtol eltéro fat ad vissza, ezért
ilyenkor is egy ”kozelit6” fat keresiink. A dolgozat egy specidlis tulajdonsigi
adathalmazzal fog foglalkozni, az ultrametrikus tavolsaggal és fakkal.

A masik jelentds probléma, hogy hasonld szerkezetii fak kozott szeretnénk vala-
mi kapcsolatot taldlni aszerint, hogy milyen ” messze” vannak egymastél. Tobb
cikk is foglalkozott ezzel a probléméval, mivel az euklideszi tér és az ott is-
mert metrikdk nem bizonyultak eredményesnek, mert a kis tavolsdgb6l nem
feltétleniil kovetkezett a fak alakjanak hasonlésdga. A nem-euklideszi térhez
tartozé metrikak mellett a mésik nehézséget az okozza, hogy méar a gyokeres,
bindris, cimkézett, n leveld fak szdma is (2n —3)!1 =1-3-...- (2n — 3) ([14]).
Ezért ha egy mérési hibabdl mas fat kapunk, akkor nagy n esetén nagyon sok
fa johetne széba, mint ”igazi’ fa.

A dolgozat egyik legfébb célja, hogy a sokféle, de ugyanarrdl értekezd szakiro-
dalmat Osszekosse és lényeges eredményeket foglaljon Ossze. El6szor az ultra-
metrikus fak konstrualasat mutatjuk be, majd a trdpusi geometria segitségével
hatékony ”legrovidebb ttkeresést” adunk a filogenetikai fik (egy speciélis) teré-
ben, aminek segitségével vizsgalhatjuk a megmaradé tulajdonsagokat két kozeli
fa ko6zott, valamint ha tobb mérésiink is lenne, bizonyitjuk, hogy létezik olyan
ultrametrikus fa, ami mindegyikhez ” kézel” van.



1. Faépités
1.1. Filogenetikai és ultrametrikus fak

1.1.1. Definicié. ([9]) Legyen n € N és 2 < n. n leveld filogenetikai faknak
nevezzik azokat az n db cimkézett levelbdl dllo fdkat, amiknek éleire nemmnegativ
sulyokat irunk. Jelolésik: T,

A fédk nem levél csucsait belsd csicsoknak nevezzik, azokat az éleket, amik-
nek mindkét végpontja belsé csics belsd éleknek hivjuk, a tobbit kilsd éleknek.
A szakirodalomban néha méshogy definidljak a filogenetikai fakat, mivel a bels6
csucsokhoz is szoktak szamokat rendelni, ami Osszefiiggésben van az élekre irt
sulyokkal. Az eltérd definidlast az okozza, hogy van ahol el6bb az élekre {runk
nemnegativ silyokat, aztdn az alapjan rendeliink szdmokat a bels6 csicsokhoz,
de van ahol forditva. Errol a filogenetikai fak egy részcsoportjanal, az ultrametri-
kus faknal az 1.2.1. Tételben lesz még sz6. Mi a tovabbiakban azt feltételezziik,
hogy az éleken vannak megadva nemnegativ silyok (amik azt jelentik, mennyi
id6 telt el két belsé cstics/esemény kozott). Ha valahol 0 lenne, ott gondolha-
tunk ugy ra, hogy a két belsd csics egyben van.

A tovéabbiakban fontos lesz a kovetkezd métrix.

1.1.2. Definicié. ([9]) Ha adva van egy T filogenetikai fa, n > 2 levéllel, akkor
csindljunk egy olyan n x n D mdtrizot, aminek i. sordban a j. oszlopban az i
és j levelek kozti (egyértelmii) it hossza lesz (jeloljik w;j-vel). Ez szimmetri-
kus és a fédtloban végig nulla szerepel. Valamint a nemnegativ élsulyozds miatt
barmely indexhdrmasra teljesilni fog a hdromszég egyenlétlenség. Ezért a filo-
genetikai fdkat szokds metrikus faknak is nevezni, hiszen D mdtriz w; ; értékeire
teljestilnek a metrika tulajdonsdgai. Ezt a mdtrizot szokds T-hez tartozo tdvolsdg
mdtriznak is nevezni.

1.1.3. Megjegyzés. A metrika tulajdonsdgai, hogy w; ; = 0 pontosan, akkor ha
1 =j, de ez teljesiil, hiszen a pozitiv sulyozds miatt eqy levélnek csak onmagdtol
lehet nulla a tdvolsdga. Tovdabbd a szimmetria is teljesil, hiszen az v,j leve-
lek kézti it hossza filiggetlen attol, hogy melyik iranybdl nézzik. A hdromszog
egyenldtlenség azért igaz, mert ha van eqy filogenetikai fank, benne i, j, k levelek,
akkor azokra megszoritva a fat eqgy hdromdgi csillagot kapunk (3. dbra a, részén
ldthats fat ” kiegyenesitjik” a gyokérnél). Ekkor ha d(v,v’)-vel jeloljik a v, v’
csucsok kozti it hosszdt a faban, akkor

Wi, j = d(la ’U) + d(]a U) < d(Z, U) + d(’U, k) + d(vv k) + d(]a ’U) = Wik T Wjk.

fgy valoban teljesiilnek a metrika tulajdonsdgai a D mdtrizra.

Eddig ha egy fa tdvolsigmatrixdnak egy értékére hivatkoztunk a w; ; jelet
hasznaltuk, de a kovetkezékben, ha egy maétrix értékére akarunk csak utalni
(amirdl nem feltétleniil tudjuk, hogy tavolsidg matrix-e), akkor a D(i, j) jelolést
fogjuk hasznalni.

1.1.4. Definicid. ([5, Definition 5.]) Adva van egy D n x n valds mdtriz,
aminek i. sordban és j. oszlopaban a szdmot D(i,7) jeloli. A 4-pont feltétel



(Four-point condition) azt jelenti, hogy ha veszem a tetszdleges, de kilonbdzd
1 <i,5,k,1 <n indexeket, akkor
D(i,j) + D(k,l) < max(D(i, k) + D(j,1), D(i,1) + D(j, k),
vagy ekvivalensen a mazimum legaldbb kétszer lesz felvéve a D(i, j)+ D(k,1),

D(i, k) + D(j,1), D(i,1) + D(j, k) értékek kizitt.

1.1.5. Allitas. ([9, Proposition 1.]) Egy D szimmetrikus, valds n X n mdtriz
egy filogenetikai fat reprezentdl, ha teljesiti a metrika feltételeit és a 4-pont
feltételt.

Ennek bizonyitdsdba nem megyiink bele ([2] forrdsban olvashaté a bizony{tas),

mert minket egy specidlisabb fa és matrix érdekel, aminél bizonyitani fogunk egy
hasonlé allitdst (1.1.8. Tétel).
Az 1. dbrén lathaté egy filogenetikai fa négy levéllel, ami példaul nem gyokeres
fa, mert nem jeloltiink ki egy cstcsot sem erre a szerepre. Hogy ne keverjiik
Ossze a tavolsdg matrix értékekkel, a leveleket az abc betiiivel jel6lom most, de
a kés6bbiekben tobbnyire szamokkal fogom.

a b c d
0 3 65| 5
3 0 |75] 6
6,575 0 |35
5 6 |35] 0

Qoo

1. dbra. ([9])Tavolsdg matrix és filogenetikai fa. A levelek: a, b, ¢, d és a belsd
csicsok: u, v. Itt csak a 3 stlyu él belso él.

A filogenetikai fak altaldnossdgban olyan fikat jelolnek, amelyek valami-
lyen evolicids véltozast vagy kapcsolatot irnak le. A kovetkezokben definialjuk
az ultrametrikus fdkat, amik a filogenetikai faknak egy részcsoportja (1.1.11.
Alh’tés) és majd latni fogjuk, hogy ezek valéban egy evolicids folyamatot irnak
le, a kezdetektdl a végpontig (1.2.3. és 1.2.4. Definicidkndl és az el6ttik 1évé
bekezdésekben lesz réla bévebben sz6). Most megadjuk az ultrametrikus mértix
és fa definici6jat, majd beldtjuk, hogy a két fogalom ekvivalens (mint a tévolsag
métrix és a filogenetikai fa). Azutdn megmutatjuk, hogy az ultrametrikus fandl
teljestild 3-pont feltétel er6sebb, mint a 4-pont feltétel.

1.1.6. Definicid. ([4, 451.0ldal]) Legyen D egy szimmetrikus nxn nemnegativ,
valds mdtriz. Azt mondjuk, hogy ultrametrikus tdavolsdgot definidl, ha bdrmely
harom i, j,k indexre a D(i,j), D(i, k), D(j,k) értékekbdl a mazimum legaldbb
kétszer fordul eld. A szakirodalomban ezt 3-pont feltételnek

(Three-point condition) nevezik. Ilyenkor D-t ultrametrikus mdtriznak hivjuk.



A kovetkez6 definiciénédl nem egyértelmii, hogy miért kell ilyen tulajdonsé-
ginak lennie az ultrametrikus fanak, de ugyancsak a 1.2.4 Definiciondl fogjuk
latni ennek az okat.

1.1.7. Definicib. ([4, 449.0ldal]) Legyen D egy szimmetrikus nxn nemnegativ,
valds matriz. T gyokeres fat D ultrametrikus fdjinak nevezzik, ha a kivetkezdk
teljestilnek rd:

— 1. T-nek pontosan n levele van és mind D 1-1 sordval van cimkézve.

— 2. Minden belsé csicsnak legaldbb két gyereke van és D egy mezdjében szerepld
szammal vannak cimkézve.

— 3. A gyokérbdl indulva barmely levélig az utmenti belsé csicsokon a cimké-
zések szigoruan csokkennek.

— 4. Bdrmely i,j levélpdrra a legkézelebbi kéozos dsik cimkéje D(i, 7).

Az n leveli; ultrametrikus fdakat U, -nel szoktuk jeldlni.

8 (gyokér)

0| 0| N O 00| T
Ul O| Co| Co| U &

oo |T|®

w| ut o ol O
0| 0| O o 0| o
o| ot oo| cof w| @

2. abra. Ultrametrikus matrix és a hozzd tartozé fa, a piros szdmok a bels6
csucsok cimkézése. Az élek silyozdsa nem szerepelt a definiciéban, de a
késobbiek lesz réla sz6. Viszont azt mar most megjegyezziik, hogy nem véletlen,
hogy a piros szamok a bels6 csiucsnak a levél utédjaitol a tavolsaga.

Az el6bbi definiciébdl kovetkezik, hogy ha T' egy ultrametrikus fa és bizonyos
leveleknek a paronkénti legkozelebbi kozos Gse megegyezik, akkor a hozzajuk
tartozé D(i,j) értékek sziikségszerien meg kell, hogy egyezzenek. A 2. dbran
az a,d és e,d levélparoknak a legkozelebbi kozos Gse megegyezik (D(a,d) =
D(e,d)), de a, e 8se nem azonos vele, és D(a, e) értéke kisebb az 6vékénél.

Az ultrametrikus fdkat a szakirodalomban &ltaldban bindrisnak veszik (min-
den belsé cstcsnak, ami nem a gyokér 3 a foka, a gyokérnek 2). Bdr a de-
finiciékat altalanosan mondom ki és a tételek, allitasok is igazak tObbnyire
tobbgyerekes bels6 csticsok esetén is, mi is inkdabb a bindris fakat hasznéljuk a
bizonyitasoknal. A szakirodalomban pozitiv szamok szoktak a matrixban lenni,
kivéve a f64tl6t, ahol nulldk vannak. Nyugodtan feltehetjiik, hogy (mindkét dei-
finfciébeli) D matrix f84tl6jdban nulla szerepel. Az els6nél azért, mert ha i, 1, j



indexeket nézem, akkor D(i,j) = D(j,i) > 0, {gy D(i,i) = 0 nem mond ellent
a 3-pont feltételnek. Valamint az i,i levélindexeknek nem igazan értelmezhet6
a legkozelebbi kozos Ose, hiszen az az el6bbi bels6 csucs a gyokérhez vezeto
uton, de annak lesz egy mdsik gyereke (j # i) és ezért arra a bels6 csicsra a
D(i,j) > 0 érték fog keriilni. Igy a D(i,1) értéket nem szoktuk felirni a fara és
az értéke éppen ezért nem is fontos, definidlhatjuk nulldnak. A nem egyenl6 i, j
indexekre pedig innent6l D(i,j) > 0 feltehetd, mert a szakirodalomban is ezt
fel szoktdk tenni.

1.1.8. Tétel. ([4, Theorem 17.1.1.])  Egy D n x n szimmetrikus (nemne-
gativ) valds mdtriznak pontosan akkor van ultrametrikus fdja, ha D ultrametri-
kus mdtriz.

Bizonyitds. Legyen T ultrametrikus faja D-nek a 1.1.7 Definici6 szerint és lassuk
be, hogy D ultrametrikus a 1.1.6 Definici6 szerint. Ekkor ha veszek harom in-
dexet (i, j, k), azok T hirom levelének felelnek meg. T-t megszoritom a hirom
levélre és a gyokérbél hozzdjuk vezetd (egyértelmii) utakra gy, hogy a gyokértél
az els6 szétvalasig tarté utat levdgom, hiszen addig egyik bels6 csiics sem volt
legkozelebbi kozos 6siik, vagyis nincs rajta D(i,7), D(i, k) vagy D(j, k) érték.
Ekkor szimmetria miatt feltehet6, hogy a 3. abra a, részén lathaté fat kapom
(csak a legkozelebbi kozos 8sok és a levelek lathatéak rajta). A legfelsé belsd
cstcsra a D(i, k) és D(j, k) értékek keriilnek (amik egyenléek, mert csak egy
szam keriilhet a belsé csicsokra), a v cstcsra a D(i,7). Mivel a fa ultrametri-
kus, {gy D(i,j) < D(i,k) = D(j, k), tehdt a maximum kétszer lesz felvéve, D
ultrametrikus matrix.

Visszafele egy algoritmust is adunk, hogy ha adott egy D (1.1.6 Definicié sze-
rint) ultrametrikus métrix, akkor abbdl hogyan kaphaté hozza tartozé T' (1.1.7
Definicié szerinti) ultrametrikus fa.

El6szor egy konkrét i indexet vizsgalunk. Az el6bbiekben lathattuk, hogy
D(i,i) = 0 feltehetd, ekkor minden j # ¢ indexre D(i,j) > D(i,i). Tegyiik
fel, hogy m db kiilonb6z6 érték szerepel D i. soraban. Ha létezne D-hez egy
T ultrametrikus fa, akkor a gyokértol az i levélig vezeté uton szerepelhetnek
csak ezek a D(i,j) szdmok, hiszen a nem az tton szereplé belsé csticsoknak
nem leszdrmazottja az i, {gy nem keriilhet rdjuk D(i,.) szdm (1.1.7 Definicid).
Valamint az it minden bels6 csicsdnal az egyik iranyba haladva i levélbe ju-
tunk elobb-utébb, egy madsik iranyba egy j # i levélbe. Ezért arra a bels6
csticsra keriil a D(i,j) érték, hiszen 6 a legkozelebbi kozos &se i-nek és j-nek.
Valamint minden levélbe el lehet jutni ha i-bdl felmegytink a legkozelebbi k6zos
Osiikig (legfeljebb a gyokérig) és onnan lemegyiink a j-be, igy tényleg minden
J # i-re D(i,j) szerepelni fog az 1t egyik belsd csticsdn. Tehdt a gyokértél az i
levélig tart6 titon szereplo belsé csucsokon lesz az Gsszes i. sorban szerepld szam
(D(i,7) = 0 nem szerepel a fontiek szerint). Ez azt is jelenti, hogy mivel m
kiilonb6z6 szamunk van, és az tton szerepld szamoknak szigoriian csokkenniiik
kell, igy pontosan m db csics van ezen az tGton és mindhez fentrdl lefelé a kovet-
kezé legnagyobb D(4,j) érték tartozik (az m. csics maga az i levél, amihez a
"D(i,1)” tartozik, csak nem szoktuk felirni rd). Ekkor a maradék n — 1 indexet
szét lehet osztani m — 1 db csoportba, aszerint, hogy D(, j) érték melyik utbeli



belsd csicshoz tartozik (hanyadik legkisebb érték D i. sordban). Tehdt olyan
algoritmus kellene, ami megkonstrudlja azt a fat, aminél ha D(i,j) = D(i, k),
akkor j és k utja ugyananndl a belso csicsnél szakad el ¢ atjatdl és az igy 1étrejott
fa D-értékeire teljesiilnek a 1.1.7 Definicid 3. feltételei (a tobbi feltétel az el6z6
"index-csoportra bontds’ miatt latszik, hogy teljesiilni fog).

El6szor is D i. sora alapjan elvégzem a 1,2, ..., — 1,7+ 1,...,n indexek szétva-
logatasat az el6bbi mdédon és ”megrajzolom” a gyokérbdl az i-be vezetd utat,
a belsd cstcsokra pedig rafrom a D(i, j) értékeket. Ebbél az dllapotbdl akarok
tovabb 1épni. Legyen egy bels6 cstcs az iton v, j egy onnan ledgazd utdd-index,
k pedig egy tetsz6leges masik index (3. dbra b,). Harom esetet vizsgalunk meg.
1. eset: D(i,j) = D(i, k) vagyis j és k is ugyanabba az indexhalmazba van
besorolva. Itt gy folytatjuk az algoritmust, hogy a D(j,.) értékeket is sorba
rendezem. Azok, akik nagyobbak D(i,j)-nél azok fontebb lesznek (kovetkezd
eset), tehdt csak a tobbi fontos. Ez alapjan v-bél j-be rajzolunk egy belsd
csticsokkal és D(j,.) cimkézéssel ellatott utat. Ha D(j,k) = D(i,j) = D(i, k)
lenne, akkor a fontiek miatt a k index a v bels6 csticshoz lenne a v, j iton ren-
delve, igy v lenne a legkozelebbi kozos 6se j és k leveleknek a konstrudlt faban.
Ekkor a v-bél i, j és k felé is szétvalik az it, tehat ez nem bindris fak esetén le-
hetséges csak (de azokra a fikra is igaz az &llitds). Mivel D ultrametrikus, ezért
D(j,k) < D(i,7), ami ha nem egyenldséggel teljesiil, akkor azt jelenti, hogy
a k egy v alatti bels6 csiicshoz lesz rendelve, az lesz a legkozelebbi kozos Gse
j-nek és k-nak. Vagyis a v gyokerii részfa egy nem-gyokér belsd csilicsa, igy az
dtmenti szigord csokkenés teljesiilni fog rdjuk (1.1.7 Def. 3. pontja). Ugyanigy
belathatd, hogy a v-nél 1évo D érték nagyobb lesz az alatta 1év6 bels6 csucsok
értékeinél.

2. eset: D(i,k) > D(i,7), ekkor D(j, k) = D(i, k) kell hogy legyen a 3-pont felté-
tel miatt. Ekkor az index szétvdlasztds miatt k egy v folotti v/ belsd csics
leszérmazottja lesz. Ez azt is jelenti, hogy j és k ttjaik is elvdlnak v'-ben, hi-
szen k nem v leszarmazottja. Igy valéban v/ belsé pontba kell D(j, k) értéknek
kertilnie, mert az a legkozelebbi kozos sk, és teljestilni fog a D(j, k) > D(i, j)
szigord csokkenés is.

3. eset: D(i,k) < D(i,j), igy az eddigiekhez hasonléan D(j, k) = D(i, j). Ekkor
az indexbesorolds miatt k egy v alatti v”-b6l fog ledgazni. v-hez lesz rendelve
D(j, k) érték, ami valéban helyes, mert egyrészt v lesz a legkdzelebbi kozos Gse
j-nek és k-nak, mdsrészt D(i, k) < D(j, k) is teljesiil, tehdt a gyokértdl lefelé a
szigord csokkenés sem romlik el.

Azt kaptuk tehat, hogy ha egy adott indexre megcsinaljuk a gyokérbél bele ve-
zeto utat és rairjuk szigorian csokkenve a D értékeket, akkor szét tudom bontani
utédcsoportokra a maradék indexeket. Ha egy v belsé csticshoz tartozé indexe-
ket veszem (akiknek a D(i,.) értéke egyenld), akkor az 1. esetben leirtak miatt
az 0 v gyokeri részfajuk a tobbi részfa leveleit és a bels6 csticsok cimkézését nem
rontjék el. Vagyis elegend6 a részfékat kiilon-kiilon jol megkonstrualni, akkor
a nagy fa is jo lesz. Tehat vehetek a v-hez tartozé indexekbdl egy j indexet,
kivélasztom D j. sordbdl azokat a D(j,.) értékeket, amik D(i,j)-nél nem na-
gyobbak. D(j,k) > D(i,j) esetén D(j, k) = D(i, k), ami a 2. eset volt, vagyis a
hozz4 tartozé mésik (k) levél mésik részfaban lesz. A nem nagyobbak az 1. esetet



adjak, amirdl lattuk, hogy tényleg jé részfat ad. Ezeket a nem nagyobb D(j,.)
értékeket szigori csokkend sorrendbe dllitom, majd elvégzem a részindexhalmaz
felosztasat az elébbiek szerint. Ezzel egy tjabb utédindex kertl jél be a konst-
rudlandé T faba. Rekurzioval befejezem a faépitést és a 1.1.7 feltételei mind
teljesiilnek a kapott T fara, hiszen n levele lesz, a belsd cstiicsoknak legalabb két
gyereke lesz, és rajtuk a cimkézések is megfeleléek lesznek. O

gyokér

3. 4bra.

1.1.9. Allités. (/4, Theorem 17.1.2.]) Ha D ultrametrikus mdtriz, akkor az
ultrametrikus fdja egyértelmd.

Bizonyitas. A 1.1.8 Bizonyitas 1épéseibél 1latszodik, hogy a ” szigorian csokken”
feltétel miatt a fat egyértelmiien meg lehet konstrudlni a matrixhoz. O

Ezzel belattuk, hogy az ultrametrikus métrix és fa fogalma ekvivalens, mert
a 1.1.7. Definicio szerinti fa csak az lehet az egyértelmiiség miatt, amit az el6bbi
algoritmussal konstrualtunk a D matrixhoz.
Itt érdemes megjegyezni, hogy ha a ” szigorian” feltétel nem lenne és bizonyos
belsé csticsoknak tobb mint két gyereke lenne, akkor mar nem egyértelmii az
ultrametrikus fa (ekkor természetesen az egyenld belsé csics cimkézés miatt az
élsulyozdst is kissé &t kellene fogalmazni). Ekkor meg lehet az azonos D értéki
bels6 csucsok részfait cserélni, vagy Ossze lehet vonni, mint példaul a 4. abran.
Ott mivel a két belsé cstucsnak 6 az értéke, igy példaul nem egyértelmii, hogy
a két cstics egybe van-e, vagy kiilon. Valamint, ha lenne egy harmadik 6 sulyu
csucs a 6 és a 10 sulyd gyokér kozott, azzal felcserélhetnénk a 6 silyt algyokeres
részfakat.

Az el6bb elmondott algoritmus j6 és polinomidlis. Ez azért igaz, mert egy
1épésben egy indexre rendezziik a matrixbeli elemeket (vagy egy résziiket) és ez



4. dbra. Ultrametrikus fa nem egyértelmii, ha megengediink egyenléséget a szom-
szédos belso csicsoknal.

alapjan a részfaban 1évé indexeket. A rendezés az polinomialis id6 alatt megy.
Ha esetleg minden érték egyforma egy részfa indexeinél, akkor az azért van,
mert minden részfabeli indexnek a tavolsdga ugyanannyi egymastol, tehat egy
kis csillagfat alkotnak. De azt is egy polinomialis végigolvasassal ellenorizhetjiik.
fgy egy lépés valdban polinomalis idejii. Minden egyes 1épésnél legalabb egy 1j
bels6 cstcsot hozzavesziink a nagy fahoz, vagy egy el6bb 1étrejott belsd csics
alatti levelekrol megallapitjuk, hogy csillagfat alkotnak, de igy is egy bels6 cstics
legfeljebb két lépésben szerepelhet. FEzek szama azonban n levelll fa esetén
legfeljebb n — 1 (1.2.5. Allitds). Igy tehét legfeljebb 2 - (n — 1) 1épés lesz és
mind polinomidlis, tehat az algoritmus is polinomalis. Létezik ennél gyorsabb
algoritmus is, de ennek bizonyitdsaba nem megyiink bele, mert nem is sziikséges
a tovabbiakban.

1.1.10. Allitas. ([4, Theorem 17.1.8.]) Ha D ultrametrikus mdtriz, akkor
O(n?) idében megkonstrudlhats a ultrametrikus fdja.

Most lassuk be, hogy a 3-pont feltétel erGsebb a 4-pont feltételnél. A kovet-
kez6 fejezetben részletezziik a helyességét, de most fogadjuk el a szakiroda-
lomban hasznalt élstulyozast. Ha adva van egy D ultrametrikus matrix és hozza
elkészitjiik a T ultrametrikus fat, akkor az élekre a két végpont kiilonbségének a
felét irjuk. fgy ha a fa tdvolsdagmatrixat veszem, akkor az pont a D maéatrixot adja
vissza. Eléfordul, hogy az élekre maga a kiillonbség kertil, ekkor a tavolsagmatrix
a D matrix értékeinek felébol all. FErre utaltunk a 2. &bréanal és azon el-
lenérizhetjiik is. Igy definidltunk egy nemnegativ élstilyozast is a fan.

1.1.11. Allitas. Ha van egy ultrametrikus T fank, akkor az filogenetikai fa is,
mds szoval ha teljesil eqgy D mdtriz elemeire a 3-pont feltétel, akkor a 4-pont felté-
tel is. Forditva azonban nem igaz, tehdt U, C T,,, de nem egyenld a két halmaz.
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Bizonyitds. (sajét bizonyitds) Tegyiik fel, hogy van egy ultrametrikus T' fadnk
és D tavolsdgmatrixdban w jeloli az értékeket (az el8bbiek miatt ez a D az
ultrametrikus métrixa a fanak). Vegylink négy indexet/levelet: 4,75, k,I. Ha
ezekre megszoritom a fét, akkor kétféle alaki dbrat kaphatok (eltekintiink az
indexek sorrendjétol, csak az alak szamit és itt a belso éleken szerepld szamok
lehetnek nulldk is, ha nem bindris a fa). Ezek az 5. dbrén ldthatéak. Ekkor az
els6 abréan:

w(i, j)+w(k,l) = a+b+ct+d < w(i, k)+w(y, 1) = (a+e+f4c)+(b+et+f+d) =
(a+e+f+d)+b+e+ f+c)=w(il)+w(yk),
mert e, f > 0. Hasonléan a masodik abranal:

w(i,j)+wk,)=g+h+m+o+p<w(ik)+w(l) =

= (9+n+m)+(h+n+o+p) = (g+n+o+p)+(h+n+m) = w(i, ) +w(j, k).
fgy tehat teljesiil a 4-pont feltétel, a T filogenetikai fa.

5. abra. 4 levelli ultrametrikus fa lehetséges alakjai

Egyenldség azért nem lehet, mert példaul a 1. abran a fa nem ultrametrikus,
mert a matrix sem az. Vegyiik példaul a, b, c indexeket. Ekkor

w(a,b) =3 <w(a,c) =6,5 <w(b,c) =17,5, tehdt nem teljesiil a 3-pont feltétel,
a 4-pont feltétel viszont igen, mert

w(a,b) + w(c,d) < w(a,c) +w(b,d) =w(a,d) + w(b,c). Ha zavaré a gondolat,
hogy nincs ott gyokér kijelolve, mig az ultrametrikus faknal kikotottiik, akkor
vegylik ugy, hogy u a gyokér a filogenetikai faban. Igazdbdl nem fontos, mert a
1.1.5 Allitds és a 1.1.8 Tétel miatt elég a matrixot figyelni és annak értékei
fiiggetlenek attdl, hogy van-e gyokér kijelolve (természetesen addig, amig nem
az egyik levelet jeloljiik ki gyokérnek). O

1.2. Ultrametrikus fa

A tovabbiakban csak az ultrametrikus fakkal fogunk foglalkozni. Az el6zéekben
lattuk, hogyan lehet fat konstrudlni egy matrixb6l. Azonban tébb kérdést is
megvalaszolatlanul hagytunk. Elészor is, hogy miért igaz az, hogy az élstlyozas
és a belsé cstcs silyozas felcserélheté miivelet, aztan azt, hogy mit is dbrazolunk
egy ilyen fanal, miért pont cstkkennek a belsé csicsokra irt értékek. Valamint
par hasznos megfigyelést is meg kell allapitanunk.
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El6szor is rogzitsiink egy szemléletet. A gyokeret a legkozelebbi kozos Gsnek
tekintjiik, a belsd csicsok azt a pillanatot jelentik, amikor két utdéd-csoport
szétvalt, a gyokeret is ilyennek tekintjiik. Bar a 1.2.3. és 1.2.4. Definiciékban
részletesebben is lesz szd réla, megfogalmazzuk djra a 1.1.11. Allitas el6tti
élsulyozast ultrametrikus fékra. Ha adva vannak a bels§ csicsokra frandé
méatrix értékek a fdban (a leveleken 0 szerepel), akkor az élekre a két végpont
kiilénbségének a felét frjuk (fels6—alsd), ami a szigori csokkenés miatt pozitiv
érték lesz minden élen. Ha pedig az élsilyozas lenne adott, akkor a szakirodalom
szerint veszek egy belsé csicsot és két kiilonboz6 utodjét (legaldbb két utddja
van) és kiszdmolom a koztiik mend 1t hosszat, majd az az érték lesz a bels6 cstcs
cimkéje. Ennél mindegy melyik alatta 1évo levél utédpart vélasztom, az érték
ugyanannyi lesz, ezt igazolom a 1.2.1 Tételben. Ezzel a definidldssal latszik,
hogy valéban mindegy, hogy a bels6 cstiicsok vagy az élstulyozés van-e adva, és az
is, hogy ilyenkor a D ultrametrikus matrix megegyezik a fa tavolsdgmatrixaval
(kovetkez6 tételben ezt is bebizonyitjuk).

Most belatjuk, hogy ha ultrametrikus D matrixunk van, akkor annak bels6
csucsaitol valéban egyenl6 tavolsdgra vannak lefelé a levelek.

1.2.1. Tétel. D nemnegativ értékekbdl dllo, szimmetrikus, n X n mdtrix, ha
ultrametrikus, akkor a hozzd tartozé T fdra igaz, hogy a gyokértél és minden
mas belsd csucstdl is az alatta lévd levelek azonos tavolsdgra vannak, ha a fonti
élsilyozdst alkalmazzuk (az ilyen fa a szakirodalomban az equidistant tree).
Visszafelé, ha eqy T fa élsilyozdsdra igaz az eldbbi tulajdonsdg, akkor legyen D
mdtriz i. sordban, j. oszlopdban az i és j levelek (egyértelmd) T fabeli itjinak
hossza (tehdt a tdvolsagmdtriz), és ekkor a D mdtriz ultrametrikus (ésT tartozik
hozzd, mint ultrametrikus fa).

Bizonyitds. (sajét bizonyitds)

Tegyiik fel, hogy D ultrametrikus, T a hozza tartozo ultrametrikus fa, aminek
éleire a fentiekben leirtak szerint lehet élsulyozést késziteni. Tehdt az élekre a
két végpont kiilonbségének felét from (pozitiv szdmot). Ekkor ha veszek egy
tetszéleges v bels6 csicsot, akkor téle lefelé az éleken ha 0sszeadom az értékeket
a levelekig, akkor a v-hez tartozé suly fele fog kijonni. Ez a teleszkopikus Gsszeg
konnyen latszik: jeloljik D(u)-val az u bels6 csicshoz tartozé D-beli értéket,
ha v-bol az ¢ levélig a vy, va, ..., vk, csucsokon lehet eljutni, akkor az altaluk
meghatarozott ithossz

d(v,v1) 4+ d(v1,v9) + ... + d(vg_1, vg) + d(vy, i) = 2P0 | DE)=Da)
o D(vk,lg—D(vk) I D(vk);D(i,i) _ D()-D(isi) _ D(v2)70 _ D

amivel az el6bbi allitast belattuk. Mizfel azonban ez tetszgleges levélutédra
igaz, igy valéban mind ugyanakkora tavolsagra van az adott v bels6 cstcstol,
a tétel egyik irdnyat belattuk. Ekkor nyilvan az is teljesiil, hogy ha i,j és k&,
levélparokra is a legkozelebbi kozos stk v, akkor a d(i,5) és d(k,l) tavolsdgok
egyenléek, és pont D(v)-vel egyenléek, tehdt D a fa tédvolsdgmatrixa. Ebbol
kovetkezik a font megadott élsulyozds = belsd csucs sulyozds 1épés helyessége
is.

Visszafele, ha tudjuk, hogy T-ben a gyokértol és minden belsé csucstdl egyenld
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tavolsagra vannak a levelek, akkor ugyancsak 3 tetszéleges levelet véve, az 3.
abra a, részét kapjuk (ennek a bet{izését haszndlva), i, k és j, k tdvolsdga is meg-
egyezik, hiszen a v, k utszakasz kozos, utana pedig a levelek azonos tavolsagra
vannak v-t6l. Tehat D(i, k) = D(j, k), a pozitiv élsulyozds miatt pedig D(i, )
kisebb tavolsdgot ad (esetleg egyenlét, ha v és v’ egybe esik), tehdt teljesiil
tetszOleges pontharmasra a 3-pont feltétel, ezért D métrix ultrametrikus. Itt
fontos megjegyezni, hogy ha i,j és i,k levélparok legkozelebbi kozos se (v)
megegyezik, akkor a feltétel miatt v-t6l megegyezik a levelek tavolsdga (d), ezért
D(i,j) =2-d = D(i, k), igy ha az élekre irt silyok adottak, akkor a legkozeleb-
bi k6z6s Osre tényleg rairhatjuk a tételben definidlt D tavolsdgmatrix értékét,
nem iitkozhetiink olyan ellentmondésba, hogy két eltéré értéknek kellene oda
keriilnie. Ekkor pedig teljesiilnek T-re a 1.1.7 Definici6 feltételei, tehat T" a D
ultrametrikus matrixhoz tartozé ultrametrikus fa. O

A kovetkezo algoritmus egy djabb bizonytas arra, hogy ultrametrikus fara
igaz, hogy a bels6 csucsoktol a levelek egyenlo tavolsdgra vannak. Ezt azért
adjuk meg, mert gyakorlatban sokszor egyszeriibb ilyen mdédon megkapni az
ultrametrikus fat, mint a 1.1.8 Tétel bizonyitdsa szerint. A bizonyitds ugy
kovetkezik az algoritmusbdl, hogy egy olyan fat fogunk kapni, amire egyrészt
teljesil az equidistant tree feltétele, masrészt igazak a 1.1.6 Definici6 feltételei
is, de mivel egyértelmil az ultrametrikus fa, igy csak a megkonstruélt fa lehet
D ultrametrikus faja és arra igaz lesz a bels6 csticsokra vonatkozé feltétel. Va-
lamint a élsulyozds = belsd csiucs sulyozds 1épés helyessége is kovetkezik beldle
ugyancsak az egyértelmiiség miatt, mert egy ultrametrikus tdvolsdgmatrixhoz
csak egy ultrametrikus fa tartozhat. Az algoritmushoz jé nézni a 6. abrat is,
ami egy példat ad ra. A végleges fa a jobb oldali fa.

Ijj algoritmus az ultrametrikus fa konstrudldsara (sajit bizonyitdssal)

Tegyiik fel, hogy D ultrametrikus és T" a hozz4 tartozo fa. Konstrualunk egy
T’ fat a kovetkezd médon. Vessziik azokat az ¢ indexeket, amikre D 7. sordban
eléfordul a legnagyobb D-beli szdm (d;). Ezt a tdvolsdgot megfelezziik és a
gyokértdl akkora tavolsdgra felvessziik az el6bbi indexekhez tartozo leveleket
(6. dbra elsd faja). A legnagyobb levéltdvolsdg T-ben azokhoz a levelpdrokhoz
tartozik, amik kozott a fabeli it atmegy a gyokéren. Minden levélhez tartozik
T-ben olyan, aki a gyokérnek masik gyerekéhez tartozik (a gyokérnek legaldbb
két gyereke van és a két gyerek részfajaban van legaldbb 1 — 1 levél), ezért ez
a maximalis érték D minden sordban szerepelni fog, és igy mindet felvettiik
most a gyokérbbl. T'-ben a gyokérre rairjuk ezt a legnagyobb D-beli szdmot.
Utédna vessziik a kovetkez6 legnagyobbat (ds). Sorban megnézziik, hogy az 1-es
levélnek a soraban szerepel-e do, ha nem akkor tovabb 1éplink a 2-re, de ha
igen, akkor az 1-t és azokat a leveleket, akiknek legfeljebb dy a tavolsaga 1-
t8l (vagyis azokat az oszlopindexeket, amik alatt az els§ sorban legfeljebb do
all), azokat berakjuk egy 1j bels6 cstics ald. Utédna vesszik a kovetkezd olyan
sort a D maétrixban, amit még nem vizsgaltunk, megint kivdlasztunk ds sze-
rint egy levélhalmazt az 1-es sorhoz hasonldan, stb. fgy a gyokér ala 1j belso
cstcsokat vesziink fel (legaldbb egyet), amikhez ugyanaz a ds érték tartozik.
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Természetesen kimaradhat levél, aminek nem volt dy a sordban (csak ha van
dy a sorban, akkor nézziik tovéabb, hogy van-e kisebb érték is az adott sorban).
Ezeket ugy vesszik, hogy fennragadtak a gyokérben (6. dbrdn a 2. fdban zolddel
jeloljiik ezeket a fennragadt leveleket). Ennél fontos megjegyezni, hogy ha most
pl. az ¢ levél miatt a j ki lett valasztva egy bels6 csics ald, a k levél pedig
egy masik ald (akdr fennragadt levél), akkor a j és k leveleknek a D(j, k) értéke
nem lehet kisebb és egyenl6 sem do-vel. Ez a 3-pont feltétel miatt igaz, hiszen k
értékére az i. sorban D(i, k) > do > D(4, j) teljesill, ezért D(j, k) = D(i, k) > da.
fgy tehdt az 1j bels6 csicsok ala olyanok keriiltek, amiknek a D-beli értékiik
(T-ben a tévolsdguk) nagyobb az aktudlis legnagyobb szamndl. Ha egy adott
belsé csicsot néziink, alatta olyanok vannak, akik az egyik levéltdl legfeljebb dy
tavolsagra voltak. De ekkor egymdstol is legfeljebb ekkora tdvolsagra vannak,
hiszen ha lenne egy j, k par amit ¢ szerint valasztottunk ki és amire D(j, k) > da,
akkor do > D(i,j) és dy > D(i, k) miatt ellentmondandnk a 3-pont feltételnek.
fgy tehéat van egy gyokeriink és néhény belsé csicsunk, amikre dy, illetve dy van
irva. Ezek mindegyikébdl d—; hosszu éleket vesziink fel, amik a bels§ cstcshoz
kivalasztott levelekbe mennek. A gyOkér és az 1j bels6 csics tavolsaga a két
"fél D érték” kiilonbsége legyen, tehat dl;dz. Ezt az eljarast folytatjuk, hogy
vessziik a kovetkezd legnagyobb D értéket, kivalasztjuk hozza a leveleket a
matrix sorai alapjan és csindlunk legalabb egy tjabb bels6 cstucsot egy addi-
gi ald, amibol ezek a kivéalasztott levelek agaznak ki és megcsinaljuk az el6bbi
él és bels6 cstcs silyozast. Ilyenkor mindig egy méar meglévé belsé csticsnak a
leveleit ” bontjuk” tovébb, méghozzd azokat, akik egy kis csillagfat alkotnak (pl.
a 6. dbrdn a 2. fdndl a 3 cimkéji részfa ilyen alaki és a 4. fandl azt bontjuk).
Addig folytatjuk, amig el nem érjitk a nulldt a métrixban (a legkisebb szémot),
akkor leallunk.

Fontos, az algoritmus sordn nem akadhatunk el. Azt lattuk a do értéknél, hogy
egy adott belso cstcs ald csak olyanok keriilnek, akiknek a D-beli értéke legfel-
jebb da, a tobbi bels6 csics ald bekeriilt levelektdl pedig nagyobbnak kell lennie
a 3-pont feltétel miatt a tavolsaguknak. Ugyanigy lehetne tetszOlegesre is, mert
nem hasznaltuk ki a bizonyitdsban, hogy ez a 2. legnagyobb érték D-ben.
Egyetlen rész van csak, amit nem néztiink, hogy amikor vesziink egy levélhalmazt,
akkor anndl a kés6bbiekben nem fordulhat-e el§, hogy egy masik részfabdl is
kellene leveleket kivalasztanunk (tehdt ha egyszer szétvalt két fa, akkor sose
lehet Osszeérés). Ez bizonyitand azt, hogy mindig csak egy csillagfa leveleib8l
valasztjuk ki az 1j leveleket. Kiilonben pont az lenne, hogy két részfabol veszek
leveleket, amir6l most fogjuk belatni, hogy nem lehet.

Tegyiik fel, hogy valameddig megkonstrudltuk a 7" f4t és nem akadtunk el (a
2. legnagyobb D érték kivalasztasdig lattuk, hogy jé az algoritmus). Ekkor
kivalasztjuk a kovetkezd legnagyobb szamot és hozza a leveleket is a fontiek
szerint. Ezek egy eddig meglévd csillag-részfdnak lesznek a levelei (mint példaul
a 6. abran a 4. fan a 2-értékili belso cstcs a 3-értékll belso cstics alatti csillag-
részfdbol valt ki). Indirekten tegyiik fol, hogy van egy ¢ és k indexpér, amiket
most kivalasztottunk, de méds-mds (eddig megkonstrudlt) részfdnak a levelei,
vagyis nem egy csillag-részfa levelei (segitségnek nézhetjiik a 3. dbra a, részét).
A kivélasztott levelekbél mindig van kettd, hiszen egy adott sorban ha szerepel
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egy D érték, akkor ahhoz tartozik egy téle kiilonboz6 levél is (akitél T-ben ak-
kora volt a tavolsaga, és onmagatdl 0 a tavolsiaga, aminél az aktudlis D érték
nagyobb, kiilonben ledllunk). Ez azt jelenti, hogy volt egy v’ cstics (esetleg a
gyokér), aminek két eltérd gyerekébe keriiltek az i és k levelek. Ez nem akkor
tortént, amikor v’-t felvettiik, hiszen akkor csillagfat készitettiink hozzd (kék
élek az abrakon), vagyis minden gyereke egy levél volt, igy azonos részfdban
voltak a levelei. Ezért kell lennie egy v belsd csicsnak, ami egy kis részfat hoz
létre a v’ részfdjadban és emiatt lesz ¢ és k eltérd részfdban. Ekkor a v csicshoz
is tartozik mér D érték, ami nagyobb az aktudlisndl (hiszen kordbban felvettiik
mér a v bels§ csicsot). Mivel belsd cstcs létrehozdsndl mindig legaldbb két
levél lesz a fdban (hiszen a D érték legaldbb két levélhez tartozik), igy v-nek
van egy j levele is és a kontrukeié miatt a v-hez tartozé D érték (d(v)) nagyobb
vagy egyenld, mint a D(i,j) (font indokoltuk). Viszont azt is lattuk, hogy ekkor
a v ald nem bekeriilt leveleknek a D(i,.) és D(j,.) értéke nagyobb, mint d(v),
igy azonban a D(i, k) érték is nagyobb a mar vizsgalt d(v) értéknél, tehit az
aktualis D-értéktdl is nagyobb, vagyis nem valaszthattuk ki most ugyanaz ala
a belsd cstics ald az i és k leveleleket, mert akkor a D(i, k) legfeljebb az ak-
tudlis D érték. Ellentmondasra jutottunk, vagyis nem folyhat Gssze két, mér
szétvalasztott részfa. Ezért nem is akadhatunk el az algoritmus sorédn.

10213 4V 112

6. dbra. Faalak konstrualdas n = 5 levél esetén.

Leallunk, amikor mér csak a nulla értéket nem vizsgaltuk a D matrixban.
Ekkor egy ultrametrikus fat kapunk, mert teljesiilnek ra a 1.1.7 Definicié tulaj-
donsédgai: n levele van; minden bels6 csiicsnak legaldbb két gyereke van (mert
a D érték mindig legaldbb két levélhez tartozik) és a gyokértdl lefelé haladva
csokkenek az értékek az dton, hiszen igy konstrualtuk meg. Valamint az i, j le-
velek legkdzelebbi kozos Gse van megeimkézve a D(i, j) értékkel. Ez azért igaz,
mert lattuk, hogy az i, leveleket addig viszem lefele egy faban, amig az ak-
tualis D-értéknél nem nagyobb tavolsaguk. fgy ha az egyik fennakad egy belsé
csucsndl, vagyis innentdl levélként, vagy részfaként kiilonvalik az i-t0l, akkor
ez a fennakaszté belsd csics lesz az i és j legkozelebbi kozos ése a T” faban.
Valamint pont erre fog felkeriilni a D(i, j) érték, hiszen ennél még éppen ki vol-
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tak vdlasztva a levelek, vagyis az aktudlis D értéknél nem volt nagyobb D(i, j).
A bels6 csics alatt valahol szerepelnie kell el6bb-utébb minden D értéknek,
ami ezekhez a levelekhez tartozik ({gy konstrudltuk), ezért mivel a késébbi D
értékeknél mar nagyobb D(i, j), igy most kell ennél a fennakaszt6 csicsndl sze-
repelnie, mint aktudlis D érték.

Ezzel belattuk, hogy a konstruélt T” fa a D mdtrixhoz tartozé ultrametrikus
fa, de akkor a 1.1.9. Allitds miatt csak ez a fa tartozhat D-hez (igy T és T’
azonos), ez a T" fa viszont teljesiti azt a tulajdonsdgot, hogy a belsd csticsoktdl
a levél-utodjaik egyenl6 tavolsdgra vannak, hiszen igy konstrudltuk a fat.

Az érdekessége ennek az algoritmusnak, hogy ez egy szélességi faépités, mert
szinteket épitiink nagysdg szerint és ugy haladunk lefele a gyokérbél. A 1.1.8.
Tétel bizonyitasaban megadott algoritmus pedig mélységi faépités, mert hala-
dunk egy i levél iranyaba, majd visszalépiink egy bels6 csicsba és egy masik
levél iranyaba épitjitk tovabb a fat.

Most térjiink vissza a 1.1.7 és 1.1.6 Definiciékhoz.

1.2.2. Definicid. ([4, 449., 451. oldal]) Legyen D egy szimmetrikus n X n
nemnegativ valds matriz. T gydkeres fat D minimdlis ultrametrikus (réviden:
min-ultrametrikus) fdjdnak nevezzik, ha teljesilnek rd a 1.1.7. Definicicban
szerepld feltételek, kivéve a 3.-at, mert min-ultrametrikusban szigorian nének a
D értékek a gyokértdl a levelek felé.

Hasonléan D szimmetrikus nxXn nemnegativ valds mdtriz értékei min-ultrametri-
kus tdvolsagot definidlnak, ha bdrmely i, j, k indexre a minimum legaldbb kétszer
fordul el6 a D(i,j), D(i,k), D(j,k) értékeknél. Ekkor D-t min-ultrametrikus
mdtriznak hivjuk.

A min-ultrametrikus matrixra is igaz a 1.1.8. Tétel és 1.1.9. Allitas, mert
hasonléan bizonyithatdak.
Ha egy élre azt irjuk, hogy a két utédcsoport-szétvalas kézott mennyi id6 telt
el, akkor a fa és az élstulyok pontosan leirjak az evoliciés folyamatot. Felte-
hetjiik, hogy a silyok nemnegativak (igazabdl pozitivak), hiszen a nulla silyt
vehetjiik Ugy, hogy a két belsd csics egyben van, mert nem telt el id6 koztiik,
negativ idonek meg nincs értelme. Ez alapjin két cimkézést csinalhatunk,
ami valaszol arra a kérdésre, hogy mit szemléltetnek az ultrametrikus és min-
ultrametrikus fak. Itt az is ldtszédni fog, hogy miért az eddigiek szerint adtuk
meg az élsulyozast. Mivel ezek fontosak a fak megértésében, definicidként adjuk
meg Oket.

1.2.3. Definicié. Az egyik cimkézés, hogy adva vannak az élsulyozdsok és fontrdl
lefelé haladva rdirjuk a belsé csiucsokra, hogy mennyi oda az Ut hossza a gyokérbél.
Ez azt adja meg, hogy melyik iddpillanatban tortént eqy utddcsoport-bomlds és
egy man-ultrametrikus fat kapunk, hiszen a kovetkezd szétvdldsig pozitiv 1dd telik
el, igy lefele nének az értékek. A D(i,7) értékek, amik a belsd csicsokra vannak
irva, a szétvdlds idépontjat adjdk. Ugyanigy forditva, ha a min-ultrametrikus
matriz értékei adottak, akkor ezzel a logikdval fentrél lefele lehet sulyozni az
éleket, hogy lefelé az dthosszak azonosak legyenek o D(i,j) értékekkel. A kilsd
€lekre az utolso szétvdldstol az aktudlis mérésig eltelt idot irhatjuk.
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1.2.4. Definicié. Ha nem fentrdl, hanem lentrdl felfelé kezdem el 6sszeadni
az €lhosszakat és azt ifrom a belsd csiucsokra, akkor azt kapom, hogy az adott
utodesoport-szétvdldstol mennyi idd telt el mostandig. Ez ultrametrikus fdt ad,
hiszen pozitivak az élsulyok. A D(i,j) érték ekkor az adott belsd csicsnak és
az utdd-leveleinek a tdvolsdga a faban. (1.2.1 Tétel szerint a szétvdldsi ponttdl
egyenld tdvolsdgra van a két levél). Azonban a faban az i és j csiucsok tdvolsdga
ekkor 2 - D(i,7) lesz, tehdt a D-ben a tdvolsagmdtrix értékeinek a fele szerepel.
Erre mdr régebben is utaltunk. Ez nem egységes a szakirodalomban, hogy a D
mdtriz értékei a tdvolsdagmdtrizbeliekkel megegyeznek vagy fele akkordk. Mint azt
lathatjuk, ha azt szeretnénk szemléltetni, hogy mennyi ideje tortént eqy szétvdlds,
akkor eldnydsebb a7 fel’ tdvolsagmdatrizot haszndlni D-nek, ugyanigy ultramet-
rikus lesz, hiszen csak osztunk kettovel. FEkkor természetesen az élek sulya a
végpontjaik kulonbségével egyenld. Mi a tovabbiakban azonban az elterjedtebb
vdltozatot hasznaljuk, amikor D azonos a tdvolsdgmadtrizszal és ilyenkor az élekre
irt sulyok a végpontok kilonbségének fele (akdr az élsulyozdst, akdr a belsd csics
cimkézést csindljuk elébb).

A valésagban tobbnyire az adatok az utébbinak felelnek meg (mennyi id6
telt el a szétvilds 6ta és nem, hogy mikor tortént), ezért foglalkozunk inkabb az
ultrametrikus fakkal.

A 2. 4brandl azt is leellenoOrizhetjiik, hogy ha adva van a fa élsulyozéassal, ak-
kor abbdl hogyan kapjuk vissza a matrixot. Példaul az a,e levélparnak 3 + 3
a tavolsaga, és most a ” felezds’” matrixkészités miatt a tablazat hozzajuk tar-
tozé részeinél 3 szerepel (D métrix a tdblazat szdmmal teli része). b-nek c-t
leszamitva mindenkitol 8 + 8 a tavolsiga, igy csak c-hez van 2 {rva.

Nem feltétleniil 1étezik minden métrixhoz (adathalmazhoz) ultrametrikus, vagy
min-ultrametrikus fa. Egyik féle fa sem létezik, ha egy D matrixban t6bb mint
n — 1 kiilonb6z6 pozitiv érték szerepel. Ez azért igaz, mert egy n leveli fanak
legfeljebb n — 1 bels§ csticsa lehet és minden D(3, j) érték valahova keriilni fog,
hiszen minden levélparnak van (legkésébb a gyokérben) legkozelebbi kozos Gse.
A 1. dbrénal latott példaban is a matrixban 6 kiillonb6z6 pozitiv szam szerepel,
de csak két bels6 csics van.

1.2.5. Allitas. Eqgy n levelli gyokeres fanak legfeljebb n — 1 darab belsé csicsa
van (gyokérrel egyiitt).

Bizonyitds. (sajat bizonyitds)

n szerinti indukciéval haladunk. n = 2 esetén két levél van, igy csak a gyockér
lehet a fadban bels6 cstcs, hiszen egy belsé csicsnak mindig legalabb két gyereke,
és igy legalabb két levél utédja van. Ha n = 3, akkor vagy mind a harom levél
a gyOkér gyereke, vagy a gyokérnek két gyereke van és pontosan az egyik bels6
csucs, és annak két levél utédja van, a masik gyereke a gyokérnek a 3. levél.
Tehat legfeljebb 2 = 3 — 1 belsd cstics lehet. Tegyiik fel, hogy n = m — 1-ig
igaz az allitds. Ekkor legyen n = m és tegyik fel, hogy a gytkérnek k > 2
gyereke van (nem feltételentil belsé csticsok a gyerekei). Lépjiink 4t a k db
gyerekbe, igy k db részfét vizsgdlunk nq,na, ...,ny levéllel (mind legaldbb 1),
ahol ny + ny + ... + nx = m, tehat mind legfeljebb m — 1. FEzekre a fakra
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az igaz az indukcié miatt, hogy legfeljebb n; — 1 belsé csicsuk van (ebben az
eredeti gyokér gyerekei is benne vannak), ha n; = 1, vagyis levél volt az egyik
gyerek, akkor is igaz az allitas, hiszen akkor abban a ”részfdban” nincs bels6
csucs. fgy tehdt a belsd csticsok szdma (a gyokeret is hdzzdvéve) legfeljebb
(mi—D 4.+ (p—D)+l=n+.t+np—k+l=m—-k+1<m-2+1=
m — 1 =n — 1. Ezzel az allitast belattuk. O

1.2.6. Megjegyzés. Az is igaz, hogy pontosan a bindris faknak van n—1 belsd
csucsa. Ez eqyik irdnyba trividlis, hiszen az elozo bizonyitdst haszndlva n = 2,3
esetén ldtszik hogy a bindris fanak 1 illetve 2 (n — 1) belsd csiicsa van. Nagyobb
n esetén pedig k = 2, tehdt az egyenlétlenség egyenléséggel teljesil. A mdsik
irdnyhoz is indukciot haszndlhatunk, tehdt a belsé csiucsok szdma a faban n—1 és
kell, hogy bindris. Az el6bbi bizonyitasban egyenldségnek kell lennie, tehdt k = 2.
Lejebb haladva a kis fakban ott is csak akkor teljesiilhet az n; — 1 egyenlétlenség
egyenldséggel, ha ott is a gyokeér két gyereki. Ilyen mddon lefele haladva minden
belsd csucs elobb-utobb gyokér lesz egy részfdban, tehdt két gyerekes lesz. Végul
a fa minden nem levél csucsdanak két gyereke lesz, a fa bindris.

1.2.7. Megjegyzés. A 1.2.5 Allitdsbol az is kévetkezik, hogy egy n leveld fdnak
legfeljebb n — 2 belsd éle lehet. Hiszen ha levdgjuk a kilsé éleket (vagyis a le-
veleket), akkor legfeljebb n — 1 csiesbdl dllé fat kapunk, aminek csak belsé élei
vannak. fgy tehat legfeljebb n — 1 — 1 = n — 2 belsd éle lehet az eredeti fanak,
egyenldség csak bindris fa esetén lehetséges.
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2. Filogenetikai fak tere

Ahogy a Bevezetésben is jeleztiik, nem csak a fak alakja fontos az adatok alapjéan,
hanem az, hogy ha elmérnénk valamit, akkor mennyire kapndnk mas formaju
fat. Mas szoval silyozott fak tavolsagat szeretnénk definidlni és vizsgédlni. Ezt
ugy fogjuk megtenni, hogy a fakhoz valamilyen médon egy vektort rendeliink
és ezek kozott fogunk valamilyen metrika szerint tavolsagokat vizsgdlni. Eb-
ben a fejezetben nemnegativ élsulyokkal ellatott, gyokeres fakat vizsgdlunk és
a D matrix értékei az i,j levelek tavolsdga a fiban (ha létezik az adatokhoz
fa). A szakirodalomban sokszor bindris fékat tekintenek, de mint azt latni is
fogjuk, el6fordulhatnak tobb mint kétgyerekes fak is az ultrametrikus térben,
de az el6z8 szakaszban dltaldnossagban beszéltiink az ultrametrikus fakrol, igy
ez nem fog akadélyt jelenteni. Egyelére altaldanos filogenetikai fakrol lesz szd,
nem ultrametrikusakrél. Euklideszi geometridt és metrikdt (pl. skaldris szorzast
hasznélét, Robinson-Foulds metrika [13]) nem szoktak hasznélni a gyakorlatban,
mert nem tiikrozi a pontok tdvolsdga a fa-alakok kapcsolatat. Két nevezetes
metrika ismert, az egyik az ugynevezett BHV-metrika (2.6. fejezet), a masik,
a matematikdban jobban ismert, tropusi geometria és metrika. Ez utébbival
foglalkozunk b6vebben.

2.1. A RY/R1 tér és a trépusi metrika

ElGszor is, hogyan lesz a fabdl pont a térben: Ha vesziink egy n levell cimkézett
filogenetikai fét, akkor elkészitjiik hozzd a tdvolsdg métrixét (az i. sor j. osz-
lopdban az i, j levelek k6zotti it pozitiv hossza lesz, a f64tl6ban nulla). A métrix
nyilvan szimmetrikus. Ebbdl egy w € RY vektort gyartunk, ahol N := (Z) Egy-
szerlien legyen w elsé n— 1 koordinataja D els6 sora, kivéve az els6 oszlop értéke
(1. levél tévolsdga a tobbi levéltdl), a kovetkezd n — 2 koordindta D mésodik
sora, kivéve az elsé és masodik levélhez tartozd értékek, hiszen az 1,2 leve-
lek tavolsdga mar szerepel a vektorban, a fotaloban meg nulldk vannak. Ilyen
modon D {66416 f616tti része keriil be w-ba, és a konstrudlas miatt a matrixot és a
fat is trividlisan vissza lehet fejteni a vektorbdl. Valamint IV definidldsa is helyes,
mert (3) = (n—1)+(n—2)+...+1. Barw € RY, mégis nekiink elég w € RY /R1
vektorokat nézni, vagyis olyan teret, ahol z és y RY -beli vektorok ugyanabba
az ekvivalenciaosztalyba tartoznak, ha x — y minden koordinatdja ugyanaz a
valés szam (RY /R1 teret trépusi projektiv térusznak nevezik). Az indoklds a
kovetkezd: Vesziink egy T' n levelil filogenetikai fat, és a hozzd tartozd wr vek-
tort, majd a A -1 = X - (1,1,...,1)T vektort hozzdadjuk és az ehhez tartozé fat
szeretnénk megnézni. T fanak a kiilsé éleit mind megnoveljiik A - 0, 5-tel, ekkor
a hozza tartozé levél tavolsdgok mind nének (az it két végén) 2- - 0,5 = A-val
és ezzel megkaptuk az wp + A - 1 vektort és egy hozza tartozd n leveli filo-
genetikai fat, ami pontosan dgy néz ki, mint 7', csak a kiils6 élei hosszabbak
(filogenetikai fékra nem latjuk be, de igaz lesz késébbi T,, C RY /R1 allitas).
Ultrametrikus fak esetén tudjuk, hogy a fa egyértelmiien 1étezik D-hez és w-hoz,
vagyis tényleg a hozza tartozé fat kapjuk a kiilsé él nyujtassal. fgy ultramet-
rikus faknél valéban elegendé R /R1-ben maradni, hiszen a kiilsé éleken mar
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nincs evoldcids valtozas, igy azoknak a hossza igazabdl nem fontos, csak annyi-
ban, hogy mindegyiknek pozitiv legyen a hossza. Ezekre az élekre gondolhatunk
ugy, hogy az utolso szétvalastol a jelen pillanatig az eltelt idot szemléltetik, igy
csak az a fontos, hogy az utolsé jelent6s pillanat utdn ” dllitsuk le a stoppert”.
Ezek alapjan megfogalmazhatjuk a koévetkezd definiciét, amit igazabdl az 1.
fejezetben is irtunk mar, de most atfogalmazzuk kissé.

2.1.1. Definicié. (/5]) T,, az n levell filogenetikai fdk terét, U, az n leveld
ultmmetmkus filogenetikai fdk terét jelenti (amikrdl az 1. fejezetben wvolt sz0).
Igy a T, és az U, terek pontjai olyan w € RN /R1 vektoroknak felelnek meg,
amikhez létezik T filogenetikai, illetve ultrametrikus fa.

Az eddig lefrtak és a 1.1.11 Allitas alapjan U, C T, C RN /R1 teljesiil.
Most definidljuk a trépusi metrikdt RY /R1-ben, amelynek a pontjait [x]-lel
jeloljiik, hiszen itt ekvivalenciaosztalyok vannak (r € R™-nel ekvivalens R-
beli vektorok halmaza). A kés6bbiekben a rovidség kedvéért visszatériink a
sima x jeloléshez.

2.1.2. Definicié. (/9, Definition 7.]) [z],[y] € RN /R1 pontokra a trépusi
tavolsaguk:
dir([], [y]) = mazi<icj<nl (@i —yi) — (2 —y;)| =
maz1<i<n(Ti — Yi) — mini<j<n(T; — Y;)
dy fligguényt tropusi metrikinak nevezzik.

T, teret ezzel a metrikdval szoktdk tréopusi fa térnek is nevezni. Belatjuk,
hogy ez valéban egy jol definidlt metrika.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy metrikat kapjunk 3 tulajdonsagnak kell teljesiilnie.
1. di([z],[y]) > 0 és egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha [z] = [y]. Az
els6 teljesiil, hiszen a maximalis koordindtakiilonbséghbél levonva a minimalisat,
nyilvan nemnegativ szdmot kapunk. Az is vilagos, hogy egyenléség csakis akkor
lehetséges, ha mazi<i<n(T; — yi) = Mmini<;j<n(x; — y;), tehdt barmely z; — y;
kiilonbség ugyanannyi, mindre x; = ¢ + y; valamilyen konstansra. Ez azonban
pont azt jelenti, hogy x és y ekvivalenciaosztalya megegyezik.
2. dy- (2], [y]) = dir([y], [2]), ami ugyancsak teljesiil, mert

mazi<i<n(T; — Yi) — mini<j<n(z; —y;) =

—mini<i<n(yi — i) — (-mazi<i<n(y; — ;) =
maz1<j<n(y; — ;) — mazi<i<n(Yi — )
3. haromszogegyenlStlenség: dy([], [y]) < dir([z], [2]) + dir([2], [y]) Dérmely

[z], [v], [2] € RN /R1 esetén.
Tegyiik fel, hogy x,y esetén i’ és j'-re veszi fel a szélséértékeket.
dip([2], [y]) = |20 — yir — 2y +ypr| =
((@ir — @y — 20 + 250) + (200 — 25 —yir +yyr)| <
|z — @y — 20 + 2y | + 200 — 250 — yir + Yy
felhasznalva, hogy az abszolutértéknél igaz a hdromszog egyenlGtlenség.
Nyﬂvén dtr([:v], [Z]) = max1§i<j§n|xi —Xj; —Z + Zj| > |.Ti/ — Ty — Zy + Zj/‘
és dir([2], [Y]) = |20 — 2j0 =y +yyel-
Az elézéek alapjan dy, ([z], [y]) < du-([2], [2]) + dir([2], [y]) teljestil. O
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2.2. Tropusi geometria, konvexitas és szakasz

2.2.1. Definicié. ([5, Definition 1.], [15]) Trépusi félgytrd (gyird, amelyben
nincs megkdvetelve az additiv inverz létezése) eqy (R U {—o0}, B, ®) kifejezés,
ahol az Osszeadds €s a szorzds a kdvetkezdt jelenti (a,b € R):
aBb:=mazx(a,b)
a®b:=a+D
A nullelem a —oco és az egységelem a 0.
RN -ben és RN /R1-ben a miveletek koordindtdnként értenddk.

A tovabbiakban a = (a,a,...,a)’, ahol a € R. Valamint az ekvivalencia-
osztalyokat egy reprezentald elemiikkel jeloljtik.

2.2.2. Definicié. ([5, Definition 14.], [15]) Legyen S C RN /R1.
HoaG®rx@BbOyc S minden x,y €S és a,bec RN esetén, akkor azt mondjuk
S tropusian konvex.

Egy adott, véges V. C RN /R1 trépusi konver burka (vagy trépusi politépja) a
legkisebb olyan trépusian konvex halmaz, amely tartalmazza V-t. Jele (angol
szakirodalomnak megfeleléen): tconv(V)

Az euklideszi geometridhoz hasonloan:

teconv(V) = {a1 OviBag O v B ... B ay, Ovy|{vi, .., vm} =V, a1, ..., a, € RNV}

Itt kicsit furcsanak tlinhet, hogy a csupaegy vektor egy konstansszorosat
adjuk a RV /R1-beli vektorokhoz, de a definicié R-ben is értelmes, igy gon-
dolhatunk mi is tigy a miiveletekre, hogy elvégezziik az R™-beli vektorokra
az Osszeadast, majd a maximum-valasztast, és a végén " egyszerisitink”. Az
RY /R1 azért lesz fontos a késébbiekben, mert ha két vektor ekvivalens, akkor
azonosnak szamitanak ebben a térben és a konvex burokba is csak egyszer fog
" beszamitani’ .

(0,0,1)

(0,0,0) § (0,1,0) (0,2,0)

y 0, -1, -2)

7. abra. ([8, Figure 5.1.]) (0,0,1),(0,2,0),(0,—1,—2) pontok trépusi konvex
burka. Az &brdbdl latszik, hogy példdul (0,0,1) és (0,—1,—2) kozott nem a
szaggatott szakasz megy (tehdt euklideszi értelemben nem konvex a halmaz),
hanem a (0,0, 1), (0,0,—1), (0, —1, —2) torottvonal. Ez utébbira érdemes kés6bb
visszatérni, a 2.3.3 Allités bizonyitdsa utan, mert az ott megadott algoritmusbdl
lesz érthet, miért ez a trépusi szakasz koztiik. Ott a 2.3.4 Példdban le is
vezetiink egy trépusi szakasz ”készitést”.
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2.2.3. Definicié. ([5, Definition 13.], [15]) x,y € RY/R1, a kéztik mend
trépusi szakasz (tropical line segment) a kévetkezd halmazt jelenti: {a©xBbE
yla,b e RN}

2.2.4. Megjegyzés. ([12]) A tropusi szakasz " hossza” a két pont trépusi met-
rika szerinti tdvolsdga.

Latni fogjuk a 2.3.3. Allitasnal, hogy a trépusi szakasz egy euklideszi torott-
vonal. Igy a trépusi szakasz ”hossza® alatt a torottvonal trépusi metrika sze-
rinti hosszat, vagyis az egyenes szakaszok tropusi hosszainak Osszegét értjiik.
Az el6bbi megjegyzést a 2.3.6. Tételnél belatjuk. Vildgos, hogy két pont kozti
trépusi szakasz a két pont konvex burka.

2.2.5. Allitas. Egy adott V C RN /R1 trépusi konvex burka pontosan a tconv(V)
pontjainak tropusi szakaszaibdl all.

Bizonyitds. (sajét bizonyitds) Ha veszek két pontot tconv(V')-bdl, azoknak a
trépusi szakasza benne lesz, hiszen ez volt a trépusian konvex halmaz definiciéja.
Visszafele, ha veszek egy pontot tconv(V)-bél, akkor az felirhaté

a; ©v; Bay ®vy B ... Ba,, ® v, alakban. Ugyanakkor mivel RY /R1 félgytirti,
igy teljesiil az asszociativitds, tehdt a; © v Hags ©uveH...Ba,, Ov, = ((...((a1 ©
v Bas ©ve)Basz ®vs)...)Ba,, ©®v,,), és ha zdrdjelenként nézziik a miiveleteket,
akkor mindig két tconv(V)-beli pont trépusi szakaszénak egy pontjit kapom,
ami az el6bbiek szerint tconv(V)-ben van. Tehdt az Osszes tconv(V) pont két
masiknak a trépusi szakaszdn van. O

2.3. Tropusi szakasz tulajdonsagai

Innentdl U,-ben vessziik a pontokat és a 2.3.1. Tételben be fogjuk latni, hogy
U,, trépusian konvex, tehat nem vezetnek ki a fonti tréopusian konvex halmazok
és szakaszok beléle. Utdna megvizsgaljuk a tropusi szakaszt. Bér a hivata-
los jelolésben inkabb w szokott lenni, a kés6bbiekben mi inkdbb z,y-t fogunk
hasznalni, hogy egyszeriibb legyen a koordinatédkra hivatkozni.

2.3.1. Tétel. (/5, Proposition 15.]) Ha wy és wy € U,, akkor {a®w  BbO
wala, b € RN} minden eleme U, -ben is szerepel, mds szavakkal U,, trépusian
konvez.

Bizonyitds. Mivel RY /R1 részhalmazaban vagyunk, ezért tudjuk, hogy a ® w;
és bOwy is U,-ben vannak az ekvivalens parjaik miatt, tehat helyettiik vehetjiik
az w és wh Up-beli pontokat. Tudjuk z = wi Bw) ultrametrikus pontosan akkor,
ha teljesiil rd a 3-pont feltétel (vagyis tetsz6leges harom koordindtat vélasztva,
azok kozott a maximalis érték legaldbb kétszer szerepel). Vegyiink harom ko-
ordindtat z-bél. Szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a maximumot z; ;, z; i, 2;.k
koordindtdkbdl az elsén veszi fel és az wy, -vel egyenld. Ekkor mivel wj € Uy,
ezért w’liyk,wij,k koziil az egyik egyenlé ezzel a maximummal, hiszen az nem
lehet, hogy wi,, és wj,, a nagyobbak, mert akkor wj , = wi, > wj, =
zij 2 zik = wi,, ellentmonddst adna. Legyen wj,, = wj, , > wi, . Ekkor
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wl = Zij 2 Zik >w1 , tehat zlk—wl —wl = z;,; és ez a maximum a
harom z koordinata kozott tehét valoban 1egalabb kétszer lesz felvéve. Ezzel
belattuk, hogy ultrametrikus a kapott vektor, tehat létezik hozza ultrametrikus
fa is, z € U,. O

2.3.2. Allitas. z,y € Uy, ekkor {a®zBboOy|a, b e RV} = {AozHy|\ € RV},

Bizonyitds. (sajat bizonyitds) Nyilvan a bal oldali tartalmazza a jobb oldali
halmazt. A mésik irdnyu tartalmazédshoz, vegyilink egy tetszdleges pontot és
alakitsuk at, felhasznélva, hogy ha a + z; > b + y;, akkor a — b + z; > vy,
tehdt az i. koordinatara ugyanabbdl a vektorbol fogjuk a maximumot véalasztani
(forditott reldcié esetén ugyanigy). Valamint nyilvdn 0 @ y = y. Tovébbd
R /R 1-ben vagyunk, igy nem véltozik a pont, ha a vektor minden koordinat4jat
b-vel csokkentjik: a©zHbOy = (a-b)©2zH0GY = (a-b) ©xzHy. ley A\=a—b
véalasztassal a masik iranyud tartalmazast is belattuk. O

Ez az allitas azért fontos, mert a kdvetkezékben elegendé az x koordindtait
egy konstansvektorhoz hozzaadni és azt hasonlitani a valtozatlan y-hoz.

2.3.3. Allitas. A tropusi szakasz eqy euklideszi toréttvonalnak felel meg RYN -ben
dbrdzolva. A toréttvonal (RN -beli) pontjainak az ekvivalenciaosztdlyai szerepel-
nek a 2.2.3. Definicid szerinti tropusi szakaszban.

Bizonyitds. (sajat bizonyitds) Egyszer(ibb jelolés miatt legyen x := wq és y :=
wy és a hozzajuk tartozé ultrametrikus fak T, és T,,. Vegyiik y — = vektor ko-
ordindtdit és rendezziik &ket nem csokkend sorrendbe (az egyszeriliség kedvéért
tegyiik fel, hogy az indexek sorrendjében nének): y1 — 1 < ya — a2 < ... <
YN — TN

1A <y —xp, ekkor A+ x; < yg — w1 +x; <y —x;+x; = y;, tehdt (A x)By-
bol minden koordinata az y-bdl lesz kivalasztva, tehat ” nem mozdultunk el’ az
y pontbdl.

2. y1—x1 < A < ya—x2 (ha a két kiilonbség egyenl lenne, akkor természetesen a
kovetkezd veliik mar nem egyenlé kiilonbség koordindtat venném felsd hatdrnak).
Ugyantgy mint az elobb latszik, hogy az elsé koordindtandl pont egyenlo lesz
A+ 21 és y1, a tobbindl azonban még mindig nem érik el az y koordindtait. Igy
amig nem éri el A a kdvetkez6 legkisebb kiilonbséget, addig az els6 koordinata
mindig A + x; lesz, hiszen a \ értéke né és mér atlépte az y1-t az Osszeg. A
tobbinél azonban tovabbra is az y koordinata lesz a nagyobb, barmekkora is a
A. Ez azt jelenti, hogy olyan pontok lesznek a szakasz elemei, amik az y vekortol
az elsé koordindtdban térnek el, méghozzad mind ugyanigy N — (y; — 1) > 0-
gyel nagyobb lesz, ahol N az aktudlis A érték (ha az els6é kiilonbségek kozt
vannak egyformdk, akkor természetesen azokndl is eltér az y-t6l X — (y1 — x1)-
vel, mert (N + z;) —y; = N — (y1 — 21)). Ilyen médon az y pontbdl indul-
va az (1,0,0...,0)T vektor iranydba haladva jutunk el a kovetkezd toréspontig
(amikor A eléri a kovetkez legkisebb kiilonbséget). Hiszen akkor legaldbb egy
ujabb koordinata fog ” dtvdltani’ y;-r6l A\ + z;-re. Pontosabban ott éppen eléri
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A+ x; az y;-t és A\-t tovabb ndvelve jonnek be 1j "\ + x” koordinatak, vagy-
is (1,1,0,...0)7 irdnyaba fogunk onnantél tovdbbhaladni. Ilyen médon min-
dig egy max(\ + x,y) pontbdl indulunk, ahol A\’ éppen egyenl$ a k. legki-
sebb koordinatéjaval az y — z kiilonbségvektornak. Majd egy (1,...,1,0,...0)T
vektor iranydba haladok, egészen addig amig A el nem éri a k + 1. legkisebb
kiilonbséget, akkor toréspontunk lesz, onnantdl legalabb eggyel tobb egyes lesz
az (1,...1,0,...,0)T vektorban. Az eddigiekbdl ltszik, hogy ha eléri valahol az
yi-t a X + x;, akkor onanntdl novelve A-t az a koordinéta is mindig n6, a tobbi
"X + 2” koordindta is né ugyanannyival, de a tobbi marad ”y”.

3. A > yn — zn, ekkor egyenloség esetén éppen beléptiink egy toréspontba:
YN — TN +x; > y; —x; +x; = y;, tehat ekkor minden koordinatat A 4+ x hataroz
meg. Ez azonban azt jelenti, hogy ha né tovdbb a A, akkor is A\ 4+ z vektor lesz
a nagyobb minden koordinatdban. Viszont ezek a pontok RY /R1-ben mind z
vektorral egyeznek meg, tehat a torottvonal mésik végpontja x lesz, igy valéban
egy r és y kozotti torottvonalnak felel meg RV-ben a trépusi szakasz (ha az
ekvivalenciaosztalyok megfeleld6 RV-beli megfeleljét veszem). Mellesleg az is
kideriil, hogy legfeljebb N toréspont lehet a trépusi szakaszon (a végpontokkal
egylitt), hiszen a téréspontokban mindig legaldbb egy koordindta &tvalt y-bdl
A+ z-re és vissza nem valthat. igy a toréspontok kozotti (euklideszi geometria
szerint) egyenes szakaszok szdma is legfeljebb N — 1 lehet. O

Ez a bizonyitas egyben nagyszeri leirast ad arra, hogyan is lehet egy ilyen
trépusi szakaszt elkésziteni. Létezik erre (n levelii fak esetén) O(n?logn) futdsidi
algoritmus, de ennek bizonyitdsdba nem megyiink bele ([15] Proposition 6).

2.3.4. Példa. ([5, Figure 6.]) x = (4,8,20,8,20,20), y = (20,20,20,8,8,4)
és a 1.2.1. Allitds utdni algoritmust haszndlva (abbdl kézzel gyorsan vissza
lehet fejteni a fdt) ldthatjuk, hogy a 8. dbra két szélén lévd fat kapjuk (x a
jobb oldali). Az el6z6 bizonyitdst haszndljuk, tehdt dllitsuk sorba az y — x =
(16,12,0,0,—12, —16) koordinatdkat = —16 < —12 < 0 < 12 < 16, tehdt 5
toréspont lesz a végpontokkal egyiitt.

A=—-16:

v; = maxz((4 — 16,8 — 16,20 — 16,8 — 16,20 — 16, 20 — 16), (20, 20, 20, 8,8,4)) =
max((—12,—8,4,—8,4,4), (20, 20,20,8,8,4)) = (20, 20,20,8,8,4) =y (bal olda-
li fa). Az is ldtszik, hogy kisebb \-ra is az y koordindtdi a nagyobbak, valamint
az 18, hogy csak az utolso koordindtdndl eqyenld a két hasonlitando vektor, mert
ott éri el A a kildnbségiiket. Azokat a koordindtdkat, amiknél a mazimum a
A+ z-bdl keril ki pirossal jeloljiik.

A=-—12:

vy = maz((—8,—4,8,—4,8,8),(20,20,20,8,8,4)) = (20,20,20,8,8,8) vagyis a
2,3,4 levelek a kozos dstkkel egy kis csillagfdt alkotnak és leellendrizhetd, hogy
ez pont a 2. dbra balral.

A=0:

vy = max((4,8, 20, 8,20, 20), (20,20, 20,8,8,4)) = (20,20, 20,8,20,20). It az
1s ldtszik, hogy ha tobb koordindtdt is érint az aktudlis \, akkor azok egyszerre
lesznek pirosak, €s innentdl pirosak is maradnak a bizonyitds szerint.
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A=12:

vge = max((16, 20, 32,20, 32, 32), (20, 20, 20, 8,8,4)) = (20,20, 32,20,32,32) =
(8,8,20,8,20,20) mivel R/R1-ben vagyunk, ezért " visszanormdlhattunk” 12-vel.
A=16:

vs = max((20, 24, 36,24, 36, 36), (20, 20, 20, 8,8,4)) = (20,24, 36,24, 36,36) =
(4,8,20,8,20,20) = z.

Ha vessziik az elsd toréspontot (v1 ), akkor ahogy A —16-bdl —12-be dtvdlt, kézben
a piros koordindta vdltozik csak, hiszen egyedil 6t befolydsolja A a kévetkezd
toréspontig. fgy a vy €s vy kozotti faknak az alakja olyan lesz, mint vi-€, hi-
szen csak az utolsd koordindta nd egy kicsit, vagyis a 4 cimkéji belsd csics (3,4
levél legkizelebbi dse) csiszik felfelé, a tobbinek maradnia kell, hiszen a tobbi
tavolsag nem wvdltozik. Mivel A\ né, igy felfelé csiuszik a 4 cimkéji, és amikor
eléri a kovetkezd toréspontot (amikor a 2,3, 2,4 és 3,4 tdvolsdgok megegyeznek),
akkor egybecsuszik a két belsd csiucs. Mivel ekkor mdr \ a 2,4 és 3,4 pdrokat is
befolydsolja, de a 2,3-t nem (az még nem piros), ezért 2,3 tdvolsiga megmarad,
vagyis nekik lesz eqy kiulon belsd csiucsok, amibdl 6k 4 — 4 hosszu éllel vdlnak ki,
de az utolso két piros koordindta miatt a 4 indext levéltdl tdvolodniuk kell, tehdt
egy uj belsd csics felfelé halad, a gyokér felé. Ilyen alaki fa nincsen az abrdn, de
kénnyen elképzelhetd, hiszen a harmadik dbra mddusul annyiban, hogy a kozépsd
kis részfanak a gyokérre esd belsé csucsdt mozgatom a jobb ” fa szdaron”, de leg-
feljebb 10—4 = 6 tdvolsdgra. Hasonléan a késdbbiekben is bizonyos belsd csicsok
7 csuszkalnak” a faszdrakon.
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8. dbra. A fak sorban y = vy, vo, vs, v4, v5 = x vektorokhoz tartoznak.

A 8. abrabdl sejthetd, hogy két toréspont kozott az egyenes szakaszon nem
valtozik a fak alakja, azonban az nem feltétleniil igaz, hogy az egyik végponttal
megegyeznek. Ez valéban igy van, de csak a 2.5.5. Tétel utan a 2.5.6. Allitasnél
fogjuk belatni. Egyelére bizonyitds nélkiil elfogadjuk ezt. Az azonban nem igaz,
hogy ha két fa alakja megegyezik, akkor a koztiik mend trépusi szakasz RN-ben
egy egyenes szakasz.

2.3.5. Példa. = = (8,8,8,8,6,6,6,4,4,2) ésy = (8,8,8,8,7,7,7,4,4,1), amibdl
latszik, hogy a 9. dbrdn ldthato elsé két fa felel meg nekik.

y—z =(0,0,0,0,1,1,1,0,0,—1), tehdt lesz egy toréspont a trépusi szakaszukon,
mert hdrom eltérd érték van y — x-ben. Az elézé példdihoz hasonléan N < —1
esetén az y-ban maradunk, ami a mdsodik fa. Majd X = 0 esetén az utolsé fa
alakjat kapjuk, aminek a vektora:
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max((8,8,8,8,6,6,6,4,4,2), (8,8,8,8,7,7,7,4,4,1)) = ((8,8,8,8,7,7,7,4,4,2)).
Eddig a toréspontig egy egyenes szakaszon haladunk, aminek az irdnyvektora
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1). EbbSl a torépontbdl azonban az

x = (8,8,8,8,6,6,6,4,4,2)-be a (0,0,0,0,—1,—1,—1,0,0,0) irdnyd egyenes
szakaszon jutunk RN -ben. FEz nincs ellentmonddsban az algoritmussal, mert
aszerint (1,1,1,1,0,0,0,1,1,1) irdnyd vektoron haladunk és a
(9,9,9,9,7,7,7,5,5,3) pontba jutunk, de ezt egyszerisitjik 1-gyel. Tehdt az x
és y kozott vezetd trépusi szakasz nem egy egqyenes szakasz RN -ben. Igazdbol az
1s ldtszik ebbdl a példabol, hogy a toréspontndl tényleg irdnyvdltds van, hiszen
onnantol ujabb koordindtdk lesznek X\ + x-bdl, amik az irdnyt megudltoztatjdk.

9. dbra. Amikor a fék alakja megegyezik, de a trépusi szakasz mégse egy egyenes
szakasz.

2.3.6. Tétel. ([15, Proposition 2.]) A tropusi szakasz hossza az x €s az
y € U, tropust metrika szerinti tdvolsdgdaval egyenld. Tovdbbd a tropusi szakasz
egyértelmi két adott pontra.

Bizonyitds. Az egyenes szakaszok hosszait hatarozzuk meg el6szor, legyen két
toréspont vy és vir41, a A értéke yr — xx a vy pontban, a mésikban yg1q1 —
Trr1. Az egyszerliség kedvéért tovabbra is feltessziik, hogy a 2.3.3 Allitas bi-
zonyitasban latott (1,...1,0,...0)7 vektor irdnyaban haladunk a két toréspont
kozott, ahol k db 1-es szerepel az elébbi vektorban. Ekkor 2.1.2 Definicié alapjan
és a szimmetria miatt dy (v, Vi +1) = der (Vkg17, V) =
max1<i<n(Vr+1, Ok ) =Min1<j<n (Vi 41, =0k;) = (Yrt1 = Trt1) — (Yo —2x)) —0.
Ez azért igaz, mert két koordindta vagy azonos a toréspontoknél (ha y-bdl van)
és akkor 0 a kiilonbség, vagy pedig az egyik koordindta (yki+1 — Xx+1) @ x-bdl,
a masik (yx — Xx) © z-bdl van, amiknél a koordinatak kiilonbsége

(Yk+1 — Tr+1) — (yx — k) > 0. Anndl a koordindtdndl, ahol vy 41-ben lett
véltozds, eddig yg+1 volt, most pedig az (yk4+1 — Xk4+1) ©@ 2 miatt éppen egyenld
lesz az ottani koordindta yi11-gyel, tehat ez is 0 kiilonbségii lesz. Igy mivel csak
két kiilonbség van és az egyik nemnegativ, nyilvan a fonti egyenléséget kapjuk.
A torottvonal hosszat tigy kapjuk, hogy 6sszeadjuk a részutakat, vagyis az egye-
nes szakaszokat. Ezek Osszege: (y2 — x2) — (y1 — 21) + (y3 — x3) — (y2 — x2) +
o+ (Yn — 2n) — (Yn-1 — Tn-1) = (Yn — Tn) — (y1 — x1). Ez azonban pont az
y—x koordinatak koziil a maximélis minusz a minimalis, tehat a 2.1.2. Definicié
szerinti tavolsdga x és y pontoknak. Ha nem csak egy koordindta valtozna a
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toréspontokban, akkor is ugyanezt a teleszképikus 6sszeget kapnank.

A maésodik allités a 2.3.3. Allitds bizonyitasabol latszik, hiszen minden lépés
egyértelmien kovetkezett a definiciokbdl, igy csak az ott leirt torottvonalat
kaphatjuk. O

2.4. Tropusi szakasz és ultrametrikus fak kapcsolata

Ebben a fejezetben tovabbi fontos tulajdonsdgait vizsgaljuk a trépusi szakaszok-
nak, valamint az alkalmazédsukat is bemutatjuk.

2.4.1. Definicié. ([3, Definition 2.20]) Legyen T egy ultrametrikus fa, X pedig
a leveleinek a halmaza. Azt mondjuk, hogy az Xg C X levélhalmaz a T fa egy
klddja (angol: clade, bioldgidban: élblények egy csoportjdt jelenti), ha létezik egy
olyan v belsd csucsa T-nek, hogy annak pontosan az Xo elemei a levél-utodjai.
Ha létezik ilyen v csiucs, akkor az Xy klddja alatt a v gydkeri részfat szoktuk
értent.

2.4.2. Példa. Ha visszanézzik a 8. dbrdt, ott példdul az Xo = {2, 3,4} levelek
egy kldadot adnak a bal oldali fandl, mert a 8 cimkéji belsd csics leszdrmazottjai.
De nem alkot kldadot ugyanez a 3 levél a jobb oldaliban, hiszen ott a gyékér lenne
az a kozos ds, akinek leszdrmazottja a 4-es levél, viszont akkor az 1-nek is a
klddban kellene lennie.

2.4.3. Tétel. ([15, Theorem 8.])  Legyen Ty és Ty két ultrametrikus fa, a
hozzajuk tartozo vektorok pedig x ésy. Tovabbd tegyik fel, hogy X levél halmazuk
megegyezik (|X| =n), és az Xo C X levelekhez tartozd kldd ugyanolyan alaki a
két faban (tehdt ha egy T1-beli v csicsbol i, levelek egyiitt jobbra dgaznak, hogy
késdbb szétvdljanak, k pedig balra, akkor a Ty fdhoz tartozo klddban is ugyanigy
dgaznak ki az i,j, k utédok v-bél). Vegyik x és y tropusi szakaszdt. Ha ezen
eqy w pont szerepel, akkor a hozzd tartozé T ultrametrikus fdhoz is ugyanolyan
alaki Xo leveld kldd tartozik, mint a végponti fdkhoz. (2.3.1., 1.1.8. Tételek és
1.1.9. Allitds miatt létezik és egyértelmd T.)

Bizonyitds. A bizonyitds 3 részbél all.

1. Az Xy-hoz tartozo klad (T} fandl) is egy ultrametrikus fa. Ez azért igaz, mert
hiszen ez a részfa olyan, hogy a legfels6 bels6 csicstol lefele csak az 6 utddjai
vannak. Ha ezekre a belsé csicsokra rairom az x értékeket, amik az eredeti
T, fdban is ra voltak irva, akkor mivel a levelek legkozelebbi Gsei és a faalak
nem valtozott, igy tovdbbra is minden feltétel megfelel a 1.1.7. Definiciénak, a
klad részfa ultrametrikus. Avagy csak egyszeriien igaz marad a 3-pont feltétel
az itteni indexekre, mert a tavolsagmatrixbeli értékeiket a részfa hatarozta meg
és az nem valtozott.

2. A kozos X klad a T faban is klad lesz. Ehhez azt kell belatni, hogy ha
i,7 € Xo és k ¢ Xo, akkor a T-ben az i, j legkozelebbi kéz0s 6se lentebb van,
mint a k-val k6z0s 6siik. Mivel 7, j kbzos Ose lentebb lenne, igy a gyokérbe vezet6
utjuk kozos a legkozelebbi kozos 6suktél, tehat ha k elérhetd a gyckérbe vezeto
utjuk egy csuicsabdl, akkor az i,k és j, k legkdzelebbi kozos Gse is ugyanaz a
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pont. Ha ez teljesiil barmely fonti indexharmasra, akkor valoban egy kis részfat
alkotnak az X levelek, a tobbi levél pedig fontebb kapesolédik a fajukhoz. Igy
lenne egy v bels6 cstucs T-ben, aminek pontosan X levelek az utédai. Ehhez azt
kell beldtni, hogy w;; < w;r = wjk, hiszen a gyckértdl lefelé szigortian csokken-
niiik kell az w értékeinek.

wij = maz(A + i, Yij) 68 wir = maz(A + Tk, yix) az eddigiek szerint. Viszont
az Xg levelii részfa klad volt Ti-ben és Th-ben, ezért ott teljesiil az indexekre a
fenti feltétel, amibdl: A + z;; < A+ Zik, ¥ij < Yir = wij < wik, valamint az U,
trépusian konvex, ezért T ultrametrikus, tehdt w;, = wji; is teljesiil.

3. Most még azt kell belatni, hogy a T-beli X levelekhez tartozé klad ugyan-
olyan alaki, mint a két végpontban.

Ehhez el6szor vegyiik észre, hogy ha egy wr vektornak a koordinatai pontosan
ugyantgy rendezhetdek sorba, mint egy wys vektoré (vagyis ha pl. 1,2 levelek
tavolsdga kisebb 3,4 levelekénél, akkor a masikban is ugyanigy viszonyolnak
egymdshoz), akkor T és T" fa alakra pontosan ugyanolyan, mds széval minden
belsé csticsbdl ugyaniugy és ugyanazok az utédok dgaznak ki a két faban. Ez
a 1.1.8. Tétel bizonyitasabol koévetkezik, hiszen minden ¢ indexre ugyantugy
rendezziik sorba a hozza tartozd tavolsigokat, majd azokhoz ugyanugy viszo-
nyulnak a tobbiek tavolsagai.

fgy tehat azt kell belatni, hogy ha veszek 3 indexet X-bol, akkor ha Tj-ben
zij < ik = Tk, akkor w;; < wir = wjk is teljesiiljon (az 1. pontban lattuk,
hogy a klad részfdja ultrametrikus ha az eredeti fa ultrametrikus). Mivel a T}
és Ty faban az X klad részfa megegyezik, ezért ott is y;; < yi = y;i teljesiil.
Ha egyenlOség van az x-es tagnal, akkor y-nal is egyenl6ség lesz és azt kell bi-
zonyitani még, hogy pontosan ekkor lesz w-ndl is.

wij = max(A + T4j, Yij)

wir = maz (X + Tik, Yir)

wjr = max(A + Tk, Yjk)

Legyen a1 = y;; — Tij €s ag = Vi, — Tik = Yjk — Tjk, ezek alapjan 4 esetet
kiilonboztetiink meg.

a, a1, > A, ekkor a y koordindtdk lesznek a nagyobbak (y;; — z;; > A <
Yij > A+ xi;, ugyanigy a mdsik két esetben), tehdt w megfelelé koordindtéi
megegyeznek y koordinataival, igy nyilvan teljesiilnek a feltételek.

b, aq > A > a9, ekkor Yij > )\"f‘l‘ij, )\+$ik > Yiks )\—‘r.’Ejk > Yjks teh&t Wij = Yij,
Wik = A+ Tik, Wik = A+x;;. EbbSl kapjuk: wij = yi; < yir < A+ = wir, ha-
sonldan w;; < wjy és az ultrametrikussdg miatt w;, = w;i. EbbJI a levezetésbdl
az is latszik, hogy pontosan akkor lesz w-ndl egyenldség, ha y;; = i = yji is
teljesiil (és akkor z;; = a3, = x;i is igaz).

¢, g > A > aq, akkor hasonléan az el6z6hoz: w;; = A4, Wik = Yik, Wik = Yjk,
amib6l w;; = A+ x4 <A+ 24 < Yip = wir = wjk. Egyenldség ismét pontosan
akkor, ha x és y esetén is egyenlség volt.

d, A > a1, a9, ekkor az a, esethez hasonléan w megfelel6 koordinatai egyenléek
A + z megfelel$ koordinatéival, viszont mivel RY /R1-ben vagyunk, igy 2 koor-
dinataival egyeznek meg.

Ezzel belattuk, hogy X kladot alkot T-ben is, a kladja ultrametrikus részfa és
a fa szerkezete olyan mint az eredeti T} és T faban. O

28



Mar kordbban is emlitettiik, hogy bar tobbnyire a bindaris fékat szeretik a
szakirodalmakban hasznalni, vannak tobbgyerekes fik is. Az RY /R1 origéja a
(0,0,...,0)” pont, ami N koordinatabdl ll és ennek a csillag ultrametrikus fa
felel meg, vagyis amikor minden levél egybdl az origobdl indul ki. Ezt jeloljik
O-val. Igazdbdl ekkor valami pozitiv sily lenne az éleken (amennyi idé eltelt a
szétvélas 6ta), de a tér miatt ez a (0,0, ...,0)T vektorral ekvivalens vektort adja,
hiszen minden koordinata 2-szer az élekre irt sily.

2.4.4. Definicié. ([15, Definition 7.])  Egy adott n leveld T fdhoz tartozé
{t1,ta, ..., tx} halmaz elemeit specializdcids idéknek nevezzik, ahol t; az l. legki-
sebb wi; > 0 érték fele.

Tehat ezek az idépontok a T vektordban szerepld értékeknek a fele novekvo
sorrendben. Vagyis, ha pl. wr koordinatai balrdl jobbra nének, akkor y; 2 = t1,
Y1,3 = Y1,4 = 2, Yn—1,n = tk-

2.4.5. Példa. Az aldabbi dbrdn a 4. fahoz a vektor

(6,20, 20,20,20,20,20,11,11,4)T, tehdt t; = 2, to = 3, t3 = 5.5 és t4 = 10.
Ezt az dbra sorozatot érdemes nézni a 2.4.6 Tétel bizonyitdsdhoz is, hogy az
origdbdl (bal oldali csillagfa) indulva hogyan alakul ki a jobb oldali fa. Ezek a
t specializdcios 1dék egqyébként a 1.1.7. és 1.2.4. Definiciokndl megadott belsé
csucs cimkézésekkel eqyeznek meg.

10. dbra. Az origétdl a (6,20, 20, 20, 20, 20, 20,11, 11,4)T vektorhoz tartozé faig
az ultrametrikus szakasz toréspontjai.

2.4.6. Tétel. ([15, Theorem 7.]) Tegyiik fel, hogy T egy n leveld ultrametrikus
fa és a hozzd tartozd specializdcids idSk halmaza {t1,ts,...,tp} (ahol k <n—1,
az 1. fejezetben lefrtak szerint). FEkkor az origd (csillagfa) és a T pont kozétt
vezetd tropusi szakaszon a téréspontok T = TV, T?, ..., T* = O ultrametrikus fik
lesznek, ahol T* fa gy néz ki, hogy a hozzd tartozé specializdcids idék halmaza
{ti,ta, ..., tx} (s6t az id6khoz tartozozd belsd csicsokig alakra megegyezik T-vel
a T fa, de még lehetnek késébb (lentebb) szétvdldsok a T faban).

Bizonyitds. Erdemes a bizonyitdshoz a 10. abrat nézni.
A régi jeldlésekkel legyen 2 = (0, ...,0)T = (20,...,20)T és y a T fahoz tartozé
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vektor. Azért hasznalunk itt az origd vektordnal 20-t, mert egyrészt R” /R1-ben
vagyunk, masrészt az abraknadl is ennyi szokott lenni a maximalis tavolsag és igy
a trépusi szakasz mentén el6fordulé vektorokat 20-ra fogjuk ” visszanormdlni’. A
az x —y kiilonbségvektor koordindtain megy végig dgy, hogy az értéke no, tehat
a 0-rdl indul (hiszen a maximalis koordindta (20) z-ben és y-ban is szerepel, és
x 20-as koordinataibol vonjuk le az y legfeljebb 20, nemnegativ koordinatéit,
tehdt lesz nulla koordindta és a tobbi pozitiv lesz © — y-ban). A trépusi szakasz
toréspontjait, beleértve a két végpontot dgy kapjuk, hogy a max (A + vy, z) vek-
tort kiszdmoljuk, ahol A mindig a kovetkezd kiilonbségvektorbeli koordinéta.
Amig A < 0, addig maz(0 + y,z) = x, hiszen a legnagyobb koordinéta lesz
mindenhol a nagyobb. fgy az origd csillagfajabdl indulunk, és bizonyos ko-
ordindtdkndl a wy = maxz(0 + y,x) vektorban egyenldség lesz (példdban az
1,3; 1,4; 1,5; 2,3; 2,4; 2,5 koordindtdknél, hiszen ott szerepel a 20). A
mésodik (igazi) toréspontot akkor kapjuk, amikor A egyenld a kovetkezd leg-
kisebb koordindtaval  —y-bdl (a vektor legyen wy). Viszont vegyiik észre, hogy
ez a T fa vektoranak legnagyobb és masodik legnagyobb koordindtajanak a
kiilonbsége, hiszen az x vektort a maximalis koordindtara ” dllitottuk”. Ekkor a
toréspont vektoraban azokndl a koordinatdknal, akik az el6bb éppen egyenloek
voltak z-szel (20-szal), azokndl most A + y adja a koordindtdt, mert mar na-
gyobb lesz az = megfeleld koordinatajandl (volt a 2.3.3 Tétel bizonyitasiban), a
tobbiek koziil lesznek, akiknél éppen most lesz A + y = x, a tobbieknél pe-
dig tovédbbra is A +y < x lesz, tehat x koordinatija marad ott. Viszont
mondtuk, hogy visszanormélunk 20-ra. Most bizonyosak éppen 20 értékiiek,
a tobbi 204-aktuédlis A, {gy a w; minden koordindtdjat csokkentem A-val. (Ez a
példdban a A = 20—11 = 9, tehdt az w; = (20,29, 29,29, 29, 29, 29, 20, 20, 20)7 =
(11,20, 20, 20, 20,20, 20,11,11,11)T.) Ekkor igaz lesz, hogy a gyokér font ma-
rad, az 6 ”szintjéhez” odairhatjuk a ti-t, és a most létrejott 1j belsd csticsok
szintjéhez odairhatjuk tp_1-t. Ez azért igaz, mert egyrészt létrejott 1j bels6
cstcs, hiszen volt 20 és 20 4+ A koordinatank is, igy nem lehet csillagfank és csak
ez a két érték volt, ezért csak két specializacios id6 lehet. Valamint azoknal
a levélparokndl, akiknek T-ben maximélis a tavolsdguk, mar az el6bb wy-nél
a T-beli tavolsaguk szerepelt a vektorban és most wi-ben is, hiszen 6k voltak
a 20 + A\ koordinataja vektorok. Azok, akikhez T-ben a mésodik legnagyobb
tavolsdg tartozott (példaban 3,4 és 3,5), azokndl most éppen egyenld lett A +y
és x, tehat a A levondsa utan visszakaptuk az y-beli tdvolsagukat és innentol
végig ez is marad, mert a kovetkezd toréspontokndl az 6 értékiik is A + y-bél
lesz, igy amikor visszanormalunk majd, akkor y koordinatajat kapjuk. Ekkor a
bels6 csuicstol lefelé az élen valéban a masodik legnagyobb y koordinéta fele lesz,
tehat a t,_1. Ezért folfelé a belsé élen tj, — trp_1 lesz, ami a T faban is a belsé
él silya volt. Ezt az eljarast folytatva, hasonlé gondolatmenet szerint, mindig
azt fogjuk kapni, hogy a toréspontndl a fa olyan, hogy az aktudlis t; folott a fa
alakja mdr olyan, mint a T fdban (hiszen azokhoz a bels§ csticsokhoz mér az
y-beli tavolsig-koordinéta fele tartozik, mert a A+ y-bdl van a koordinéta). Az
aktudlis ¢; szintjén pedig lesz egy olyan bels6é csics, amihez tartozik legalabb
két levél, akiknek a tdvolsadga most érte el az T-belit. A tobbi levél legkozelebbi
kozos Gse még lejebb csiszhat, de a felsSk mar rogziiltek. Igy valéban a T' fa
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alakul ki fontrol lefelé és minden t; specializécios id6 szerepelni fog lefelé, hiszen
a trépusi szakasz bejérdsakor mind szerepelni fog (mert A a t, — t; értékeken
halad végig). O

Felmeriil a kérdés, hogy a trépusi szakasza két pontnak mikor megy 4t az
origdn.

2.4.7. Allitas. ([15, Lemma 1.]) Ha Ty és Ty két ultrametrikus, n = 3 leveld,
a csillagfatol kiilonbozo fa, amiknek az alakja eltér, akkor a tropusi szakaszukon
a toréspont az origo.

Bizonyitds. Eloszor is megjegyezzik, hogy ha azonos lenne az alakjuk, akkor
egy egyenes szakasz lenne a trépusi szakaszuk. Ez azért igaz, mert feltehetjiik,
hogy a gyokértél a levelek ugyanakkora tavolsagra vannak a két faban, hiszen
RY /R1-ben vagyunk, tigy csokkentjiik az egyik vektort egy konstans vektorral,
hogy a maximélis koordinatdja egyenlo legyen a masikéval. Ekkor feltehetjiik,
hogy az 11. &bran lathaté Ty fank van. Akkor a két fa vektora csak abban
az egy koordinataban térhet el, ami a 2, 3 levelek tavolsdgat adja a faban. fgy
a kiilonbségvektorban azok kiilonbsége és a 0 lesz, tehat nem lesz toréspont
a tropusi szakaszon. Vagyis a tropusi szakasz egy egyenes szakasz, vagy egy
pont, ha a két vektor megegyezne. Emiatt az origdn sem mehet at, hiszen ak-
kor véltozna a fa alakja, az viszont az egyenes szakaszon nem véltozhat (2.5.6.
Alh’tés) és ha a két végpont nem azonos, akkor nem egy pontbdl all az egyenes
szakasz.

Feltehetjiik, hogy a két eltéré alaku fa az 11. &bra szerinti. Ekkor legyen
Ty vektora © = (212,13, T23), To-€é ¥ = (Yy12,Y13,Y23). Az dbrdbdl, az ultra-
metrikussaghdl és abbdl, hogy egyik se az origd csillagfaja kovetkezik, hogy
Toz < T2 = 13 és Y13 < Y12 = Yo3. EbbOl y — x harom koordinatija:
Y13 — T13 < Y12 — T12 < Y23 — Tos, tehat latszik, hogy egyetlen toréspont lesz
és anndl A = y12 — 12 (2.3.3 Allitas bizonyitasabdl). Tehat a téréspont hdrom
koordinataja:

wi2 = max (Y12 — Ti2 + T12, Y12) = Y12,

w1z = maxr(yi2 — T12 +213,Y13) = Y12 —T12 +T13 = Y12 —T12 +T12 = y12(> Y13),
Mivel —z12 4 w23 < 0, ezért yi12 — x12 + 23 < Y12 = Yo3

woz = maxr(y12 — T12 + T23,Y23) = Y23 = Y12

Mivel azonban RY /R1-ben vagyunk, {gy w megegyezik az origé vektoraval, tehdt
a toréspont valoban az origd. O

Most ki fogunk mondani egy tételt, aminek a bizonyitasdhoz azonban vissza
kell térntink altalanossdgban a trépusi konvex burokhoz. Ennek a tételnek és an-
nak az dllitasnak, hogy a tropusi szakasz egyenes szakaszain a faalak megmarad,
a bizonyitasa a kovetkezo6 fejezetben lesz.

2.4.8. Tétel. ([15, Theorem 5.]) Han > 5, akkor 0 annak a valdsziniisége,
hogy két véletlenil vdlasztott n leveld, (nem feltétlendl bindris, de megkdveteljiik,
hogy a gyokérnek két gyereke legyen) ultrametrikus fdnak a tropusi szakasza
datmegy az origon. Mds szavakkal, ha egyik kivdlasztott végpont sem az origo,
akkor a tréopusi szakaszuk 0 valdszintiséggel megy dt az origon.

31



11. dbra. n = 3 leveldi, eltérd alaku fék.

2.5. Tropusi konvex burok és az ultrametrikus fak kapcso-
lata

A kovetkezd definicié RY /R1-ben van kimondva, de nekiink igazdbdl csak az
ultrametrikus térben lesz fontos. Ott is csak azért, hogy néhany érdekességet
megallapitsunk a konvex burokrél és a 2.5.3. Definiciot egy kicsit el6készitsiik.

2.5.1. Definicié. ([11, Definition 2.6.]) P := tconv(V) = tconv(vy,...vp),
ahol v, ..., vy € U,. Legyen mp : RN /R1 — P egy olyan leképezés, hogy
Wp(w) =M e0viH...BN, ®vp,
ahol Ay = min;((w —v;);).

2.5.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ezzel a P-be képeziink minden w pontot,
hiszen \; € RN és igy tconv(V) egy elemét kapjuk 2.2.2. Definicié szerint. Ha
w € P wvolt, akkor énmagdba képezi mp. Ekkor ugyanis
w=maz((ay + v1), (a2 + v2),...(am + vm))

valamilyen a; valosakra. Tehdt minden 1 < 57 < N-re létezik 1 <1 < m
index, hogy w; = (a; +v;); = a; +v;;, = wj —v;; = a; és a tébbi koordindtdra
Wi > (A + i)k = a; + Vi, - Atrendezve kapjuk: w; —v;; = a; < wp — vy,
minden k-ra, amibdl: a; = min;((w — v;)1), vagyis \; = a;. EbbSl pontosan az
kévetkezik, hogy w felirdsa tconv(V) elemeként ugyanaz, mint a wp leképezésnél
a képe, vagyis onmaga.

2.5.3. Definicid. ([11, Definition 2.7.]) P = tconv(V) = tconv(vy, ..., Um),
w € U, P szerinti tipusdinak (type) nevezzik a Q = (Q1,...Qn) halmazt, ahol
Q; is egy v-index halmazt jelent. Az 1 < i < m index pontosan akkor keril a
Qj-be, ha vi; — w; = max(v;, — w1, ..., Viy — WN), Mds szoval, ha az i. indexre
nézve a zdrojelben lévd kilonbségek kozil a j.-re veszi fel a maximumot.

A P tropusi konvex burok pontjai pontosan azok a w-dk, akiknél egyik @QQ; sem
tres. Az azonos tipusi pontok halmazdt celldinak hivjuk (tehdt amikor a Q;
halmazok pdronként megegyeznek).

2.5.4. Megjegyzés. Az utolso rész nem trividlis az eldbbi definicioban. Mint
azt a 2.5.2 Megjegyzésben is ldttuk, ha w € P, akkor
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w=XAOuvB..BX, ©vy, ahol \; = min;((w —v;);) = —maz;((v; —w);),
vagyis az 1 index pontosan akkor keril Qj-be, ha Ay a j. koordindtdindl veszi
fel a minimumot/maximumot. Tovdbbd, ha w € P, akkor minden 1 < j < N
indexre wj = A; + v;; valamilyen 1 < i < m indexre a 2.2.2 Definicié alapjin.
Ez azonban tovdbb alakitva \; = w; —v;;, = (w — v;);, vagyis a j. koordindtdra
veszi fel a minimumot \;. fgy azt kaptuk, hogy teszdleges 1 < j < N-re Q;-be
fog keriilni egy i index, vagyis nem lesznek tresek.

Visszafele, ha igaz az, hogy egyik Q; sem dres, akkor legyen i € Q; (régzitsik ezt
a két indexet). Ekkor az eldbbi min — max egyenléség szerint a wp leképezésnél
definidlt \; (w — v;); lesz, vagyis wj = X\j +v;;. Ha k € Qj, akkor ugyanigy
wj = Ag + v, ellenben ha l ¢ Qj, akkor Ny = wjr — v, < wj— vy, amibdl
wj > N + vy, . Ezekbdl viszont az adddik, hogy

wj = maz((Ar +v1;), ., (N +04;), o0y (An Ui, ), aholi-re (és minden Q;-beli
indexre) veszi fel a marimumot. Mivel ez minden 1 < j < N indexre ugyanigy
igaz lesz, igy w = A1 © v1 B ... B A, © v, -t kapjuk, tehdt w € P.

Erdemes itt visszanézni a 7. 4brat, ahol az egyenes szakaszok celldkat alkot-
nak (ezt a kovetkez6 tételben be is latjuk).

2.5.5. Tétel. ([11, Theorem 8.2.]) P := tconv(V) = teconv(vy,...m), ahol
V1yeees Uy € Up. Ekkor ha x,y € P és ugyanabban a celldban vannak, akkor a
faalakjuk megegyezik.

Bizonyitds. Mivel azonos cellaban vannak, igy a (); halmazaik paronként meg-
egyeznek. M4ér lattuk a 2.4.3. Tétel bizonyitdsdban (3. pont), hogy ha x és y
koordindtai ugyanigy rendezhetéek sorba (ugyantgy viszonyulnak egymdshoz a
koordinataik), akkor a faalakjuk megegyezik. Ismét a 3-pont feltételt hasznaljuk,
legyen hérom levélindex i, 7, k (innentdl a v; helyett v,-t fogunk irni, hogy ne
keveredjenek a levélindexekkel).

1. eset. x; ; = ;) = x; 1 kell, hogy ez pontosan akkor igaz, ha y; ; = ¥i.k, = Yj .k
is teljestil. Nyilvan szimmetria miatt elég belatni, hogy ha az z-es rész igaz,
abbdl kovetkezik az y-os rész. Mivel x € P, igy valamilyen 1 < a < m indexre
Vo, , — Tij = maxy, 1,(Ve — T)1,0, = —A%, mert Q; ; nem iires halmaz (tehdt
a € Q; ;). Tehét Va; ; = Tij = Va; , — Tik €8 Va; ; — Tij = Va;, — Tjk, amibol
az r-ek egyenl8sége miatt vy, ; > v, , €8 V4, ; > Va, , kovetkezik. Viszont v, is
ultrametrikus, igy a maximum kétszer vétetik fel az el6z6 harom értéknél, igy
szimmetria miatt feltehetjik, hogy v,, ; = vq,,. Ekkor —A7 = vy, , —2;; =
Va, , — Tik, tehdt az a index bekeriil a @Q; halmazba is. De x és y Q halma-
zaik megegyeznek, ezért vq, ; — Yij = —Ay = Vo, — Yik = Va,, — Yj k- Mivel
Va;; = Va; . 18Y Yij = Yik kOvetkezik belSle. Mi a fontieket az vy, ; = vq,,
egyenléségbdl vontuk le gy, hogy @Q; ; halmazbdl az a pontot vettiik és utdna
Vg — koordinédtdit vizsgdltuk. Ha @Q; r-bdl veszek egy b indexet, akkor v, —z-nek
a j, k koordindtaja lesz maximalis és pontosan egy ugyanilyen gondolatmenet
utdn kijon, hogy y;.x = vi,; vagy vk = ¥i r attdl fliggben, hogy b index @; j-ben
vagy Qi r-ban van-e még benne. Akdarmelyik is jon ki a ;5 = yir = yjx fog
kovetkezni bel6le. Ezzel az 1. esetet belattuk.

2. eset. Tegyiik fel, hogy x;; = =;r > ¥k, azt kell beldtni, hogy y; ; =
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Yik > Yjk kovetkezik bel6le. Mivel z és y is ultrametrikus, igy azt kell belatni
csak, hogy a minimum ugyanarra az indexre lesz felvéve, mert akkor a méasik
kettd koordindta egyenléek lesznek (mivel nagyobb egyenldek). Ha egyenldség
lenne a "nagyobbak” és a 7 kisebbik” kozott, akkor az els6 eset szerint kovet-
kezne a maésik vektor koordinatinak egyenl@sége is. Tehat tegyiik fel, hogy
Tij = Tik > Tjk, de y; j = Yk > Yi k- Ekkor mivel mindkettd pont P-ben van,
igy Q;; nem iires, legyen a egy eleme (ez x és y esetén is teljesiil). Definicié
> Va,, — Tjk €8 Va, ; — Yij = Va,, — Yik- Atrendezve az
elsét kapjuk: vg; ; — Va;, = Tij — Tjk €8 Vo, ; — Va,, = Yij — Yik, de mivel
Tij > Tjk €8 Yij > Yik, 18y pozitivak a v, kiilonbségek, tehdt vy, , > vg,, és
Va;; > Va,,, tehdt az ultrametrikus v,-ban a maximum csak egyszer vétetik
fel az el6bbi harom indexnél, ami ellentmondds. Az ellentmond&ds abbdl jott,
hogy feltettiik, eltéré indexekre veszik fel a minimumot. Ezzel belattuk, hogy
ha csak kétszer veszi fel a maximumot harom indexre, akkor a 3. index, amihez
a legkisebb koordinata tartozik, megegyezik x-ben és y-ban, és akkor a masik
két koordindta nagyobb néla (szigortian) és egyenlbek.
Ezzel a tételt belattuk, mert ultrametrikus adatok esetén x harom koordinatdja
csak ilyen kapcsolatban lehet egymaéssal. O

szerint: vy, . — Tjj > v

Mint azt korabban jeleztiik az el6z6 fejezetben, ebbdl a tételbdl kovetkezik
a kovetkez6 allitas.

2.5.6. Allitas. Ha eqy wi,we € U, €s a tropusi szakasz kéztik egy egyenes
szakasz, akkor a szakasz bdrmely két (a végpontokkal nem azonos) x,y pontjahoz
tartozo ultrametrikus fdk alakja megegyezik.

Bizonyitds. (sajét bizonyitas) Itt tconv(V) = tconv(wi,ws) és a 2.3.3 Allitas
bizonyitdsabdl tudjuk, hogy csak két \ érték lehet, amikre az igaz, hogy A = Ay
esetén wi-ben maradunk, utdna A\; < A < Ao esetén a szakasz belsé pontjait
kapjuk, akiknek a vektordban bizonyos koordindtak megegyeznek A + wi-val, a
tobbi wo-vel, A = Ay esetén pedig wo-ben vagyunk. Ez viszont két belsé pontra
pont azt jelenti, hogy ha vessziik trépusian konvex felirdsat (A © wy B ws), ak-
kor ugyanabbdl a (végponti) vektorbdl veszik fel a maximumot. Lattuk a 2.5.4.
Megjegyzésben, hogy ha x = A\ ® wy; H wo, akkor az 1-es pontosan akkor kertil
be @Q;;-be, ha x;; a A+ wi-bél van, és a 2 pontosan akkor keriil @);;-be, ha z;;
az wo-bol van. Mivel azonban ez x és y esetén is megegyezik, igy minden ij-re
Q;; ugyanazokbdl az indexekbdl fog allni, tehdt x és y ugyanabban a cellaban
van. Akkor pedig az el6z6 tétel miatt megegyezik a faalakjuk.

Ha egy torottvonal tropusi szakaszon veszek két szomszédos toréspontot, akkor
azokra igaz, hogy a két vektor kiilonbsége egy 0 — 1 vektor megszorozva egy
skalarral, vagyis két kiillonbozé értékbol all a kiilonbségvektoruk és a tréopusi
szakaszuk egyenes, méghozza az, amit ” kiszdmolunk” az algoritmus sordn. Ez
mondjuk logikus, de azért j6 kimondani. fgy tehat az allitasbol kovetkezik a
2.3.4. Példa utani megjegyzés, hogy a torcttvonal egyenes szakaszain megegye-
zik a fak alakja. O

Azt is jeleztiik, hogy olyan mintha a bels6 csticsok csuszkalnanak a fa szarakon,
amikor egy egyenes szakaszon mozgunk. Ez azért igaz, mert hiszen feltehetjiik,
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hogy a legnagyobb koordinata egy = és y vektor esetén ugyanaz, mert

U, C RN /R1 térben vagyunk, tudunk tgy csokkenteni a vektorokon, hogy a
legnagyobb érték megegyezzen. fgy ugyanolyan ” mélységii’ fakat kapunk. Ezek-
nek az alakja megegyezik, igy nyilvan belso csicsok nem cstuszhatnak egymasba
vagy egyméason at. Amikor pl. x vektor y vektorrd alakul, akkor bizonyos
koordinatak valtozatlanok, a tobbi meg né (hiszen A is né). Mivel koézben a
gyokér és a levelek tavolsdga nem véltozik (ezt feltehetjiik az elébbi szerint), a
belsé csucsoktol a levélutddjaik ugyanolyan tavol vannak, igy valéban bizonyos
csucsok kénytelenek elmozdulni valamilyen iranyba. Egymasba csiszas nem le-
het, hiszen pozitiv tavolsagra vannak egymastdl x fajanal, és A-t lassan novelve,
kicsit valtoznak csak a fa éleire irt értékek. Pont emiatt a finom véltoztatéds
miatt igaz az is, hogy a két végponttdl (el6z6 &llitdsban wy és we) a szaka-
szon 1évo fak nem sokban térnek el, csak annyiban, hogy bizonyos belsé csticsok
Osszecstiszhatnak és szétvalhatnak, de koriilbeliill megegyeznek vele.

2.5.7. Allitas. ([11, Lemma 3.3.]) P := tconv(vy, ..., v,), ahol v, € U, minden
b =1,....m-re. P pontosan akkor tartalmazza az origdt, ha bdrmely i # j €
{1,...,n} levélpdrra létezik olyan vy, hogy a hozzd tartozd fiban az i,j levelek
kézti it dtmegy a gyokéren.

Bizonyitds. Ha minden i, j parhoz létezik a font megadott tulajdonsagot tel-
jesité vy, akkor T, faban i,j levelek tavolsdga a legnagyobb. Akiknek az ttja
nem megy 4t a gyokéren, azoknak a tdvolsdga kisebb (v, azon koordindtdja
kisebb). Legyen ap := —(i,j levelek tdvolsaga T, fdban), mert ekkor ap + vp
olyan vektor, hogy azok a koordinatak, amikhez tartozé levéltavolsagok a leg-
nagyobbak (dtmegy az ttjuk a gyokéren), azokndl 0 lesz, a tobbinél pedig egy
negativ szdm. Veszem az Osszes ¢, levélpart és elkészitem hozzajuk az elobbi
ap értéket. Ha két kiilonbozé levélparhoz is ugyanaz a T,, fa tartozik, ak-
kor is ugyanaz az a; szam lesz hozza rendelve, mert a gyokéren atmené utak
hossza fix egy faban. Ha marad olyan v, vektor, amihez nem gyartottunk
a. értéket, akkor anndl legyen egy nagyon negativ szdm az a.. Ekkor z =
maz((as + v1), (az + v2), ..., (@m + U )) € P-ben minden z; ; koordindtara 0-t
kapunk. Hiszen z koordinatdinak i, j levélparok felelnek meg és mindhez tarto-
zik egy olyan a; valds szdm, aminél a hozza tartozé ayp + vy, érték nulla, a tobbi
pedig az a. vélasztdsok miatt negativ, igy a maximum miivelet miatt z; ; = 0.
Ekkor tehat z = 0, vagyis az origd tényleg P-ben van.

Visszafelé tegyiik fel, hogy 0 € P, vagyis

0 = maz((a; +v1), (ag+v2), ..., (am +vyy)) valamilyen a;, valésakra. Tehdt min-
den koordinatara, vagyis minden i, j levélparra 0 = ap +wp, ; valamilyen b index-
re, a tobbi indexre a. +wv,, ; < 0. fgy ha masik levélpar koordinatdjat nézem, ott
hasonléan a, + vy, ; < 0 fog teljesiilni. Tudjuk a 2.5.2 Megjegyzésbol, hogy a;, =
ming 1 ((0 — vp) k1) = —maxg,((vp — 0)g,1), igy az elézéek szerint ¢, j levélpérra
veszi fel a minimumot (dtrendezés). Ebbél vy, ; = —ay = maxy,i((vp)r,1), tehat
az 1, j levelek tdvolsaga a legnagyobb v, fajaban. Ez pont azt jelenti, hogy 1, j
levelek 1utja az egyik v vektor fijaban atmegy a gyokéren. De mivel ez barmely
koordindtara, vagyis levélparra hasonléan elmondhaté, igy az allitast forditott
irdnyba is beldttuk. U
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Az el6bbi &llitasbdl kovetkezik, hogy z,y tropusi szakasza pontosan akkor
tartalmazza az origdt, ha a levélparokra igaz, hogy az egyik végpont fajaban
a koztliik mend 4t dtmegy a gyokéren. Ez azt jelenti, hogy (mivel feltehetjiik,
hogy x és y fajaban is a gyokér és a levelek tavolsadga ugyanaz a d szam, hiszen
RY /R1-ben vagyunk), igy t By = d = 0. Igy 4tfogalmazhatjuk trépusi sza-
kaszra az el6z6 allitast, hogy pontosan akkor tartalmazza x,y tropusi szakasza
az origot, ha x Hy = 0.

2.4.8. Tétel bizonyitasa.

Bizonyitds. Legyen a trépusi szakasz két végpontja x és y és nézziik = fajat.

n > 5 esetén a gyokér egyik gyerekének (feltettiik, hogy két gyereke van) mini-
mum 3 levél utédja lesz: ¢, 7, k. Ezek kozott a levelek kozott nem vezet olyan tt,
ami a gyokéren atvezetne. Ekkor ha az origét tartalmazza a trépusi szakaszuk
(ami a két pont trépusi konvex burka), akkor y-ban ekozott a 3 levél kozott
minden utnak &t kell mennie a gyokéren. Skatulyaelv szerint azonban legalabb
kettének a gyokér azonos gyereke alatt kell lennie, viszont akkor nem teljestil
a gyOkéren dthaladas feltétel. fgy valéban ha vélasztunk két fat, amiknek a
gyokere két gyerekes, akkor azoknak a trépusi szakasza nem mehet at az origéon
(0 valészintiségli). O

2.5.8. Megjegyzés. n = 3-ra mdr ldttuk, hogy ha a két fa alakja eltér, akkor
dtmegy az origon, de az elézd tételbdl is kovetkezik, hiszen ha eltér a fdk alakja,
akkor bdrmely levélpdros itja az egyik faban dtmegy a gyokéren.

n = 4 esetén eléfordulhat, hogy dtmegy az origon, de az is hogy nem. FErre példa

a 12. abran ldthato.

1 23 4 1 2 3 4 1 32 4

12. dbra. n = 4 esetén az els6 két fa trépusi szakasza nem megy 4t az origdn,
mert a 3,4 levelekhez tartozé it egyik faban sem megy at a gyokéren. Ugyanigy
a masodik és a harmadik trépusi szakasza se megy at a 2,4 levélpar miatt.
Viszont az els6 és a harmadik fa trépusi szakasza atmegy, mert latszik, hogy
minden levélparra a koztilk mené 1t az egyik faban atmegy a gyokéren.

Az eddigiek alapjan lattuk, hogy ha van két adatunk, akkor azoknak milyen
a fajuk és hogyan véltoznak a tropusi szakaszukon a fak alakjai. Illetve azt is
lattuk, hogy meg tudjuk kapni az evoliciés folyamatot is, ha az origéval vessziik
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a trépusi szakaszat egy pontnak. Most még azt mutatjuk meg, hogy ha tobb
mérési adatunk lenne, akkor létezik olyan pont, ami a konvex burkukban van
és kozel van a mérési adatokhoz, vagyis j6 kozelitése a valdésdgnak a mérések
alapjan.

2.5.9. Definicié. ([11, Definition 3.4.]) Legyenek vy, ...,v, € RN /R1.
x*-t a {v1,...,um} halmaz Fermat-Weber pontjdnak nevezzik, ha minimalizdlja
a > di(w,v;) dsszeget.

Egy fontos megjegyzés, amit nem bizonyitunk, az elébbi Osszegnek tényleg
létezik minimuma, vagyis valéban létezik olyan RY /R1-beli pont, amire az
Osszeg minimélis ([7]). Infimuma létezik, mert a metrikdk és az Gsszegik is
nemnegativ, tehat alulrél korlatos az Osszeg.

2.5.10. Allitas. (/11, Lemma 3.5.]) Tegyiik fel, hogy m > 3 és

{v1, .y U} C U,. Ekkor létezik olyan x* Fermat-Weber pontja a halmaznak,
ami tconv(vy, ..., vy )-ben van. Mivel U,, trépusian konvex, igy ez az x* pont
ultrametrikus fdat ad.

Bizonyitds. Tegyiik {61, hogy van egy z7 Fermat-Weber pont, ami nem a konvex
burokban van, kiilénben készen vagyunk. Mivel nincs benne, ezért a 2.5.3.
Definicié szerint van a @ halmazok kozott olyan, ami iires, legyen egy ilyen @;.
Tehdt bérmely 1 < i < m-re {v;, —27,,...,viy — 271, } halmazbdl nem a v;; — z7,
elem a maximadlis (vagyis nem x{j — v;; a minimdlis, ha a negativszorosaikat
vesszilk). Ez azt jelenti, hogy z7 j. koordindtdjat tudjuk gy csékkenteni, hogy
kozben > 1", di(x,v;) fliggvény értéke nem véltozik. Ez azért igaz, mert
EZ’;1 dtr(xylfv vi) = Z:i1(ma$k(x>lkk - Uik) - minl(mi - 'Uiz))a
ahol a minimumos tagokban a minimumot nem a j indexnél veszi fel. A
maximumot sem veheti fel, mert ha igen, akkor most cstkkentve a j. indexet
a pozitiv eléjelli maxos tagok csokkenének, a tobbi nem valtozna, tehat eleve
ez a modositott vektor kisebb sszeget adott volna, mint x7. fgy val6ban nem
befolyasolja a j index a tavolsagosszeget. Ha csokkentjik a j. indexet, akkor
Vi, — T, értéke n6é minden i-re. Egészen addig csokkentjiik a j. koordinatat,
amig el nem érjiik valamelyik i-re a {v;, —27 , ..., iy —27, } halmaz maximumét
(ezek véges kiilonbségek minden i-re, és véges sok halmaz van, létezik legkisebb
halmaz-maximum, akit el8szor elériink). Ekkor az az ¢ index bekeriil a @ ;-be.
Ilyen médon csokkenthetjiik az tires (Q halmazok szdmat és kézben tovabbra is
Fermat-Weber pontok maradnak. fgy amikor elérjiik, hogy minden ); nemdires,
akkor a 2.5.3. Definici6 szerint az (ij =* pont mar a trépusi konvex burokban lesz,
de az elozoek szerint Fermat-Weber pont is marad. Ezzel az allitast belattuk.
O
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2.6. BHYV tér, fa, metrika és a tropusi metrikaval a kapcso-
lata

Az el6z6ekben lattuk hogy hasznalhaté a trépusi geometria ultrametrikus ada-
tok esetén a féak alakjanak vizsgalatdhoz. Ebben a fejezetben egy masik geomet-
ridt mutatunk be, aminél tobb probléma is fel szokott 1épni, ezért elterjedtebb
a tropusi. Ugyanakkor az egyik leghiresebb geometria és fa fajta a filogene-
tikai fadk témakorében. Ez a szerzdk nevére utalé BHV tér (Louis J. Billera,
Susan P. Holmes, Karen Vogtmann, [1]). Ezt csak roviden térgyaljuk: bemu-
tatjuk a filogenetikai fa szerkezetét, a metrikdt, a geometriat és megallapitunk
egy kis kapcsolatot a tropusi metrikaval.

2.6.1. Definicié. ([1]) Filogenetikai fa alatt itt is egy gyokeres, cimkézett n
leveld, (tébbnyire bindris) fdt értink, aminek éleire pozitiv sulyok vannak irva.
A fdat gyakran 7 fellégatjuk a gyokerénél fogua”, ami azt jelenti, hogy eqy nulla
sulyid €lt a gyokér folé teszink (pl. 18. dbrdn ldthatd fik). Belsd csics, €l és
kiilsé €l alatt ugyanazt értjik itt is, mint eddig. Az n leveld filogenetikai fdk
terét tovabbra is T,,-nel jeloljik.

A BHYV tér egy pontjat ugy kapjuk, hogy a belsd élekre irt értékeket adjuk
meg mint koordindtdk. Tehdt rogzitiink egy elnevezést a bels6 éleken (egyes
él, kettes él, sth.) és az alapjan az RF tér egy vektordnak elsé koordindtdja
az egyes élre irt suly, stb. E a bels6 élek szdma, ami 1.2.7. Megjegyzés miatt
legfeljebb n — 2. Azt is lattuk, hogy bindris faknal lesz n — 2 él, és ugyan itt
nem feltétlentil bindrisak a fdk (belsd csicsok Osszecstiszhatnak), ha olyankor
nullanak vessziik a belsd élre irt sulyt, akkor ugyanigy egy n — 2 koordinataju
vektort kapunk. Egy ilyen (e1,ea,...,e,_2)T vektor [0,00)" "2 egy pontja, ahol
e; az 1. élre irt pozitiv sily vagy azt jelzi, hogy a két végpontja az élnek egy-
ben van. A kiilsé élekkel azért nem kell foglalkozni, mert hasonléan az RY /R1
térhez, a kiils6 élek hossza nem befolydsolja a fa alakjat, és csak néne a tér di-
menzidja. A tér a kovetkezd képpen néz ki. Minden binéris faalakhoz rendeliink
egy [0,00)" 2 térnegyedet, tehat egy ilyen térnegyedben olyan fik vektorai van-
nak, amelyeknek az alakja megegyezik. Minden térnegyedbeli ponthoz tartozik
egy BHV fa, hiszen itt tudjuk, hogy milyen alaki fa tartozik a térnegyedhez,
az élekre pedig ra tudjuk irni a stulyokat a vektor alapjan. A térnegyed hataran
olyan fak vannak, amelyeknél bizonyos belso csiicsok Osszecsisztak, mas szoval
a vektorukban van nulla koordindta is (13. dbrén ldthaté példa). Tehat ha n
levelli bindris fakrél van sz6, akkor mivel (2n — 3)!! féle faalak lehetséges, igy
(2n — 3)!! db térnegyed van ” dsszeragasztva” a hatéraiknal (14. dbran lathaté
n = 3-ra példa). Ezzel a BHV tér legelénydsebb tulajdonsigat el is mond-
tuk: mig a trépusi geometridanal tobb tétel is azzal foglalkozik, hogy mikor
azonos két fa alakja, itt biztosan tudjuk, hogy egy térnegyedben milyen a fak
alakja. Itt is legrovidebb utat szeretnénk keresni két fa vektora kozott. Ha
a két pont ugyanabban a térnegyedben van, akkor mivel ezekre az R™2-beli
térnegyedekre euklideszi térnegyedként tekintiink, a legrovidebb ut koztiik az
euklideszi egyenes szakasz és a két végpont (s6t az titon 1év6 pontok) fajanak az
alakja megegyezik. A nehézség akkor addédik, amikor két eltéré térnegyedben
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vannak a pontok. Nyilvan egy megoldas, hogy elmegyiink az egyik pontbdl az
origéba a koézos térnegyediikben (az origé mindben benne van, hiszen az a csil-
lagfa, aminek minden belsd éle nulla), majd onnan a mésik pont térnegyedében
megyiink tovabb. FEz nyilvan egy 1t, konnyen szdmolhaté a hossza is, mivel
csak két euklideszi szakaszt kell Gsszeadni. Azonban nem biztos, hogy ez a
legrévidebb 1t koztiik, lehet, hogy a térnegyedek hataran 1évé fak pontjain kell
atmenni egy mésik térnegyedbe, majd tobb térnegyedet érintve juthatunk el a
masik végpontba. A szakirodalomban a legrovidebb utat geodesic-nek nevezik
(részletek: [1]). Létezik O(n*) idejii legrovidebb 1t keresés ([10]). A tér mésik
nehézsége, hogy véges darab pont konvex burka a BHV térben nem tudjuk
mekkora, nincs a dimenziéjdra korlét ([6]).

0
(0, 1)
1 0
0.6
12 34 0.3
1234
(0.3,0.6)
0
0 1
12 34
(0,0) (1,0
1234

13. dbra. n = 4 esetén egy faalak térnegyede a BHV térben. A (0.3,0.6)-hoz
tartozé fa alakja ”dllandd” a térnegyedben. Latszik, hogy a két szélén a 3-as
levél {616tti belsé cstcs csuszik az alséba ((0, 1) pont), illetve a gydkérbe ((1,0)
pont).Itt a térnegyed n — 2 = 2 dimenziéju.

Az el6z6ek alapjan megfogalmazhatjuk a BHV metrikat.

2.6.2. Definicié. ([1], [9]) Két R"=2-beli pont kizitt a BHV metrika szerin-
ti legrovidebb ut eqy euklideszi torottvonal, aminek egyenes szakaszai eqy-eqy
faalakhoz tartozé [0,00)" =2 térben vannak, a toréspontok pedig a térnegyedek
hatdrain. Két pontnak a BHV tdvolsiga a szakaszok euklideszi hosszdnak az
dsszege (ezt dgpv-val jeloljik a dy,. trépusi metrikdhoz hasonldan). A geodesic
az az ut, amire a hossz minimdlis.

Ezek utan megmutatjuk, hogy a trépusi és a BHV metrika kozott van kap-
csolat, de nem ekvivalensek. Ugyan a BHV metrikdban csak a bels6 élek hossza
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0 3 2 1
0
— A\
1 2 3

0

14. dbra. n = 3 esetén a bindris faalakok szdma (2-3 — 3)!l = 3!l = 3, és valéban
3 db n—2 =1 dimenzids teriink van, 3 db [0, 00) félegyenes. Az abrdn lathatéak
az egyes térnegyedekhez tartozé faalakok és itt hatdarnak csak az origd szamit. A
" kozépsd” belsé cstics olyankor a gyokérbe csuszik, mert lecsokken O-ra a bels6
él értéke.

érdekes, a kovetkezo allitasban ugy vesziik, hogy azok is beszamitanak a vek-
torba és a hosszba ([9] cikk szerint).

2.6.3. Allitas. (/9, Theorem 11.]) (Stability) Legyen Ti és Ty két n leveli
filogenetikai fa és feltessziik, hogy a hozzdjuk tartozd trépusi pontok wi és wo
(nem feltétlendl ultrametrikusak, de R™/R1-beliek), a BHV térbeli pontjuk pedig
vy €s va. Ekkor di(wi,ws) <v/n+2-dppv(vi,vs2).

2.6.4. Megjegyzés. Igazabol a Stability Tételben a gyok alatt n + 1 van, de
nekink elegendd itt az n + 2 is.

Bizonyitds. Elészor tegyiik fel, hogy a két fa alakja megegyezik (most ha csak
annyiban kiilonboznek, hogy esetleg két-két szomszédos belso csiics Gsszecsiszott-
szétvélt, azt is azonosnak tekintjiik). Ekkor a BHV térben egy térnegyedben
vannak vy és vo pontok (megengedve, hogy esetleg a térnegyed hatédrain van-
nak). Ekkor mivel a BHV és a trépusi metrikénél is koordindta kiilonbségekbol
szamolunk, igy vonjuk ki a T3 faéleinek sulyabdl a T, faét. Ha a bels6 élekre irt
értékek kiilonbsége ey, ea, ...e,_o, a kiils6 éleké meg p1, pa, ..., pn, akkor

dpmv(vi,ve) = \/2?512 e+ 2510
Mivel a két fa alakja megegyezik, igy vehetjiik ugy, hogy egy olyan segédfat
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készitettiink, aminek az alakja megegyezik T; és Tr-ével, élein pedig a kiilonb-
ségek szerepelnek (esetleg negativak). Ekkor w; — wq koordindtai a segédfabeli
k,l levélpérok kozti Gt hossza lesz (az it hossza a Ty fdban minusz Ty-ben, hi-
szen a trépusi geometridban a tdvolsdgmatrixbdl kapjuk a vektorokat). Viszont
ha vessziik w; — wo-ben a maximalis koordinata kiilonbséget és kivonjuk beléle
a minimélisat (trépusi metrika), akkor az annak felel meg, hogy a segédfiban
az egyik levelek kozti ut hosszdabdl kivonunk egy masikat, tehat bizonyos élek
atfedésben lehetnek és ekkor az ellentétes eléjelek miatt kiesik az él kiillonbség-
silya. A t6bbi élsuly-kiilonbség legfeljebb egyszer szerepelhet, vagy a maximalis
k,l levéliaton, vagy a minimalison, vagy egyiken sem. fgy azonban egy j6 fels6
becslést kapunk, ha az Osszes e; kiillonbségsuly abszolutértékét vessziik, és ha
a maximumot és a minimumot a k,[ és k’,1’ levélpdroknal veszi fel, akkor még
hozzdadjuk az el6bbi felsé becsléshez a |pi| + |pi| + [prr| + |prr| Osszeget (esetleg
atfedés lehet az indexekben, de akkor is j6 a fels6 becslés). A kapott fels6becslés
tehdt: de (w1, w2) < 027 lea] + |pil + ol + [pwr| + o]

Most hasznéljuk a Cauchy-Schwartz- Bunyakovszkij egyenldtlenséget.

izl el + Ikl + ool + o | + [por])? <
(0= 24+4)- 1) - (357 el + [pwl® + o1l + lpwe * + Lo ),
vagyis
i (w1,w2) < 05 Neil + pil + il + lpwe| + o] <

VIFZ T el + el + Il + pur 2 + oo <
vn+2- \/2?212 les]? + 3271 P> = Vn +2 - dprv (v, v2).

Tegyiik fol, hogy a két fa alakja nem egyforma. Ekkor vy és ve eltér6
térnegyedben vannak és a legrovidebb ut kozottiik egy tordttvonal a BHV
térben, ennek torépontjai legyenek ug = vy, uq,...,ur = ve. Két szomszédos
toréspont azonos ténegyedben van, igy a falalakjuk megegyezik (nem szé sze-
rint, hiszen eltéré hatarvonalon lehetnek, de a fonti szdmoldsban megengedtiik
az ilyen ” megegyezést” is). Mivel a dy, is egy metrika, igy teljesiil a hdromszog
egyenl6tlenség. fgy ha az u;-hez tartozé fanak a trépusi térbeli vektora w}, ak-
kor nyilvan a w{, = wy,w], kozti trépusi szakaszt, a w], wh trépusi szakaszt, ... és
aw)_,,w), = wy trépusi szakaszt Gsszeillesztve egy utat kapunk a trépusi térben

w1 és wy kozott, tehdt dy-(wi,ws) < Zf;ol dir (Wi, wiy1). A fentiek alapjin

azonban dy,(wy,ws) < Zf;ol dpr (Wi, wi ) < Zf;ol vVn+2-dppv(ui,uit1) =
Vn+2-dpgy(vi,ve), amivel az allitdst belattuk. O

Mivel filogenetikai fék vizsgdlatdnél feltessziik, hogy a levelek szdma (n)
megegyezik, igy n + 2 konstansnak szamit. Visszafele azonban nem igaz, més
széval nem létezik olyan ¢ > 0 valds szadm, hogy barmely n leveltt Ty és Ty fara
(az el8z8 jeloléseket haszndlva) dppy (v1,v2) < ¢ di(wr,we) teljesiiljon. Erre
egy példa.

2.6.5. Példa. Legyen n =4 és a két fa alakja az aldbbi. A Ti-ben az 1,2 levelek
folotti belsd élnek a sulya ky, a 3,4 levelek folottinek ko, a Ty faban pont forditva
legyenek az €élsulyozdsok. A kiilsd éleken mindenhol legyen 1. Ekkor
wp = (2,2+l€1 4+ ko,2+ k1 4+ ko, 2+ k1 4+ ko, 2+ Ky —|—k2,2)T = wa,
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mfg v = (kl, ICQ)T,UQ = (k’g, kl)T} tehdat dtr(wl,wg) =0 és

dppv(vi,v2) = \/(kl — k)2 + (ky — k1)2 = V2 |ky — ko, mert az el6z6 dllitds-
ban szereplo p; értékek itt nulldk. Mivel azonban ki-t tetszdlegesen nagyra
valaszthatjuk, ko-t pedig akdr nagyon kicsinek is, igy nyilvan nem létezik olyan
c > 0, amivel a nulldt megszorozva felilbecsilhetnénk a BHV tdvolsdgot.

Igy a két metrika valéban nem ekvivalens. Viszont az latszik, hogy ha két fa
a BHV metrika szerint elég kozel van, akkor tropusi szerint is. fgy ha két pontot
vizsgalunk és BHV szerint kozel vannak, akkor attérhetiink a trépusira, mert
ott is kozel vannak, de jobban tudjuk vizsgédlni a koztiik vezetd utat, valamint
azt is tudjuk, hogy ha legaldbb 5 levelt fiaink vannak, akkor nem megy &t a
trépusi szakaszuk az origon, csak specidlis esetben.
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3. ésszefoglalés

Definialtuk a filogenetikai, az ultrametrikus és a min-ultrametrikus fakat is.
Lathattuk, hogy az ultrametrikus fak egy valédi részhalmazét alkotjék a filoge-
netikai faknak, valamint azt is megfigyelhettiik, hogy miképpen tudnak evolicios
folyamatokat szemléltetni az ultrametrikus és min-ultrametrikus fak. Az 1. fe-
jezetben két algoritmust is megadtunk ultrametrikus fa konstrualasara, ha adva
volt egy adathamaz.

A 2. fejezetben mar nem csak egy adott adathalmazzal és a hozza tartozé ult-
rametrikus faval foglalkoztunk, hanem &ltalanossiagban viszgaltuk a kapcsola-
tokat kozottiik. Lattuk hogyan lehet tropusi szakaszt késziteni két fahoz, ami
bizonyos szempontbdl egy legrévidebb tt, mert a térottvonal hossza éppen a
két végpont trépusi metrika szerinti tavolsiga. Megfigyeltiik, hogy ha azonos
részfdjuk (klddjuk) van a végpontoknak, akkor az végig megmarad a trépusi
szakaszon, ami gyakorlatban hasznos lehet, mert ha tobb lehetséges fank van
és mind tartalmazza ugyanazt a részfat, akkor az a valdsagnak megfelel§ faban
is benne lesz valésziniileg. Valamint az egyenes szakaszokon megmarad a fa-
alak, de az nem feltétleniil igaz, hogy azonos alakd faknak egyenes szakasz
a tropusi szakasza. Az origd segitségével megkaphatd az evoliciés folyamat,
vagyis hogy milyen sorrendben valtak szét az egyes utédok. Tovabba az origd
azért is kiilonleges, mert csak specidlis esetekben lesz a trépusi szakaszon, amit
konnyen ellendrizhetiink is, mig a BHV térben ez nem ilyen egyszerti. Béar
algoritmust nem lattunk a Fermat- Weber pont megtaldlasara, ha adva lenne
egy pont, tudjuk hogyan lehet bevinni adott ultrametrikus fak trépusi konvex
burkaba. fgy azokhoz a fakhoz tartozé vektoroknak egy trépusi konvex kom-
binédcidjaként megkaphatd az a fa, aminek a tavolsag Osszege a lehetd legkisebb
tolilk, igy viszonylag kozel van mindhez. Megemlitettiik az eredeti irdnyt, a
BHYV teret is, és annak legszebb tulajdonsagat, hogy ha adva van tobb adat és
hozzajuk a fak, akkor ha azonos térnegyedbe esnek, akkor a faalakjuk megegye-
zik.

A dolgozat tehat vélaszt adott a specidlis tulajdonsagu filogenetikai fak, az ult-
rametrikus fak konstrudlasédra, illetve arra, hogyan és milyen tulajdonsagokat
lehet vizsgdlni a trépusi geometria segitségével, valamint bemutatta a BHV tér
alapjait is.
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