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1. fejezet

Bevezetés

Szamos matematikai teriileten és azok alkalmazasaiban — a populécidédinami-
katol és kozgazdasagtantol a kvantummechanikiig és a numerikus analizisig — a
Perron-Frobenius-tétel alapvets eredményként szolgél, mert képes 6sszekapcsolni egy
operator spektralis tulajdonsagait a pozitivitas és a hosszu tavia viselkedés fogalma-
ival. Klasszikus, véges dimenziés formajaban azt garantalja, hogy egy irreducibilis
nemnegativ matrixnak van egy egyszeres maximalis sajatértéke, amely megegyezik
a spektralsugarral, és ehhez egy szigortian pozitiv sajatvektor tartozik. Ez a sajat-
ad informéciot, hanem sztochasztikus modellekben az ergodicitas alapjat is képezi,

valamint a hévezetési problémak disszipacios ratéit is meghatarozza.

Az elmult néhany évben a tétellel kapcsolatban jonéhany széleskord altalanositasi

irdny alakult ki, tobbek kozott:

e Végtelen dimenzids, kiipalapt kiterjesztések, amelyek a pozitivitast egy
konvex kup viszonylataban értelmezik Banach- vagy Hilbert-térben, és korlatos

operatorokra, valamint félcsoportokra alkalmazhatok.

¢ Komplex elemekkel rendelkezé kiterjesztések, amelyek a Perron-
Frobenius-tétel analdgjait keresik olyan méatrixokra, amelyek elemei nem mind
nemnegativak — s6t, nem is feltétleniil valosak — gy, hogy bevezetik azokat
a feltételeket, amelyek mellett tovabbra is kialakul egy pozitiv spektralsugar

és egy hozzaillg pozitiv sajatvektor.

A dolgozat els részében két, e teriiletek élvonalaba tartozd hozzéjarulést vizs-

galunk meg:



1. Bevezetés

Inverz Perron-Frobenius-tétel (Tomioka 2025) [1| A szerz6 nem azt vizsgilja,
hogy egy operator pozitivitdsa maga utan vonja-e a maximaélis sajatérték egy-
szertiségét, hanem azt, hogy végtelen dimenziés Hilbert-terekben egy adott
onadjungalt operator, amelynek egyszeres legnagyobb sajatértéke van, alkal-
massa tehets-e a pozitivitasjavitasra egy megfelel Hilbert-kip kivalasztasa-
val. A Perron-sajatvektor koré konstruélt kippal a szerz6 bebizonyitja, hogy
ebbdl ergodicitas és szigoru pozitivitas kovetkezik, tovabba azt is, hogy ez a

tulajdonsag ellenall6 a kup tengelyének perturbacidival szemben.

Perron-Frobenius-tétel komplex matrixokra (Noutsos & Varga 2012) [2] A
szerzOk itt egymaést kiegészitd fogalmakat vezetnek be — az 1. és II. tipust
kiterjesztést — amelyek azt jellemzik, hogy mikor rendelkezik egy komplex
matrix valés, dominans sajatértékkel és olyan sajatvektorral, amelynek a

valos részei nemnegativak (vagy szigoruan pozitivak).

A két elmélet részletes bemutatésan tul jelen dolgozat kiemeli a kozos téma-
kat: hogyan értelmezhetd Gjszertien a pozitivitas geometrikusan, kupok altal, illet-
ve algebraian, a valés részekre vonatkozé megszoritasok révén, és miként marad a
spektralsugar az ergodicitas vagy a konvergencia feltételeinek kozponti szerepldje.

A dolgozat 2. és 3. fejezetében a klasszikus tétellel kapcsolatos ismereteket tag-
laljuk. A 4. fejezetben a Perron-Frobenius tételkort végtelen dimenzios Hilbert-
terekben vizsgalva kimondjuk és bebizonyitjuk az inverz Perron-Frobenius tételt,
illetve a kapcsolodd definiciokban djragondoljuk a pozitivitas fogalmat, és Hilbert-
kupok segitségével vizsgaljuk az onadjungélt operatorokat. Az 5. fejezetben kimon-
dunk és bebizonyitunk olyan allitasokat és tulajdonsagokat, amelyek segitségével
atfogo képet kapunk az I. illetve II. tipusi Perron—Frobenius-tulajdonsaggal rendel-
kez$ komplex méatrixokrol. A 6. fejezetben nemnegativ matrixok Markov-lancokkal
valo kapcsolatat vizsgaljuk, amiben [3] alapjait felhasznalva egy 6nallo eredményt
mutatunk be. Végiil a 7. fejezetben kozgazdasiagtani alkalmazésokat mutatunk be.

[rodalomjegyzék zarja a dolgozatot.



2. fejezet
Definicidk

Ebben a részben megadunk néhany, az egész dolgozatban konzisztensen hasznalt
alap definiciot, amik egyuttal el6készitik a Perron-Frobenius tétel kimondasat. A
specidlis, a késébbi altaldnositott tételekhez sziikséges definicidokat az adott fejezetek

elején ismertetjiik.

1. Definicid. Legyen A egy n x n méretd matrix F' test felett. Az A métrix irre-

ducibilis, ha a kovetkezs ekvivalens feltételek barmelyike teljesiil:

e A nem rendelkezik — koordinata egységvektorok altal meghatarozott — nem-
trivialis, invarians alterekkel, azaz barmely{e;,, ..., e;, } altal kifeszitett linearis

altér A-ra vonatkozo képe nem fekszik ugyanabban az altérben.

e A nem hozhato fels6 haromszog matrix forméara véges permuticios matrix-

szal, azaz nem létezik P permutécios méatrix és nem-trivialis (pozitiv méret)

E F
négyzetes blokkokbol allo matrix gy, hogy
0 G

. _(E F
part = (55

2. Definicié. Legyen A valés, nemnegativ méatrix. Valasszunk egy ¢ indexet, és
definialjuk az i-edik index periodusdt az Osszes olyan természetes m legnagyobb
kozos osztojaként, amelyekre (A™); > 0. Ha A irreducibilis, akkor minden index
peribdusa megegyezik, ezt hivjuk A periodusanak. Valojaban irreducibilis A esetén
a peridodust ugy is megadhatjuk, mint az A iranyitott grafjdban szerepls zéart utak

hosszainak legnagyobb ko6zos osztojat. Ha a peridodus 1, akkor A aperiodikus.



2. Definiciok

3. Definici6. Legyenek A\q, ..., A\, egy A € R™" matrix sajatértékei. Ekkor a matrix

spektrdalsugara
p(A) = max{|\1], ..., | Anl}-



3. fejezet

Perron-Frobenius tételkor

A Perron—Frobenius-tétel a nemnegativ méatrixok spektralelméletének egyik alap-
pillére, melyet eredetileg Perron [4] és Frobenius [5] dolgozott ki. A klasszikus allitéas

szerint, ha A € R™"™ irreducibilis és minden eleme nemnegativ, akkor

1. létezik egy p(A) valos, pozitiv sajatérték, amely megegyezik a matrix spekt-

ralsugaraval,
2. ennek az értéknek a sajataltere egydimenzios,

3. a hozza tartozo6 jobb- illetve baloldali sajatvektorok komponensei mind szigo-

raan pozitivak.

Ez a Perron—Frobenius-sajdtpar (sajatérték—sajatvektor-par) szamtalan teriileten
kulcsszerepet tolt be: Markov-lancok atmenetvaloszimiiség matrixaindl az stacio-
narius eloszlas létezését garantalja, populacidédinamikai modellekben az egyensiilyi
allapot fenntarthatosagat magyarazza, mig numerikus modszerekben (pl. PageRank,
Google-algoritmus) a konvergencia gyorsasagarol és a dominans komponens elgtérbe
keriilésérél ad informaciot.

A tétel tovabbi altalanositasokkal (Krein—-Rutman-tétel, végtelen dimenzio, kap-
elmélet) és valtozatokkal (negativ elemeket is engeds matrixok, komplex entitasok)
béviilt; ezek mind azt kozvetitik, hogy a spektralsugar egyszeressége és a hozza
tartozo ,,pozitiv’ sajatvektor-szerkezet megléte mély, egyetemes jelenség a linearis
operatorok vilagaban. A Perron-Frobenius-tétel kévetkezs verziojat |6] alapjan mu-

tatjuk be.



3. Perron-Frobenius tételkér

1. Tétel (Perron-Frobenius-tétel irreducibilis nemnegativ matrixokra).
Legyen A egy irreducibilis, nemnegativ N x N-es mdtriz h periddussal és p(A) =r

spektralsugdrral. Ekkor az aldbbi dllitdsok teljestilnek:

e r € R pozitiv valds szdm, és r sajdtértéke az A mdtriznak. Ezt nevezzik

Perron—Frobenius-sajatértéknek.

o Az r Perron—Frobenius-sajatérték eqyszeres: a hozzd tartozo jobb- €s baloldali

sajdtaltere eqydimenzios.

o A-nak van jobb- és baloldali sajdtvektora is (jeloljik ezeket v és w-vel), mind-
kettd sajdtértéke r, komponenseik pedig pozitivak. Tovabbd az olyan sajdtvek-
torok, amelyeknek minden komponense pozitiv, azok az r-hez tartozo sajdtvek-

torok.

e A mdtriznak pontosan h darab r abszolit értékd komplex sajatértéke van (ahol
h a pericdus). Mindegyik egyszeres gyoke a karakterisztikus polinomnak, és ezek

r és a h-adik eqyséqqyokok szorzataként adodnak.

o Legyen w = 27/h. Ekkor A hasonlé €“A-hoz, igy a spektruma invaridns az

e“-szoros elforgatdsra.

e Ha h > 1, akkor P létezik permutdcio-madtriz, amellyel

0 A 0 - 0
0 0 A --- 0

PAP™ = | : EPETRRE I
0 0 -+ 0 Ay,
Ay 0 - 00

ahol minden 0 a megfeleld” méretd nullmdtriz, és az A; blokkok négyzetesek.
e Collatz—Wielandt-formula: minden x nemnegativ, nem-nullvektor esetén defi-

nidljuk a kovetkezd fligguényt:

f(x) = min M

Ekkor f walos értékid  fligguény, amelynek mazimuma  éppen  a

Perron—Frobenius-sajatérték.



3. Perron-Frobenius tételkér

o A Perron—Frobenius-sajdtérték eleget tesz az aldbbi egyenldtlenségnek:

min g a;; < r < max g Ajj -
3 3
J J



4. fejezet

Az 1inverz Perron-Frobenius tétel

Jelen fejezet {6 célja, hogy a Perron-Frobenius tételkort végtelen dimenzids
Hilbert-terekben vizsgalva kimondjuk és bebizonyitsuk az inverz Perron-Frobenius
tételt. A kapcsolodo definiciokban tjragondoljuk a pozitivitas fogalmat, és Hilbert-
ktpok segitségével vizsgaljuk az onadjungélt operatorokat.

A kovetkezSkben [1] alapjan ismertetjiik az ehhez kapcsolodo tételeket és defi-
niciokat, néhany fontos bizonyitasra is kitérve, valamint megvizsgaljuk geometriai

jelentésiiket is.

4. Definici6.
Legyen H egy valos Hilbert-tér. Egy nem iires C' C ‘H halmazt Hilbert-kiupnak ne-

veziink, ha a kovetkezd feltételek teljestilnek:
(i) C konvex kip H-ban, azaz C' + C C C, [0,00) - C C C és C N (—C) ={0}.
(ii) C zart részhalmaza H-nak.
(iii) Barmely u,v € C esetén (u,v) > 0.
(iv) Tetszoleges w € H esetén léteznek u,v € C, hogy w = u — v és (u,v) = 0.

5. Definici6. Egy u € C'\ {0} vektort szigorian pozitiv vektornak neveziink a C'
halmazra nézve, ha minden v € C'\ {0} vektorra (u,v) > 0. A C-re nézve szigoruan

pozitiv vektorok halmazat jeldlje Cs.

6. Definici6. Egy valos Hilbert-térben legyen adott egy Hilbert-kap. Legyen A egy
korlatos pozitiv énadjungélt operator. Ekkor A ergodikus a Hilbert-kupra nézve, ha
a legnagyobb sajatértéke (||A||) egyszeres, és a hozza tartozo sajatvektor szigortian

pozitiv.



4. Az inverz Perron-Frobenius tétel

7. Definicié.
Legyen H egy valos Hilbert-tér, C' C H egy Hilbert-kup, és legyen A € B(H) a

korlatos lineéris operatorok halmaza. Ekkor:

(i) Ha AC C C, akkor A-t pozitivitds-megdrzdé operdtornak nevezziik a C' kupra

nézve.

(ii) Ha A(C \ {0}) C Cso, akkor A-t pozitivitds-javitd operdtornak nevezzik a C

kipra nézve.

8. Definicié.
Legyen H egy valos Hilbert-tér és C' C ‘H egy Hilbert-kip.

(i) Egy €& C B(H) halmazt ergodikusnak neveziink a C' ktpra vonatkozoan, ha
barmely u,v € C'\ {0} esetén létezik A € £ ugy, hogy (u, Av) > 0.
(ii) Egy A € B(H) operatort ergodikusnak neveziink a C' kapra vonatkozoan, ha

a {A"},en sorozat ergodikus a C' kipra nézve.

9. Definicid.

Legyen H egy valos Hilbert-tér, és legyen ug € H egy egységvektor. A

|u]

2t

P(ug) = {ueH| (u,u) >
ktpot ug tengelyi kupnak nevezziik.

A fent bevezetett Hilbert—kip fogalma megadja azt a keretet, amelyben egy
altalanos, végtelen-dimenziés operator ,pozitivnak” tekintheté. Most kimondjuk a
Perron-Frobenius tételt végtelen dimenziés Hilbert-térben. A fejezet hangsulya az

inverz tételen van, igy ezt a tételt most nem bizonyitjuk.

2. Tétel. (Perron-Frobenius Hilbert-tereken). Legyen H eqy valds Hilbert-tér, és C
eqy H-beli Hilbert-kip. Tovdbbd legyen A € B(H) egy pozitiv dnadjungdlt operdtor,
amely megdrzi a pozitwitdst C-re nézve. Tegyiik fel, hogy ||A|| az A operdtor sajdt-

értéke. Ekkor a két allitas ekvivalens:
(i) A ergodikus C-re.

(i1) Létezik olyan w € Csq, hogy ker(||A||l — A) = Rw, ahol I az identitds ope-
ratort, ker(T) egy adott T operdtor kernelét és R a wvalds szamok halmazdt

jeldli.

10



4. Az inverz Perron-Frobenius tétel

Tekintsiik a fenti tételhez kapcsolédo inverz problémat: Ha adott egy A pozi-
tiv 6nadjungalt operator egy egyszeres || A|| sajatértékkel, akkor létezik-e olyan C'
Hilbert-ktp, hogy A megdrzi (javitja) a pozitivitast C-re nézve. A kovetkez6kben
kimondjuk és bebizonyitjuk a fejezet legfontosabb eredményét, miszerint ha egy A
pozitiv, onadjungalt operator legnagyobb sajatértéke egyszeres, és a hozza tartozo
sajatvektorra épitett P(ug) kiupot nézzik, akkor A ezen a kupon nemcsak meg6r-
zi, hanem javitja is a pozitivitast: minden nem nulla u € P(ug)-ra Au pozitiv, és
az ug sajatvektorra épitett kip szerint szigortian pozitiv vektorok a kup belsejében

vannak.

3. Tétel.

Legyen H egy valds Hilbert-tér, és A € B(H) egy pozitiv, dnadjungdlt operdtor.
Tegytik fel tovdbbd, hogy || Al egyszeres sajdtértéke A-nak, és legyen uy € ker(||Al|I —
A) egy egységuektor. Ekkor A a P(ug) kupra nézve pozitivitds-javito operdtor.

Geometriailag a fenti tétel azt jelenti, hogy az A P(ug) kép a P(ug) kapnal ,he-
gyesebb” alakot 6lt.

Bizonyitds. Legyen u € P(ug) \ {0}. Ekkor

(uo, Au) = (Aug, u) = Al (uo,w) = [|All — =

Igy A megtartja a pozitivitast a P(ug) kipra nézve.

Ha viszont
u € ker(||A||I — A),
akkor az el6bbi egyenl6tlenség soran || A||(uog, u) = ||Aul|, ami azt eredményezi, hogy

Au € int P(uy).

MAésrészt
[Au|| < [[Al[lul] <= u ¢ ker(||A[] — A),

és ekkor
| Aul|

V2

(ug, Au) >

is teljestil.

11



4. Az inverz Perron-Frobenius tétel

Az aladbbi, 4. tétel kiterjeszti az 3. tétel eredményét: ha az ug tengelyvektor helyett
egy kozel esé u; egységvektort valasztunk tgy, hogy ||u; — || < 1/v/2, akkor az
ergodikus tulajdonsag megmarad: az A operator tobbszori iteracidja esetén minden

P(uy)-beli vektor ,0sszemosodik” a tengely iranyaba.

4. Tétel. Legyen H egy valds Hilbert-tér, és A € B(H) egy pozitiv, énadjungdlt ope-
rator. Tegyiik fel, hogy || Al egyszeres sajatértéke A-nak, és legyen ug € ker(||Al|[I—A)
eqy egységuektor. Ekkor barmely u, € H egységuektor esetén, amelyre

lur — uol| < —=

V2
az A operdtor ergodikus a P(uy) kipra nézve.

A geometriai magyarazat a kovetkezs: a korabbiakban lattuk, hogy A ergodi-
kus a P(ug) kupra. Ennek kévetkezményeként A-t tobbszorosen alkalmazva H-beli
vektorokra, csak a ug iranyaba esé komponens marad meg. Ha az 4] tengelyvektor,
uy elég kozel van wup-hoz (azaz ug € P(uy)), akkor A tovabbra is ergodikus a P(uy)

ktpra.

Bizonyitds. Legyenek u,v € P(uy) \ {0}. Ekkor

<u, HAX%> = <|f4%’ HJZ%> — ((uo, u) ug, (ug, v)ug) = (ug, u) (ug,v) (n — o).

Igy az ergodicitas igazoldsahoz elég belatni, hogy barmely u € P(u;) \ {0} esetén

(ug,u) > 0.

Valoban,

Il _

7 = (= lwo = will) > 0,

(uo, u) = (uo —ur, u) + (ur, u) 2 —Juo —wa[lf|ull +

mivel ||up — u || < 1/v/2. O

Az 3. tételben az A operator a P(ug) kupra nézve pozitivitas-javitoként keriilt
jellemzésre. A 4. tételben azonban, amikor az ug tengelyvektor perturbaciojarol van
sz0, csupan az ergodicitas gyengébb tulajdonsaga 6rzddik meg, nem pedig a korab-
ban emlitett pozitivitas-javitas. Feltéve, hogy A spektralis réssel rendelkezik (azaz

van szigortian kisebb masodik sajatérték), az alabbi, 5. tétel megmutatja, hogy a

12



4. Az inverz Perron-Frobenius tétel

pozitivitas-javitds még kis perturbaciok esetén is fennmarad, pontosabban a kup
tengelyének elmozditdsa megengedhetd ||u; — ug|| < () mértékig, ahol az r és az
a = A\/|| Al a spektralis rés nagysagatol fiigg. A bizonyitashoz sziikségiink lesz két

lemmara is.

5. Tétel. Legyen H egy valds Hilbert-tér, és legyen A € B(H) egy pozitiv, on-
adjungdlt operdtor. Tegyiik fel, hogy ||A| egyszeres sajatértéke A-nak, és legyen
ug € ker(||Al|[I — A) egy egységuektor. Tovdbbd tegyiik fel, hogy

AL = sup (u, Au) < |[|A].

ue (ker(\|A||I—A))L
flul|=1

Ekkor barmely uy € H egységuektor esetén, amelyre

|ur —uol| < 7,

az operdtor A pozitivitds-javito a P(uy) kipra nézve. Itt

. 1—062 o = L
1/2 (14 a?) Al

Geometriai szemszogbdl a spektralis rés jelenléte azt indukalja, hogy az ugyne-
vezett ,felsG féltér”
{ueH| (up,u) >0},
(ahol g felfelé mutat) az A operéator hatéséara v irdnyaban jelentGs Osszesziikiilést
szenved. Kovetkezésképp, ha a tengelyvektor perturbacioja elég kicsi, vagy uy elég
kozel van ug-hoz, akkor az P(u;) kiap képe A hatasara hasonld osszesziikiilést mu-
tat. Ez az észrevétel osszhangban van azzal, hogy A pozitivitas-javitd operatorként

viselkedik a P(u;) kupra nézve.

Hogy bebizonyitsuk a fenti tételt, két lemméra van sziikségiink:

6. Lemma. Ugyanazokkal a feltevésekkel, mint az 5-0s tételben, a kovetkezs igaz:
Legyen u € ‘H ést > 1. Ha
1
(uo, u) > n [[ull,

akkor
(. Au) > (s =l = woll) [ Aul].

1+a? (t2-1)

13



4. Az inverz Perron-Frobenius tétel

Bizonyitds. Legyen az ortogonélis felbontés

u = (ug,u)ug + v, u L ug.

Ekkor ) ) ) -
[ Aul]” = [[A[[*(uo, u)” + [[Ad]]
< [JAN* o, u)? + ATl |2
= [ Al*(uo, w)® + AT (lull* = (uo, u)?)
< {IJAJPP + AT = 1)} (uo, u)*.
Igy
A 1
(0, Aw) = | A] (o) > ——AL 4 = ——— | Au].
VAR + X3 (12 — 1) 1+a2(t2 —1)
Végiil
1
uy, Au) = (ug —ug, Au) + (ug, Au) > —||lug —ugl| ||Aul| + Aull|,
(u1, Au) = (ur — ug, Au) + (uo, Au) [Jur —uol[ || Aull 1+a2(t2_1)ll |
amibdl az allitas kovetkezik. O

A kovetkezd lemma trivialis, igy bizonyitasat elhagyjuk:
7. Lemma. Legyen ¢ > 0. Tekintsiik a

. — pd 2 1
g:[0,00) = R, g(z) =2" = 22" +cx —

fiiggvényt. Ekkor ha
r < min{c/4, 1/(4c)},

akkor g(z) < 0.

Bizonyitds. [A 5. tétel bizonyitasa] Hasonloan a 4. tétel utolsé részéhez, megje-

gyezzik, hogy
P(uy) C {u cH | (ug, u) > (\/L5 — |lug — u0||)|]uH}

Ha most .
t = (75— lu—wull) ",
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4. Az inverz Perron-Frobenius tétel

akkor a 6. lemmat alkalmazva elegend6 belatni, hogy

1
V 1+ 02{(1/v2 ~ s — uo])=2 — 1}

1

V2

Legyen most g a fenti 7. lemméban definialt fiiggvény. Ha

V2 (14 a?)
c = —r——7
1—a?

akkor a (4.1) egyenl6tlenség épp ekvivalens azzal, hogy g(||u1 —uo||) < 0. A 7. lemma

alapjan ez teljesiil, és ezzel a 5. tétel bizonyitasa befejezdik. [
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5. fejezet

A komplex Perron-Frobenius tétel

Ebben a fejezetben a Perron—Frobenius-tétel komplex matrixokra torténé kiter-
jesztéseinek (1. és II. tipus) elemzését mutatjuk be [2| alapjan. Kimondunk és bebi-
zonyitunk olyan 6 allitdsokat és tulajdonsagokat, amelyek segitségével atfogd képet
kapunk az I. illetve II. tipust Perron—Frobenius-tulajdonsdggal rendelkezé komplex
méatrixokrol.

Megjegyezziik tovabba, hogy mivel egy A € C™*™ maéatrix spektruma megegye-
zik AT spektrumaval, mig A* spektruma az A sajatértékeinek konjugéltjaibol all,
sok alabbi eredmény egyarant alkalmazhaté AT-re, illetve A* sajatértékeire is ab-
ban az esetben, ha A szigorian dominans (abszolutértékben) pozitiv sajatértékkel
rendelkezik.

Elemzésiinket azzal kezdjiik, hogy bizonyitunk néhany tulajdonsagot, amelyek

jellemzik azokat a matrixokat, melyek:
e rendelkeznek (erds) Perron—Frobenius-tulajdonsaggal, vagy

e rendelkeznek (erds) komplex Perron—Frobenius-tulajdonsaggal.
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

I. tipusa kiterjesztések: tiszta
Perron—Frobenius—tulajdonsag

A részletes targyalashoz sziikségiink lesz néhany definiciora.

10. Definicié6.
Legyen A € C™" és jeldlje p(A) a spektralis sugarat. Azt mondjuk, hogy A; domi-

ndns sajatértéke A-nak, ha

A1 > |N| mindeni=23,....n, és |[\|=p(A).

11. Definicié6.
Azt mondjuk, hogy A € C" " rendelkezik a Perron—Frobenius-tulajdonsdggal, ha

létezik A\ sajatérték, amelyre

és létezik hozzé egy nem nulla x sajatvektor, melynek minden komponense nemne-

gativ. Ezt a vektort jobb Perron—Frobenius-sajdtvektornak nevezziik.

12. Definici6.
Azt mondjuk, hogy A € C"*" rendelkezik az erds Perron—Frobenius-tulajdonsdggal,

ha van egy egyszeres sajatértéke A, melyre

A =p(A) >0, |A|>]|N| mindeni=23,...,n,

és a hozza tartozo sajatvektor (x) komponensei szigortan pozitivak. Ezt a vektort

erds jobb Perron—Frobenius-sajatvektornak nevezzik.

A kovetkezs tétel megmutatja, hogy ha egy komplex A matrix rendelkezik a
klasszikus Perron—Frobenius-tulajdonsaggal (pozitiv dominéans sajatérték és nem-
negativ sajatvektor), akkor a hatvanyai felbonthatok valos és képzetes részre gy,

hogy a képzetes rész, Ay o kinullazza a Perron-vektort: A5z = 0.

8. Tétel.
Tegyiik fel, hogy A € C™" rendelkezik a Perron—Frobenius-tulajdonsdggal a
(p(A),X) sajdatérték-sajatvektor pdrral. Legyen k eqy tetszdleges pozitiv egész, €s te-

kintstik az

AF = Apy +i Ao,
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

felirdst, ahol Ay, A2 € R™"™. Ekkor minden k-ra

Ak72 x =0.

Bizonyitds. Mivel (p(A), x) sajatérték-sajatvektor par, és k > 1 egész szam, teljesiil:
Arx = (Am + iAm)X = Apix+iApex = (p(A))kX > 0.

Ez csak ugy lehetséges, hogy i Ay ox = 0, azaz Ajox = 0. O

II. tipustu kiterjesztések: komplex komponensek tor-
zitasa

A 9. tételben igazoljuk, hogy ha mind A, mind A* dominans sajatértéke egysze-
res, és a hozzajuk tartozo bal- és jobboldali sajatvektorok a komplex jobb félsikra
esnek, akkor létezik 0, amelyre
1 i0 gk k—o0 . L.
ERe(e A ) —— nemnegativ matrix.

1

Geometriai értelemben a matrix hatvanyai egy jol irdnyzott forgatassal aszimptoti-
kusan ,,pozitivan” rendezédnek.

A tétel preciz kimondéasdhoz és bizonyitasahoz sziikségiink lesz néhany tovabbi

definiciéra.

13. Definici6.
Legyen A € C™*™. Azt mondjuk, hogy A rendelkezik a komplex Perron—Frobenius-

tulajdonsdggal, ha van egy dominans sajatértéke

azaz ha x = [r1,T,...,x,|", akkor Re(z;) > 0 minden j = 1,2,...,n-re. Ezt a

vektort komplex jobb Perron—Frobenius-sajdtvektornak nevezziik.
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

Az €l6z6 definicioban megfogalmazott feltétel, miszerint Re(z;) > 0 minden j-
re, a sajatvektor komponenseit a zart jobb félsikra helyezi. Megjegyezziik, hogy a

definicié tovabb altalanosithato gy, hogy egy valds -ra teljesiiljon, hogy
Re(ewx) > 0.
14. Definicié6.

Legyen A € C™". Azt mondjuk, hogy A rendelkezik az erds komplex Perron—

Frobenius-tulajdonsdggal, ha van egy egyszeres, dominéns sajatértéke

)\lzp(A)>07 |)‘1|>|/\Z| (122,3,,71),

és hozza tartozik egy x oszlop-sajatvektor, amelyre
Re(x) > 0,
azaz Re(x;) > 0 minden j = 1,2,...,n-re. Ezt a vektort erds komplex jobb Perron—
Frobenius-sajdtvektornak nevezziik.
Most kovetkezzék a tételiink:

9. Tétel.
Tegyiik fel, hogy mind A € C™", mind A* rendelkezik a komplex Perron—Frobenius-

tulajdonsdggal, tovdbbd a domindns sajdtérték
A = pl(A) = p(A")

eqyszeres, €s
A > N(A)| = [NAY] (6=2,3,...,n).

Legyenek tovdbbd x és z a jobb, illetve bal Perron—Frobenius-sajatvektorok, amelyekre
Re(x) > |Im(x)| és Re(z) > [Im(z)].
Ekkor létezik eqy 0 € [—m, | 1gy, hogy

lim %Re(ew/lk) > 0,

k—o0 1

ahol a jobb oldalon szerepld 0 alatt az n X n nullmdtrizot értyik.
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

Bizonyitds. Legyenek X, D € C™*" olyan matrixok, hogy det X # 0 és

A=XDX1!

ahol D az A Jordan-kanonikus alakja. Feltessziik, hogy a dominéns sajatérték A\, a

D els6 diagonélis eleme, igy

*

y
Yn—l,n

A1 0
0 Dn—l,n—l

)

] ) X = [X | Xn,n—l}a X_l =

ahol x a jobb Perron-Frobenius sajatvektor és egyben X els6 oszlopa, X, ,—1 pedig a
maradék n — 1 oszlop. Hasonloan y* az elsd sora, Y,,_1, pedig a maradék sorai X ~'-

nek. Természetesen y baloldali sajatvektora A-nak, ezért, feltéve, hogy z egyértelmi,
y=cz=ac’z, a>0,0¢c]|0,2n),

tovabba y* az els6 sora X ~'-nek és X 1X = I, ezért y*x = 1, amibdl kapjuk,
hogy

A kovetkezokben hasznaljuk a tételben megfogalmazott feltételt, hogy Re(x) >
|[Im(x)| és Re(z) > |Im(z)|. Ebbdl kivetkezik, hogy Re(z*x) > 0, ezért § € [-F, T].

Tekintsiik most A Jordan-kanonikus alakjat, és annak k-adik hatvanyra emelését:

A\E 0 *
AR =X DF X7V =[x | Xpna] | Yo
’ 0 DfL—l,n—l Yn—l,n
Tovabba A; > 0 miatt ezzel egyenértéki, hogy
1 1 0 y"
— A= XD X =[x | Xpne ,
)‘If [ | 7 1] 0 %befl,nfl Ynfl,n

Mivel A\; az egyetlen sajatérték a {w € C : |w| = A\;} korén, és a tobbi Jordan-
blokk spektruma abszoliutértékben kisebb, kévetkezik, hogy

1
FDfHJH — 0 (k— o).
1
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

Igy ,
lim —kAk =xy*=ae xz"

’
k—o0 1

és ebbdl adodik, hogy

Re(lim /\—l,feieAk> = %(axz*) > 0.

k—o0

Ezzel a tételt belattuk. O

Megjegyezziik, hogy a tételben és annak bizonyitdsaban szerepet jatszik a jobb

és bal Perron—Frobenius-sajatvektorok specialis valasztasa, miszerint teljesiil rajuk,

hogy
y'x =1.
Ezeket a vektorokat normalizdlt sajatvektoroknak nevezzik, és ezt a kifejezést a

fejezet soran kovetkezetesen alkalmazzuk.

Erdsebb konvergencia és belsé nemnegativitas
A kovetkezd tételben azt mutatjuk be, hogy ha réadasul az erds
Perron—Frobenius—tulajdonsag is fennall (szigoru spektralis rés és pozitiv kom-
ponensek), akkor egy kiiszobot meghaladé k > ko esetén mar maga Re(A¥) is

szigortian nemnegativ.

10. Tétel.
Teqgyiik fel, hogy mind A € C™"™, mind A* rendelkezik a komplex Perron—Frobenius-

tulajdonsdggal, a domindns sajdtérték

egyszeres, tovdbbd

A > [Ni(A)] = M4

Legyenek x és 'y a megfelelden normalizdlt jobb, illetve bal Perron—Frobenius-

sajatvektorok. Ekkor

1
kh_)rgo)\—lfAk = xyl > 0.
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

Tovdbbd, ha A és A* egyardnt erds Perron—Frobenius-tulajdonsdggal rendelkeznek,

akkor létezik eqy pozitiv egész ko, hogy minden k > ko esetén

Re(A*) > 0.

Vidzlat a bizonyitdshoz. A bizonyités analog az el6z6 tételével, ezért itt elhagyjuk.

Megjegyezziik azonban, hogy ha A nem erds Perron—Frobenius-tulajdonsagu, akkor

az oszlopok kozott el6fordulhat nulla komponens, és ennek kévetkeztében %Ak — 0
1

oszlopaiban nem feltétleniil marad meg a nemnegativitas. O]

Kombinatorikus elSkésziiletek és a “forditott” irany
A kovetkez6 két lemma a komplex exponencialisok specialis Osszegzését szabalyoz-
za, amely kulcs a 13. tétel bizonyitasdhoz: ha A nem nilpotens és Re(AF) > 0
minden elég nagy k-ra, akkor automatikusan visszakapjuk, hogy A és A* komplex
Perron-Frobenius-tulajdonsaggal birnak.

A kovetkez$ lemma, egy kombinatorikus eredmény, amely a valos szamok arkhi-

médészi tulajdonsagan alapul |7].

11. Lemma.
Legyen 6 egy valos szam, amelyre 0 < 6 < 27, és legyen ky egy pozitiv egész.
Ekkor léteznek {k;}]_, egész szamok és {m;}j_, nemnegativ egész szamok ugy,

hogy k; > ko minden j = 1,2, 3,4 esetén, és teljesiilnek a kovetkezdk:
(i) 0 < k10 —2mym < 7,

(ii) 5 < kol —2mom < o,

(iii) 7 < k36 — 2mam < 3T

(iv) 2 < kyf — 2mym < 2m.

Bizonyitds. Kiilonboztessiink meg két esetet.

1. eset. o := % irracionédlis szam. Ekkor a ko tortrészeibdl all6 halmaz strd a

[0,1] intervallumban. Igaz marad ez akkor is, ha a k > ko egész szamokra

szoritkozunk. Tehat alkalmas ki, mq, ko, ma, k3, ms, k4, my valasztids mellett

ezen tortrész értéke a [0, 1], [1,1], [3,3], [2,1] intervallumba esik.
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

2. eset. a = § racionalis szam, ahol p és ¢ relativ primek, p < ¢. Irjuk fel k értékét a
q szerint vett maradékos osztas alapjan k = aq+0b alakban. Ekkor ka = ap+%p.

Itt most ap mar egész szam, amelyik tetszélegesen nagy lehet. Ugyanakkor a %

q—1

alakt szamok tortrészei a 0, é, ceey szamok. Ezért alkalmas b valasztéassal

elérhetd, hogy rendre a fenti intervallumokba essék ennek értéke.

A kovetkezd lemma lényegében altalanositja az elz6 eredményét.

12. Lemma. Legyenek {0;}9_, valos szamok gy, hogy

0<b0<by<--- <0, <2m,

legyenek {%‘}?:1 komplex szamok, nem mind nulla, és legyen kg egy adott pozitiv

egész. Ekkor 1étezik olyan egész k > kg, hogy

q
Re(Z cjeikaj) < 0.
j=1

Bizonyitds. El6szor ¢ = 1 esetén bizonyitjuk az allitast. Ebben az esetben ¢; # 0,

és legyen c; = |c1]e?®t, ahol 0 < ¢ < 27. Ekkor

Clelkel _ ’01| ci(kO1+¢1)

Tegyiik fel el6szor, hogy 0 < 6, < 7. Az el6z6 lemma (ii) pontja biztositja, hogy
léteznek ko > ko és mo > 0 egészek ugy, hogy

2mam + 5§ < ket < 2mapm + 7.

Ebbdl kovetkezik, hogy

2m27r + % < k:291 + ¢1 < 2m27r + 37”,

és igy Re(cie™*%) < 0. Ha egyenléség allna fenn, azaz ket + ¢1 = 2maem + 3?”
esetén, akkor valasszuk k-t ugy, hogy k = 2k,, amibdl k6, + ¢ = dmom + m, és igy
Re(cie®®) < 0. A maradék hérom eset ( 2 < 6, <, stb.) bizonyitasa ezzel analog
modon torténik, az el6z6 lemma méasik harom egyenlStlenségének alkalmazésaval.

Tehéat a g = 1 esetre a lemma allitasa teljestil.
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

Altalanosan, ¢ > 1 esetén a bizonyitas indukciéval térténik. Tegyiik fel, hogy a
lemma igaz minden j-re 1 < j < ¢ — 1 esetén (ahol ¢ > 2), és tekintsiik a g-adik
esetet. Indirekt modon tegyiik fel, hogy

q
Re(Z qeikeﬁ') >0 Vk>k. (5.1)
j=1
Most tegytik fel, hogy valamely 0;, mondjuk 6; raciondlis tébbszorose 2m-nek,
azaz,

0, = %27?, p, L EZ, p<l.

Mivel a feltételezett egyenlGtlenség
q .
Re(Z cje’k6j> >0 Vk >k,

j=1

igy érvényes k. k+1,...,k+ ¢ — 1 mindegyikére. Ezek Osszeadésaval kapjuk

-1 -1 -1
Re(cl RN gy Y T chei(’“+j)9q> > 0.
=0 =0 =

A baloldali els Gsszeget irjuk at:

-1 -1
i(k+j)22r _ ikPor 7 . iPox
ge( )82 — kg 2, zi=e'teT,
=0 §=0
Mivel z¢ = 1, a geometriai sor Osszege
b
—1
1—2¢
2= = 0.
1—=2
Jj=0

Igy az c1-hez tartozo tag kiesik, és a bal oldali dsszeg ténylegesen csak ¢ — 1 tagbol

all. Ezért, ha a

egyiitthatok mellett — az indukcios feltevést alkalmazva — ugy valasztjuk meg k

értékét a O, .. ., 0, szdmokhoz, azaz
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

akkor ellentmondasra jutunk.
A bizonyitas fennmarado, irracionalis szogekkel foglalkozo része meglehetésen

terjedelmes, ezért itt most nem ismertetjiik. O
A fenti két lemma segitségével bizonyithatd a kovetkezd fontos tétel.

13. Tétel. Legyen A € C™™ nem nilpotens, azaz A* # 0 minden pozitiv egész k

esetén, és teqyiik fel, hogy létezik eqy ko > 0 egész szdm, amire

Re (Ak) >0 minden k > kqy esetén.

Ekkor mind A, mind az adjungdlt transzpondltja, A*, rendelkezik a komplex

Perron—Frobenius-tulajdonsdggal.

Bizonyitds. ElGszor azt bizonyitjuk, hogy létezik egy pozitiv sajatérték, jeloljiik
ezt Ai-gyel, amely megfelel az A spektralsugaranak. Indirekt moédon bizonyitunk.
Tegyiik fel, hogy léteznek olyan sajatértékek A\; = |Ai]e, 5 =1,2,... s, r; > 0 mul-
tiplicitassal , ahol 0 < 6; < 2m, tovaba feltessziik, hogy |A1| > 0. Legyen r az ezekhez
a sajatértékekhez tartozo legnagyobb Jordan-blokk dimenzidja, és tegyiik fel, hogy
ez az els6 m sajatértékre vonatkozik, azaz A\; = |A\i|e?, j =1,2,...,m;m < s. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy minden sajatértékhez pon-
tosan egy ilyen legnagyobb blokk tartozik. Vegyiik az A* Jordan-kanonikus alakjat,
és osszuk fel tgy, hogy

*
Yin
Ynfrm

0 Dk 9

n—rm

k
Ak = [er ‘ anrm] |:Drm g 1

ahol D,,, az rm x rm-es blokk diagonalis matrix, amely az m darab, r x r-es Jordan-
k

blokkjait tartalmazza A;-nek, j =1,2,...,m, és Dy__ az (n —rm) X (n —rm)-es
blokk diagonalis métrix ami tartalmazza a tobbi Jordan-blokkot. Igy DF — elsallit-

hato a kovetkez6 matrixok direktosszegébdl:

Ay AT e (BT

J]k: 0 )\;? k.k , 71=12,...,m
: (1)>‘j71
0 0 /\g‘.C
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

Ha JE-t elosztjuk |A;|*~"+1( *,)-gyel, akkor

Jk
J
|)\1|k—r+1( k )

r—1

minden eleme tart 0-hoz, ha k tart végtelenhez, kivéve

k
Uj)lr — pilk—rt1)0;
|)\1|k—r+1(:1)
Természetesen DE_ ra teljesiil, hogy
1
lim — Dk ., =0
k—oo |\y|h—rtl (ril)
Tehat WA"“ minden elegendfen nagy k esetén ugy viselkedik, mint az
1 r—1
X ERYS, matrix, ahol
00 - ei(k—T-I—l)@j
“ [0 0 0
E =P
j=1

Mivel Re(A*) > 0 minden k > ko esetén, kovetkezik, hogy Re(X,n,EpY, %) > 0
minden elég nagy k-ra.

Mésrészt
er Ek Y:;n -

k7T+1)91

— ei( le: + ei(kfr+1)92

* {(k—7r+1)0., *
Xr4+1Yor + -+ el( r+l) Xm=1)r+1¥Ymr —

— Clei(k—r—l—l)Gl + Crzei(k—r-i—l)eg I C«mei(k—r-i-l)em’

ahol X(j_1),41 ¢és yj az A-nak bal- és jobboldali sajatvektorai a megfelel6 \;-hez,
C; = X(j—1)r1 Y- Ennek a méatrixnak minden nullatol eltérs eleme a 11. lemméban
megfogalmazott Osszefliggés szerinti osszeg alakjat olti (Re( ;?:1 cjettli > <0.), igy
a 11. lemma alapjan létezik olyan elég nagy k, amelynél ez az eleme X, E,YH -
nak és kovetkezésképp az A*¥ megfelel§ eleme valés részében negativvéa valik, ami
ellentmond a feltevésiinknek. Kovetkezésképp létezik egy pozitiv sajatérték, amely

a spektrélis sugarnak felel meg, ami azt jelenti, hogy az elemzés sorén szerepld 60;-k

koziil legalabb egynek a folyamata soran nulla a valos része.
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

Tegyiik fel most, hogy ¢) = 0, = --- = 6, = 0, a tobbi # 0. Ugyanigy gondolkodva
kapjuk, hogy

=X1¥; T Xp1Yo + 0+ X(g-1)r41Ygr
+ BTy ey TR

4+ -4 @i(k_T—’_l)emX(m—l)r-ﬁ—ly:@r

= C + Cl ei(k7r+1)9q+1 S Cm—q ei(kfrJrl)Gm :

ahol C' = 2321 C; és Re(By) > 0 minden elég nagy k esetén. A 11. lemma alapjan,
a
Zy 1= Cheib=m+D0aen 4 O eiltb—r+00ea | 01 ilhmr 1)
méatrix minden nemnulla eleme esetén létezik elég nagy k, amelynél ez az elem ne-
gativva valik. Igy C valos része sziikségszertien nemnegativ.
Szorozzuk meg jobbrol az C' matrixot az e oszlopvektorral, amelynek minden
komponense 1. Ekkor Re(C') > 0 azt implikalja, hogy Re(Ce) > 0. Masrészt e

felirhat6 az
X = [X'rm | Xn—'rm]

métrix oszlopainak linearis kombinaci6jakeént: e = » 7|

¢;x;. Ekkor

n

Ce = (x1y; + X115, + - + X(g-1)r+1Ygr) Z CiX;.
j=1

Igy:
Ce = ¢, X1 + Crp1Xpq1 + -+ + CprX(g—1)r41,

mivel yix; = 0, ha j # [, és 1, ha j = [. Az utols6 Osszeget az A operéator A;-hez
tartoz6 ¢ darab jobboldali sajatvektoranak linearis kombinaciojaként frhatjuk fol.
Mivel egyazon sajatértékhez tartozo sajatvektorok tetszéleges linearis kombinécioja
szintén sajatvektor, C'e az A\;-hez tartozo sajatvektor. Igy a pozitiv \; sajatérték-
hez létezik olyan jobboldali sajatvektor, amelynek valos része nemnegativ, ami azt
jelenti, hogy A rendelkezik a komplex Perron—Frobenius tulajdonsaggal.

A* esetén a bizonyitast analég modon kapjuk: balrél szorozzuk C-t az el vek-
torral, és e-t felirjuk az y;, j = 1,2,...,n vektorok linearis kombinaciéjaként. Ezzel
a bizonyitas teljes.

]
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5. A komplex Perron-Frobenius tétel

Az eddigi eredmények Osszegzése: a ,pozitivitas’ al-
talanositasa

Mindkét cikk a matrixpozitivitas klasszikus fogalménak kiterjesztésére torekszik,
de ezt egymast kiegészité modon teszik.

A végtelen-dimenzios részben Tomioka bevezeti a Hilbert-kiipokat valos
Hilbert-terekben — ezek zart, éndualis konvex kupok, amelyek geometriailag az
ug tengelyvektor segitségével ragadjik meg a ,pozitivitis” fogalméat. A f6 inverz
Perron—Frobenius eredmény (3. tétel) kimondja, hogy ha egy A korlatos, pozitiv,
onadjungalt operatornak egyszeres legnagyobb sajatértéke van, akkor fel lehet épi-
teni egy P(ug) Hilbert-kapot, amelyre nézve A pozitivitast javito tulajdonsagu.

Ezzel szemben Noutsos és Varga a pozitivitast komplex métrixokra terjesztik ki
azaltal, hogy megkovetelik, hogy a dominéns sajatvektor valos része a nemnegativ

ortansban fekiidjon (komplex Perron-Frobenius tulajdonsag, 13. definici6). Tehat:

e Geometriai, kupalapu pozitivitas (végtelen-dimenzios valos operatorok) esetén
a pozitivitas egy kiuptengelyvektorral szembeni belsé szorzatbeli kikétéseken

keresztiil érvényesiil.

e Valosrész-pozitivitas (véges-dimenzios komplex matrixok) esetén a pozitivitas

a sajatvektor valos részeinek koordinatankénti nemnegativitasaval valosul meg.

Ezek az eltéré formalizalasok egyarant azt a célt szolgéaljak, hogy a spektralis
sugarhoz egyedi, szigortan pozitiv (a valasztott értelemben vett) sajatvektort ga-

rantaljanak.
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6. fejezet

Kapcsolat Markov-lancokkal

Ebben a fejezetben a nemnegativ méatrixok és a Markov-lancok kapcsolatiara mu-
tatunk egy példat, valamint [3] alapjait felhasznalva egy 6néllo eredményt mutatunk

be.

El6zetes definiciok

15. Definicié (Allapottér és atmenetvaloszintiség matrix). Legyen Z egy véges &l-

lapottér. A Markov-lanc atmenetvaloszintiség matrixa
P = (pl’y)x,y617 Pay = P(Xn—H =Y | Xn - {L‘)7

ahol pyy > 0 és > 7 pyy = 1 minden x € Z-re.

16. Definicio (Kezdeti eloszlas). A Markov-lanc kezdeti eloszlasa legyen

€T

Ekkor az n-edik 1épés eloszlédsa qP", azaz
P(X,=x)= [qP"]x.
17. Definicié (Irreducibilitas és aperiodicitas). A Markov-lanc irreducibilis, ha

Va,y € T létezik n > 1, hogy (P"),, > 0. Az x € T é&llapot periodikus d,-

periodikussal, ahol
dy =ged{n>1:(P"),, >0}

Ha d, = 1, akkor x aperiodikus. Irreducibilités esetén a periddus fiiggetlen z-tdl.
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6. Kapcsolat Markov-lancokkal

18. Definici6 (Stacionarius eloszlas). A m = (7, )zer vektort staciondrius eloszlds-

nak nevezziik, ha

e > 0, szzl, TP =m, Iie. Zﬂ'szy:ﬂ'y Vy.

rel

Tegyiik fel, hogy egy Markov-lanc allapottere az {1,2, ..., n} halmaz, és az atme-
netvaloszintiségek a p paraméter szerint vannak meghatarozva a koévetkezd modon:

legyen M (p) = (M;;(p))} ;=1 az az dtmenetvaloszintiség-métrix, amelyben
Miipi(p) =p, Miia(p)=1-p (i=2,...,n—1),

M (p) =1—p, Mis(p) =p, Mypn-1(p) =1—p, My,,(p) = p.

Jeloljiik q(p) = (¢1(p), ¢2(p), - - ., 4n(p))-vel a stacionérius eloszlast, amelyre
gp)M(p) =q(p), ¢ > alp) =1
i=1
Definialjuk tovabba a farok-kumulativ vektort:

¢ (p) = (51(p), s2(p); - - -, 5n(p)), ahol si(p)zij(p)-

Megjegyezzik, hogy s1(p) = 1, mig s;(p) a magasabb allapotok valészintiségeinek
Osszegét adja meg.

Azt szeretnénk megmutatni, hogy két paraméter esetén, ha p* > p, akkor a lanc
atmeneteiben a felfelé 1épés valoszintisége né, azaz a magasabb allapotok felé torté-
né elmozdulas nagyobb. Intuitiv moédon ez azt jelenti, hogy a p*-gal rendelkez& lanc
stacionarius eloszlasa eltolodik a magasabb allapotok felé, igy a farok-kumulativ el-
oszlas komponensei, amelyek a magasabb allapotokban 1évS tomeg nagysagat fejezik
ki, névekednek. Formalisan ez az elsérendii stochasztikus dominancia megfogalma-

zaséval irhato le:

qu (p*) > Z qj(p), azaz ¢'(p*) > ¢'(p) komponensenkeént.
par =i

Ennek bizonyitasahoz sziikségiink lesz egy segédtételre.
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6. Kapcsolat Markov-lancokkal

14. Tétel (Ergod-tétel véges allapottéren). Legyen P egy véges dllapotterd irredu-
cibilis és aperiodikus Markov-ldnc dtmenetvaldsziniség madtriza, és legyen m a hozzd

tartozo egyértelmii staciondrius eloszldas. Ekkor barmely q kezdeti eloszlds esetén

lim P(X, =z)= lim [qP"]I = Ty, Vel

n—oo n—0o0

Bizonyitds. Az irreducibilis, aperiodikus P spektralsugara p(P) = 1 egyszeres, és a
tobbi sajatérték abszolutértéke szigortian kisebb, mint 1 (Perron—Frobenius tétel).

A 7 stacionarius eloszlas a baloldali Perron—sajatvektor, azaz

nP=m, Zﬂle, e > 0.

A hatvanytétel szerint
lim P"=1m,

n—oo

ahol 1 egy csupa 1-esekbdl allo oszlopvektor. Ebbél kévetkezik, hogy

lim qP"=q(1ln)=(ql)r=1-7=m.
n—oo
Igy
lim P(X,, =)= lim [qP”Lﬁ = T,

n—o0 n—oo

Most kévetkezhet a fenti allitas bizonyitésa.

Bizonyitds. Készitsiink két Markov-lancot, az egyiket p paraméterrel, a masikat p*
paraméterrel , ahol p* > p. Tegyiik fel, hogy mindkét lancot ugyanazon a valdszi-
niiségi téren futtatjuk. Legyen Uy, Us, ... [0, 1]-en egyenletes eloszlast valoszintiségi
valtozok sorozata, és ezek segitségével hatarozzuk meg a Markov-lanc atmeneteit

minden lépésben mindkét lancra. Ekkor az 1. 1épésben:

e Ha U; < p, akkor mindkét lanc egy lépcsével feljebb 1ép (persze, ha az n-edik

allapotban van, akkor ottmarad).

e Hap < U; < p*, akkor a p*-gal rendelkezé lanc felfelé 1ép, mig a p-vel rendelkezd

lanc nem.

e Ha U, > p*, akkor mindkét lanc lefelé 1ép (persze, ha az els§ allapotban van,

akkor ottmarad).
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6. Kapcsolat Markov-lancokkal

Ebbdl kdévetkezik, hogy a p*-gal rendelkezd lanc soha nem esik alacsonyabb éallapot-
ba, mint a p-vel rendelkez§; bizonyos esetekben akér szigortian magasabb allapotba
kertil.

Ez azt eredményezi, hogy a p*-gal rendelkezé lanc stacionarius eloszlasa stochasz-
tikusan nagyobb (azaz t6bb tomeget helyez a magasabb allapotokba) mint a p-vel

rendelkezd lancé. Mivel a farok-kumulativ vektor
q(p) = (s1(p), 52(p), - .- su(p)), ahol si(p) = > g;(p),
=i

éppen azt méri, hogy mekkora a tomeg az i-edik allapottol felfelé, ez azt jelenti,

hogy:
si(p*) > s;(p) minden i-re,

azaz

q(p*) > ¢'(p) komponensenként.

Irreducibilitas és aperiodicitas

Irreducibilitas

Minden ¢ < j kozotti at: ¢ = i+ 1 — --- — j létezik, mert My ,41(p) = p > 0.
Minden ¢ > j kozotti at: ¢ — ¢ —1 — --- — j létezik, mert M ,_1(p) =1 —p > 0.
Tehat az allapotok kdlcsonosen elérhetsk egymashol, igy a lanc irreducibilis.
Aperiodicitas (d = 1)

Mivel My 1(p) = 1 —p > 0, az 1-es allapotbol egy lépés utan is visszatériink
sajat magaba. Igy Inko{ ¢ : (M(p)*),; > 0} = 1. Belathato, hogy ha egy allapotnak
a periddusa 1, akkor az irreducibilitas miatt minden allapot periddusa is 1 lesz. Azaz

a lanc aperiodikus.

Kovetkezmény a stacionarius eloszlasra

Mivel M (p) irreducibilis és aperiodikus, a stacionarius eloszlés

Q(p) = (QI<p)a QQ(p)7 cot aQn(p))
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6. Kapcsolat Markov-lancokkal

egyértelmi és minden komponense pozitiv. Mivel az ergod-tétel szerint barmely kez-
deti eloszlasbol a stacionarius eloszlashoz tartunk, ha egy 1épésben a p*-gal rendel-
kez6 Markov lanc magasabb allapotban lesz, akkor végiil a stacionarius eloszlésokra
is igaz a relacio. Ekkor a fenti érvelés (amely megmutatta, hogy ha p* > p, akkor a

farok—kumulativ vektor
¢(p)=(51(p), - sa(p), i) =D a;(p)
j=i

komponensei novekednek) érvényes, hiszen a lancok minden allapota pozitiv eséllyel
elérhetd.

A farok—kumulativ definici6 adja a stochasztikus dominanciét, és igy

¢ (p*) > ¢(p) (komponensenként).

Ez teljessé teszi a bizonyitast.

Altalanositas

A kovetkezd tétel kimondasdhoz és bizonyitdsdhoz vezessiik be a kovetkezd jelolé-
seket. Az allapotteret jelolje I = {1,...,n}. Legyenek {X;} és {X]} olyan, azonos

allapotéren futé6 Markov-lancok, amelyek atmeneti valoszintiségei rendre

Dij = P(XZH =Jj| X :i) és p;j = I[D(XZIH =j X :i)7

ahol i,j € {1,2,...,n}
Legyen f(i,u) =k, ha

k-1 k
Zpij <u< Zpija
=1 j=1

ahol f : [n] x [0,1] — [n].
Tegyiik fel, hogy | < i esetén minden 1 < k < n-re

n n
sz‘j < Zplj-
=k =k

Tovabba legyenek U; ~ UJ0, 1] fiiggetlen, valoszintségi valtozok. Ha az X és X|
sorozatokat az X;11 = f(X,U;) és X[, = f'(X],U;) képletek adjak meg, akkor

33



6. Kapcsolat Markov-lancokkal

ezek Markov-lancok lesznek, a megkivant dtmenetvaloszintiség matrixszal.

A kovetkezSkben feltessziik, hogy mindeni =1,... ,nésk =1,...,n esetén teljesiil,

hogy

IS
=k =k
15. Tétel. Ha teljesiil, hogy X; < X, akkor X1 < Xj | is teljesiil.

A tétel belatasahoz sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara.

16. Lemma. Legyen ¢ : [0,1] — [n] és legyen g(x) = k, ha

k-1 k
sz'j <z < Zpij~
j=1 j=1

Hasonloan definialjuk ¢'(x)-et p’ esetén. Ekkor ha p’ dominalja p-t, akkor ¢'(z) >
9().

Bizonyitds. Ha ¢'(x) = k, akkor

k k
T < Zp;j < Zpija
j=1 j=1

amibdl kovetkezik, hogy g(z) < k.

Most kovetkezzen a tétel bizonyitésa.
Bizonyitds. Ehhez tekintsik X;i1(w) = f(X(w),U(w)) alakot. tegyiik fel, hogy

X (w) =1, és jelolje i" az X](w) értékét. Ekkor ¢ > 4.
A kovetkezdk teljesiilnek:

Jj—1 J
X =j, ha Y pn U< pin,
h=1 h=1
j'—1 i’
Xy =17, ha Zpi’h <U < Zp;'/h'
h=1 h=1

Ezek alapjan pedig azt kapjuk, hogy
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6. Kapcsolat Markov-lancokkal

7’ 7’ 7’
Zpéfh < sz"h < Zpim
h=1 h=1 h=1

amibdl pedig az kovetkezik, hogy j < j'. Ezzel az allitast belattuk.
O

Most pedig kovetkezzen egy specidlis eset, ami viszont az elsg allitasunk &lta-
lanositasa. Itt ne csak egylépéses atmenetek legyenek, hanem az dtmeneteket egy

vektor definialja:

v(p) = (p1(0), p2(p), - PaP)), D _pklp) =1,

ahol p valamilyen hattér paraméter. Ebbdl épitjiik fel az n x n-es A(p) = (4;;(p))
atmenetmatrixot tgy, hogy minden sorban ,eltoljuk” az atmenet vektort, és az eset-
leges tullogd komponenseket 6sszevonjuk az utolsé oszlopba.

Legyen az i—edik sor eltolasa i —1. Az A; ;(p) elemet az alabbi modon definialjuk,
feltételezve, hogy az i sorban az eltolas nagysaga i — 1 — ¢ (valamely rogzitett 0 <

¢ < n —1 mellett):

(0+1—i
> mlp), j=L1<i<¢
k=1

n

Aii(p) = < Z pk(p), j=nl<i<n

k=n—i-+{
Di—ite (+j<i<n vagyn+l-l+i<j<n
0, egyébként.

\

Ezzel a szabdllyal minden sor dsszege > 7 Aij(p) = D>_p_ p(p) = 1, és az
atmenetmatrix sorai paraméter-fiiggéen formaljak a sztochasztikus rendszert.
Legyen adott két paraméter, p < p* és a hozzajuk tartozo atmeneteket tartalmazo

vektorok

v(p) = (1(P),p2(p), - pu(p)), v = (1P, p2(p"), .- -, PalD?)),
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6. Kapcsolat Markov-lancokkal

ahol mindkét vektor komponensei nemnegativak és

> ep) =) ") = 1.

és tegylik fel, hogy p* esetén a farok kumulativ 6sszegek mindig nagyobbak, mint

a p esetén.

Bizonyitds. A bizonyitast hasonldéan épitjiik fel, mint egylépéses dtmenetre.

Altalanos lépés:

Vegytink itt Uy, Us, ... [0, 1]-en egyenletes eloszlast valoszintségi valtozok soroza-

téat, és futtassuk mindkét lancot ugyanazon a valoszintiségi téren. Az t-edik lépésben

hatarozzuk meg a k € {1,...,n} indexet, amire a p*-lanc magasabb &llapotban lesz,
mint a p-lanc:
k—1 k
Zpi(p> < U < Zpi(p)'
i=1 i=1
Hasonloan, hatarozzuk meg a k* € {1,...,n} indexet a p* vektorral:
k-1

k*
Y pl) < U <> pilp?).
i=1 i=1
Mivel p* > p és mindkét atmenet-vektor farok—kumulativjai monoton nének, mindig

E* > k.

Ekkor teljesiil a fenti, dltaldnos tételben megadott feltétel, hogy a p*—gal rendelkezé
lanc egy altaldnos 1épésben nem jut a p—vel rendelkezé alatti dllapotba, igy az ergod-
tétel szerint a p*-hoz tartozo stacionarius eloszlas sztochasztikusan dominalja a p-hez

tartozot.
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7. fejezet

Kozgazdasagtani alkalmazasok, a

Leontief-féle modell

Az alédbbi gondolatmenet [8] alapjan ramutat arra, hogy a nemnegativ elemt
matrixok fontos szerepet jatszanak a kiillonb6z6 gazdasagi modellekben. Ilyen modell
példaul az agazati kapcsolatok mérlegeit vizsgalod Leontief-féle modell.

A témakor részletes targyaldsidhoz sziikségiink lesz néhany jelolésre.

Jelolések:
e g; : a j. termék termelési szintje, 7 =1,...,n

e 1;; : az i. termék mennyisége egységnyi j. termékben, Ggynevezett raforditési

egyiitthato
o E az egységmatrix, ¢ = (g;) a termelési szintek vektora.
Ekkor a nett6 kibocsatas vektora:

v=q—Rq = (F—R)q.

Mésként:
Vi =q; —Ti1q1 —Ti2q2 — *+° — Tindn-

Az alapvetd probléma a kovetkezs: adott v > 0 esetén, hatérozzuk meg ¢-t! Egy
adott netto kibocsatas esetén szeretnénk tehat meghatarozni az egyes termékek ter-
melési szintjét. Ezen feladat a gyakorlatban mindennapos, széleskori a felhasznalési

terilete.
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7. Kozgazdasagtani alkalmazasok, a Leontief-féle modell

A probléma megoldésahoz ¢ = (E — R)™'v miatt sziikséges az tn. Leontief-inverz:

(E—R)~.

A témakorrel szamos irodalom foglalkozik mélyebben, és altalanosan a kdvetkezs

allitasok teljestilnek.

17. Tétel. Az alabbiak ekvivalensek:
o [étezik inverz és az nem negativ elemi;
o [étezik ¢ > 0, melyre ¢ > Rq (Gale-féle produktivitdsi feltétel);
e az R mdtrix Neumann-sora konvergens;

e \(R), azaz R domindns sajdtértéke valds és 1-nél kisebb.

Megjegyzés: A miikodsképesség feltétele, hogy létezik ¢ > (#)0, melyre ¢ > Rq, azaz
van olyan termelés, mely legalabb annyit elgallit, mint amennyit felhasznal.

Jelen dolgozat szempontjabol az els6 két pont ekvivalenciaja kiemelten érdekes. Ezt
mondja ki a Gale-féle produktivitési tétel. Ehhez a fentieken til egyetlen elneve-
zést kell ismerniink: egy matrixot produktivnak neveziink, ha teljesiil ra a Gale-féle

produktivitasi feltétel.

18. Tétel (Gale-féle produktivitasi tétel). Akkor és csak akkor létezik (nemnegativ)

Leontief-inverz, ha a mdtriz produktiv.

Bizonyitds. A bizonyitéas teljességéhez az elégségességet, és a sziikségességet is iga-
zolnunk kell.

FElégségesség: tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢ > 0, melyre ¢ > RqG. Azt szeretnénk
belatni, hogy F — R invertalhato, azaz az (E — R)q = 0-bol kovetkezik, hogy ¢ = 0,

ami atrendezve:
q=Rq = q=0,

tovabba, hogy az inverze nemnegativ.

Az invertilhatosag bizonyitasa:
a) Minden eleme pozitiv, ugyanis ¢ > Rqg > 0.

b) Megmutatjuk, hogy az ¢ > Rq egyenlStlenség megoldasai nemnegativ elemii

vektorok lehetnek csak.
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7. Kozgazdasagtani alkalmazasok, a Leontief-féle modell

Ha ¢ pozitiv konstansszorosa ¢-nak, akkor mar az a) alapjan tudjuk, hogy ¢
minden eleme pozitiv.
Tegyiik fel tehat, hogy most ¢ nem konstansszorosa ¢-nak. Ha g-nak lenne negativ
eleme, akkor van olyan A > 0 skalar, hogy ¢ + A¢ minden eleme nemnegativ, de van
nulla eleme, hiszen nullarél novelve A értékét minden koordinata szigortan nd, de
kezdetben még van negativ komponens. Tehét addig noveliink ameddig a legkisebb
komponens is mar dtcsapna pozitivba.

Ekkor azonban

(g+Aj) > R(qg+Aj) é q+A§>0.

Mivel R(q + A§) > 0, igy ¢ + A§ minden koordinataja pozitiv kell legyen, ez

ellentmond A megvalasztasanak. Tehat ¢g-nak nem lehet negativ koordinataja.

c¢) Tekintsiik most a ¢ = Rq egyenletet.

Ez ekvivalens a
q>Rq é —q>R(—q)

egyenlStlenségpéarral. A b) alapjan ezek megoldasa nemnegativ elemt lehet csak.
Azaz q > 0, és —q > 0, tehat ¢ = 0. Masképpen: az E — R maétrix invertalhato. (A
nulltere trivialis.)

Végiil megmutatjuk, hogy az inverz minden eleme nemnegativ.

Ugyanis legyen
Sj = (E — R)*lej,

ahol e; a j. egységvektor (s; az inverz j. oszlopa). Ekkor

(E—R)szejzo eSS Sj:ESjZRS]’.

A b) pontban lattuk, hogy ennek megoldasa csak nemnegativ elemt vektor lehet.

Sziikségesség: Legyen d tetszGleges olyan vektor, melynek mindegyik eleme pozitiv,

és legyen q = (F — R)~'d. Ekkor

¢q=(E-R)'d>0 ¢ q—Rqg=d>0,

tehat teljesiil a Gale-féle produktivitasi feltétel.
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7. Kozgazdasagtani alkalmazasok, a Leontief-féle modell

Alulirott Hoffmann Szabolcs nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az

alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapt eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt eszkoz | Felhasznalas helye
LaTex kod GPT-04 mini Teljes dolgozatban a bonyo-
generalas lultabb képleteknél
Szovegvazlat GPT-04 mini Teljes dolgozatban a felsoro-
készités lasok elkészitésére, kiilalak
javitasa

A felsoroltakon til méas MI alapu eszkozt nem hasznaltam.
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