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1. Jelolések

— D™ origd kdzépponti, n-dimenzids egység sugari zart gomb,
— S2%: origd kozépponti, hdromdimenzids egység sugarii gémb felszine,
— L, ahol az uni6 tagjai kiillonboznek: diszjunkt unié,

— ., A, ahol A tetszdleges halmaz: az A halmaz n darab, egyméastél paronként disz-

junkt példanya,
— N: természetes szamok, ebben a dolgozatban 0 is természetes szam,
— B(xz,r): x kdzéppontt, r sugari nyilt gomb,

— SO(3): a hdromdimenziés tér origbt tartalmazé tengely kortli forgatasok csoportja,

csoportmiivelet a kompozicio,
- Z(X): az X halmaz részhalmazainak halmaza,

— AC: a kivélasztasi axiéma roviditése,

< wv,w >: v és w vektorok skalaris szorzata.



2. Bevezeto

1. abra. A Banach-Tarski paradoxon népszerti dbrdzoldsai [I]

"Egy meggymagot fel lehet darabolni gy, hogy a részeket masképp osszerakva megkap-
juk a Napot." Barhol emlitik meg a Banach-Tarski paradoxont, mindig ez a reklamszoveg,
amellyel az olvaso figyelmét fel szeretnénk kelteni. Figyelemfelkeltésre tokéletes, hiszen
mindenki tudja, hogy a Nap sokkal nagyobb, mint egy meggymag, és a valdsagrol al-
kotott elképzeléseinkkel teljesen szembemegy ez az eredmény, elso latasra hihetetlennek
tlinhet. Eppen ezért hivjuk paradoxonnak, és nem tételnek, mert annyira ellentmond az
intuicidinknak. Persze abban az értelemben nem igaz, hogy a valésagban meg lehetne
csinalni, mert nem lehet, az elméletében azonban nincs hiba, csak a gyakorlatba nem at-
tiltetheto.

Az emberiséget mindig is foglalkoztattak a paradoxonok, gondolhatunk a gorogok tobb
ezer éves problémajara. Akhilleusz sohasem éri utol a tekndsbékat, hiszen mire odaérne,
ahol a teknos az elobb volt, az mar egy kicsit tovabbment. Ezt a paradoxont persze a
hatarérték fogalma feloldja, egy végtelen 0sszeg megmondja, mikor éri utol Akhilleusz
a teknosbékat. Ehhez hasonléan a Banach-Tarski paradoxont a nem mérheté halmazok
létezése oldja fel. Hiszen ha olyan darabokra vagjuk fel a meggymagot, amelyeknek nincs

méretitk, nem varhatjuk el, hogy ha masképp rakjuk ossze, a térfogatuk osszeadddjon,



és visszakapjuk a mag térfogatat, hiszen a szamok, amelyeket 0ssze akarunk adni, nem
léteznek.

A dolgozat [3] fejezetében kimondjuk a Banach-Tarski paradoxon gyenge és erés valtozatét.

Majd a[3.2.1} [3.2.2] és[3.2.3] alfejezetekben lerakjuk a bizonyitashoz sziikséges csoportelmé-

leti alapokat, meghatarozzuk, hogy mitol lesz valami paradox, és Osszekapcsoljuk ezeket
az alapokat a Banach-Tarski paradoxonnal. Ezutan a alfejezetben bevezetjik az
egymasba darabolhatosag kissé absztraktabb fogalmat, majd ennek segitségével fejezziik
be a paradoxon bizonyitasat.

Ezt kovetéen a [] fejezetben kitériink arra, hogy miért nem lehet a Banach-Tarski pa-
radoxon segitségével nyersanyagot sokszorozni, és uténa az [ fejezetben megvizsgéljuk a
bizonyitashoz elengedhetetlen kivalasztasi axiomat.

Legvégiil az[0] fejezetben megvizsgdljuk a paradoxont a magasabb dimenziés euklideszi és
a hiperbolikus terekben. A alfejezetben kicsit jobban megismerkediink a hiperbolikus
sikkal, majd bebizonyitjuk arra is a Banach-Tarski paradoxont. Fontos megemliteni, hogy

mig a hiperbolikus sikon igaz a paradoxon, az euklideszi sikon nem igaz.

3. Banach-Tarski paradoxon kimondasa és bizonyitasa

Amint azt a bevezetében is emlitettem, elészor kimondjuk a paradoxont, és egy kis algeb-

rai alapozas utan bizonyitjuk.

3.1. Az er0s és gyenge Banach-Tarski paradoxon kimondasa
A tétel gyenge verzidja:

3.1.1. Tétel. A haromdimenzios eqységgombit fel lehet véges sok darabra bontani gy,
hogy azokat a darabokat forgatva és eltolva két példanyban kapjuk vissza az eredeti gombat.
Azaz létezikn € N, By, ..., B, CD? dgy, hogy D* = U, B;, és BiNB; =0 mindeni # j
esetén, és léteznek @y, ..., ®,, € Isom(R?) dgy, hogy I, ®;(B;) = D3 U D3.

Az erds verzié hasonlé, csak egy gomb és ketté gomb helyett barmely két R3-beli halmaz

lehet, annyi feltétellel, hogy mindkettd korlatos és nemiires belseji.

3.1.2. Tétel. Legyen H, K C R3, olyanok, hogy intH # (), intK # (), és létezik R € R
ugy, hogy H, K C B(0, R). Ekkor létezik n € N, By, ..., B, C H, H = ||, B;, és B; N
N B; = 0 minden i # j-re és létezik Dy, ..., P, € Isom(R?) dgy, hogy K = ||}, ®;B;.

3.1.3. Megjegyzés. Lathato, hogy ha H = D3, K = D3 LD3, akkor visszakapjuk a tétel

gyenge verziojat.



3.2. Bizonyitas

A tétel bizonyitasa elott sziikséges egy kis algebrai kitekinté. Meg kell ismerkedniink a
szabad csoportokkal, leginkabb a maéasodranguval. Meg kell fogalmazni, hogy pontosan
miért is hivjuk paradoxonnak a tételt, és egy kicsit altalanosabban mit jelent, az hogy

egy megfelel6 matematikai objektum paradox tulajdonsaggal bir ebben a kontextusban.

3.2.1. Szabad csoportok, paradox tulajdonsag

3.2.1. Definicié. Egy algebrai csoport egy G halmaz ellitva egy kétvaltozds miivelet-
tel, aminek a jele - (mint a klasszikus szorzasnal, itt sem fogjuk hasznilni a jelet), és a

miveletnek meg kell felelnie a csoportaxiomaknak, melyek a kovetkezok:
— Vg, h,k € G, (gh)k = g(hk), asszociativ,
— de € G,Vg € G,eqg = ge = g, létezik egységelem,
— Vg € G dh € GG, gh = hg = e, minden elemnek van inverze.

3.2.2. Definicié. A G csoport részcsoportja H, ha mint halmaz része, az egységelem

benne van, emellett az inverz képzés és a szorzas nem vezet ki H-bol.

3.2.3. Definici6. Legyen G egy csoport, A C G. A G csoport A &ltal generalt részcso-

portja a legsziikebb, A-t tartalmazo részcsoport.

Néhéany példa csoportokra: az egész szamok az Osszeadassal, m szerinti maradékosztalyok
(jel: Zy,) az osszeaddssal, valos vagy komplex szamok a 0 nélkil a szorzassal. Ezek koziil
az 0sszes kommutativ, Z,, 6sszes elemére pedig igaz, ha m-szer 6sszeadjuk, a 0-t kapjuk.
Tehat ezekben a csoportokban vannak plusz miveleti szabalyok, melyek nem igazak min-
den csoportra.

"A szabad csoport olyan csoport, amelyben semmilyen szorzasi szabdaly nincs az axio-
makon kiviill." Az n-edrangu, vagy n generatoru szabad csoport felépitése: van n darab
betl, legyenek aq, ..., a,. Vegylk azokat a véges karaktersorozatokat, "szavakat", melyek
eléallnak aq,...,an,a;’,...,a;" karakterek hasznalataval. Ekkor mint karaktersorozat

’ '

aiaytas # as, de mivel mi egy csoportot prébalunk csindlni, ekvivalensnek tekintjiik ket.
1 -1 , , NS
,a; a; alak részszavak véges mennyiségii ki-

torlésével és beszirasaval megkaphatok egymasboél. Ez egy ekvivalenciarelacié. Egy sz6

Altaldnosabban két sz6 ekvivalens, ha a;a;

redukalt, ha nem lehet bel6le ilyen bettipart kitorolni. Az iires sz6 a 0 karakterbol allo

karaktersorozat.

3.2.4. Allitas. Minden ekvivalenciaosztdlyban egyértelmien létezik redukdlt példdny.



Bizonyitas. Az, hogy minden ekvivalenciaosztalyban létezik redukalt példany nem annyi-
ra bonyolult, hiszen, ha fogunk egy tetszoleges w elemet, akkor az vagy redukalt, vagy
nem. Amennyiben redukélt, akkor w ekvivalenciaosztalyabdl talaltunk egy redukalt ele-
met. Ha nem redukalt, akkor létezik benne egy a;a; ' vagy a; 'a; alaku tag, amit ki lehet
torolni. Ezutan egy rovidebb sz marad, és a fenti eljarast lehet folytatni, amig redukalt
nem lesz. Ez véges 1épés alatt megtorténik, hiszen csak véges karaktersorozatok vannak,
és a hossza mindenképp nem negativ.

Ami nehezebb az az, hogy ez a redukalt elem egyértelmii. Legyen w egy redukalt szo. El6-
szOr bebizonyitjuk, hogy ha w-be besztirunk n > 0 darab a;a; ', a; 'a; alaki karakterpé-
rost, majd egyet kitorliink, a kapott karaktersorozat megkaphaté n —1 darab beszurassal

w-bal.

— Az elsé lehetOség az, hogy egy beszurt parost toroltiink ki. Ekkor nyilvanvald, hogy
megkaphato eggyel kevesebb beszurassal.

— A masodik lehet6ség az az, hogy a kitorolt paros mindkét tagja beszirt elem, de nem
ugyanabbdl a paroshél. Tegyiik fel, hogy a kitérolt paros a;a; ' alaki, masik esetben
hasonlé a bizonyitas. Ekkor a kitorlés elétti sz6 ...a; ' ... aua; " ... a; ... alaki, és w
karakterei csak az els6 a; ' elétt és az utolsé a; utan lehetnek. Példaul legyen w = ab
és a karakterparok besziirdsai sordn az 1j karaktersorozat ac~'cb majd ac™'d~tdcb
ezutan ac 'd"tdec 1 eb, végil ac td tdecteeleb alakd. Ekkor a torlés utan kapott
karaktersorozat ...a;'...qa;... alakt, a példankban ez ac™'d 'dee~'cb. Ekkor a
példaban szerepl6 szot ugy is megkaphatjuk, ha a beszurasok sorozata a kovetkezo:
kiindulunk ab-bél, ezutdn ac~'cb-t, majd ac~*d~'dcb-t végiil ac~'d~'dee'cb-t kap-
va eljutottunk eggyel kevesebb beszirassal és kitorlés nélkiil ugyanahhoz a szohoz,
ac™'d 'dee " cb-hez. Altaldban a médszer a kovetkezd: mindent Ggy csindlunk, mint
eredetileg, csak a kitorolt paros masodjara beszirt karakterét tartalmazé a; 'a; ka-
rakterpart nem szurjuk be, és amit a két karaktere kozé szirnank be, azt a korabban
besztrt a; 'a; paros két betiije kozé szirjuk, tgy, hogy a tobbi ott levé betiivel a
sorrend olyan legyen mint eredetileg. Igy megkaptuk eggyel kevesebb beszirassal

ugyanazt a szot.

— Ha a kitorolt bettipar egyik tagja w-beli, a mésik pedig nem, akkor feltehetd, hogy
a kitorolt karakterpar alal_l alakt, és az els6 betli volt része w-nek. Ekkor a torlés
el6tti pillanatban a sz6 ...a;a; " ... q;... alaki, ahol w karakterei csak az elsé a,
és az el6tt, tovabba az utolsé a; utan lehetnek. Példaul legyen ezuttal w = abc,
a beszirassorozattal keletkezd szavak legyenek abb~lbe, és abb~td~‘dbc. A kitorlés
utéan kapott sz6 ... q; ... alakd, a példdnkban ad~'dbc. Ezt tigy kaphatjuk meg n—1
besztirassal, hogy az a; 'a; parost nem szirjuk be, és a karakterpar két bettije kozé

beszirt karaktereket kozvetlen az eredeti a; elé szurjuk, ezt leszamitva mindent
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pontosan Ggy csindlunk, mint eredetileg. Igy ugyanazt a szt megkaptuk n — 1
besztirassal. A példaban pedig egy darab d—'d karakterpar beszirasaval eljutunk a

végso szoig.

Ennyi elég is az allitas bizonyitasdhoz, hiszen tegytik fel, hogy w ~ z redukalt elemek.
Ekkor létezik beszirasok és kitorlések véges sorozata, mellyel w-bol kiindulva megkapjuk
z-t. Beszurassal kell kezdeni, mert w redukalt elem. A fenti &llitas miatt amig tobbszor
szurtunk be, mint toroltink, az megfelel k& > 0 beszurasnak, azaz a kapott sz6 nem
redukélt. Emiatt amikor épp megegyezik a két szam, akkor w-t kapjuk vissza, mert az
el6z6 cselekedet torlés volt, azaz az akkori sz6 megkaphatd volt w-bol egy beszurassal, és
az allitas miatt a torlés utan visszakapjuk w-t.

Vagyis minden ekvivalenciaosztalyban egyértelmiien létezik redukalt példany. O]

3.2.5. Definicié. Az n-ed rendi szabad csoport (F,) elemei a véges karaktersorozatok
ekvivalenciaosztalyai. Két csoportbeli elem szorzatat ugy kapjuk, hogy vessziik az ekvi-
valenciaosztalyok egy-egy reprezentans elemét, a karaktersorozatokat egymas utan irjuk,

majd az igy kapott sz6 ekvivalenciaosztalyat vessziik.

3.2.6. Allitas. Ez a mdvelet jol definidlt, azaz figgetlen a reprezentdnselemek vdlasztd-

sdtol.

Bizonyitas. Legyenek w ~ w' € F, és s ~ s’ € F,,. Ekkor ws ~ w's’, hiszen a megfeleld
karakterparokat be lehet sztirni és ki lehet torolni a szorzatban attol fiiggetleniil, hogy a

sz0 elejére vagy végére odairunk néhany karaktert. O
3.2.7. Allitas. F,, egy csoport.

Bizonyitas. Az egységelem az iires sz6, aa~! ekvivalenciaosztdlyanak redukélt eleme. Ez
tényleg egységelem, hiszen ha egy w karaktersorozat elejére vagy végére odairjuk az iires
szot, azaz a semmit, a w karaktersorozat nem valtozik meg.

Egy w = aj'a}’ ...a;" elem inverze, ahol s, € {—1,1}: w™' = a;*...a; 7 a;*. Ekkor
ww™! = wlw = e, hiszen a karaktersorozatban kozépen a,a, ' vagy a,'a, alaki, és ha
ezt kitoroljik egy két betiivel rovidebb ugyanilyen tipusu karaktersorozatot kapunk, vagy
az ires szot, igy véges lépésben eljutunk az tires szoig.

Asszociativitds: wy(wows) = (wywe)ws, hiszen a karaktersorozat zaréjelezéstol fiiggetle-
niil ugyanazokbdl a betilikbdl all, ugyanabban a sorrendben. O]
Ami ebbdl nekiink fontos, az a masodrangu szabad csoport. A generatorokat jeldlje
a,b,a! és b~!, a csoportot Fay. Elészor belatjuk, hogy Fa paradox, majd a kivalasz-
tasi axioma segitségével ezt a paradox tulajdonsagot megorokli az egységgdmb is, amihez
a csoporthatasokat kell egy kicsit megvizsgalni. De el6tte egy definicid, hogy pontosan mi

is az a paradox tulajdonség.



3.2.8. Definicié. Egy G csoport paradox tulajdonsagu, ha létezik n,m € N, és létezik
Ag,..., Ay, By, ..., By, C G gy, hogy ezek koziil barmely ketté paronként diszjunkt és
1etezik go, ..., Gn, hos - -+ s b € G gy, hogy Uiy g:di = G,Uj L h;B; = G.

3.2.9. Allitas. Ekvivalens definiciot kapunk, ha azt kéveteljik meg, hogy Lo AsULLTLo B

legyen az egész G, és a g;A; halmazok, illetve a h;B; halmazok pdronként diszjunktak.

Bizonyitas. El6szor nézzitk a G csoport eredeti definicié szerinti paradox felbontésat.
Tegytik fel, hogy egy i < j parosra g;(A;)Ng;(A;) # 0. Ekkor legyen A} = Aj\gj’l(gi(Ai)ﬂ
Ng;(A;)), minden més részhalmaz és minden csoportelem valtozatlan. Ezzel az olyan [ < k
parok szdma legalabb eggyel csokkent, melyekre g;(A;) N gr(Ax) # 0. Mivel eredetileg vé-
ges sok ilyen szampar volt, a fenti valtoztatas véges sok alkalmazasa utan a képhalmazok
diszjunktak lesznek. Ugyanezt végrehajtva B; halmazokra, h;(B;) halmazok is paronként
diszjunktak.

Az allitas masodik felének bizonyitdsahoz még nincsenek meg az eszkozeink, késobb, a
Allitdsban fogjuk csak bizonyitani. O
Beszélhetiink paradox halmazokrol is, de ahhoz el6bb meg kell ismerkedniink a csoport-
hatasokkal.

3.2.10. Definicié. A G csoport (balrdl) hat az X halmazon, ha létezik F': G x X — X
leképezés gy, hogy minden g, h € G-re és minden = € X-re (gh)x = g(hx). A G csoport
szabadon hat, ha minden g € G-re és minden z € X-re ha gr = hx, akkor h = g¢.
Jelolések: G ~ X, F(g,x) = gz.

3.2.11. Megjegyzés. A definiciobdl kovetkezik, hogy barmely g € G-t lerogzitve egy
X — X bijekciét kapunk, tovabba minden x € X-re ex = .

3.2.12. Definicié. Legyen G egy csoport X egy halmaz és G ~ X, az x € X pont
palydja: {y € X|3g € G, gz = y}.

3.2.13. Definicié. Ha G ~ X, z,y € X, x ~ gy ha létezik g € G gy, hogy gz = .
3.2.14. Megjegyzés. ~ ¢ egy ekvivalenciarelaci6 és a palyak a relacié ekvivalenciaosz-
talyai.

gy mar tudjuk a paradox halmazokat definidlni.

3.2.15. Definicié. Legyen G egy csoport. Egy X halmaz G-paradox, ha G hat X-en,

és létezik n,k € N tovabba léteznek go,...,gn, ho,...,hx € G, és léteznek paronként
diszjunkt Ao, ..., A,, Bo, ..., By C X olyan halmazok, hogy U, ¢;:4; = U?:o h;B; = X.

3.2.16. Megjegyzés. Ahogyan a paradox csoportokndl, itt is ekvivalens definiciét ka-
punk, ha azt kéveteljiikk meg, hogy ], A; U |_|§?:0 B; = X, és hogy a g;A; halmazok,
illetve a h;B; halmazok paronként diszjunktak legyenek. Hasonl6 a bizonyitds, mint ami

csoportok esetén.



3.2.17. Allitas. Legyen G eqy csoport. Ekkor az, hogy G paradox ekvivalens azzal, hogy

minden X halmaz, melyen G szabadon hat, G-paradoz.

Bizonyitas. A bizonyitas egyik iranya konnyt, hiszen G a balrél szorzassal sajat magan
szabadon hat, és ha erre a hatasra G egy paradox halmaz, akkor definici6 szerint G egy
paradox csoport.

A masik irdnyhoz legyen X tetszoleges halmaz, amelyen G szabadon hat. Vegyiik a cso-
porthatas palyait, majd a kivalasztasi axiéma segitségével valasszunk minden palyabol
egy elemet. Egy konkrét pélyat meg lehet duplazni gy, hogy a kivalasztott x pontot
megfeleltetjiik G egységelemének, a palya tobbi pontjat pedig a csoport azon elemének,
amivel megkaphat6 a kivalasztott z pontbdl. Igy a palyat megfeleltettitk G-nek, és meg
tudjuk duplédzni pont ugy, ahogy G-t. A kivalasztasi axiéma miatt ezt minden palyan
meg tudjuk csindlni egyszerre, vagyis visszakaptuk X-et két példanyban. Tehat legyen
K a csoporthatdas minden palydjabol egy elemet tartalmazo halmaz. A csoport paradox
voltat tanusitd részhalmazok legyenek Ag, ..., A, és By,..., By, a hozzajuk tartozd cso-
portelemek pedig go, ..., gn €s ho,..., hy. Legyen A} = A; - K, B; = B; - K. Ekkor Aj,
Bj halmazrendszer elemei pdronként diszjunktak, mert a hatds pdlyéi diszjunktak egy-
mastol. Egy konkrét palyan beliil pedig azért diszjunktak, mert szabad a hatas. Ekkor
Lo gi- AL = o giAi- K = F3- K = X. Hasonléan beldthato, hogy | ¥y h;- Bl = X. O

3.2.2. A masodrangu szabad csoport paradox tulajdonsaga

A 4.1 Tétel bizonyitasanak egyik legfontosabb 1épése annak belatasa, hogy Fo paradox,

és hogy a haromdimenziés térnek van vele izomorf részcsoportja.
3.2.18. Tétel. A mdsodrangi szabad csoport paradoz tulajdonsdgi. [2]

Bizonyitas. A méasodrangu szabad csoport viszonylag természetesen és egyszeriien fel-
bonthaté 6t részhalmazra a kezdobetiik szerint. Az egyik részhalmaz csak az egységelemet
tartalmazza, hiszen az az iires sz6, nincs kezddbetije. A megmaradt elemeket gy osztjuk

szét, hogy a redukalt szavak melyik betiivel kezdodnek. Azaz az 6t részhalmaz:
—e={e},
— S(a) = {z € Fa : z ekvivalenciaosztalydnak redukalt eleme a-val kezd6dik},
— S(a™') = {z € Fy : x ekvivalenciaosztdlydnak redukdlt eleme a~!-zel kezdédik},
— S(b) = {x € Fa: x ekvivalenciaosztalyanak redukélt eleme b-vel kezd6dik},

— S(b7') = {z € Fy : z ekvivalenciaosztdlyanak redukalt eleme b~!-zel kezd6dik}.
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2. dbra. A méasodrangu szabad csoport (https://en.wikipedia.org/wiki/Free_group)

Ekkor S(a)Ua-S(a™t) = Fa = S(b)Ub-S(b—1), hiszen ha az a™'-zel kezd6d6 szavak elejére
irunk egy a-t, akkor a kapott redukalt szo els6 betiije az eredeti masodik betiije lesz, ami
a-t kivéve barmi lehet. Az a azért nem, mert redukélt szavakkal dolgozunk. Igy a-S (a)™t =
=eUS(a ) US(D)US(D™). A masik egyenléséget hasonléan lehet bizonyitani. O
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3.2.3. F2 megkeresése SO(3)-ban

3.2.19. Allitas. Egy, a mdsodrangi szabad csoporttal izomorf részcsoport taldlhatd SO(3)-
ban. [

Bizonyitas. Vegytink fel egy Descartes-féle koordinata-rendszert. Ekkor az x és az y ten-

gely kortili arcsin(3/5) szogii forgatasok szabad részesoportot generdlnak. Legyen ez a két

1 0 0 50 0
forgatés ¢ és 1. Ekkor a standard bazisban ¢ matrixa | 0 4/5 —3/5 :; 0 4 -3,
0 3/5 4/5 0 3 4
4 0 -3
ésgbmétrixag 0 5 0 |.Ezek a matrixok raciondlisak, ezért tekinthetjiik 6ket Q3 —
3 0 4

Q? leképezéseknek. Azt akarjuk megmutatni, hogy minden nemtrivialis redukalt elemhez
taldlhat6 olyan Q3-beli vektor, amely nem fixpontja az elemnek. Vegyiik észre, hogy elég
egy Z3-beli vektort taldlnunk, mert azt normélva kapunk egy vektort S2-n, és a linearitds
miatt ez se lehet fixpont, ha az eredeti nem az. Ha ¢-t, ¢~ '-t, 1-t és 1!t felszorozzuk
ottel, akkor kapunk kettd darab Z3 — Z3 linedris leképezést. Igy a ¢ és 1 altal generalt
részcsoportban levo tetszoleges redukalt p elemhez 1étezik egy olyan p’ = 5"p leképezés az
egész szamharmasok kozott, ahol n megegyezik p hosszaval. Ekkor elég, ha megmutatjuk,
hogy létezik x € Z? tigy, hogy minden k > 1-re p/(z) # 5*z, hiszen ekkor p(x/|z|) # x/|x|.
Ezutdn még egyszer egyszeriisithetjiik a teret ahol dolgozunk, elég ugyanis Zs>-ben dol-

000 4 0 2
gozni. Ekkor a két generdlomatrixunk o = |0 4 2| és7=]0 0 O], hiszen 0 =5
0 3 4 3 0 4

és 2 = —3 mod 5. Ekkor elég azt megmutatnunk, hogy létezik olyan x € Zs>, amelyre
p'(z) 20 mod 5, mert ebben az esetben p/(x) # 5*x. Ekkor

o(a,b,c) = (0,4b + 2¢, 3b + 4c),
o Y(a,b,c) = (0,4b + 3c, 2b + 4c),
7(a,b,c) = (4a + 3¢, 0,2a + 4c) és
7 Ya,b,c) = (4a + 2¢,0,3a + 4¢) mod 5.

Ekkor a fenti inverzzel jelolt leképezések mar nem inverzei egyméasnak a szokéasos algerai
értelemben, hiszen a kompoziciéjuk a konstans nulla leképezés mod 5, de jel6lésnek

alkalmas, mert a matrixok, amikbdl szarmaznak, azok egymas inverzei voltak. Mivel
3(3b+4c) =9b+ 12¢ = 4b+ 2¢  mod 5,

ezért o képterében (0,3m,m) alaki vektorok vannak.
Most vizsgaljuk meg o magterét. Lathatjuk, hogy (0,3(3b+ 4¢),3b + 4¢) = (0,0,0) akkor
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és csak akkor, ha 30 + 4c = 0, azaz 3b = c. Ezek szerint a leképezések és magtereik a
kovetkezok :

ran(o) = {(0,3m,m) € Zs*}, ker(o) = {(m,n,3n) € Zs*},

ran(oc ) = {(0,m,3m) € Z5*}, ker(c™') = {(m, 3n,n) € Zs*},

= {
ran(7) = {(m,0,3m) € Zs*}, ker(r) = {(3m,n,m) € Zs*},
ran(7 1) = {(3m,0,m) € Z5*}, ker(771) = {(m,n, 3m) € Zs*}.
-1y, )

Ekkor ran(o) C ker(o

zak. Ezeken kiviil azonban az 6sszes tobbi magtér-képtér metszet trivialis. Vegyiink egy

és viszont, tovabba ezek a tartalmazasok 7-ra és 77 -re is iga-
p redukalt sz6hoz a fenti médon rendelt p’ leképezést. Legyen p = oPr7? ... oPiT% ala-
ku. Ekkor ha egy = vektor nincs benne 7% magjaban, akkor a 7% &ltali képe nincs benne
ker(o?)-ben, és ezért z-nek oP' 7% 4ltali képe nincs 7%-1 magterében. fgy indukcidval végig
lehet lépkedni egész p'-n, és egyik lépésben sem lesz benne a leképezés magterében, azaz
x & ker(p'). Mar csak egy olyan z-et kell taldlni, amelyre ez igaz. Ilyet viszont talalunk,
hiszen a (0,0,1) pont megfelelé, mert a négybél barmely leképezés barmely pozitiv hatva-
nyaval hatva a képe nem lesz 0.

Tehét a (0,0,1) pont nincs benne a csoport egyik nemtrividlis p’ elemének magterében
sem, igy nem lesz fixpontja egyik nemtrividlis p szénak sem, igy p # e. Azaz ¢ és ¢
szabad részcsoportot generalnak SO(3)-ban. O

Most mar minden algebrai eszkéz megvan ahhoz, hogy bebizonyitsuk a tételt.

3.2.4. A Hausdorff paradoxon

A kovetkezd fontos 1épés a Hausdorff paradoxon bizonyitasa.

3.2.20. Tétel. Létezik olyan D C S? megszdmldlhatd, hogy S*\ D egy SO(3)-paradox

halmaz.

Bizonyitas. Vegytink kettd, origét tartalmazd, egymasra tengely korili arcsin(3/5) sz6-
gli forgatast. Az ezek altal generdlt SO(3)-beli, masodrangt szabad csoporttal izomorf
részcsoport legyen G. Ezutdn D legyen azon x pontok halmaza, melyekre valamelyik e #
= g € G-re gr = x. Linedris algebrabdl tudjuk, hogy R3-ben két tetszSleges, origbt
tartalmazé tengely koriili forgatas kompozicidja mindig forgatas. Ezért a csoport minden
eleme csak két pontot hagy fixen, a forgatas tengelyének kettd metszéspontjit S2-vel, és

mivel Fo megszamlalhato, igy D is.

3.2.21. Allitas. Az S?\ D halmazon szabadon hat G.

13



Bizonyitas. Vegyiink tetszéleges z € S? \ D-t. Az kell, hogy G béarmely két kiilénboz6
g, h elemére kiilonbozik gz és hx. Legyen g, h € G, gr = hx. Ekkor x = g 'hz, és mivel
x nincs benne D-ben, g~'h = 1, azaz g = h. Vagyis G szabadon hat S?\ D-n. gy [3.2.17
Allitas szerint S? egy SO(3)-paradox halmaz. O

Ezzel a Hausdorff paradoxont bizonyitottuk.

3.2.22. Megjegyzés. Mivel a kivalasztasi axiomat hasznaltuk, ezért valojaban nem tud-

ni, hogyan is néznek ki ezek a halmazok. Csak azt mutattuk meg, hogy léteznek.

3.2.5. Egymasba darabolhatésag

Ami még hatramaradt az az, hogy a kihagyott pontokat is meg kellene duplazni valahogy,
majd az ekkor mar az egész gombfelszinen értelmezett paradoxont ki kell terjeszteni a

zart gombre. Ehhez azonban sziikség van tovabbi fogalmakra.

3.2.23. Definicié. Legyen A, B C X, és tegyiik fel, hogy a G csoport hat X-en. Az A és B
halmazok G-egymasba darabolhatoak, ha létezik n € N, Ay,..., A, C A, és By,...,B, C
C B 1gy, hogy A = ||, Ai;;, B = LU}, B;, tovabba létezik g1,...,g, € G, gy, hogy
minden i-re g; - A; = B;. Jelolés: A =B

3.2.24. Megjegyzés. Ez egy reflexiv és szimmetrikus relacié.

3.2.25. Definicié. Legyen A, B C X. Az A halmaz G-darabolhat6 B-be, ha létezik B’ C
C B, ugy hogy A =5B’. Jelolés: A <5 B

3.2.26. Allitas. A <g reldcié tranzitiv.

Bizonyitas. Legyen A <¢ B és B <¢ C. Ekkor léteznek Aq,..., A, C A paronként

diszjunkt halmazok, és léteznek By, ..., By C B paronként diszjunkt halmazok, tovabba
léteznek ¢1,...,9n, 1, ..., hx € G, hogy ', g;- Ai C B és |_|§:1 h; - B; C C. Legyen
Aij=g7" (BjNgi- Ay). Ekkor U, hyg; - Aij C C, tehat A ¢ C. O

3.2.27. Tétel. Hao A X¢ B és B K¢ A, akkor A = ¢B.

Bizonyitas. Legyen f: A — B az a fiiggvény, melyre f|a, = gi, és ¢ : B — A az, melyre
g|s, = hj, ahol A;, Bj, g; és h; a definicioban szerepld részhalmazok és csoportelemek. Ek-
kor fel lehet osztani A-t hdrom részre: az egyik {x € A| ¢(f(x)) = x}. Ezt a részhalmazt
jelolje ar. Tehat ezen a részhalmazon és f szerinti képén f és ¢ egymas inverzei. Az A
halmaz maradék pontjai vagy kiviil esnek ¢ képterén, vagy ¢ szerinti 6sképiik és f szerinti
képiik nem egyezik meg. Legyen C = {a € A | #b € B : a = ¢(b)}. A mésodik rész, (as)
azon elemei A-nak, melyek elérhet6k C-bél f-et és ¢-t hasznélva. Azaz ap = {z € A|Tn €
eENyeC:x=(pof)"(y)}. A harmadik rész: a3 = A\ (cqUaw). Az F : A — B

fiiggvény legyen ay-en és ap-n f, ag-on pedig ¢~ 1.
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Kell: F' jol definialt, egy bijekcié A és B kozott, tovabba létezik A-nak olyan particidja,
hogy mindegyik darabon egy G beli elemmel reprezentalhatd, hiszen ekkor lesz A = ¢ B.
F jol definidlt és bijekcio: o o pontjainak képét f egyértelmiien megadja, és mivel ag C
C A\ C, mindegyik a3 beli pontnak van egyértelmli ¢ szerinti &se. Ahhoz, hogy az F
figgvény bijektiv legyen, sziikséges hogy injektiv és sziirjektiv legyen. Az injektivitas csak
akkor romolhat el, ha létezik x € o,y € az, hogy f(z) = ¢ (y), hiszen az egyes hal-
mazokon belil f és ¢ injektivitasa miatt nem lehet nem injektiv F'. Az «; halmazon és
képén pedig f és ¢ egymas inverzei, tehat csak ezt a két fiiggvényt haszndlva nem lehet
A maésik pontjaiba eljutni, tehdt B\ f(«q) pontjaiba se.

Nézziik ezt a konkrét z-et és y-t. f(x) = ¢~ (y) miatt y = ¢(f(x)), tehdt y € s, ellent-
mondas.

A sziirjektivitdshoz vegyiink tetszéleges b € B-t. Tegytk fel, hogy b ¢ f(a1 U ay). Ekkor
az kell, hogy ¢(b) € as. Ha ¢(b) = a € ay, akkor b = f(a) tehdt b € f(«ay), ez a feltevés
miatt nem lehet. Ha ¢(b) = a € aw, az azt jelenti, hogy a megkaphaté f és ¢ hasznédlatéval
C-bdl, vagyis a = (¢ o f)"(y),y € C. Ekkor a nem lehet C-ben, mert akkor nem lenne ¢
szerinti 6se. Fz azt jelenti, hogy létezik = € as, hogy a = ¢(f(x)), tehat ¢ injektivitdsa
miatt b = f(z), ahol z € ay, ami ellentmond a feltevésiinknek. Tehat ¢(b) € ag, vagyis b
egy ag beli elem ¢ szerinti 6se, azaz F' szerinti képe.

Ezzel belattuk, hogy F' egy bijekcié A és B kozott.

Létezik A-nak olyan particidja, hogy F mindegyik darabon egy G beli elemmel reprezentdl-
haté: F
Tovabba az = |_|;?:1 h; - (F(as) N Bj), és a diszjunkt unié j-edik tagjan F' reprezental-

A;n(a1Uas) Teprezentalhaté az eredeti g; csoportelemmel.

hato hj_l—zel. Ezzel megadtunk A-ra egy particiét, melynek minden tagjan F' fiiggvény

megegyezik valamelyik g € G elem hatasaval a részhalmazon, tehat A = ¢ B. O]
3.2.28. Allitas. A = ¢ reldcid tranzitiv, ezért ekvivalenciareldcid.

Bizonyitas. Legyen A = B = ¢C. Ekkor A ¢ B <¢ C és C <¢ B <¢ A, tovabba
< tranzitivitdsa miatt A <g C és C ¢ A. A [3.2.27] Tétel miatt ennyi elég az allitds
bizonyitasahoz, azaz A = C, tehat a relaci6 tranzitiv. O
Az, hogy az egymasba darabolhatésagnak mi koze van a Banach-Tarski paradoxonhoz és

miért kellett ez a hossza bizonyitas, az az alabbi tételbdl dertl ki.
3.2.29. Tétel. Hao A = B és A G-paradoz, akkor B is G-paradoz.

Bizonyitas. Elég = 4 relacid tranzitivitasat felhasznalni. Ha a paradox tulajdonsag defi-

« /e

Al,AQ CA l:lgy, hOgy Al N A2 = @ és A1 = GAZ = GA'
A tétel feltételei szerint A; N Ay = 0 és Ay = Ay = A = ¢B. Tudjuk, hogy létezik
olyan Cy,...,C,, € A, hogy | [, C; = A és go,..., g, € G, hogy ||l g; - C; = B. Legyen
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Bj = LI?:() g; - (Cz N Aj), ahol j = 1,2 Ekkor Al = GBl és Ag = GBQ, tehat
B = GA = GAl = GAQ = GBl = GBQ.
fgy létezik By, By C B, BiNBy = () és B; = @B = By, azaz B egy G-paradox halmaz. [J

3.2.30. Megjegyzés. A tételbdl kovetkezik, hogy nem kell megadnunk S2-nek a pontos
szétdaraboldsat még annyira se, mint S?\ D-nek, ahhoz hogy megmutassuk, hogy S? egy

SO(3)-paradox halmaz. Elég azt megmutatni, hogy S* \ D = g0(3)5°.

3.2.31. Allitas. Legyen G eqy csoport. Az aldbbi két dllitds ekvivalens:
1. Létezik Ay, Ay C G gy, hogy Ay N Ay =0, A = gA = GA,.
2. Létezik Ay, Ay C G gy, hogy AyNAy =0, A1 = A=Ay, és A{UA, = A.

Bizonyitas. (1) = (2): Legyen A;, Ay C G agy, hogy Ay N Ay = 0, A; = gA = ¢A,.
Ekkor A ¢ A\ Ay és A\ A1 <S¢ A, ezért Ay = A=A\ Al

A mésik irdny nyilvanvalo. [l

3.2.6. A gyenge Banach-Tarski paradoxon bizonyitasa
Az €l6z8 tétel szerint elég megmutatni, hogy S? \ D = s0(3)5%.
3.2.32. Allitas. S?\ D = g0(3)S>

Bizonyitas. Tudjuk, hogy D megszamlalhato, tehat taldlhato a gombfelszinen két atel-
lenes pont ugy, hogy egyik sem D beli. Valasszunk egy ilyen pontpar altal meghatarozott
tengelyt, és akoriil vegyiink egy olyan ¢ forgatast, hogy minden n € Ny g-ra és minden = €
€ D-re ¢"(x) ¢ D. Ilyen szogii forgatas létezik, mert D megszamlalhaté, tehat mindegyik
elemére megszamlalhato szog van, amelyik D-beli elembe forgatja, mert a forgatasnak
nincs d-beli fixpontja. Mindegyik ilyen "rossz" szogl forgatas csak megszamlalhaté darab

forgatasnak lesz a valahanyadik iteraltja, és megszamlalhato elemre kell ezeket a "rossz'
szogl forgatasokat kidobni az 0sszesbol. Tovabba Ny - Ng - Xg még mindig megszamlalhato,
tehat lesz egy olyan ¢ forgatas, amelyre ¢"(D) N D = () minden n € N-re.

Vegytiik a D* = |2, ¢™(D) halmazt. Ekkor ¢(D*) = U2, ¢™(D) = D*\ D.

fgy mar minden adott ahhoz, hogy megmutassuk, hogy S2 \ D = s0(3)5*. Hiszen
S? =82\ D*UD* és S*\ D*U¢(D*) = (S*\ D*) U (D*\ D) = S*\ D.

Tehat S?\ D és S? egymasba darabolhatéak, tehat S? egy SO(3)-paradox halmaz. [
Innentol annyi a feladat, hogy a gombfelszinen levé paradoxont kiterjessziikk az egész
egységgombre. A D3\ {0} halmaz felirhaté {(x,7) : = € S?,0 < r < 1} alakban. Ekkor
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a paradoxont ki lehet terjeszteni az egységgdmbre tigy, hogy ugyanazt csinaljuk, mint S?
esetén, csak x pontok helyett {(z,7) : 0 < R < 1} halmazokkal. Mivel csak forgatdsokkal
dolgoztunk, a kiilénb6z8 sugari gombrétegeket lehet egyszerre kezelni. Igy mar csak az
origd marad ki, és arra pontosan ugyanazzal a triikkel terjesztjiik ki a paradoxont, mint
S%\ D-r8l S?-re.

3.2.33. Allitas. D\ {0} = reoms)D?
1
39
tengellyel parhuzamos egyenes koriili 1 szogl forgatast. Nevezziik el ezt 1-nek. Mivel 1
m-hez képest irraciondlis, minden 0 # n € N esetén ¢"(0) # 0. Legyen H = ;2 %" (0).
Ekkor ¢)(H) = H \ {0} tehat

Bizonyitas. Vélasszuk ki az (3,0,0) pontot, és az azon a ponton keresztil haladé, z

D* = (DP\ H)U H és (D*\ H) Uy(H) = D*\ {0}.

Vagyis D? \ {0} = D?, azaz D? egy Isom(R3)-paradox halmaz.

Ezzel a Banach-Tarski paradoxon gyenge verzidjat belattuk. O

3.2.7. Az er6s Banach-Tarski paradoxon bizonyitasa

Ha a tételt kicsit atfogalmazzuk, azt allitjuk, hogy ha H és K korlatosak és belsejiik
nemtires, akkor egymasba darabolhatdak. A [3.2.27] Tételt most fogjuk felhasznélni, mert
sokkal konnyebb H <isom(rs) K-t bizonyitani, mint H = 4o sy K-t.

3.2.34. Allitas. Ha H, K C R3, H korldtos és K nemiires belsejé, akkor H <tsom(r3) K.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy K belseje nem iires, tehat létezik egy valamekkora sugaru B
nyilt gomb K-ban. Vegyiik B elég sok, de véges sok példanyat, annyit, hogy a példanyokat
megfelel6en eltolva befedjék a H-t tartalmazo nyilt By gobmbot. Ilyen B, 1étezik, hiszen H
korlatos. Vagyis H C By C U, By,, ahol B, gombok sugara megegyezik B; sugaraval,
kozéppontjaikat pedig ugy valasztjuk, hogy a fenti tartalmazas bekovetkezzen. Mivel egy
gomb és két gomb egymaésba darabolhatéak, egy gémb és tetszoleges véges sok gomb
is egymdsba darabolhatéak. Azaz B = 1omms) iz, B1. Bar a fenti UjL, B, halmazban
az unié tagjai nem diszjunktak, vélaszthatok B;. C Bi, halmazok gy, hogy UL, B, =
= iz, By, Az 1j halmazokat gy kapjuk, hogy barmely = pontra kivalasztjuk a legkisebb
sorszami halmazt, amelynek eleme, és a tobbibdl kidobjuk. Azaz B, = {z : v € By,,Vj <
< i, ¢ By, }. Ha ekkor az eredeti diszjunkt uniénal haszndlt atdaraboldst elvégezzilk,
akkor a végén megkapjuk By egy részhalmazdt. Ezek szerint H C By C UL B1, <tsom(r3)
By C K. Mivel C C D-bél kovetkezik, hogy C <¢ D, és < relacio tranzitlv, H <rsom(®s)
K.

Az allitas szerint a tételben szereplé H, K halmazokra, mivel mindketto nemitres belsejli
és korlatos, H Sisom®s) K €8 K <isomms) H, azaz H = gomws) K.

Ezzel a Banach-Tarski paradoxon erés verzi6jat is belattuk. n
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4. Miért nem lehet aranyat sokszorozni a Banach-Tarski

paradoxon segitségével ?

4.1. A hasznalt halmazok a fizikai valésagban nem léteznek

A valdsagban a gombok nem feleltethetok meg a matematikai gomboknek, hiszen folyto-
nosan, azaz kontinuum sok ponttal modelleziink egy alapvetoen mashogy felépiil6 targyat.
A vilag atomokbdl épiil fel, minden test véges sokbdl. Mivel kivalasztasi axioméval dolgo-
zunk, az atomoknal kisebb méretekig el kell jutni. fgy eljutunk a kvantumfizika szamomra
kevéssé ismert teriiletére. Az pedig, hogy egy elektron valdszintiségi mezejét hogyan da-
raboljuk fel, nem beszélve az atomok kozti "lires" térrol egy teljesen mas téma, és boven
tilmutat e dolgozat keretein.

Még fontos megemliteni, hogy a valésagban nincsenek nem mérhetd targyak, hiszen egy
egyszeri, megfeleléen elég pontos mérleg megmondja egy targy tomegét, vizbe eresztve
lehet vizkiszoritassal térfogatot mérni, stb. A kivalasztasi axiéma gyakorlatban valé fel-
hasznalasa szintén egy elég érdekes kérdés, hiszen kontinuum sok halmazbdl kell pontosan

egy elemet kivenni.

4.2. Problémak a forgatassal

A matematikai forgatas az egy fiiggvény, amely egy "igazi" forgatas kezdé és végallapotat
tarolja. Azzal egyaltalan nem foglalkozik, hogy ha forgatunk valamit, a kozbiilsé allapoto-
kon is at kell haladni. A paradoxon akkor is fennall, hogy ha megkdveteljiik, hogy minden
darab atmenjen a kozbiils6 dllapotokon, gy, hogy minden idépontban diszjunktak legye-
nek, bar itt se forgatunk, csak tigy mozgatjuk a darabokat, hogy a végpont a forgatas
végpontja legyen. [3]

Es ha ezeken a problémakat figyelmen kiviil hgyjuk, még valahogyan meg kell "fogni'
ezeket a halmazokat, ahhoz hogy elforgathassuk Oket.

5. Néhany gondolat a kivalasztasi axiomaradl

Sok matematikus gy gondolta, hogy mivel a kivalasztasi axiéma (AC) nélkil nem igaz
a Banach-Tarski paradoxon, ezért a halmazelmélet axiomaibdl ki kell venni a kivalasztasi
axiomat, hiszen a hasznalataval ilyen, intuiciénak teljesen ellentmondé eredményeket lehet
kapni. Ezért gy gondoltam, hogy illene néhény érvet felsorakoztatni amellett, hogy a AC
napjainkban széles korben elfogadott.

A kivalasztasi axioma annyira intuitiv, hogy megfogalmazasa el6tt minden matematikus

hasznalta, mert helyessége mindenki szamara annyira nyilvanval6 volt, hogy hasznalata
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fel sem tint. Az axidéméaval szkeptikus matematikusok csak a pontos megfogalmazas utdn
tintek fel, amikor az AC-t elkezdték mélyebben kutatni, és a Banach-Tarski paradoxonhoz

hasonlé intuicionak ellentmondé eredmények sziilettek.

5.1. Algebrai indokok

Mivel a Zorn-lemmardél fog szolni az alabbi szakasz, be kell vezetni néhany definiciot, és

a lemmat is ki kell mondani.

5.1.1. Definicié. Legyen X egy halmaz, < pedig egy kétvaltozos relacio. Ekkor < egy

részbenrendezés, ha az alabbiak igazak
—VYa € X, a<£ a, azaz irreflexiv,
- Va,be X, a <b= b« a, azaz asszimetrikus,
—VYa,b,ce X, a<b, b<c= a< c,azaz tranzitiv.

Amennyiben < trichotém, vagyis minden a,b € X esetén a = b,a < b és b < a kozil
pontosan egy teljestil, tehat barmely két elem Osszehasonlithat6, akkor < egy rendezés.
Jelolés: (X,<). Ekkor az (X,<) part (részben)rendezett halmaznak nevezziik.

5.1.2. Definicié. Legyen (X, <) egy részbenrendezett halmaz. Ekkor lancnak neveziink

egy Y C X részhalmazt, ha Y-ra megszoritva a részbenrendezést egy rendezést kapunk.

5.1.3. Definicié. Legyen (X,<) egy részbenrendezett halmaz és Y C X. Ekkor egy
a € X elem fels6 korlatja Y-nak, ha barmely b € Y esetén b < a. Egy a € X elem
maximalis eleme X-nek, ha nem létezik ¢ € X 1ugy, hogy a < c. Szemléletesen a felso
korlat mindennél nagyobb, a maximalis elemnél pedig nincs nagyobb. Az, hogy egy elem

maximalis egy formalisan gyengébb tulajdonség.
Most mar készen allunk a Zorn-lemma kimondasara.

5.1.4. Tétel. Ha egy (X, <) részben rendezett halmazban minden ldncnak van felsé kor-

latja, akkor X -nek van mazximdlis eleme.

Halmazelméletbol ismert, hogy a halmazelmélet tobbi axiomaja mellett a kivalasztasi axi-
6ma és a Zorn-lemma ekvivalensek. Zorn-lemma nélkiil pedig nincsen minden vektortérnek
bazisa. A véges dimenziés vektortereknek kivalasztasi axiéma nélkiil is van béazisuk, de
végtelen dimenzional a bizonyitas Zorn-lemmat hasznal. Sot, a kivalasztasi axioma nélkiil
létezik olyan vektortér, amelynek van kettd, kiulénboz6 szamossagu bazisa [4].

A kivalasztasi axioma nélkil halmazok szamossdgarél nem lehet beszélni, hiszen amiatt
van bijekcié barmely halmazbol valamelyik rendszdamba. Az axioma nélkiil a szamossagok

elmélete, és emiatt az egész halmazelmélet alapjaiban megvaltozik.
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5.2. Egyéb végtelen "paradoxonok”

Aki matematikaval foglalkozik, hallott mar a végtelen szalloda paradoxonjairdl. Ha egy
végtelen szobas szalloda tele van, és a szomszédos, végtelen emeletes, mindegyik emele-
ten végtelen szobas szalloda leég, az Osszes vendég elfér az eredeti szalloddban. Persze ez
csak a halmazelméleti N2 = R azonossag elmesélve szalloddkkal, de els§ halldsra a mate-
matikdban jaratlannak ugyanolyan hihetetlen és paradox, mint egy gémb megduplazésa.
A Banach-Tarski paradoxon azért tinhet jobban paradoxonnak, mert gémbo6t minden-
ki latott mar, végtelen szobas szallodat pedig nem. Viszont mindketté paradoxonnak a
végtelen az oka. A szalloddk végtelen férGhelye, és a haromdimenzios tér végtelen sok,
végtelen kicsi pontja.

Megemlitheté még a bizonyitasban tobbszor is hasznalt (példaul Allités bizonyita-
sa) olyan halmaz, amelyet egy megfeleld szoggel elforgatva egy valodi részhalmazat kapjuk
eredményiil, azaz egy forgatdstol "kisebb" lesz. Ide tartozik tovabba a bevezetoben emlitett

Akhilleusz és teknés probléma.

5.3. A Banach-Tarski paradoxon alacsonyabb dimenziéban nem
igaz

5.3.1. Definicié. Egy G csoport amenabilis, ha 1étezik rajta egy végesen additiv, a cso-
portbeli szorzasra invarians p valészintiségi mérték. Azaz barmely diszjunkt A, B C G és
g € G esetén p(AUB) = u(A) + u(B), u(G) =1 tovabba u(gA) = p(A).

5.3.2. Megjegyzés. Lathato, hogy amendbilis csoport nem lehet paradox, hiszen egy
G csoport paradox felbontdsa megmutatja, hogy nincs a csoporton ilyen valdszintiségi
mérték, mert 2 # 1.

Egy kicsit ironikus, de az axidéma, ami lehetové teszi hdrom és magasabb dimenzioban a
paradoxont, megakadalyozza azt kett6 és egy dimenzidban. A kommutativ csoportok mind
amenabilisek, amely kizarja azt, hogy paradoxak legyenek, és a bizonyitas hasznélja AC-t,
bar egy picit gyengébb axiéma is elég ehhez az eredményhez. Ismert, hogy Z? és SO(2)
csoportok kommutativak, ezért Isom(R?) is amendbilis, igy a Banach-Tarski paradoxon

nem igaz a sikon.
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6. Banach-Tarski paradoxon magasabb dimenziés és

hiperbolikus tereken

6.1. Legalabb haromdimenzios terek
6.1.1. Euklideszi terek

A gyenge- és er6s Banach-Tarski paradoxon magasabb dimenziéban is igaz.

6.1.1. Tétel. Legyen 3 < n. Ekkor D" = 14w D" UD", azaz az n-dimenzios gomb felda-
rabolhato véges sok darabra gy, hogy azokbol eltolisokkal és forgatdisokkal rekonstrudlhato

az eredeti gomb két példanyban.

6.1.2. Tétel. Legyen tovabbra is 3 < n. Ekkor barmely A, B C R" korldtos és nemiires

belsejii halmazokra A = 1som@n) B.

Bizonyitas. A tételt indukcidval bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy n > 3 és minden 3 <1 <n
esetén igaz mindketto tétel.

Ekkor vegyiik D"~! egységgombot, és egy paradox felbontasat. A részhalmazokat jelolje
Ap, ..., Ax, a csoportelemeket g, ..., gr € Isom(R"™!). Ekkor vegyiik R"™-ben a K =
= D" ! x [0,1] halmazt. Legyen A, = A; x [0,1], és ¢} az elsé (n — 1) koordinatdra
hasson tgy, mint g¢;, az utols6 koordinatat pedig hagyja fixen. Ekkor az A; halmazok
és ¢, izometridk K halmaz egy paradox felbontasa, hiszen minden rétegben egyszerre
megcsindlja az eredeti daraboldst. Ekkor a mar kordbban létott médon Allit4s) be
lehet bizonyitani a tétel eros verzidjat, felhasznalva, hogy minden géomb belsejébe belefér
egy kell6en kicsi henger, és barmely hengerbe belefér egy megfelel6 sugara gomb. A tétel

er6s verzidjabol kovetkezik a gyenge verzid. m

6.1.2. Legaldbb haromdimenzids hiperbolikus terek

El6szor definialjuk a hiperbolikus teret, és a definicidhoz sziikséges fogalmakat.

6.1.3. Definicié. Az n-dimenzios hiperbolikus tér az egyetlen olyan n-dimenziés egysze-

resen Osszefliggd konstans —1 szakaszgorbiiletli Riemann-sokasag (n > 2). Jelolés: H™.

A Riemann-sokasagok szakaszgorbiilete messze tilmutat ezen dolgozat keretein, azt az
intuiciét fogja meg és altalanositja magasabb dimenzidban, hogy kiilénb6z6 sugaru gom-
bok gorbiiletének a nagysaga mas, és hogy egy tszégumi a belsé vonalan mashogy gorbiil,

mint egy goémb. [5]

6.1.4. Definicid. Legyen X halmaz és 7 C Z(X). Ekkor az (X, 7) par topologikus tér,
ha az alabbiak teljesiilnek:
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-0, X er,
— ha A, B € 7, akkor AN B € 7, azaz 7 zart a véges metszetre,
— ha a C 7, akkor Upe, A € T, azaz 7 zart az uniora.

Ekkor 7 elemeit X nyilt halmazainak nevezziik.

6.1.5. Megjegyzés. Ha (X, d) egy metrikus tér, akkor a metrika automatikusan generdl
egy topoldgiat. Egy A C X halmaz akkor nyilt, ha minden x € A esetén létezik € > 0
tgy, hogy B(z,¢€) C A.

Néhéany példa topologikus terekre:

— R™ a szokasos metrikaval,

— a folytonos [0,1] — R fiiggvények, ahol d(f,g) = sup|f — g| vagy ¢/fy |f — gl?,
ahol p > 1,

— tetszoleges X halmaz, ahol minden Y C X halmaz nyilt.

6.1.6. Definicié. Legyen (X, 1) és (Y, 1) két topologikus tér. Ekkor egy f: X — Y
fiiggvény folytonos ha nyilt halmaz &sképe nyilt, azaz ha A € 15 akkor f~1(A) € 7q.
Amennyiben f bijektiv, és az inverze is folytonos, akkor f egy homeomorfizmus. Ha X és

Y kozott van homeomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy homeomorfak. Jelolés: X =Y.

Az egyszeres Osszefiiggoség fogalma terjedelmi okokbdl nem fér bele ebbe a dolgozatba.
Egy topologikus tér akkor egyszeresen Osszefiiggd, ha a fundamentdlis csoportja a tri-
vialis csoport. Intuitiven ez azt jelenti, hogy nincs olyan lyuk a téren, amelyre ra lehet
akasztani egy olyan hurkot, amelyet nem lehet fokozatosan 6sszehtizni. Példaul a korvonal
nem egyszeresen Osszefiiggod, hiszen ha egyszer korbemegyiink a kérvonal mentén, akkor
megkeriiltiink egy lyukat. A gombfelszin viszont egyszeresen Osszefliggd, mert akarhogy

tesziink ré egy hurkot, azt a gdmbfelszin mentén "le lehet hizni". [6]

6.1.7. Definicié. Egy (X, 7) topologikus tér Hausdorff, ha barmely két x,y € X pontra
léteznek A és B nyilt halmazok, gy, hogy x € A, y € B és AN B = (.

6.1.8. Definicié. Legyen (X, 7) egy topologikus tér, Ekkor 4 C 7 a topolégia egy bézisa,
ha tetszéleges A € 7 eléall # beli nyilt halmazok unidjaként.

6.1.9. Definicié. Egy (X, 7) topologikus tér M,, ha 7-nak létezik megszamlalhat6 béazisa.

6.1.10. Definicié. Az (X, 1) topologikus tér egy n-dimenzids sokasag, ha Hausdorff, M,
és minden x € X-re létezik egy x € A nyilt halmaz tgy, hogy A homeomorf R" egy nyilt

részhalmazaval.

22



Az X egy sima sokasag, ha ezek az A, nyilt halmazok és ¢4, homeomorfizmusok valaszt-
haték gy, hogy ha A, N Ay # (), akkor az ¢y 0 ¢7' ¢ fi(A; N Ay) — R™ egy sima valds

fiiggvény. A ¢4, homeomorfizmusokat térképeknek nevezziik.

Az tszégumi felszine, vagy éppen a géombfelszin kétdimenzios sokasdgok. Az n-dimenzios
sokasag ezeknek a feliileteknek az altalanositasa més dimenziéban. Megkoveteljiik, hogy a
sokasag minden pontja koriil igy néz ki, mint az n-dimenziés tér, ahogyan a gémb alakt
fold is a mindennapi életben rengeteg szempontbdl olyan, mintha sik lenne. A Hausdorff
és M, tulajdonsag azért kell, mert nélkiiliilk nagyon furcsa terek is sokasagok lennének.
Egy sokasag az egyértelmi konvergencia miatt kell Hausdorff legyen, az M, tulajdonsag

azért kell, mert ilyenkor gyakran metrizalhato.

6.1.11. Definicié. Legyen X egy sima sokasag, egy adott xo € X pont esetén X-nek az
x beli érintbtere v : (—¢, ) — X,7(0) = zo sima gorbék ekvivalenciaosztélyai, ahol
és 7 gorbék ekvivalensek, ha tetszéleges f térképre (f o~)'(0) = (f o5)'(0) olyan f-ekre,
melyekre a kompozicié értelmes a 0 egy kis kornyezetében.

6.1.12. Definicié. Egy X sima sokasag egy Riemann-sokasiag, ha minden x € X pontra
az x-beli érintétéren van egy pozitiv definit bilinearis forma, amely folytonosan fligg z-tol.
Azaz a sokasag barmely pontjabodl indulé barmely két érintovektort 6ssze tudjuk szorozni

skalarisan.

6.1.13. Megjegyzés. Egy X Riemann sokasdg mindig egy metrikus tér is, ahol jelolje
G, az x pontbeli érintétéren definialt skalaris szorzast. Ekkor barmely z,y € X esetén
d(z,y) = inf{fy \/Gm(fy’(x),fy’(a:))dx} ahol 7 : [0,1] — X sima gorbe és v(0) = z,

(1) =v.

Mivel a hiperbolikus tér fenti definicidja elég absztrakt, a tér geometriai tulajdonsagait
kiilénb6z6 modelleken szoktak vizsgalni. Jol érzékelteti a definicié hidnyossagait az, hogy
ha a gorbiiletet nullara illetve egyre cserélnénk, az euklideszi teret illetve a gdmbfelszint
kapnank. A hiperbolikus tér egy modellje R™ egy nyilt részhalmaza, ellatva a megfelelo

tulajdonsagi metrikaval.

— A hiperbolikus tér Poincaré-féle gombmodellje az R™ beli nyilt egységgomb, az x =

= (z1,...,z,) pontbeliv = (vy,...,v,),w = (wy,...,w,) vektorok skaldris szorzata
Dy Viw;

(1= X7, 7)?

és osztva x pontnak a gombfelszintdl vett euklideszi tavolsagnégyzetével.

pedig 4 . Ez a klasszikus euklideszi skalaris szorzat, szorozva néggyel

— A felsé féltér modell elemei az olyan = = (z1,...,x,) € R" pontok, melyekre z,, >
v
> 0. Egy ilyen x pontban v és w vektorok skaldrszorzata % Ez a metrika
x

is az euklideszi elosztva egy x-t0l fiiggd értékkel. Mindkét modellen szorzunk egy
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x-t0l fiiggetlen konstanssal, majd osztunk x-nek a modell hataratol vett euklideszi

tavolsaganak négyzetével.

6.1.14. Megjegyzés. Vektorok bezart szoge mindkettéo modellen ugyanannyi valos és
<V,W > Rrn . < U,W > gn

hiperbolikus esetben, hiszen = .
|v]Rn [w]Rn |v]En [0 e

6.1.15. Tétel. A legalabb hdaromdimenzios hiperbolikus térben tetszdleges pont kérili eqy-

ségsugari gomb egy Isom(H™)-paradox halmaz.

Mivel H" izometridi egy joval gazdagabb csoportot alkotnak, mint az azonos dimenzi6ju
euklideszi tér izometridi, ezért a paradoxon hasonlé médon bizonyithato. [7]
Az érdekes eset a hiperbolikus sik, mert egy ottani egységsugari géomb paradox, mig az

R? beli nem paradox, hiszen SO(2) nem paradox csoport.

6.2. A hiperbolikus sik

Miel6tt ratériink a paradoxonra HZ2-en, vizsgaljuk meg kicsit részletesebben a hiperboli-
kus sik geometridajat. A matematikusokat sokdig nagyon érdekelte az a kérdés, hogy az
euklideszi sik tobbi axiomajabol le lehet-e vezetni az utolsét, a parhuzamossagi axiomat.
Ez az axiéma azt mondja, hogy egy e egyeneshez egy kiilsé p pontbol egyetlen parhu-
zamos, e-t nem metsz6 egyenes huzhatd. A kérdés megoldasa az, hogy nem lehet, ha a
parhuzamossagi axiémat kicseréljiik arra, hogy végtelen sok, az e egyenest nem metszo
p-t tartalmazd egyenes létezik, akkor a hiperbolikus sikot kapjuk. Ez a szemlélet sokkal
régebbi, mint a modellek, amiken manapsag vizsgaljuk H2-t. Mi is f6ként a korlap model-
len fogunk dolgozni, és nem az axiomatikus felépitésbol vezetiink le allitasokat.

Kétdimenzios esetben érdemes gy gondolni a pontokra, mint komplex szamokra. A koérlap
modell azért j6, mert szimmetrikus, és ezért sok tulajdonsag szépen lathato rajta. Ezzel

szemben a féltér modell elonye, hogy a képzetes tengelyen sokkal konnyebb szamolni. Egy

v? + 02
z = x+yi pontbeli v érintévektor hossznégyzete ekkor a korlap modellen ﬁ, a
v? + v} az+b

féltér modellen pedig . Az irdnyitdstart6 izometridk a fels6 féltéren ¢(z) =

2
alakuak, ahol a,b,c,d € R és ad — be = 1. [§]

cz+d
o S a by . -y
Figyeljik meg, hogy ekkor ¢ reprezentilhaté egy & = d) matrixszal, tovabba —
c

a b\ [z
—® és @ ugyanazt a leképezést reprezentalja. Vegyilik még észre, hogy ( d) (1> =
c

cz+d 1

egyenesen elhelyezkedé elemeit. Fontos megemliteni, hogy cz + d # 0, mert a —d/c alaki

az+b
b -
— (az + ) ~ | cz+d |, ha ekvivalensnek tekintjitk C? nem nulla, azonos komplex
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szamok tisztan valésak, ezért nem elemei a féltér modellnek. Igy a linedris algebrabdl ta-
nultak alapjan ¢ o¢ reprezentalé matrixa ¥-®. Azaz Isom . (H?) csoport izomorf PSL(2,R)

csoporttal.

A kérlap modellen ugyanezt a csoportot z — ¢z és a z — transzformaciok gene-

raljék, ahol 0 < o <27 és a € C,|a| < 1. [7]

Lathatd, hogy H? izometria-csoportja egy gazdagabb csoport, mint R%-¢, mert SO(2)-nél
sokkal bévebb SL(2,R), és PSL(2,R) tgy keletkezik SL(2,R)-bél, hogy —®-t azonosit-
juk ®-vel.

Mivel a bizonyitasban a korlap modellt fogjuk hasznalni, vizsgaljuk meg azt részlete-

az

a
sebben. Jelolje a z — — leképezést 7,. Nézziik meg, hogyan viszonyul egyméshoz
az

valés a esetén 7, és T,,. Megfigyelhetjiik, hogy €™7,(e™™z2) = it,(—iz) = Z,—@,.z—:—al =
—aiz
+1 1
= i —ial = Tia(2). Azaz a két leképezés majdnem ugyanigy hat, annyi kilénbséggel,
1az

hogy 7, vizszintesen, mig 7,; fiiggdlegesen.

6.2.1. Definicié. Egy hiperbolikus egyenes egy olyan v : R — H? ivhossz szerint
parametrizalt gorbe képe, mely barmely a,b € R pontok esetén d(v(a),v(b)) = I(7)|,
ahol ()% a v gorbe hossza a-tdl b-ig.

6.2.2. Definicié. Legyen L egy hiperbolikus egyenes, x € L egy pont. Ekkor az L egye-
nes z-re illeszkedd ekvidisztansa az az x-et tartalmazé Osszefliggd halmaz, mely minden

pontjanak tévolsdga L-t6l d(x, L).

6.2.3. Megjegyzés. Bar az euklideszi esetben az ekvidisztansok parhuzamos egyenesek,

hiperbolikus esetben az ekvidisztansok nem lesznek egyenesek.

Egy izometria minden egyenest egyenesbe, és egy L egyenestdl d tavolsagban futd ek-
vidisztanst L képétdl d tavolsagban futd ekvidisztansba visz. Ezen feliil a valds esethez
hasonléan két kiilonbo6z6 pont képe és az iranyitas egyértelmiien meghataroz egy ¢ izomet-
riat. Ebbol kovetkezik, hogy ha egy irdnyitastarté izometrianak legaldbb ketto fixpontja
van, akkor az az identitas.

A korlap modellen az egyenesek a modell atméréi, illetve a modell hatdrara mindkét
metszéspontban meroleges korvonalak. A féltér modellen a hiperbolikus egyenesek a va-
16s tengelyre mindkét pontban merdleges félkorivek, illetve a valds tengelyre merdleges
félegyenesek. A hiperbolikus korok ezen mindkét modellen valésan is korok, csak méds

kozépponttal és sugarral rendelkeznek.

6.2.4. Tétel. A hiperbolikus sik barmely két nemaires belsejii és korldtos részhalmaza egy-

mdsba darabolhatd, azaz ha A, B C H? nemiires és korldtos, akkor A = tsom(m2)B. [9

Bizonyitas. Nagyvonalakban hasonlit a bizonyitas a hdromdimenzios valos esetre. Meg-

keressiik azt a B halmazt, amely az egységgdmb helyét veszi at, és hozza a duplazashoz
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sziikséges szabad csoportot. Fontos kiilonbség azonban, hogy itt a szabad generatorok

nem izometriak, hanem B atdarabolasai sajat magaba.

El6szor megkeressiik a szabad csoport generatorait, megmutatjuk, hogy tényleg szabadon

generalnak, és hogy legfeljebb megszamlalhaté pont lehet fixpont, majd azt kiterjesztjitk

az egész B-re. Végiil a mar latott modszerrel bizonyitjuk az erds paradoxont a gyengébdl.
a+z

Jelolje a z — =15 leképezést tovabbra is 7.

6.2.5. Megjegyzés. Ha a # 0, akkor 7,-nak nincs fixpontja.

Ahogyan korabban, itt is azzal kezdjiik a bizonyitast, hogy keresiink egy Fa-vel izomorf
részesoportot Isom(H?)-ben. A késébbiekben ezeket a generdtorokat felhaszndlva taldljuk

meg a fent emlitett szabad részcsoportot generald atdarabolasokat.

6.2.6. Allitas. Ha Y2 < a < 1, akkor 7, és T, eqy szabad részcsoportot generdlnak

2
Isom(H?)-ben.

~i

4. dbra. A bizonyitasban szereplé halmazok [9]

Bizonyitas. Az abran lathaté Lo egyenes Li-nek 7, altali képe, ahol Lq-et gy vélasz-
tottuk, hogy a valds hossza ugyanakkora legyen, mint a képének a valés hossza, tovabba
mint euklideszi koriv, a kozéppontja tisztan valés. Ezt megtehetjiik, hiszen ha nem ugyan-
akkora a hosszuk, akkor lehet a kozéppont helyét valtoztatni, és ha L, valés hossza no,
Lo-¢é csokken. Hasonlban az L3 egyenest ugy valasztottuk, hogy mindez 7;,-ra legyen igaz,
és az euklideszi kozéppontja legyen tisztan képzetes. Mivel a > g, ezért ezek az egyene-

sek paronként diszjunktak. Legyenek az A, Ay, By, Bo, C' halmazok az dbran lathatéak.
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Ekkor k # 0 esetén 78(C'U B; U By) C A; U Ay és 75 (C U A} U Ay) € By U By. Ek-
kor vegyiink egy 7, és 7, transzformaciokbol all6 nemtrividlis redukalt w szot. Ekkor
w(C) C A1 U Ay U By U By. Ezt az allitast w hosszara vonatkozé indukcidval bizonyitjuk.
Mivel 7F(C') C A} U Ay és 75 (C) C By U By, ezért feltehetjiik, hogy w hossza legalabb
kettd. Ekkor w az els6 és utolsod karaktere alapjan négyféle lehet, tegyiik fel, hogy w =
= ot rPrplt Ekkor w' = 18 .. tPrrlrore igaz az allitds, azaz w'(C') C By U Ba.
Ekkor mivel 7*(C'U B; U By) C Ay U Ay, ezért 78w/ (C) C Ay U Ay. A mésik harom eset
hasonléan bizonyithaté. Azaz w(C) C Ay U Ay U By U Bs. O

6.2.7. Megjegyzés. Ezzel azt mar bebizonyitottuk, hogy a hiperbolikus sik paradox,
mert Fs szabadon hat rajta. A korabbiakhoz képest az a kiilonbség, hogy a valds téren
F, tigy hatott, hogy S? invaridns volt ra, azonban HZ2-ben nem invaridns egy korldtos
halmaz sem, hiszen lényegében eltoldsokkal hat Fs és nem forgatassal. Az alabbi részben

kidolgozzuk, hogyan lehet jol megvalasztott atdarabolasokra kicserélni a fenti két eltoldst.

Elsére talan nem nyilvanvalo a kovetkezo allitas szerepe, de a bizonyitas soran kulcs-
fontossagu lesz. Amikor a hiperbolikus gyenge Banach-Tarski paradoxon bizonyitasdhoz
konstrudljuk meg a szabadon general6 leképezéseket, ilyen alaktak lesznek a transzforma-

ciokbol képzett szavak.

6.2.8. Allitas. Azon (a,b) € (—1,1)% pontok halmaza teljes mértéki és rezidudlis, me-
lyekre igaz az alabbi:

Bdrmely olyan p; ;,q;; véges sorozatra, ahol 0 <1 <mn, j =12 ésn > 1, tovdabbda k > 0
esetén pr1 + pro 7 0 €s k < n esetén qp1 + qro # 0, az

f(z) = rPoagJotpro2pdo2 | pPapdnl b2 ing ()

fliigguény nem az identitds.

Bizonyitas. Rogzitsiik le a p; ;, ¢; ; sorozatot. Vizsgaljuk az f(0) = 0 egyenletet. Komplex
fiiggvénytanbdl tudjuk hogy linearis tortfliggvények kompoziciéja is linearis tortfiiggvény,
és mindegyik egyiitthat6 a és b egy polinomja. Igy az f(0) = 0 egy algebrai egyenlet. A
7.2.6 Allitas alapjan az a = b atlénak az {f(0) = 0} egy valodi részhalmaza, ezért az egész
(—1,1)% négyzetnek is valodi része. Mivel egy polinom nullhelye amennyiben nem az egész
tér, akkor egy nullmértékii és sehol sem siirti halmaz, tovabba {f(0) = 0} € {f = id}
igy rogzitett sorozatra igaz az allitas. Mivel megszamlalhato sok véges sorozat van, ezért
azon pontparok halmaza, melyekre nem igazak az allitas feltételei, nullmértékii és elso

kategorias. O

6.2.9. Megjegyzés. Egy halmaz akkor rezidudlis, ha a komplementere megkaphaté meg-
szamlalhatéan sok sehol sem stirti halmaz unidjaként. Ha egy halmaz rezidudlis, azt jelenti,

hogy topolédgiai értelemben nagy, mig a teljes mértékiiség azt jelenti, hogy a teriilete nagy.
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Mint a klasszikus, haromdimenzios esetben, itt is foglalkozni kell a lehetséges fixpontok-
kal. Az aldbbi &llitas a hiperbolikus megfelel6je annak, amikor a Hausdorff-paradoxont

kiterjesztettiik az egész gombfelszinre.

6.2.10. Allitas. Legyen A C H? nemiires belseji halmaz, és C C A megszdmldlhatd és
korldtos. Ekkor A = 1somm2)A\ C.

Bizonyitas. Mivel C' megszamlalhat6 és int(A) # (), ezért 1étezik egy r sugari nyilt
korlap B C int(A), melynek b kozéppontja nem esik C-be. Ekkor vegyiink egy C; C B
megszamlalhaté halmazt tgy, hogy b ¢ Cy, C1NC =0 és C\ B = omane)C1- Lyen Cy
létezik, hiszen mivel C' korlatos, lefedheté véges sok r/2 sugart gombbel, ezek legyenek
By, ... B,. Majd legyen D; = B;NC. Tovabba legyen CNB = Kj. Ekkor kontinuum sok 7,
eltolas esetén lesz 7,(Dy) C B, és mivel Dy és Ky megszamlalhaté, csak megszamlalhatod
eltolds esetén lesz 7,(Dy) N Ky nemiires, ezért 1étezik olyan ag, hogy 7,,(Do) N Ko = 0, és
legyen Ky = 7,,(Do) U Kp. Indukciéval latszik, hogy barmely i < n esetén létezik a; gy,
hogy 74, (Do) N K; = (). Legyen C; = |, 74, D;, a konstrukeié biztositja, hogy C; teljesiti
a feltételeket.

Ezutén legyen Cy = (C' N B) U C). Ekkor C' = 15om@m2)Ca. Legyen p egy olyan b korii-
li forgatds, hogy p"(Cy) N Cy = O minden 0 < n € N esetén. Ilyen létezik, mert Cj
megszamlalhatd. Mivel p(LI, p*(Cs)) = U2, p'(Ch), igy B\ Ca = 1som@uz) B. Ekkor

A= (A\B)UBElsom(H2)<A\B)U(B\CQ> :A\CQ
Mivel C' N CQ = @ és 02 = Isom(H2)C igy
A\C: (A\(CUCQ))UCQ EIsom(HQ)(A\(CUCQ))UC:A\CQ,

ezért A\ O = omm2)A \ C, azaz A = ommu2)A \ C. O
6.2.11. Allitas. Legyen G egy csoport, X egy halmaz és G ~ X. Tegyiik fel, hogy A C
CBCCCX ésA=sC. Ekkor A = B.

Bizonyitas. Mivel A C B, ezért A <g B. Tovabba B C C = A, azaz B <g A. Ekkor
Tétel szerint A = ¢ B. O
Most kovetkezik a legfontosabb allitds a [6.2.4] Tétel bizonyitdsahoz, lényegében a hiper-

bolikus sik gyenge Banach-Tarski paradoxona.

6.2.12. Tétel. Legyen € > 0. Ekkor létezik eqy nemiires belsejii D C H? halmaz tgy, hogy
D = yommeyD U D és D datmérdje legfeljebb c.
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5. dbra. A B halmaz [9]

Bizonyitas. Legyen B az[p] dbrén lathat6 halmaz, ahol a, 3,7 és § egy origd kozéppont,
kisebb, mint € &tmérdjii hiperbolikus négyzet négy csticsa. Viszont B oldalai nem a négyzet
oldalai, hanem a valos, illetve a képzetes tengellyel parhuzamos ekvidisztans szakaszok.
Tovabba legyenek [a, ) és [a,d) félig nyilt ekvidisztans szakaszok B-ben, [3,7] és [y, ]
zart ekvidisztans szakaszok pedig H? \ B-ben.

Ezutdn definidljuk a kovetkezd ¢ : B — B bijekci6t az aldbbi, [0} dbra alapjan.
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(a) A bizonyitasban szerepl6 halmaz és
pontok [9] (b) Az els§ eltolas

(e) A harmadik eltolas

6. 4bra. A halmazok és az eltolasok
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Legyen a B halmaz v oldalanak felez6pontja s, ekkor s egy tisztan valds szam. Ezen
felill legyenek u,v € R.g olyan szamok, hogy v < u < s. Ekkor legyenek a képzetes
tengely v-re, illetve —v-re illeszkedd ekvidisztansanak B oldalaival vald metszéspontjai a
abra alapjan n, o, illetve € és 7. A ¢ leképezés harom eltolasbol fog allni. Az Gsszes lent
szerepl6 halmaz jobbrol és feliilrol nyilt, balrdl és alulrdl zart, hasonléan B-hez. Legyen
az u; s szakasz képe a —s; —u szakasz. Ekkor a [, u,v és s altal meghatarozott nagyito

lencse alakt halmaz képe az a halmaz, amelyet az a, —s, § és —u pontok feszitenek ki (6b|

abra). Ez az eltolas a = esetén 7,. Tovabba az a, —s, 0, 0, négyszog képe legyen

+ us

S _—
az €, 7,7, s, 0 négyszog, ez 1,, b = 1 esetén és[6d| abra). Az utolsé eltolas képezze

YT ltolss. gy ¢ 4tdarabolja B-t
v

az n,o,v,u, 3 pontok kozotti kicsinyitd 1ljencse alaku halmazt az o, —u, d, 7, € altal feszitett
halmazba ébra). Az utolso leképezés a 7., ¢ =

onmagéba.

Most vegylik a valos tengely egy d tavolsagra fekvo L ekvidisztansat, majd paraméterezziik
az L gorbét ivhossz szerint. Jelolje a paraméterteret I és jelolje a megfelel6 metszéspontok
6sképeit a paramétertéren —s’, —u’, —v',v’, v’ és s’. Ekkor ¢ hat a paramétertéren is, gy,
hogy L(¢(x)) = ¢(L(x)). Ezt a hatédst le lehet irni a kovetkezé médon:

— ¢(x) =z + (s =), hax € [-5,0),

— ¢x) =2 — (V' +1), hax e v, ),

— ¢(x) =2 — (v + ), haz e, s).
6.2.13. Allitas. Bdrmely n € N és a paramétertér birmely x pontja esetén léteznek
ni,na € N egészek ugy, hogy n < ny +ng < 2n és ¢™(x) = x +ny(s' —v') —no(u' + &).

Bizonyitas. Ha a fenti hatast megvizsgaljuk, lathatjuk, hogy minden x € I esetén lé-
teznek kq, ko, ks € N gy, hogy k1 + ke + k3 = n és ¢"(z) = = + k(s — V') — k(v +
+u') — k3(u' + §). A konkrét értékek attodl fiiggenek, hogy x melyik fenti intervallumba

hanyszor kertil. Azonban ekkor
T+ k(s =) —ko(v + ') — k(v +8) =2+ (k1 + ko) (8" — V") — (ko + k3) (v + &)

és 0 < ky<n,azazn <ny+no =ky + ko + ko + k3 < 2n. O

!

6.2.14. Allitas. Ha Z//jrz/ irraciondlis, akkor minden x € I és k > 0 esetén ¢*(z) # x.

Bizonyitas. Az eléz6 4llitas miatt ha ¢F(z) = x, akkor ni(s’ — v') — na(v/ + ') = 0
P

Most mar csak uniformizalni kell a fenti allitasokat az egész B-re. Ehhez at fogunk térni

irraciondlis. O

valamilyen nq, ny egészekre, ami nem lehet, mert

egy kicsit a felsd féltér modellre, a szitkséges szamolasok ott sokkal konnyebbek.
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6.2.15. Allitas. Legyen L eqy hiperbolikus egyenes, .,y € L, e pedig eqy L-t6l d tdvol-
sagban futo ekvidisztans. Ekkor ha merdlegeseket bocsatunk L-re x-en és y-on keresztiil,

és a megfeleld metszéspontokat elnevezzik x'-nek és y'-nek, akkor li:(e) = coshd - d(z,y).

Bizonyitas. A féltér modellen fogunk szamolni. Feltehetjik, hogy L egyenes a képzetes
tengely, az x pont az ¢ komplex szam, és y = ki, ahol £ > 1, mert egy izometriaval
odavihetok. Ekkor egy d tavolsagban futé ekvidisztans egy valds tengellyel 8 szoget bezaro,
origdt tartalmazéd egyenes, tovabba x’ és i euklideszi tavolsaga az origdtol 1 és k. Tehat

avy:[1,k] — H2, ~(t) = (tcosh, tsinf) gorbe leirja e kérdéses darabjat. Igy

cos? f + sin’ 0 k 1 log k
Jl L dt = / \/ Ot — dt = —[log 1]* = 8%
/ 17 () e 2 sin? 0 1 tsm@ sme[og i sin 6

A 0 = 7 eset az, amikor d = 0, tehdt d(z,y) = k. Ezek szerint d(a',y') = 0
sin
Most mér csak a 0 és d kozotti osszefiiggést kell kiszdmolni. Legyen ¥ : [0, 1] — H?Z,

F(u) = (cosu,sinu), az z-et a’-vel 6sszekotd hiperbolikus egyenes egy darabja. Ekkor

™ 1 um 0
d=d ’:l*:/ du = |logtan —| = —logtan —.
(#,0) =1() = | < —du [ log 2}9 g tan 3
Azaz d = —log tan g, vagyis e~? = tan g, tovabba
1 sin? % + cos??  tanf +cot? el e
. 7 72 = 2 2 _ ¢+ = coshd.
sinf  2sin ? 5 COS 5 2 2
L1 .y
Tehat —— = coshd, vagyis I%,(e) = coshd - d(z,y). O
sin
Ezek szerint felirhatunk s — v és s — v/, vagy altalanosabban tetszoleges z,y € L esetén
r
x—y és ¥’ — 1y kozott egy egyszerii Osszefliggést, ' —y’ = cosh(d) - (r —vy). Azaz S/ n v/ =
u + s

_cosh(d)-(s—v)  s—wv
= cosh(d) (uts) uts
¢F-nak nincs fixpontja.

, tehat u és v megfelel6 valasztésa esetén barmely k > 0 esetén

Mivel a fenti allitasok igazak barmely d tavolsigban futd ekvidisztransra, ezért az egész
B halmazra igaz, hogy barmely k£ € N.( esetén minden x € B pontra valamilyen nj, no
szdmokra ¢*(x)-szel megegyezik n; darab eltolds cosh(d)(s — v)-vel, majd ny darab el-
tolds cosh(d)(—s — u)-val az ekvidisztans mentén. Mindegyik ekvidisztdns menti eltolds
az eredeti ¢ beli harom eltolas egyikének megfelel6je. Legyen ¢y = 7, és ¢o = 7, ahol

Y ésb= j a ¢ leképezés definiciéjanal levé harom értékbdl kettd. Ekkor

1—sv 14+ us’
mivel rogzitett n-re ny és ny is véges sok értéket vehet fel, ezért minden 0 < n € N esetén

S =

n ’” 7
s, = 1 gs>" megfeleld ny ; és ng

B feldarabolhat6 véges sok S; halmazra gy,
esetén. Ekkor ¢ és ¢ kommutalnak.

Ezutan valasszuk meg v-t és u-t agy, hogy a Allitas feltételeinek megfeleljen a és b,
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s—v
tovabba

irracionalis maradjon. Ilyen u és v 1étezik, hiszen mindkét feltételnek teljes
Lebesguequérstékﬁ halmaz felel meg.

Ezutéan valasszunk B egy hasonl6 ¢ atdarabolasat énmagaba tgy, hogy +m-vel elforgat-
juk az eléz6 abrat. Igy ¢ = T, 6s 1y = T3 ugyanarra az a,b valés szamparra. Ekkor
tetszoleges

O = Pt PP p £ 0, hak > 0,q0 #0, hal <n

leképezés esetén [6.2.13| Allitds miatt B feldarabolhaté véges sok S; részhalmazra gy, hogy
mindegyik S; halmazon felirhaté a ®

P1,1 P1,2 141,1 141,2 Pn,1 ;Pn,2 ;1 9n,1 | 4n,2
1 ¢2 1 2 (bl ¢2 1 2

alakban, megfeleld p; ;, ¢; ; egészekkel. Ekkor ® barmely S;-re megszoritva a Allit4s
szerint nem az identitas, azaz legfeljebb egy darab fixpontja lehet.

Ekkor ¢ és ¢ egy Fo masodrangi szabad csoportot general a B-t énmagaba atdarabold
leképezések csoportjaban. Legyen C' C B azon x pontok halmaza, melyekre létezik 1 #
— & € F, ugy, hogy ®(x) = . Igy Fy szabadon hat B\ C' halmazon, tehat B\ C egy
paradox halmaz. Tovabba C' megszamlalhato, mert a szabad csoportnak megszamlalhato

eleme van, és mindegyik elemnek véges sok fixpontja. Igy

B = Isom(HQ)B \ C = Isom(HQ)B \ CuB \ C = Isom(H2)B U B

Ezzel a[6.2.12 Tételt bizonyitottuk. O
Most mér be tudjuk bizonyitani [6.2.4] Tételt.

6.2.1. A Banach-Tarski paradoxon bizonyitasa a hiperbolikus sikon

Legyenek A, B C H? nemiires belsejii, korlatos halmazok. Ekkor léteznek A C B és
By € B nyilt gombok. Ekkor vegyiik a [6.2.12 Tétel alapjan 1étez6 paradox D C B,
halmazt. Az er6s Banach-Tarski paradoxon bizonyitasahoz hasonléan belathatd, hogy

B <isom(m2) B2, ezért A <iommz) B. Mivel a feltételek szimmetrikusak, B <isom(m2) A és
Tétel miatt A = gomme)B. Azaz B dtdarabolhaté két diszjunkt példanyava. O]
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7. Koszonetnyilvanitas

Szeretném kifejezni halamat Dr. Buczolich Zoltan tanar trnak a témavezet6i munkajaért
és tamogatasaért. Az 0 egyik orajan hallottam el6szor a Banach—Tarski paradoxonrol,
amely végil szakdolgozatom témajava valt. Amikor a dolgozat elkészitése soran elakad-

tam, tobb hasznos oOtlettel is segitette, milyen iranyba lehetne tovabbhaladni.

8. Nyilatkozat

Alulirott Sz6ke Gergely nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapt eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhaszndlt eszkoz | Felhasznalas helye
Nyelvhelyesség ellenorzése ChatGPT Egész dolgozat
Latex szintaxis ¢és formazasi tanacsok | ChatGPT Egész dolgozat
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