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Koszonetnyilvanitas

Nagyon halas vagyok a témavezetémnek, Freud Robertnek a rengeteg segitségéért, idejéért,
tiirelméért, amivel nagyban hozzdjarult a szakdolgozatom elkésziiléséhez. Sokat jelentett, hogy

a folyamatos szakmai és technikai segitség mellett emberileg is biztatéan tamogatott.

Ko6szonom tovabba a csaladomnak, hogy tanulményaim sordn mindenben tamogattak és sze-

retettel alltak mellettem a nehéz idoszakokban is.



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés

2.1.
2.2.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.

. Definicidk és tételek

Véges testek . . . . . . L

TestbOVItes . . . . . .

. Sidon-sorozatok

Sidon-sorozatok . . . . .. ...
Egyszeri becslések az elemszamra . . . . . . . ... L
Also becslések . . . . Lo
Also és fels6 becslés altalanos n-re . . . . . . ...
Tobbtagu 6sszegek . . . . . L L
Végtelen Sidon-sorozatok . . . . . . . . ... oo

Vegyes feladatok . . . . . . ..o

. Csupa kiilonb6z6 6sszegii sorozatok

Csupa kilonbozo Osszeg . . . . . . . L
Felso becslés az elemszamra . . . . . . . ... oL Lo
Vegyes feladatok . . . . . . ..
Fels6 becslés a reciprokosszegre . . . . . . ..o

Csupa kiilonb6z6 szorzatu sorozatok . . . . . . . . . ...

15
19
21
26



1. fejezet

Bevezetés

Legfeljebb hany tagja lehet annak a sorozatnak, amelyben barmely két tag 0sszege kiilonbo-
767 Legfeljebb hany egész szamot tudunk kivalasztani ugy, hogy koziiliik barmennyit sszeadva
kiillonbozo értékeket kapjunk? Ezeket a kérdéseket nagyon egyszeri megérteni, de vajon a va-
laszok is ennyire egyszertiek? Erdés Pal 500 dollart igért a masodik kérdés megfejt&jének [6].
Ebbdl sejthetjik, hogy a problémék igencsak elgondolkodtatéak. A mai napig bizonyitatlan,
hogy léteznek-e a mar meglévé becsléseknél élesebb kozelitések az elemszamokra nézve vagy

Seml.

A dolgozat harom f6 részre oszthato. A 2. fejezetben Osszegytijtjik azokat a véges testekkel
kapcsolatos definiciokat és tételeket, amelyekre késébb a bizonyitasokban hivatkozunk. Ezeket
a tételeket itt bizonyitas nélkil emlitjiik, csak eszk6zok lesznek a tovabbi fejezetekben. A 3.
fejezetben a Sidon-sorozatok témakorét targyaljuk. Also és fels6 becsléseket adunk a sorozat
elemszamara, és kapcsolodd problémakat is emlitiink egy-egy feladat erejéig. A 4. fejezetben at-
tériink a csupa kiillonb6z6 6sszegii sorozatok kérdésére. Az elemszamra vonatkozo becslések utan
itt is el6kertilnek hasonlé problémakat koriiljaré feladatok, majd kitekintésként foglalkozunk a

4. fejezet alapkérdésével osszegek helyett szorzatokra is.

A dolgozatban elékerilé feladatok megoldasa mind 6néllé munka, esetenként kis segitséggel.
A tételek bizonyitasai alapos megértés utan sajat megfogalmazasban és szerkesztésben kertiltek

leirasra.



2. fejezet

Definiciok és tételek

A 3.3.3. és a 3.3.11. tétel, valamint a 3.5.2. allitas bizonyitasaban el6kertil néhany fogalom és
tétel a véges testek és a testbovitések témakorébdl. Ebben a fejezetben ezeket bizonyitas nélkiil

felsoroljuk Freud Rébert Linedris algebra tankonyve alapjan [10].

2.1. Véges testek

2.1.1. Definici6 ( Véges test). A véges elemszamu testeket véges testeknek nevezziik.
2.1.2. Tétel. Barmely p* primhatvinyhoz létezik p* elemii véges test.
2.1.3. Tétel. Egy véges test nemnulla elemei a szorzasra nézve ciklikus csoportot alkotnak.

2.1.4. Definicié (Multiplikativ csoport). A 2.1.3. tételben emlitett ciklikus csoportot a véges

test multiplikativ csoportjanak nevezziik.

2.1.5. Tétel. Legyen T}, a p* elemti véges test. Ekkor Tj-nak van egy p elemii részteste és efelett

a p elemi részteste felett Ty egy k dimenzids vektorteret alkot.

2.2. Testbovités

Jelolés. A tovabbiakban T}, jeloli a p* elemii, T pedig a p elemii véges testet.

2.2.1. Definicié (Testbdvités). Az M testet az L test bovitésének nevezziik, ha L részteste

M-nek, és az L testben a miiveletek az M-beli miiveletek megszoritasai. Jelolés: M : L.

2.2.2. Megjegyzés. Ha M bévitése L-nek, akkor M vektortér is L felett a szokasos vektortér-
miiveletekkel: két vektor 0sszeadasanak megfelel két M-beli elem Osszeadasa, illetve a skalarral
valé szorzasnak megfelel egy M-beli és egy L-beli elem 6sszeszorzasa az M-beli szorzés szerint.

M mint L feletti vektortér dimenzidja lesz a testbévités foka, azaz deg(M : L).



TESTBOVITES 4

2.2.3. Kovetkezmény. A 2.1.5. tételbdl és a 2.2.2. megjegyzésbdl kivetkezik, hogy
deg(Ty : Th) = k.

2.2.4. Definicié (Egyszert bovités). Legyen L részteste M-nek, és © € M tetszéleges. Ekkor

anoai@i k .
== |a;,3; € L;y B;60) #£0;n,k=0,1,...
{Z?=oﬁj@J| ’ ]; ’

M-beli részhalmaz az L-nek ©-val vett egyszerii b6vitése, L(O).

2.2.5. Tétel. L(O) az a legszlikebb részteste M-nek, amely L-et és ©-t is tartalmazza.

2.2.6. Kovetkezmény. T, : T egyszerii bévités, hiszen T1(A) = Ty, ahol A a Ty, multiplikativ

csoportjanak generatoreleme.

2.2.7. Definicié (Algebrai elem). Tegyiik fel, hogy L részteste M-nek. Legyen © € M.
© algebrai L felett, ha létezik olyan nemnulla f € L[z] polinom, amelynek © a gyoke.

2.2.8. Definicié (Minimdlpolinom). Legyen © € M algebrai L felett. © minimélpolinomjanak
azt a legalacsonyabb foku L feletti polinomot nevezziik, amelynek © a gyoke. Jelolés: mg. Ekkor

O foka megegyezik a minimélpolinomjanak a fokaval, azaz deg® = deg(meg).
2.2.9. Tétel. Ha © € M algebrai L felett, akkor deg(L(0), L) = deg(me) = deg®O.
2.2.10. Kovetkezmény. Minden O € T}, algebrai T} felett és (deg®©)|k.

2.2.11. Kovetkezmény. Ha A a T, multiplikativ csoportjanak generatoreleme, akkor
A foka k.



3. fejezet

Sidon-sorozatok

3.1. Sidon-sorozatok

A definiciét, az alapveto kérdést és az egyszerii fels6 becslést Freud Rébert és Gyarmati Edit
Szdmelmélet tankonyve alapjan foglaljuk 6ssze [11]. A mohé algoritmus végiggondolasa 6nalld

munka.

3.1.1. Definicié (Sidon-sorozat). Az a; < ay < ... sorozatot Sidon-sorozatnak nevezziik, ha
minden i esetén a; € N és az a; + a; Osszegek mind kiilonbozéek minden ¢ < j-re. (Azaz
mashogyan fogalmazva: az a;, — a; kilénbségek mind kiilonbozéek, ha i # j.) A sorozat lehet

véges vagy végtelen.

3.1.2. Kérdés (Alapvetd kérdés). Legfeljebb hany eleme lehet annak a Sidon-sorozatnak,

amelynek minden elemét az [1, n] intervallumbdl valasztjuk?

A kovetkezékben also, illetve felsé becsléseket fogunk adni az elemszamra kiillonboz6 feltételek
mellett.

3.2. Egyszeri becslések az elemszamra

Jelolés. A tovdbbiakban legyen az [1, n] intervallumon megadhaté leghosszabb Sidon-sorozat

elemszama s.
3.2.1. Egyszerii fels6 becslés. Eloszor adjunk egy egyszerii felsé becslést s-re. Ha minden
i-re a; € [1,n], akkor a; + a; € [2,2n]. Az a; + a; Osszeg (;) + 5 = (S;I) = L;s féle lehet.

Ezekbol:

2
STJFS<2n
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2 < s+ 5 <4n

s < 2y/n

Ha a sorozat Sidon-tulajdonsaganak kiilonbségekkel vett felirasat nézziik, akkor még jobb
felsé becslést kapunk, mert akkor az (a; — a;)-ben nem lehetnek a tagok egyenléek, igy a
killonbség csak () féle lehet, illetve tudjuk, hogy a; — a; € [1,n]. Ebbél:

(s —1)?<s?—s<2n (mert (s —1)> =s*—2s+1)
s—1<+v2n
s<v2n+1

Az egyszerl felsé becslések utan az elemszamra szeretnénk egyszerii als6 becslést is adni.

Ehhez hasznéljuk a mohé algoritmust.

3.2.2. Egyszerii als6 becslés (Moho algoritmus). Kezdjink el legyartani egy Sidon-sorozatot
a mohdé algoritmussal. Legyen a; = 1, ao = 2. A 3-at nem vehetjiikk be, mert 2 +2 =1+ 3.
Legyen a3 = 4. Az 5-6t nem valaszthatjuk, mert 2 +4 = 1 4+ 5 és igy tovabb. A sorozat els6
néhany tagja: 1,2,4,8,13...

A mohé algoritmus sordn megyiink sorba a természetes szdmokon és belevessziik a soro-
zatba az elsé olyan szamot, amely nem rontja el az eddigi sorozat Sidon-tulajdonsagat.
Legyenek a; < as < ... < as < n az eddig kivalasztott szamok. Azt szeretnénk megvizsgalni,
hogy vajon létezik-e egy olyan as; < r < n szam, amelyet hozzévehetiink a sorozathoz ugy,

hogy az tovabbra is Sidon-sorozat marad.

Az r szam két esetben lehet rossz nekiink. Az elsé eset az, ha létezik 7,5,k < s, ame-
lyekre igaz, hogy r + a; = a; + ax, azaz ha r el6all r = a; + a; — a; alakban. A masodik eset az,
ha létezik [, m < s, amelyekre igaz, hogy r +r = a; + a,,. Az utébbival nem kell foglalkoznunk,
mert r + 1 = a; + ap, esetén r < max(ay, a,,), amib6l kovetkezik, hogy r < a,, vagyis r-et vagy
mar korabban bevettiik volna, vagy akkor az els6 eset is probléma volt néla. Tehat csak az
elsd esetet kell megvizsgalnunk. Az r = a; + ax — a; el6allitas formalisan s® killonbozd dsszeget
jelent. Emellett az eddig mar kivalasztott a;-ket is ki kell zarnunk, de ez automatikusan
teljesiil, hiszen a; = a; + a; — a;. Vagyis legfeljebb s® szdmot nem vehetiink be a sorozatba.
(S6t, mivel a; és ay, szerepe felcserélhetd a képletben, ezért legfeljebb s®/2 elemet zarhatunk

ki.) Jegyezziik meg, hogy valdjdban s?/2-nél kevesebb elemet zdrunk ki, mert az a; + ar — a;
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kifejezések kozott a; # aj esetén is lesznek egyenléek, illetve lesz olyan is, ami as-nél kisebb,
vagy n-nél nagyobb, vagy akar negativ r-et ad. Nézziink erre egy példat a fentebb elkezdett
sorozat els6 ot tagjan: 8 +4 — 1 =134+2 —4 =11 < a, = 13. Vagyis a kifejezés értéke szoba
sem jon mint a legnagyobb tagnil nagyobb kizdrandé elem. De az igaz, hogy legfeljebb s3
elemet zartunk ki. Ebbél kovetkezik, hogyha s3> < n, akkor biztosan van jé r, amit még be
tudunk venni a sorozatba. Igy legfeljebb akkor &llunk le, amikor méar s* > n. Ekkor s > Jn.

Ezzel belattuk, hogy mohé algoritmussal tudunk legalabb /n elemti Sidon-sorozatot késziteni.

3.3. Also becslések

A kovetkezékben szeretnénk a moho algoritmus alsé becslését megjavitani.
Jelolés. Jelolje (i*mod p) az i* legkisebb nemnegativ maradékat p-vel osztva.
3.3.1. Feladat (Konstrukcié: n = 2p? és s = p). Legyen p primszam és a; = 1+ 2ip+ (i*mod p)

i=0,1,...,p— 1. Lassuk be, hogy igy n = 2p*-re egy y/n/2 elemszdmu Sidon-sorozatot kapunk

az [1,n| intervallumban.

Megoldas. Ha n = 2p?, akkor \/n/2 = \/2p2/2 = /p? = p. Azaz, azt szeretnénk beldtni,
hogy az [1, 2p?] intervallumon egy p elemszdmu Sidon-sorozatot kapunk, ha a megadott médon

vesszilk a tagokat.

El6szor lassuk be, hogy ha ¢ = 0,1,...,p — 1, akkor a sorozatban p kiilonbozo tag lesz.

Hogy néznek ki a sorozat tagjai?
apg =1
ap=1+2p+1=2p+2
as=14+4p+4=4p+5
a3 =1+6p+9=06p+ 10

as=1+8p+16=8p+ 17

ap-s) =1+ 2p* —6p+9 = 2p*> — 6p + 10

a(p_g):1—|—2p2—4p+4:2p2—4p—|—5
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ap-1)y=1+2p* —2p+1=2p* —2p+2
Legyen a; és a;11 a sorozat két szomszédos tagja, k; és ki1 pedig a két tag konstans
része (példaul a; esetén ky = 2). Vegytik észre, hogy a +2ip miatt a; 41 —a; = 2p+ (kip1 — ki) >
2p + (1 — p) = p + 1. (Felhasznéltuk, hogy 1 < k; < p, mert 0 < (s?mod p) < (p — 1).) Ezzel
belattuk, hogy minden tag kiilonb6z06, tehat az a;-k kiadnak egy p tagi sorozatot.
Ezenkivill a Sidon-tulajdonsigot szeretnénk igazolni, vagyis azt, hogy az a; + a; Ossze-
gek mind kiloénb6zoek minden ¢ < j-re. Ehhez tegyiik fel, hogy létezik i, 7,k [, hogy
a; +a; = ai + a;. Bontsuk ki a tagokat és rendezziik at az egyenletet:

1+ 2ip + (i> mod p) + 1+ 2jp + (52 mod p) = 1 + 2kp + (k* mod p) + 1 + 2lp + (I*> mod p)

2+ 2ip + (i mod p) + 2jp + (j mod p) — (2 + 2kp + (k? mod p) + 2Ip + (I* mod p)) =0
(3.3.1) 2p(i+j—k—1)+ ((i* mod p) + (5> mod p) — (k* mod p) — (I* mod p)) =0
(3.3.1) mindkét oldala oszthaté 2p-vel, ebbél kovetkezik, hogy a

(3.3.2) ({:* mod p) + (2 mod p) — (k? mod p) — (I*> mod p))

kifejezés oszthaté 2p-vel. Azt is tudjuk, hogy (3.3.2) abszolit értéke maximum 2p — 2

lehet, mindenképpen kisebb 2p-nél. Mivel egyszerre oszthatd 2p-vel és kisebb nala, ezért igaz,

hogy
(3.3.3) (i* mod p) + (5° mod p) — (k* mod p) — (I* mod p) = 0.
(3.3.4) Innen tudjuk, hogy i* — k* = [* — 52 (mod p).

(3.3.3)-bdl kovetkezik, hogy (3.3.1) els6 tagja, azaz 2p(i+j—k—1) = 0, tehét (i+j—k—1) = 0.
Ebbodl kovetkezik, hogy

(3.3.5) i—k=1-—7.
(3.3.4)-et at tudjuk alakitani nevezetes algebrai azonossdg alapjan:
(i = k)i +k)=(—j)(l+j) (mod p)

(3.3.5) alapjan helyettesitsiink:
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(t—k)(i+k)=(GE—k)(I+7) (mod p)

Ha i — k = 0, akkor ¢ = k, és igy | = j, azaz a; + a; = a + a; azért igaz, mert
ugyanazt a két tagot adtuk dssze mindkét oldalon. Ha ¢ — k # 0, akkor (i — k,p) = 1, ezért a

kongruenciat leoszthatjuk:
(3.3.6) (i +k)=(l+7) (mod p)

(3.3.5)-b6l és (3.3.6)-bol szeretnénk levonni kovetkeztetéseket az i, 7, k,l-re. Vegytk ész-
re, hogy p = 2-re automatikusan mikodik a konstrukci6é, mivel barmely két szam egy
Sidon-sorozatot alkot. Emiatt feltehetd, hogy p > 2 prim. Eldszér adjuk Ossze (3.3.5)-6t és
(3.3.6)-ot:

i—k+i+k=1l—j7+1+7 (mod p)
2i = 2] (mod p) Mivel p > 2, tudjuk, hogy (2,p) = 1, ezért leoszthatunk 2-vel:
(3.3.7) i =1 (mod p)

Tudjuk, hogy 0 < 4,1 < p — 1, ezért (3.3.7)-bol kovetkezik, hogy i = [. Ezt Osszevetve
(3.3.5)-tel adddik, hogy ekkor j = k.

Ezzel belattuk, hogy a; + a; = ap + a; esetén vagy @ = k é j = [, vagy © = [ és

j =k, azaz a sorozat teljesiti a Sidon-tulajdonsagot.

3.3.2. Megjegyzés. Vegytik észre, hogy ezzel barmely n-re belattuk, hogy az [1,n] interval-
lumon létezik egy kozelitoleg \/7T/Q elemszamu Sidon-sorozat, hiszen mindig vehetjiik az n-hez
legkozelebbi 2p? < n szadmot, és elkészithetjiik a konstrukcié alapjan a p elemii sorozatot. Elég
nagy n-re ez a 2p? alaku szam elég kozel lesz n-hez, igy ha n elég nagy, akkor barmely e-ra igaz
lesz az s > (1 —5)\/7% als6 becslés. Ez azért fog teljestilni, mert a primszamtételbol kovetkezik,

hogy a szomszédos primek hanyadosa 1-hez tart.

A kovetkez6 harom tételben azt fogjuk latni, hogy ennél élesebb alsé becslést is tudunk adni s-
re. 1941-ben Erdds Pal és Turan P4l megmutatta, hogy a Sidon-sorozat maximalis elemszama
v/n nagysagrendii [7]. Ezt tobbek eredménye alapjan, tobbféle médon bizonyithatjuk. Most
bizonyos n-ek mellett meg fogunk adni harom kiilénb6z6 konstrukciot a Sidon-sorozat elemeinek
meghatdrozdsdra gy, hogy egy legaldbb y/n elemszdmu Sidon-sorozatot kapjunk. A 3.3.3. tétel
James Singer eredménye 1938-bdl [14]. A tétel nem kozvetleniil a Sidon-sorozatokra vonatkozik,

de ad egy konstrukciét, amely pont a /n-es als6 becslést biztositja.
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3.3.3. Tétel. Legyen p tetszoleges primszam. Ekkor létezik p+1 darab a;, amelyekre az a; +a;

osszegek nemcsak kiilonboz6ek, hanem paronként inkongruensek modulo p? + p + 1.

3.3.4. Megjegyzés. Abbol, hogy az a;+a; dsszegek paronként inkongruensek modulo p?+p+1,
kovetkezik, hogy ezek az 6sszegek nem egyenléek, de forditva ez nem kovetkezik. Vagyis a tétel

az a;-kre a Sidon-tulajdonsagnal erésebbet kovetel.

3.3.5. Megjegyzés. A 3.3.3. tétel feltételeinek megfeleld p + 2 darab a;-t mar nem lehet meg-

adni.

Bizonyitas. (A 3.3.5. megjegyzés bizonyitdsa) Vegyiink 6sszegek helyett kiillonbségeket. Mivel
p?+p nemnulla maradékosztaly van modulo p?+p+1, ezért legfeljebb ennyi kiilonbozd kiilonbség
allhat el6 a; — a; alakban. Ha lenne p+ 2 darab a;, akkor (p+2)(p+1) = p? + 3p+ 2 kiilonbség
4llna el6. De minden p > O-ra teljesiil, hogy p* + 3p + 2 > p* + p. Igy ha p + 2 kiillonbozd a;

lenne, akkor tobb kiilonbség lenne, mint maradékosztaly, ami ellentmondas.

Bizonyitas. (A 3.3.3. tétel bizonyitdsa) A bizonyitasban haszndljunk véges testeket. Legyen
Ty a p* elemi véges test. T} pedig legyen Ts-nak a p elemii részteste. Mivel Ty véges test, ezért

létezik egy A € Ty generatorelem, vagyis T3 barmely nemnulla eleme el6dll A* alakban, ahol
k=1,2,....(p* — 1). Ekkor T3 = T1(A), és ennek a testbévitésnek a foka 3.

T3 = {07 A7A27 ceey Ap371}7 ahOl Apgil = ]_

Ekkor 77 nemnulla elemeit tekinthetjik mint a T3 multiplikativ részcsoportjat, melynek

generald eleme A", azaz

Ty = {0, A", A% .. AP=D7) ahol n = Lf =p>+p+1.

p—

Nézhetjiikk a Tz-at vektortérként T felett. Ebben a vektortérben a skalarral vald szorzés
a Ti-beli elemmel valé szorzasnak felel meg, igy A’ € Ts és A/ € Ty vektorok pontosan akkor

linedrisan osszefiiggdek T felett, ha van egy olyan A" € T7, hogy
AP = AJAF?
Az’ _ Aj—l—kn

Ez pontosan akkor igaz, ha

(3.3.8) i =j modulo n.
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A kovetkezdkben szeretnénk megadni p 4+ 1 darab a;-t, amelyekrol belatjuk, hogy az
a; + a; 0sszegek paronként inkongruensek modulo n. Ehhez vegytlink egy tetszdleges © elemet,
amely benne van T3-ban, de nincs benne Tj-ben, azaz © € T3 \ T;. Vegyiik észre, hogy mivel
Ts egy harmadfoku testbévités Ty felett, ezért © mindenképpen egy harmadfoki elem. Ezt a
tulajdonsagat késobb ki fogjuk hasznalni. Jeloljitkk tovabba T; elemeit ~;-vel.

A © + ; Osszeget mindig fel lehet irni A% alakban, mert © € T3 és v € T3, valamint
© +7; # 0, hiszen © ¢ T). Tekintsiik a kovetkez6 Osszegeket i = 1, ..., p-re:

(3.3.9) O+~ =A%
Legyen tovdbba a,;1 = 0. Ezzel kijeloltink p + 1 darab a; egész szamot. Lassuk be,
hogy ezek jok lesznek. Tegyiik fel, hogy létezik 1, j, k, [ gy, hogy a; + a; = a; + a; modulo n,
ahol tovabbra is n = p® + p + 1. Ekkor (3.3.8) miatt egy v € T}-te:

A+ — 4 Akta
Ebbdl a hatvanyozas azonossagai miatt kovetkezik, hogy:

A% A% = ~yA% AN
Hasznélva (3.3.9)-et:

(© +7)(© +7;) = (O + %) (© + )

(3.3.10) (©+%)(©+7;) = 7O +%)(O+%) =0

(3.3.10) bal oldala ©-nak egy legfeljebb mésodfokit polinomja. Mivel © harmadfoka T
felett, igy csak az lehetséges, hogy (3.3.10) bal oldala az azonosan 0 polinom. Innen
7 = 1 és a gyoktényezbs alak egyértelmiisége miatt {v;,v;} = {7y, %} (3.3.9) miatt ekkor
{ai,a;} = {ak, a;} is teljesiil. A bizonyitas ugyanigy miikodik akkor is, ha az a,4; = 0 is

szerepel a kijelolt a;-k kozott. Ezzel belattuk, hogy a kijelolt a;-kre valoban igaz a tétel allitasa.

3.3.6. Kovetkezmény (Konstrukcié: n = p*> +p+1 és s = p+ 1). A 3.3.3. tételben az a;-k
paronként inkongruensek, ezért p tetszéleges primszam esetén n = p® + p + 1-re létezik olyan

Sidon-sorozat az [1,n| intervallumon, amelynek [\/n]| = p + 1 eleme van.

3.3.7. Megjegyzés. Ekkor a 3.3.2. megjegyzésben kifejtett gondolatmenet alapjan igaz lesz,
hogy ha n elég nagy, akkor barmely e-ra teljesiil az s > (1 — £)y/n alsé becslés az [1,n] inter-
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vallumon.

Ugyanezt az alsé becslést be lehet 1atni véges testek haszndlata nélkil is. Erre mutatunk egy

konstrukeiot a 3.3.8. tétel bizonyitasdban, amely Ruzsa Imrétél szarmazik [13].
3.3.8. Tétel (Konstrukcié: n = p? —p és s = p — 1). Legyen p tetsz6leges primszam. Ekkor

létezik p — 1 darab olyan a;, amelyekre az a; 4 a; 6sszegek paronként inkongruensek modulo

p? — p. (Ekkor az [1,p? — p| intervallumon készithetiink egy p — 1 tagti Sidon-sorozatot.)

3.3.9. Megjegyzés. A tétel az a;-kre a Sidon-tulajdonsdgnal erésebbet kovetel (1dsd a 3.3.4.
megjegyzést).

3.3.10. Megjegyzés. A 3.3.8. tétel feltételeinek megfelel6 p darab a;-t mar nem lehet megadni.
Bizonyitas. (A 3.3.10. megjegyzés bizonyitésa) Vegyiink 6sszegek helyett killonbségeket. Mi-
vel p? — p — 1 nemnulla maradékosztdy van modulo p? — p, ezért legfeljebb ennyi kiilonb6zé
kiillonbség allhat el8 a; — a; alakban. Ha lenne p darab a;, akkor p(p — 1) = p? — p kiilonbség
4llna elé. De minden p > O-ra teljesiil, hogy p*> — p > p? — p — 1. Igy ha p kiilénboz6 a; lenne,
akkor tobb kiilonbség lenne, mint maradékosztaly, ami ellentmondas.
Bizonyitas. (A 3.3.8. tétel bizonyitasa) Legyen g primitiv gyok modulo p. Ekkor igaz, hogy
a g, g2, ..., g° ! hatvanyok kiilonboz6 maradékot adnak modulo p. Definidljuk a p — 1 darab a,-t
a kovetkezoképpen: ay legyen az

x =1 modulo p—1

x = g modulo p
szimultan kongruenciarendszer megoldasa modulo p(p — 1), as legyen az

x = 2 modulo p — 1

x = g% modulo p

szimultdn kongruenciarendszer megolddsa modulo p(p — 1), és igy tovabb. Azaz altala-

nosan felirva: a; legyen az

(3.3.11) z =i modulo p—1
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(3.3.12) z = g’ modulo p

szimultan kongruenciarendszer megoldasa modulo p(p — 1), ha¢=1,2,...,p— 1. (3.3.11) miatt

a; # a; modulo p(p — 1), ha i # j, azaz mind kiloénbozbek lesznek.

Elég azt belatni, hogy 1 < 7,j,k,l < p — 1 esetén nem lehet az, hogy a; + a; = ar +
modulo p(p —1). Ha ¢ = a; + a; modulo p(p — 1), akkor (3.3.11) és (3.3.12) miatt tudjuk, hogy

a kovetkezo két kongruencia teljestil:
(3.3.13) c¢=1i+j modulo (p —1)
(3.3.14) c¢=g'+ ¢ modulo p
(3.3.13)-bdl adddik:

(3.3.15) ¢° = g'¢’ modulo p

(3.3.14) megadja a g¢', ¢/ szamok Osszegét, (3.3.15) pedig a szorzatdt modulo p. Vegyiik
azt a 22 + Bz + C = 0 modulo p méasodfokd kongruenciat, amelynek a ¢* és a ¢/ maradék-
osztalyok a gyokei. Mivel modulo p tulajdonképpen egy test felett szamolunk, és igy minden
elemnek létezik inverze, p > 2-re miikodik a szokasos masodfokti megolddképlet, és igazak az
ismert Osszefliggések is. A gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefiiggésekbdl, illetve (3.3.14) és
(3.3.15) kongruenciakbdl kovetkezik, hogy ekkor B = —c és C' = ¢°, azaz az egyenletet atirva:

(3.3.16) 2% —cz + ¢g° =0 modulo p

(3.3.16) mésodfokt kongruencidnak legfeljebb egy {g’, ¢’} péar lehet a megolddsa, amibél
kovetkezik, hogy ¢ = a; + a; modulo p(p — 1) is legfeljebb egy {i,j} parra teljesiilhet. Ezzel a
tétel allitasat belattuk.

A kovetkezo tételben ugyanerre az alsé becslésre adunk egy harmadik bizonyitast, amely a
3.3.3 tételhez hasonldan szintén a véges testeket hasznalja fel. Ezt a bizonyitast késébb ki fogjuk
terjeszteni kéttagu Gsszegekrél tobbtagi osszegekre (14sd a 3.5. szakaszt). A tétel Sarvadaman
Chowla eredménye 1962-bél [2].

3.3.11. Tétel (Konstrukcié: n = p* — 1 és s = p). Legyen p tetszbleges primszdm. Mutassuk
meg, hogy ekkor létezik p darab olyan a;, amelyekre az a; +a; 6sszegek paronként inkongruensek

modulo p? — 1.
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3.3.12. Megjegyzés. A tétel az a;-kre a Sidon-tulajdonsiagndl erésebbet kovetel (14sd a 3.3.4.
megjegyzést).

3.3.13. Megjegyzés. A 3.3.11. tétel feltételeinek megfelelé p + 1 darab a;-t mar nem lehet

megadni.

Bizonyitas. (A 3.3.13. megjegyzés bizonyitésa) Vegytink 6sszegek helyett kiilonbségeket. Mi-
vel p? —2 nemnulla maradékosztdy van modulo p*—1, ezért legfeljebb ennyi kiilonbo6z6 kiilonbség
allhat el§ a; — a; alakban. Ha lenne p+ 1 darab a;, akkor p(p + 1) = p? + p kiilonbség allna eld.
De minden p > 0-ra teljesiil, hogy p? +p > p*> — 2. Igy ha p + 1 kiilénb6z6 a; lenne, akkor t6bb

kiilonbség lenne, mint maradékosztaly, ami ellentmondas.

Bizonyitas. (A 3.3.11. tétel bizonyitasa) A 3.3.3. tétel bizonyitasahoz hasonléan fogunk el-
jarni. Legyen T a p? elemi véges test. Th-nek a p elemii résztestét jelolje Ti. Legyen A € Th
generatorelem. Ekkor Th = T (A), és ez egy masodfoku testbovités. Legyen T1 = {71, v2, ..., Vp}
és legyen © € Ty \ T1 egy masodfoku elem. Vegyiik a kovetkezd osszegeket i = 1,2, ..., p-re:

(3.3.17) O+, =A%

Ezek az Osszegek mind kulonbozéek lesznek, igy (3.3.17) megad p darab a;-t, melyekre
1 < a; < p*—1 teljesiil. Azt szeretnénk megmutatni, hogyha ezek koziil barhogyan valasztva
képeziink a; + a; Osszegeket, akkor ezek az Osszegek mindig paronként inkongruensek lesznek

modulo p? — 1.

Tegyiik fel, hogy létezik 14,7, k,l, hogy a; + a;j = ar + @, modulo p* — 1. Ez a generétor-

elem tulajdonsdgai és (3.3.17) miatt pontosan azt jelenti, hogy:
AGita; — Aaktal
A hatvanyazonossag alapjan ebbdl:
A%A% = A% AN
(3.3.17) alapjan ezt &t tudjuk irni, és rendezni tudjuk © szerint:
(3.3.18) (©+%)(©+) =(©+%)(O +n)
(3.3.19) O+ (% +7)0 477 — O — (% + O — %y =0

(3.3.19)-b61 ©? kiesik, {gy:
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(3.3.20) O(vi+v — v —) +7%y — =0

(3.3.20) a ©O-nak egy legfeljebb els6foku polinomja. Mivel © mésodfoka T felett, igy
(3.3.20) bal oldala csak az azonosan 0 polinom lehet. (3.3.18)-bél a gyoktényezés alak
egyértelmiisége miatt {v;,v;} = {7, i}, ahol i = j is megengedett. Ebbdl kovetkezik, hogy
{i,7} = {k, 1}, ami pont azt jelenti, hogy {a;,a;} = {ax, a;}. Ezzel belattuk a tétel allitdsat.

3.4. Also és felsO becslés altalanos n-re

Eddig lattuk, hogy a 3.3.3., 3.3.8. és a 3.3.11. tételbdl is kovetkezik, hogy az [1,n| interval-
lumon s > (1 —¢)y/n (lasd a 3.3.7. megjegyzést). Ez ugy értendd, hogy barmely e-hoz tudunk
venni egy ng-t gy, hogy minden n > ng-ra az [1,n] intervallumon teljesiiljon az alsé becs-
1és s-re. A kovetkezd tétel ennél erésebbet allit, mégpedig azt, hogy barmely elég nagy n-re
s > /n —n%¥. Ennek egy 0,27-nél kicsivel nagyobb kitevés valtozatat Erdds mellett Chowla

is megmutatta mar 1944-ben [1].

3.4.1. Tétel. Ha n elég nagy, akkor létezik olyan Sidon-sorozat az [1,n| intervallumon, amely-

nek legalabb n'/2 — n%?7 eleme van.

Bizonyitas. A 3.3.3. tétel bizonyitasaban szereplé konstrukciot szeretnénk alkalmazni egy
megfelel6 p-re. Ez a konstrukcié p 4+ 1 darab elemet ad meg nekiink. Valasszuk ki a p-t ugy,

hogy a lehetd legnagyobb legyen, amire teljesiil, hogy p? 4+ p + 1 < n. Ha latnank, hogy erre a

1/2 _ n027 akkor készen lennénk, mert ekkor a konstrukcionk

_ 027

p-re mindig teljestl, hogy p > n
altal megadott p+ 1 elem legalabb n'/? elem lenne. A kovetkez6 tételt bizonyitas nélkiil

fogjuk felhasznalni ennek megmutatasahoz [11].

Tétel. Minden elég nagy n-re létezik primszam n és n + n%°?° kozott.

A tétel segitségével belatjuk, hogy elég nagy n-re mindig létezik primszam n'/? — n%27

és n'/? kozott, vagyis valéban mindig teljesiil, hogy p > n'/? — n%?7. Legyen k = n'/2 — n%27,

Ekkor elég belatnunk, hogy k + k%%2° < nl/? teljesiil, hiszen ez pont azt jelenti, hogy biztosan

fog létezni primszam k és n'/? kozott.
(3.4.1) K+ k0525 = pl/2 — 02T | (pl/2 — p027Y0525 - py1/2

Atrendezve:

(n1/2 . n0,27)0,525 < 027
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Az exponencidlis fiiggvény monoton novekedése miatt ekkor:

(n1/2 — 0270525 < (n1/2)0,525 — 0,2625 0,27

Tehat a (3.4.1) egyenl6tlenség valoban teljesiil minden elég nagy n-re. Ezzel a tétel &lli-
tasat belattuk.

Erdos és Turan 1941-ben, majd mas bizonyitassal Bernt Lindstrom 1969-ben azt is meg-
mutatta, hogy legfeljebb mennyi lehet az s értéke [7] [12]. (Ugyanezt a fels becslést 1993-ban
Ruzsa Imre is beldtta mas megkozelitésbél [13].) Az alabbiakban részletesen feldolgozzuk Erdés

és Turan bizonyitasat.
3.4.2. Tétel. Az [1,n] intervallumba es6 Sidon-sorozat elemszdma maximum n'/? 4+ n!/4 4+ 1.

Bizonyitas. Legyen az S Sidon-sorozat elemszama s, és legyen ¢ egy bizonyos alkalmas egész
szam, amelyet késébb fogunk meghatarozni. Vegyiink egy ¢ — 1 hosszisagu intervallumot és
toljuk végig a [0,n] intervallumon tgy, hogy egy-egy lépésben a kovetkezé intervallumokat
fedje le:

L =[-t+1,0,L=[-t+21],...Iny=[n,n+1t—1]

Legyen A; az I, intervallumba esé sorozatelemeknek a szama. Amikor végigtoljuk az in-
tervallumunkat és minden lépésben 0Osszeadjuk az intervallum altal lefedett részen levo

sorozatelemeknek a szamat, akkor minden elemet t-szer szamolunk meg, vagyis:

n+t

(3.4.2) DY A;=ts
=1

Mivel a sorozatunk rendelkezik a Sidon-tulajdonsaggal, ezért barmely két elemének a
kiilonbsége kiilonbozé. Legyen D azon {a;,a;},i # j elemparoknak a szdma multiplicitdssal
szamolva, amelyek egy intervallumba esnek. Az, hogy multiplicitdssal szamoljuk Ossze Oket,
azt jelenti, hogy mindegyik {a;, a;} part annyiszor szamolunk, ahdny intervallumba a; és a;
egyiitt beleesik. Ekkor

n—+t Az
D:Z<2>.
i=1

5 = o gy

) | (A, — 2_ A, 2 )
N—t Al A1) A-A A A
21(4; — 2)! 2 2 2 2
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n-+t AQ n-+t A

(343) D=3 -3

Legyen a; és a; két elem a sorozatunkbdl, a; — a; = d. Mivel a; és a; kozott d — 1
egész szam van, a; és a; egyiitt pontosan (¢t — 1) — (d — 1) =t — d darab intervallumban lesz
benne. Minden d maximum egyszer allhat el6, hiszen Sidon-sorozatrol van sz6. Tovabba azt is
vegytik észre, hogy a (¢ — 1)-nél nagyobb kiilénbségii elempéarok nem tudnak beleesni egyetlen
intervallumba sem. Igy az el6z6 D-t tudjuk felilrél becsiilni az 1-t6l ¢ — 1-ig vett egész szdmok

Osszegével:

(3.44) D< i t(t;”

(3.4.3)-bdl és (3.4.4)-bol kovetkezik, hogy:

n+t n+t
(3.4.5) Y A7 > A <t(t—1)
=1 =1

A szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlétlenség alapjan tudjuk, hogy:

/Zn+t A2 Znth
n+t n—+t
St A S (] A)?
n+t — (n+t)?

n+t n+tA,)2
4. 2 > (Zz:l )
(3.4.6) ;:1; Af > =L

Igy (3.4.2), (3.4.5) és (3.4.6) alapjan tovabb tudunk becsiilni:

n+t n+t (Zn—i-t ) t252
tt—1)>> A2-%"4, > — st = -
( )—; i ; n+tt O ntt
t22
S st <t(t—1)
n+t

Rendezziik 0-ra, majd szorozzunk (n + t)-vel és osszunk t*-tel:

252

—st—t(t—l)SO
n—+t

82_s(n+t) B (t—1)(n+t) <0
t t -
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(3.4.7) ﬁ—q%+n—§+na—ngo

(3.4.7) mésodfoku egyenldtlenséget megoldva s-re a kovetkezé becslést kapjuk:

(3.4.8) <”+1+\/ L won 3
4. s< —+— n — - — ==
S99 2 21

Valasszuk meg t-t tgy, hogy (3.4.8) jobb oldala a lehet6 legkisebb legyen. Minél na-

gyobb szdmnak valasztjuk ¢-t, az n/2t értéke annal kisebb, ugyanakkor a négyzetgyok értéke

3/4

annal nagyobb lesz. Ha t kisebb nagysdgrendii, mint n*/* akkor n/2t biztosan nagyobb

1/4

nagysagrendii lesz, mint n'/%. Vagyis t-t nem valaszthatjuk n®/*-nél kisebb nagysigrendiinek.

Viszont ha n*“*nél nagyobb nagysigrendiinek vélasztjuk, akkor a négyzetgyok értékének

1/2

nagysagrendje mar nagyobb lehet n'/“-nél. Mivel t-nek egész szamnak kell lennie, legyen

t=|n%*| + 1.

Becsiiljiik felillr6l (3.4.8) jobb oldalat ¢ = [n%*] + 1 esetén. Mivel ekkor ¢ > n%*, igy a

kovetkezo teljestil:

n n 1
3.49) —< = —pl/t
(3:49) 5 < gmm = 3"
A gyokjel alatt az elsé t helyére irjunk n®* + l-et, a nevezSkben pedig n*%-et. Igy a
gyokos kifejezés értékét noveltiik.
n? n 3 1 1 3

3/4 nee om0 3/4 Sot2 _ to1a 2

(3.4.10) (/n+n +1+4n3/2 534 1 \/n+n +1+4n 5" 1

Mivel igaz, hogy

31 R
1->—-p'f<0,h >(> =—
12" Han =1y 16’

1
(3.4.10)-et tovabb novelhetjik 1 — i — §n1/4 elhagyasaval.

1 1 3 1 1
(3.4.11) \/n+n3/4 +1+ an/Q — §n1/4 ~1 < \/n+n3/4 + Zn1/2 =vn+ §n1/4

(3.4.9) és (3.4.11) alapjan t = |n%/*] + 1 esetén teljesiil, hogy

<"+1+¢ ppp o 3<"1/4+1+\/_+”1/4
s< —+ = n — —— =< — 4= n+4+— =
=513 W29 1= 3 T3 5

=n'/? 4!/ +; <n'Z4ntt41
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Ezzel a tétel allitasat belattuk.

3.5. Tobbtagi Osszegek

A Sidon-problémat szeretnénk tobbtagi Gsszegekre altalanositani.

3.5.1. Definicié. Az a; < as < ... sorozatra igaz a Sidon-tulajdonsag altalanositasa h tagra,
ha minden ¢ esetén a, € N és az a;, + ... + a;, Osszegek mind kiillonbozdek, azaz barhogyan

vesziink ki A elemet a sorozatbol, azok 0sszege mindig kiilonb6z6 lesz.

A kovetkez6 allitasban egy alsé becslést adunk az ilyen sorozatok elemszamara. Az allitas

bizonyitasa a 3.3.11. tétel bizonyitdasanak altaldnositasa lesz Chowla eredményei alapjan [2].

3.5.2. Allitas. Legyen h > 2 rogzitett természetes szam, és vegyiik az olyan sorozatokat az
[1,n] intervallumon, amelyekre igaz, hogy az elemeikbél képzett h-tagi ésszegek mind kiilon-

1/h

bozoek. Ekkor ezek kozott 1étezik olyan A sorozat, amelynek koriilbeldl n'/" eleme van.

Bizonyitas. A 3.3.3.ésa 3.3.11. tétel bizonyitasahoz hasonléan fogunk eljarni. Legyen T}, a p”
elemi véges test. Tj,-nak a p elemi résztestét jelolje T. Legyen A € T}, a multiplikativ csoport
generatoreleme. Ekkor T, = T1(A) és ez egy h-adfoku testbévités, tehat A foka h. Legyen
Ty = {71,7%, -, Vp}- A két kordbbi hasonlé bizonyitdssal ellentétben most nem tetszéleges
© € T, \ T1 elemet vélasztunk, hanem a A € T, \ T} elemet valasztjuk. A tetszéleges © elem
foka lehet kisebb is, mint h, hiszen T7(0) lehet egy T,-nal szlikebb egyszerti bévitése Tj-nek.
Viszont A biztosan h-adfoku T felett. Ezt a tulajdonsagat késébb hasznalni fogjuk. Vegytk a

kovetkezo osszegeket © = 1,2, ..., p-re:
(3.5.1) A+ =A%

Mivel a ~;-k kiilonbozoek, ezek az 0Osszegek mind kiilonbozoek lesznek. Ez megad p da-
rab a,;-t, amelyekre teljesiil, hogy 1 < a; < p" — 1. Azt szeretnénk megmutatni, hogy ezek koziil
barhogyan valasztva képeziink h tagi a;, + a;, + ... + a;, Osszegeket, ezek az sszegek minden

esetben paronként inkongruensek lesznek modulo p* — 1.

Tegyiik fel, hogy 1étezik {i1, s, ...,in} és {41, jo, ---, jn} Ugy, hogy

(3.5.2) a; +ai, +... +a;, =a; +aj, + ... + aj, modulo p" — 1
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Megmutatjuk, hogy ekkor a két multihalmaz egyenls. (Multihalmazok, mert egy elem
tobbszor is eléfordulhat benniik.)

A A generdtorelem generalja T}, multiplikativ csoportjat, amely egy p" — 1 rendii cikli-
kus csoport. Emiatt tudjuk, hogy pontosan akkor igaz, hogy A™ = A™ ha n = m modulo
p" — 1. Ebbdl kévetkezik, hogy (3.5.2) dsszevetve (3.5.1)-gyel azt jelenti, hogy

A%i1 Faiytotaq, A% +aj,+...+aj,

A hatvanyazonossag alapjan ebbdl kovetkezik, hogy:
A% A% A% = A% A%2 A%k
(3.5.1) alapjan ezt at tudjuk irni, és rendezni tudjuk A szerint:
(3.5.3) (A+7)(A+7i) (A +7,) = (A4 7)) (A +75,) (A +5,)
(A +7) (A +7i) - (A +7i,) = (A +73,) (A +75) (A +75,) =0
(8.5.4) A"+ (v + o+ y)A LA — =0

(3.5.4)-bél kiesik A" gy (3.5.3) A-nak egy maximum (h — 1)-edfokt polinomja. Mivel
A h-adfoku T; felett, ezért (3.5.3) bal oldala csak az azonosan 0 polinom lehet. A (3.5.3) alak-
bél a gyoktényezds alak egyértelmiisége miatt kovetkezik, hogy {iy, iz, ...,in} = {J1, 72, --s Jn}-
Azaz a h-tagi ésszegek paronként inkongruensek modulo p® — 1. A primszamtétel segitségével
(lasd a 3.3.2. és a 3.3.7. megjegyzést) ebbdl kovetkezik, hogy létezik A sorozat az [1,n]

intervallumban, amelynek koriilbelill n'/? tagja van. Ezzel az allitast belattuk.

3.5.3. Egyszerii fels6 becslés. A kéttagu Osszegek mintajara a tObbtagu osszegek esetén is
tudunk egyszeri fels6 becslést adni a sorozat elemszamara. Legyen a sorozatunknak s tagja.
Mindegyikre igaz, hogy a; € [1,n]. Ebbol kévetkezik, hogy a;, + ... +a;, € [h, hn]. Az s elembdl
hany h tagt Osszeget lehet késziteni, ha lehet ismétlédés is az elemek kozott? Ehhez hasznaljuk

az ismétléses kombinaciét.

(S . Z ) 1) - (2;(;]1—_1;!) !

Mivel az 6sszegek mind kisebbek, mint hn, ezért:

(s+h—1)!

s -1

(3.5.5)
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(3.5.5) bal oldalat szeretnénk alulrél becsiilni, ehhez a szamlalét csokkentjiik:

(s+h—1! (s+h—=1)(s+h—-2)..-5 s"

= >
h!(s —1)! h! h!
Ezt Osszevetve (3.3.5)-tel azt kapjuk, hogy:

h
S

s < Vhlhn = ¢¥/n, ahol ¢ = Vh!h

Vegyiik észre, hogy a 3.2.1. pontban ugyanezt a becslést megkaptuk a h = 2 esetre.

3.6. Végtelen Sidon-sorozatok

Jelolés. Jelolje A(n) az A végtelen Sidon-sorozat elemszaméat az [1,n| intervallumon.

A kévetkezékben A(n)-rél szeretnénk megéllapitasokat tenni. A 3.6.1. feladat allitdsat Erdds
¢és Turdn mar 1941-ben belattak [7].

3.6.1. Feladat. Konstrualjunk olyan A végtelen Sidon-sorozatot, amelyre barmely € > 0 esetén

végtelen sok n-re
(8.6.1) A(n) > (5 —e)y/n

3.6.2. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy nem egy erds alsd becslést szeretnénk belatni,
amely minden n-re teljesiil, hanem az a célunk, hogy talaljunk végtelen sok n-et, amelyre igaz a
(3.6.1). Igy elég nekiink, ha a végtelen Sidon-sorozatunk végtelen sok helyen elég sfirti, méshol
pedig ritkabb is lehet.

Megoldas. Vilasszunk egy ni-et gy, hogy legyen ny = p* + p+1, igy a 3.3.4. kovetkezmény
szerint létezik az [1,7;] intervallumon hozzavetélegesen /ni elemszamu Sidon-sorozat, ezt
jelolje Sy. Valasszuk no-t gy, hogy ns >> ny, azaz ng legyen joval nagyobb, mint n;.
Az [nq + 1,n1 + ng| intervallumbdl ne vélasszunk ki semmit, de az [ny + ng + 1,1y + 2ng]
intervallumbol megint valasszunk ki elemeket. Mivel az [ny + ny + 1,71 + 2n,] intervallumban
ny elem van, innen ki tudunk védlasztani egy koriilbelil \/n; elemszami Sidon-tulajdonsdgt
halmazt. (Ezt megtehetjiik, mert ugyan eddig csak azt lattuk, hogy az [1,n] intervallumbol
ki tudunk vélasztani egy kortilbeliil \/n elemii Sidon-sorozatot, de az is igaz, hogyha ennek
a sorozatnak az a; tagjait barmely konstanssal eltoljuk, akkor az n elem@ [1 + ¢,n + ]

intervallumon vett a; + t tagokbdl &ll6 sorozat egy koriilbelil /n elemszami Sidon-halmazt
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alkot.) Ezt a Sidon-tulajdonsdgi halmazt jeloljiik S3-gal. S5 halmazbdl hagyjuk el azokat
a parokat, amelyekben a tagok kiilonbsége kisebb, mint n;. S5 Sidon-tulajdonsiga miatt
az elemeibdl alkotott parok tagjainak kiilonbsége mind kiilonb6zo, igy kevesebb, mint n;
olyan par lehet benne, amelyek kiilonbsége kisebb, mint n,. Ebbol kovetkezik, hogy biztosan
kevesebb, mint 2n; elemet hagytunk el. A moddositott S;-ot jelolje S. Vegyiik észre, hogy
az [1,ny + 2n,] intervallumbél hozzévetSleg \/ny + /s — 2ny elemet valasztottunk ki. Mivel
ng >> ny, ez nagysagrendileg \/ny elemet jelent.

Eloszor azt szeretnénk latni, hogy n = n; + 2n, esetén a /ng elem valéban legalabb

annyi, mint amennyit a feladat allit, azaz teljestl a kovetkez6 egyenlétlenség:
A(ny + 2n9) = /ng > (% —&)y/n1 + 2ns

Mivel feltettiik, hogy ny >> nq, igy n1+2ny & 2n,y, amibdl kovetkezik, hogy v/ni + 2ns &~ v/2ns.

Ezt kihasznélva:

VT > (& —)Vm

A/ Mo > \2/32 —&v/2n4

/Nag > /Mg — €4/2N4

Azt is feltettiik, hogy € > 0, amibol kovetkezik, hogy a jobb oldalon /ns értékét min-

dig egy valoban pozitiv szammal csokkentjiik, vagyis az egyenlotlenség teljesiil.

Ezenkivill azt kellene latnunk, hogy ezekre az elemekre teljesiil a Sidon-tulajdonsag,
vagyis Sidon-sorozatot alkotnak. Azt tudjuk, hogy Si-re és Sp-re kiilon-kiilon teljesil a
Sidon-tulajdonsag, azt kellene latni, hogy S; U Ss-re is teljestl. Legyen ki < ky < k3 < k4 az
S U Sy négy kiilonbozé eleme. Azt kell belatni, hogy ki + ky # ko + k3, azaz

(3.6.2) ky— ks # ks — ky

Elsé eset: Ha ky, ko, ks, ky € Si, akkor teljesil (3.6.2), mert S; Sidon. Ugyanigy ha
ki, ko, k3, ky € So, akkor is teljestil (3.6.2), mert Sy is Sidon.

Maésodik eset: Legyen ky, ko, k3 € S1 és ky € Sy. Ekkor teljesiil, hogy ky — k3 > ng > ko — ki,
vagyis igaz (3.6.2).

Harmadik eset: Legyen ki, ke € Sy és ks, ky € Sy Ekkor ky — ki € [1,n]. Mivel Sp-t

tgy készitettiik, hogy ne legyen benne olyan elempdr, amelyben a tagok kiilonbsége az [1,n]
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intervallumba esik, ezért biztos, hogy (3.6.2) teljesiil.

Negyedik eset: Legyen ki € S és ko, k3, ks € S5. Ekkor igaz, hogy ko — k1 > ng > ky — k3, igy
(3.6.2) biztosan teljestil.

Ez a négy eset az Osszes lehetéséget tartalmazza. A négy esetet megvizsgalva belattuk,

hogy az S7 U Ss-re valoban teljesiil a Sidon-tulajdonsag.

Ezutan ismételjitk meg ugyanezt az eljarast: valasszunk egy ng-at, amely jéval nagyobb,
mint ny + 2ns. Az [ng + 2ns + 1,07 + 2ny + ng] intervallumbdl ne vélasszunk ki semmit,
majd az [n; + 2ny + ng + 1,n; + 2ny + 2n3) intervallumbdl vélasszunk ki egy \/53 elemii
Sidon-halmazt. Hagyjuk el S3-bdl azokat az elemparokat, amelyekben a tagok kiilonbsége
kisebb, mint n; 4+ 2n,, az igy tjonnan hozzavett elemeket jelélje Ss. Igy az [1,n1 + 2ny + 2n3)
intervallumbdl kivalasztottunk kérilbelil \/n, + v/n, — 2n1 + \/ng — 2(n1 — 2n,) elemet. Mivel
ng >> ng, ez hozzéavetdleg \/n, elem. Az el6z6ekhez hasonléan belathat6, hogy az S; U Sa U S;
is Sidon tulajdonsagu. Ezt tovabb folytatva kapunk egy végtelen Sidon-sorozatot, amelyre igaz
(3.6.1).

Azt mér a véges Sidon-sorozatok vizsgalatabdl tudjuk, hogy A(n) semmilyen n-re nem lehet
sokkal nagyobb, mint \/n, ezzel a feladattal pedig beldttuk, hogy A(n) végtelen sokszor nagyon
kozel lehet /n-hez. A kovetkezd tétel azt allitja, hogy ez nem lesz igaz minden n-re, mert
biztos, hogy A(n) végtelen sokszor jéval kisebb lesz, mint \/n. Ennek bizonyitasa a Szdmelmélet

tankonyvben 1é6v6 bizonyitas részletezése [11].
3.6.3. Tétel. Legyen A végtelen Sidon-sorozat. Ekkor sziikségképpen igazak A-ra a kévetkezdk:

=0

a imin A(n)
(a) lnﬁoof NG

(b) liminf —

e In/logn

3.6.4. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy (b)-bol kovetkezik (a). A (b) azt jelenti, hogy létezik

< 00, ahol logn az n szam természetes alapu logaritmusa.

¢ > 0 konstans ugy, hogy végtelen sok n-re teljesiil a kovetkezo:

_An)
n/logn

Ezekre az n-ekre:

\/ﬁ
A(n) Sc\/m
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A(n)<c 1
vn = Vlogn

Ennek a jobb oldala n tart végtelen esetén nulldhoz tart. EbboOl az kovetkezik, hogy
teljestil az (a).

Bizonyitas. (A 3.6.3. tétel bizonyitdasa) Legyen A egy tetszéleges végtelen Sidon-sorozat,
N egy elég nagy természetes szam. Jelolje A; azt, hogy az A-nak hany eleme van a T; =
[(i — 1)N + 1,iN] intervallumban. A korabbi jelolést hasznédlva ekkor

(3.6.3) A; = A(iN) — A((i — 1)N), ahol i = 1,2, ..., N

T;-n belil barmely két elem kilonbsége kisebb, mint N, azaz maximum N — 1 kilonbo-

z6 kiillonbség van, és a Sidon-tulajdonsag miatt nem allhat elé egy kiillonbség egynél tobbszor,
igy

N A.
(3.6.4) > ( ;) <N

i=1

A bal oldalt kifejtve:

i (é) B i 2(AA— IR MY

=1 =1

Amibél (3.6.4) miatt:

(3.6.5) ZA ) < 2N

Mivel A; # 0 esetén A; > 1, ezért A; > (A + 1), igy:

(A; +1)(

l\D\»—t
l\D\»—l

(3.6.6) ngi( : ZNj i A? —1)

(3.6.6) A; = 0 esetén trividlisan teljesiil. (3.6.5)-bél és (3.6.6)-bdl kovetkezik hogy:

N
3> (A7 —1)<2N
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N
(3.6.7) Y A7 <5N

=1

A;
Legyen S = Z ™ Ezt az Osszeget szeretnénk két oldalrél becsiilni. A felsé becsléshez

N
1

hasznéljuk a Cauchy-Bunyakovszkij egyenlétlenséget, (3.6.7)-et és azt, hogy Z - <logN +1:
—

(3.6.8) S <, ZAQ L /5N (log N + 1)

Az alsé becsléshez hasznaljuk (3.6.3)-at és az Abel-féle atrendezést:

(3.6.9) S — iA iN) — i‘/(;i_lw) >§A(¢N} (\2—\/21_&

Ezt tovibb becsiilhetjiik alulrol, haszndlva a kovetkezdt:

(L L) WL T L
VARV e S Y SN e (W = SRV R N SRR

2 567 0

mert iv/i + 1 < (i + 1)v/4 teljesiil minden i-re.

Ezzel folytatva (3.6.9)-et azt kapjuk, hogy:

5> ; z+1)\/_

Tehat S-et alulrdl és feliilrdl is becsiiltiik, vagyis (3.6.8)-bdl és (3.6.9)-bél kovetkezben:

(3.6.10) ]g m <5 </5N(log N +1)

Tegyiik fel, hogy a tétel allitdsa nem igaz, vagyis minden ¢ > 0-ra:

iN
3.6.11) A(iN ———— hai=1,2,.,N

Vessitk Ossze (3.6.11)-et a (3.6.10) bal oldaldval, majd haszndljuk fel, hogy a szumma-
ban logiN < log N? mindig teljestil:

N-1 \/_ Nfl \/N
;2z+1f,/1oguv 2122+1) log(N?)

S >c
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cv/N =1 cv Nlog N c
= ~ = —/Nlog N
8log N Z i+1  8/IogN /8 o8

=1

Ebbdl (3.6.10) a (3.6.11) mellett:

\jg,/NlogN <5< \/5N(log N +1)

ami ¢ > +/40 esetén ellentmond (3.6.10) jobb oldaldnak, széval ha ¢ > /40, akkor

(3.6.11) nem lehet igaz. Mivel ellentmondésra jutottunk, a tétel allitasa igaz.

3.7. Vegyes feladatok

A kovetkezo két feladat érdekes kérdéseket targyal a Sidon-tulajdonsaghoz hasonlé tulajdon-

saggal rendelkez6 sorozatokkal kapcsolatban.

3.7.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy létezik egészeknek olyan a; < as < ... végtelen sorozata,

hogy a 0-n kiviil minden egész szam egyértelmtien irhato fel a; — a; alakban.

Megoldas. Vegyiik észre, hogy ha a;—a; = k, akkor aj—a;, = —k, tehét elég arra figyelni, hogy
minden pozitiv egész szam el6alljon két tag kiilonbségeként. Konstrualjunk megfelel6 sorozatot.
El6szor vegytink két egész szamot, amelyeknek a kiilonbsége 1. Ezutan vegytink hozza két egészt
ugy, hogy egyiknek se legyen semelyik korabbi taggal a kiilonbsége 1, és a két 0j tag kiilonbsége
legyen 2. Ezt folytathatjuk a végtelenségig. Egy altalanos 1épés a kovetkezo: egy 1épésben mindig
két tjabb tagot vesziink hozza a sorozatunkhoz tgy, hogy elég nagyok legyenek ahhoz, hogy
a korabbi tagokkal ne johessen létre mar meglévé kiillonbség, illetve a két 1j tag kiilonbsége
legyen a legkisebb pozitiv egész, amely eddig nem &llt eld kiilonbségként. Mivel ezt a 1épést

végtelenszer meg tudjuk ismételni, valoban egy megfelel6 végtelen sorozatot fogunk kapni.

A kovetkez6 feladat is Erdds egyik felvetett kérdésén alapul, a bizonyitdas Erdds és Freud

eredménye [8].

Jelolés. Tovébbra is A(n) jeloli az A sorozat elemszamat az [1, n] intervallumon, B(n) pedig

a B sorozat elemszamat az [1,n| intervallumon.

3.7.2. Feladat. A természetes szamok két végtelen részsorozatat, A-t és B-t akkor nevezziik
jo sorozatparnak, ha az a+b (a € A,b € B) 6sszegek mind kulonbozéek. (Példaul ilyen, ha egy
végtelen Sidon-sorozatot kettévagunk.) Adjunk meg egy j6 sorozatpart, amelynél minden n-re

A(n) > ¢y/n és B(n) > cy/n valamely ¢ > 0 konstansra.
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Megoldas. Az A sorozat legyen olyan, hogy tartalmazza azokat a szamokat, amelyek
kettes szamrendszerbeli alakjaban az egyesektdl kezdodden tekintve minden paros helyen
0 all, a B sorozat pedig olyan, hogy tartalmazza azokat, amelyek kettes szamrendszerbeli
alakjaban szintén az egyesektdl kezdodéen nézve minden paratlan helyen 0 all. Azt szeretnénk
belatni, hogy ekkor teljestl egyrészt a feltétel az elemszamokra, masrészt az, hogy az a + b
(a € A, b € B) 6sszegek mind kiilonbozéek.

Vegyiik észre, hogy a + b-nek a Kkettes szamrendszerbeli alakjaban pontosan akkor fog
0 szerepelni, ha azon a helyen a-ban és b-ben is 0 szerepel, mivel az A és a B sorozat
meghatarozasakor kizartuk azt, hogy a és b kettes szamrendszerbeli alakjaban ugyanazon a
helyen egyszerre szerepeljen 1-es. Tegytk fel, hogy 1étezik aq,a0 € A és by, by € B ugy, hogy
a1 + by = as + by, azaz a kettes szamrendszerbeli alakjukban minden helyiértéken ugyanaz
a szam all. Ha az 6sszegben paros helyiértéken 1 all, akkor b;-ben azon a helyen 1-nek kell
allnia, ha az Osszegben 0 van ott, akkor b;-ben is annak kell lennie. Ugyanez igaz péaratlan
helyiértékre is, csak forditva. Tehat az Osszeg egyértelmiien meghatarozza a;-t és b;-t, vagyis
a1 + by = as + by csak ugy teljesiilhet, ha a; = as és by = by. Vagyis valoban minden a + b

Osszeg killonbo6zo lesz.

Azt kell még belatni, hogy az elemszamok az [1,n] intervallumon valéban meghaladjak
a cy/n-et. Az A és a B sorozat tagjaira is igaz, hogy kettes szamrendszerben felirt alakjukban
a szamjegyek egyik fele 0, a masik fele pedig tetszdlegesen 0 vagy 1. Ebbol mar kovetkezik,
hogy A(n) és B(n) is y/n nagysagrendii, tehat alkalmas c-vel mindkettére teljesiilni fog, hogy
legalabb c¢y/n. A legjobb ¢ meghatarozdsdhoz vegyiik észre, hogy ha n csupa egyesbdl &ll, azaz
n = 28 — 1, akkor az n elétt sokdig 1-es az elsé szamjegy, ami azt jelenti, hogy vagy A-nak,
vagy B-nek n el6tt sokdig nincsen tagja. A k paritasatol fiigg, hogy melyiknek. Tehat az
n = 28 — 1 értékek adjak a lerosszabb eseteket. Ebben az esetben n kettes szdmrendszerben
felirva k jegyl. El6szor szamoljuk Ossze az A tagjait n-ig, azaz azokat, amelyekben a paros
helyeken 0 &ll. Ha &k paros, akkor k/2 helyen van mindenképp 0, ha k paratlan, akkor (k—1)/2
helyen. A maradék helyekre szabadon valaszthatunk a két lehetdség koziil, igy Osszesen oLzl
ilyen szam van. Azt szeretnénk latni, hogy alkalmas ¢ > 0-ra olsl > c\/2F — 1. Ha k péros,
akkor ¢ < 1 esetén, ha pedig k paratlan, akkor ¢ < % esetén teljesiil a feltétel az elemszamra.
Hasonl6an gondolkodhatunk, ha a B tagjait szeretnénk megszamolni. Ha k péros, akkor k/2
helyen van mindenképpen 0, ha paratlan, akkor (k + 1)/2 helyen. A tébbi helyre szabadon
valaszthato 0 vagy 1, igy Osszesen ol ilyen szam van. Azt szeretnénk latni, hogy alkalmas
¢ > 0ra 202 > c\/2F — 1. Ez paros k esetén akkor teljestil, ha ¢ < 1, paratlan k esetén pedig
akkor, ha ¢ < v/2. Legyen ¢ = 0, 5. Ekkor a megadott A és B megfelel$ sorozatpart alkot.



4. fejezet

Csupa kiillonboz6 osszegii sorozatok

4.1. Csupa kiilonb6z6 Osszeg

A definicid, az alapveto kérdés és az egyszerii alsé becslés elhangzott Erdés 1993-as eloada-

sdban az E6tvos Napon [6]. Ezekbdl fogunk kiindulni a fejezet térgyaldsa sordn.

4.1.1. Definicié (Csupa kilonbozd dsszeqi sorozat). Az egész szamoknak egy a1 < as < ... <

ar < n sorozatat csupa kiilonboz6é 0sszegli sorozatnak nevezziik, ha az 6sszes

k
(4.1.1) > ejay
j=1

alaki részosszeg kilénbozo, ahol e; = 0 vagy 1. (Azaz ha a sorozat barhany tagjat

osszeadva mindig kiillonb6zé eredményt kapunk.)

4.1.2. Kérdés (Alapvetd kérdés). Legfeljebb hany eleme lehet annak a csupa kiillonb6z6 6sszegii

sorozatnak, amelynek minden eleme az [1, n| intervallumba esik?

A kovetkezdkben erre az elemszamra szeretnénk minél jobb fels6 becslést adni.

4.2. FelsO becslés az elemszamra

Jel6lés. A tovabbiakban legyen az [1,n] intervallumon vett csupa kiilonb6z6 6sszegli sorozat

elemszéama k.

4.2.1. Egyszeri alsé becslés. A sorozat tagjainak valasszuk a ketté hatvanyait. Ebben az
esetben a sorozat tagjaira biztosan teljesiil (4.1.1), mert minden szdm egyértelmiien &ll el
kettShatvanyok osszegeként. Ekkor k = [logyn| + 1.
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Felmeriil a kérdés: Vajon ez a maximdlis k? Biztosan nem, mert n = 22!'-re létezik egy siirtibb
sorozat, amelyre k = |log,n| 4+ 2 [5]. Az ismeretlen, hogy ezt lehet-e még tovdbb novelni, de
Erdés megmutatta, hogy sokkal biztosan nem. Errdl szol a kovetkezd tétel, amely Erdés és Leo

Moser eredménye [3].

4.2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az 1 < a; < as < ... < ax < n egész szamok koziil akarhany

kiilonbo6zonek az 6sszege mind kiilonbozo értéket ad. Ekkor:
(4.2.1) k <logyn+log,log,n +1

Sot, n > 8-ra:

log, log, n

(4.2.2) k <log,n + 5

+2
Bizonyitas. A feltétel szerint a sorozatunkban k elem van. Ebbél a k kilonb6z6 a;-bol ké-
pezzink Osszegeket, jeloljik ezeket uj-vel. Minden a; vagy bekeriil egy adott osszegbe, vagy
nem. Ebb6l kévetkezik, hogy 2% kiilénboz6 u; sszeg képezhetd. Ezek koziil a legkisebb az iires
Osszeg, a legnagyobb pedig az Osszes a;-nek az Osszege. Biztos, hogy u; € [0,nk — 1] = I. Mivel
az Osszes u; killonbozo és az I intervallumban nk egész szam van, teljestilni fog, hogy:

oF < nk
Vegyiik mindkét oldal kettes alapt logaritmusat:

log, 2" < log, nk
A logaritmus azonossagait hasznélva ekkor:

(4.2.3) k <logyn+log, k

Abbédl, hogy k < n, kovetkezik, hogy log, k < log,n. Ezt Osszevetve (4.2.3)-mal azt
kapjuk, hogy:

k <log,n +logsn
k <2logy,n

[smét vegylik mindkét oldal kettes alapd logaritmusat, majd hasznaljuk a logaritmus

azonossagait:
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log, k < logy(2log, n)
log, k < log, 2 + log, log, n

(4.2.4) log, k <log,logyn + 1

(4.2.3)-bdl és (4.2.4)-bél az kévetkezik, hogy:
k <log,n + log, log,n + 1

Ezzel (4.2.1) egyenlStlenséget belattuk.

(4.2.2) egyenl6tlenség felsé becslése nagy n-re jobb, mert kisebb. Ennek bizonyitdséhoz sejt-
siik meg, hogy az u; Osszegek az I intervallumban nem egyenletesen helyezkednek el, hanem a
legtobb koziliik az atlag kozelében csoportosul. Ezt szeretnénk valahogyan megmutatni. Vezes-
siink be egy X valdszintiségi valtozot, és a tovabbiakban jelolje P a valoszintiséget, E a varhato
értéket és D a szorast. Az X a 28 darab u; mindegyikét 27% valdsziniiséggel veszi fel, azaz

minden j-re:
[rjuk fel a Csebisev-egyenlStlenséget X -re:

P(|X — E(X)| > cD(X)) < 612
Mit fejez ki az egyenlStlenség? Azt, hogy az u; értékek kevesebb, mint ¢ %-szerese esik
az E(X) kozépponti, 2¢D(X) hosszisagl intervallumon kiviilre. Ebb6l kovetkezik, hogy az
u; értékek (1 — ¢~ ?)-szerese esik ennek az intervallumnak a belsejébe. Szeretnénk alkalmazni
a bizonyitds elsé felében hasznalt gondolatmenetet azoknak az u;-knek a szaméra, amelyek
biztosan beleesnek az intervallumba. Ha Z = % | a;, akkor E(X) = Z/2, mert az u; dsszegeket
Ossze lehet ugy parositani, hogy a parok osszege pont Z legyen. Vezessiik be az &;, ¢ = 1, ..., k
valésziniiségi valtozokat. Minden &; 1/2-1/2 eséllyel veszi fel az a;, illetve a 0 értéket. A &-k
fiiggetlenek és % | & = X. Ekkor:

k 1 k kn?
DAX) =3 D*&) =72 a; < v

=1

W

Megint irjuk fel a Csebisev egyenlotlenséget X-re, legyen ¢ = 2:
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P(X—Z‘>2”\2/E><jL

Azaz a 2% darab u; legalabb % része a %
esik. Ebbol kovetkezik, hogy:

3
12’“ <ok

Wk

ok <

w | oo

kozéppontd, 2nvk hosszisdgd intervallumba

Vegyiitk mindkét oldal kettes alapu logaritmusat és alkalmazzuk a logaritmus azonossé-

gait:

log, k

(4.2.5) k <logyn+ 5

+ log, :
3
Ebbdl n > 8 esetén kovetkezik, hogy:
k < 2log,n
Ebbdl logaritmust véve kovetkezik, hogy:
(4.2.6) logy, k <1+ log,log,n

(4.2.5)-6t és (4.2.6)-ot Osszevetve:

log, log,n + 1
2

log, log, n

2
5 +

8
k <logsn + +log2§<log2n+

Ezzel a (4.2.2) egyenlétlenséget is belattuk.

4.3. Vegyes feladatok

A kovetkezé harom feladatban olyan érdekes kérdéseket fogunk megvizsgdlni, amelyek ha-

sonlitanak a csupa kiilonboz6 sorozatok problémajahoz, de a feltételeink kissé eltéroek lesznek.

Az els6 feladatban nem azt tessziik fel, hogy a sorozat tagjaibdl alkotott minden részletosszeg

kiilonb6zo, hanem azt, hogy egyik részletosszeg sem adja a sorozat valamely tagjat eredményiil.

A sorozat tagjai tovabbra is az [1,n] intervallumbél kertilnek ki, illetve az elemszam tovabbra

is k.

4.3.1. Feladat. Mennyi k£ maximuma n fliggvényében, ha egyik a; sem all el6 csupa kiillonb6z6

(és egynél tobb) a; Gsszegeként?
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Megoldas. Vegyiik észre, hogy az [n/2,n] intervallum egészeire igaz a feltétel, azaz egyik
intervallumbeli egész sem all el csupa kiilonb6z0, méasik intervallumbeli egész Osszegeként,
hiszen ha mar csak kettét is 6sszeadunk ezek koziil, n-nél nagyobb szdamot kapunk. Az [n/2,n]
intervallumban |[n/2| 4+ 1 egész van, igy ezzel a konstrukciéval egy |n/2| + 1 elemszamu

megfelel6 sorozatot készitettiink.

Azt allitjuk, hogy |n/2] + 1-nél tobb elemet nem valaszthatunk ki ugy, hogy a meg-
adott feltételek teljesiiljenek. Vegytiink egy, a feltételt teljesitd tetszdleges sorozatot, jeloljiik
A-val, és jelolje ap a legnagyobb elemét. Azt szeretnénk belatni, hogy ennek a sorozatnak
legfeljebb |n/2| + 1 eleme lehet. Mivel a; a legnagyobb elem, csak néla kisebb elemek lehetnek
az A sorozat tovabbi tagjai. Irjuk fel az-t minden lehetséges médon két szdm 6sszegeként. Ez

a felirds fiigg a; paritdsatol. Az elso esetben legyen ay = 2u paros.

14+ (2u—1)
2+ (2u—2)
u+u

Vegyiik észre, hogy a feltétel miatt ekkor az 1,2,...,2u szamokbodl legaldbb uw — 1 kima-

rad a sorozatbol, ezért legfeljebb u + 1 lesz beveheto.

A maésodik esetben legyen ar = 2u + 1 paratlan. Ekkor a lehetséges kéttagt Osszegek a

kovetkezok lesznek:

1+ (2u)
2+ (2u—1)
;%— (u+1)

Ebben az esetben az 1,2,...,2u + 1 szamokbol legalabb w kimarad a sorozatbdl, ezért
legfeljebb u + 1 lesz bevehetd. Tehat mindkét esetben igaz, hogy legfeljebb [ax/2] + 1 elem

lehet benne az A sorozatban. Mivel a; < n, ezért:
/2] +1 < |n/2] +1

Ezzel belattuk, hogy az adott feltétel mellett & maximuma n figgvényében |n/2| + 1.

4.3.2. Feladat. A mésodik feladatban azt vizsgaljuk, hogy egy t szam hanyféleképpen allhat

el egymas utan kovetkez6 a;-k Osszegeként. Legyen L(k) a t = a; + aj41 + ... + a; egyenlet
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megoldasszamanak maximuma, ahol a maximumot az Osszes lehetséges a; rendszerre és t-re
veszik. Igazoljuk, hogy L(k) = [k/2].

Megoldas. A feladat atfogalmazéasa: Vegyiink egy fix k-t, majd k darab tetszOleges egészt
novekvé sorrendben (a1 < as < ... < ay). Készitstik el ezekbdl az 6sszes olyan Osszeget, amelyek-
ben egymas utani indexti tagok szerepelnek: aq, as, ..., ag, a1 +as, ..., ag_;+ag, ..., a1 +as+...+ay.
Mutassuk meg, hogy ezek koziil maximum [k/2] darab Osszeg lehet egyenld t-vel, ha az a;

szamokat szabadon megvalaszthatjuk.
Egy konstrukciot fogunk mutatni arra, hogy meg tudunk adni tgy k& darab névekvo
szamot, hogy L(k) = [k/2]. Elészor mutassunk egy példat k& = 10-re, amit majd kés6bb
altaldnositunk. Vegytink 10/2 = 5 névekvé szdmot gy, hogy a legkisebb legyen nagyobb 5-nél:
a; = 8,(12 = 9,CL3 = 10,&4 = 1].,@5 =12
Folytassuk a sorozatot a kovetkezoképpen:
ag = a1 + a9 = 17
a7 = as + ag = 21
ag = as + ag = 29
ag = a7 + ag = 50
Vegyiik észre, hogy ajp-et mar nem tudjuk igy megadni, de vélasszunk egy ag¢-nél na-
gyobb szamot. Legyen ajy = 52. Ekkor a kovetkezd Ot Osszeg egyenld lesz, hiszen ennek
megfelel6en hataroztuk meg a sorozat tagjait:
(431) 5O:a1+a2—i—a3—|—a4+a5 =as+aq4+as+ag =as+ ag + ay = ay + ag = ag
Ezzel megadtunk 10 szamot névekvé sorrendben ugy, hogy L(10) = 5.
Ezt a konstrukciot irjuk fel altaldnosan. Legyen [k/2| = f, és vegylink egy p > f sza-
mot. Legyen a; = p+1,a0 = p+2,...,ar = p+ f (ez f darab szam novekvé sorrendben) és
t = a; +ax+ ...+ ay az az Osszeg, amelyet szeretnénk Osszesen f-szer eléallitani kiilonb6zé
egymds utani indexi szdmokbdl. Vegyilink hozza tovabbi szdmokat a meglévd aq,...,af

szamokhoz a kévetkezd modon: afii = ai + ag, aryo = as + ag és igy tovabb, egészen addig,

amig k darab szdmunk nem lesz. Ekkor t = a1 + ... +af = az +as + ... +ay + apy1 = ...
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Altaldnos alakban legyen afyj = Ggj—1+ag;, ha j < f—1, azaz amig el nem érjiik a k darab ta-

got a sorozatban. Ha k paros, akkor a ax(= asf) barmely ay_1(= azs—1)-nél nagyobb szam lehet.

Ellendrizni kell, hogy az igy kivalasztott k£ darab szam valéban minden esetben névekvo
sorrendben &ll, és valéban [k/2]-féleképpen lehet bel6lik el6allitani ¢-t. Novekvéek lesz-
nek, mert az elején aq,...,ar szamokat novekvonek valasztottuk, tovabba ay < asyq, mert
ar=p+f<p+1+p+2=2p+3=a +ay = asi;. A nagyobb indextickre pedig szintén
teljesiil, mert a, < a, esetén, ahol f < u < v < 2f — 1, mindig teljesiil, hogy a kisebb tag
két korabbi kisebb indexli tagnak az 0sszege, mig a nagyobb tag két korabbi nagyobb indexii
tagnak az Osszege. Valéban [k/2]-féleképpen lehet belblitk eléallitani ¢-t: el6szor f kilonbo6z6
elem Osszegeként allitottuk eld, utana f — 1 kiilonbo6z6 elem Osszegeként és igy tovabb, mindig
1-gyel csokken a tagok szdma az Gsszegben (ldsd a (4.3.1) képletet). Igy Gsszesen f-szer
allitottuk elé ¢-t, de tudjuk, hogy f = [k/2].

Ezek utan azt is meg kell mutatnunk, hogy sem ezekre az a;-kre, sem mas a; sorozat
tagjaibol nem tudunk tobbféleképpen eléallitani egy szamot egymas utani indexti a;-k Ossze-
geként. Legyen a sorozatunk a; < as < ... < ag, és vegyiikk ehhez a legjobban kivalasztott
t-t. Hasznaljunk fel két fontos észrevételt. Az els6: minden t-t eléallitdé Osszeg tagjainak a
darabszama kiilonbozik. Ez konnyen lathato abbdl, hogy egymas utani indexii tagokat kellett
venniink, és ha elhagyunk egy legels6 tagot, akkor csak az 0Osszesnél nagyobbat vehetiink
hozza a darabszam kiegyenlitése végett, de ekkor az 0Osszeg mindenképp nagyobb lesz. A
masodik: minden t-t eloallité Osszeg utolsd tagja kiilonbozik. Ha lenne ketto, amelyeknek
az utolsd tagjuk ugyanaz, akkor azok elé ugyanazokat a tagokat kellene bevenni sorban az
osszeghe ahhoz, hogy a t-t kapjuk, igy pedig ezek ugyanazt az Osszeget adjak. Vegyiik most
t-nek azt az eloallitasat, amelyben az utolsé tag a lehetd legkisebb, ennek a tagnak legyen
az indexe q. Ha ¢ > f = [k/2], akkor legfeljebb k — (¢ — 1) Osszeg lehet, hiszen csak a,-nél
nagyobb tagok lehetnek utolsé elemek, mert a, volt a lehetd legkisebb utolsé elem. Mivel
k—(qg—1) < k—f < f, ezért ebbél latjuk, hogy ha ¢ > f, akkor legfeljebb f = [k/2]
elallitasa lehet a t-nek. Ha ¢ < f, akkor vegyiik észre, hogy t el6allitasa abban az esetben all
a legtobb taghdl, amikor az utols6 elem a lehet6 legkisebb, ezért az eldallitas legfeljebb ¢ tagi
lehet. Ebbol kovetkezik, hogy legfeljebb ¢ kiilonboz6 eléallitasa lehet t-nek, de azt feltettiik,

hogy g < f, tehat ebben az esetben is megkaptuk a keresett maximumot.

A harmadik feladatban egy olyan sorozat elemszamat fogjuk megvizsgalni, amelyben semelyik

két tag kiilonbsége sem lehet négyzetszam.

4.3.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy a; — a; nem négyzetszam minden i # j esetén. Legyen h(n)

k maximuma ezen feltétel mellett. Mit tudunk mondani ekkor h(n)-r61?
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Megoldas. Hasznéljuk a mohé algoritmust. Vegyiik be mindig a kovetkezo lehetséges szamot
és zarjuk ki az Osszes olyat, amelynek az jjonnan bevett szammal vett kiilonbsége négyzetszam.
Tehat az elején bevehetjiik az 1-et, és ki kell zarnunk a kovetkezdket: 1 +1 = 2, 1 +4 = 5,
1+9 = 10 és igy tovabb. Ekkor n-ig kizdrunk [/n — 1] elemet. A kovetkezd bevehetd szam a
3. A kizdrand6 elemek kozott lehetnek atfedések az eddig kizartakkal, de legfeljebb |v/n — 3|
elemet kell kizdrnunk. Es igy tovabb. Amikor bevesszitk az i-edik elemet, akkor |\/n — a; |
elemet kell kizdrnunk. Szamoljuk 6ssze, hogy k elem esetén legfeljebb hany elemet zarunk ki

n-ig:

[V —ai] <k([vn—1])

k
=1

Ha a bevett és a kizart elemek szaméanak osszege kisebb, mint n, akkor mindig tovabb
tud haladni a moh¢ algoritmus, mert lesz még olyan szam, amelyet bevehetiink. Vagyis tovabb

tud menni az algoritmus, ha:
kE+Ek(|vVn—1])<n
k(1+[vn—1])<n

Ez biztosan teljesil, amig k& < |v/n—1] — 1. Vagyis azt kaptuk, hogy addig biztosan

nem akad el a mohé algoritmus, amig kevesebb, mint |y/n — 1] elemet vélasztottunk be, azaz
biztosan igaz lesz, hogy h(n) > |v/n —1].

Ennél sokkal jobb becslést is adhatunk h(n)-re a kovetkezd konstrukciéval, amelyet csak
megemlitiink az érdekesség kedvéért. A feltételnek megfelelé sorozatot alkotnak azok a szamok,
amelyek 6tos szamrendszerbeli alakjaban az egyes helyiértéktol nézve a paratlanadik helyen 0
vagy 2 all. Ekkor n-ig nagyjabél n¢ ilyen szdm van, ahol ¢ = (1 + log;)/2 =~ 0,71, vagyis elég
nagy n-re teljesiilni fog, hogy h(n) > n%™.

4.4. Felso becslés a reciprokosszegre

Eddig foként a csupa kiilonb6z6 6sszegii sorozatoknak, illetve a hozzajuk hasonl6 tulajdonsagu
sorozatoknak az elemszamat becstltiik. Ehhez a témakorhoz kotédik egy masik Erdos-probléma
is, de ez nem az elemszammal foglalkozik, hanem a tagok reciprokanak az Osszegével. Erdds
sejtését, a 4.4.1 tételt Ryavec, Bruen és Borwein, illetve Frenkel Péter is bizonyitottak kiilonb6zo

modon [11] [9]. Bruen és Borwein bizonyitasat részletezzik.

4.4.1. Tétel. Ha az a1 < as < ... < ai pozitiv egész szamok koziil akarhany kiilonbozonek az

osszege mind kiilonboz6 értéket ad, akkor:
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k
1

(4.4.1) Y —<2
i=1 Qi

4.4.2. Megjegyzés. (4.4.1) jobb oldalan a 2 helyére kisebb konstans nem irhaté. Ez jol 1atszik
abbdl, ha az a;-knek az elsé k kettOhatvanyt valasztjuk. A bizonyitasbdl fog latszani, hogy a

reciprokosszeg pont akkor lesz maximalis, ha a; = 2¢~1.

Bizonyitas. A tétel feltételébdl adodik, hogy barmely 1 < ¢ < k esetén az aq,as, ..., a; Sza-
mokbdl 2¢ — 1 nemiires osszeg képezhetd, ezek mindegyike kiilonbozé pozitiv egész értéket ad

eredményiil. Ezért a legnagyobb lehetséges dsszegre mindig teljesiil, hogy legaldbb 2¢ — 1.
(4.4.2) a;+as+..+a;>2" -1, hai=12..k

Legyen b, = 27!, ahol tovabbra is i = 1,2,...,k. Ekkor, ha vesszitk a by, bs,...,b; mérta-

ni sorozatot és Osszeadjuk az elsé ¢ tagjat, akkor pont azt kapjuk, hogy:

2 -1
=21
21

azaz (4.4.2)-t 4t tudjuk irni i = 1,2, ..., k mellett a kovetkez$ mddon:
(4.4.3) a1+a2+...+ai2b1+b2+...—i—bi

Elég belatni, hogy ekkor

1
4.4.4) —+ — 4.+ —< —+ — -
( ) m+aj+ +ap—m+$;+ +m,
mert
1+14—-%1—1+1+1+ + 1-—2 ! <2
by by b, 2 4 T k-1 2k—1

Azt szeretnénk tehat megmutatni, hogy (4.4.3)-bdl

(4.4.5) 0<a;<..<apés0<b <..<b

mellett mindig kovetkezik (4.4.4), ha a;, b; val6s szamok. Legyen
(4.4.6) ¢i=a;—by+ay—by+...+a;—b;

Ekkor (4.4.3)-bdl kovetkezik, hogy ¢; > 0. Rendezziik at (4.4.4)-et:
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4a7) o<ty bty 11
bi a1 by ay by  ag

Azt szeretnénk latni, hogy (4.4.7) teljesiil, ha igaz (4.4.5).

Rendezzik at (4.4.7)-et (4.4.6) segitségével:

1 1+1 1+ +1 l_al—b1+a2—bg+ +ak—bk_

bl aq bg a9 bk ar n a1b1 CLQbQ akbk n
St Co —C Cp — Ck—1

aiby  aghy et arby

< 1 1 ) N ( 1 1 ) N 1 1 N Ck
=c|— - — C|— — — e —
' ab, azby ? azby azbs i ag—1bp—1 aby, aby,

Tudjuk, hogy ¢; > 0, valamint (4.4.5) miatt a zardjelekben is mindig pozitiv szamok
vannak. Ebbdl kovetkezik, hogy a teljes 6sszeg is nemnegativ, azaz (4.4.7) valdban teljesiil.
Ezt szerettiik volna beldtni. Rdadasul a bizonyitdsbol az is kideriil, hogy (4.4.4)-ben pontosan
akkor van egyenl6ség, ha ¢; = 0 minden ¢-re, ami pedig ekvivalens azzal, hogy a; = b; minden

i-re. Ebbol kovetkezik a 4.4.2. megjegyzés.

A kovetkez6 feladatokban szintén sorozatok elemeinek a reciprokosszegét fogjuk megvizsgalni,
de modositunk a feltételeken. Tegytik fel, hogy barmely i # j-re [a;, a;] > n, ahol [a;,a;] az a;

és az a; legkisebb kozos tobbszorosét jeloli.

4.4.3. Feladat. Bizonyitsuk be, a kovetkezot:

1
Y —<2
i=1 @i
Megoldas. Legyen a sorozatunk a kovetkezé: 1 < a1 < as < ... < ap < n, és tudjuk, hogy
minden i # j-re [a;,a;] > n teljestil. A feltételbdl kovetkezik, hogy barmely m-re, amelyre
1 < m < n teljesiil, igaz, hogy maximum egy a;-vel oszthat6. Ha létezne a; és a;, amelyek
osztjak m-et, akkor ezeknek m koz0s tobbszorose lenne, amibél kovetkezik, hogy [a;, a;] < n, ami
ellentmondas. Ebbol adodik, hogy az a;-k tobbszorosei n-ig 6sszesen nem lehetnek tobben, mint

n, mert akkor lenne n-ig egy olyan szam, amely tobb a;-nek is tobbszorose, ami ellentmondas.
Tehat 7| 2] < n. Ebbdl kévetkezik az aldbbi becslés:

ko1
nZ<n+k:n<1+k>
, n

i—1 di

Az elsé egyenlOtlenség igaz, mert ha a EleLa%J < n egyenl6tlenséghol elhagyjuk az
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egészrészt, akkor mind a k tag értéke kevesebb, mint eggyel no. Az egyenléség addodik

kiemeléssel. A becslésbol kovetkezik, hogy

k
Zl<1+ﬁ<2

i—1 a; n
Az utolséd relacié azért igaz, mert a sorozatban biztosan n-nél kevesebb tag lesz, vagyis

% < 1 mindig teljesiil.

4.4.4. Feladat. Szeretnénk belatni, hogy ennél erésebb becslés is igaz:

b1 k3
(4.4.8) Z—<1+—<5
n

i=1 i

Megoldas. Ehhez az kell, hogy

n
,azaz k < 5

k
— <
n

| —

ami azt jelenti, hogy 1-t6l n-ig kevesebb mint a szamok felét tudjuk bevédlasztani a so-
rozatba gy, hogy teljesiiljon a feltétel. A sorozatunk tagjaira igaznak kell lennie, hogy
barhogyan véalasztunk ki két szamot, nem oszthatja egyik a masikat, hiszen az kell, hogy a
legkisebb kozos tobbszorosiik nagyobb legyen n-nél. Ennek megmutatasahoz elég belatnunk az
alabbi allitast:

Allitas. Ha az 1,2,....2m szamok kozil kivalasztunk tetsz6legesen m + 1 darabot, akkor

biztosan lesz a kivalasztott szamok kozott két olyan, hogy egyik osztja a masikat.

[rjuk fel a szdmokat 1-t8l 2m-ig egy kett6hatviny és egy paratlan szdm szorzataként:
1,2,3,22,5,2-3,7,23,9,2-5, ...

Ekkor mindegyik szamhoz egyértelmiien hozza tudunk rendelni egy paratlan szamot:
1= 12 1;3—3;22 = 1;552-3=3;7T— 7,22+ 3,9+ 9:2-5— 5...

Hasznaljuk a skatulyaelvet. Legyenek a paratlan szamok a skatulydk: azok a szamok ke-
riiljenek egy skatulyaba, amelyekhez ugyanazt a paratlan szamot rendeltiik hozza. Ekkor az
egy skatulyaban levd szamok koziil tetszolegesen kivalasztva kettot, az egyik osztani fogja
a masikat, hiszen mindkét szdm ugyanannak a péaratlan szamnak egy kettohatvannyal vett
szorzata. 2m-ig m darab paratlan szam van, igy ha m + 1 szdmot valasztunk ki, akkor biztosan

lesz két szam ugyanabbdl a skatulyabdl. Vagyis az allitas teljestl.
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Ebbdl kévetkezik, hogy a feladat feltételei mellett mindig teljesiil, hogy %7-nél kevesebb

szamot valaszthatunk be a sorozatba. Emiatt igaz lesz (4.4.8).

4.5. Csupa kiilonb6z6 szorzati sorozatok

Felmertilhet a kérdés, hogy mit mondhatunk el egy sorozat elemszamarél akkor, ha nem az
elemekbol alkotott Osszegekre, hanem a szorzatokra szabunk meg feltételeket. Ez szintén egy

olyan problémakor, amellyel Erdés is foglalkozott [4].

4.5.1. Definicié (Csupa kilonbozé szorzati sorozat). Az egész szamoknak egy a1 < ay <
.. < ap < n sorozatat csupa kiilonboz6 szorzati sorozatnak nevezziik, ha az a; szamok kozil

akarhany kiillonbozének a szorzata mind kiillonbozé értéket ad.
Jelolés. Legyen egy, az [1, n] intervallumon vett csupa kiilonb6z6 szorzati sorozat elemszama

k. A kovetkezé feladatban jeloljitk & maximumét s(n)-nel, és jelolje w(n) az n-nél nem nagyobb

primek szamat.

4.5.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy |s(n) — 7(n)| < 2n%3.
Megoldas. Ha vessziik a primeket n-ig, akkor igaz lesz a feltétel, mert kiilonb6z6 primek
szorzata biztosan kiillonboz6, tehat w(n) < s(n) biztosan teljesiil. Ebbol kovetkezik, hogy
|s(n) — m(n)| = s(n) — w(n), vagyis a kovetkezot kell megmutatni:
s(n) — m(n) < 2n?? & s(n) < w(n) + 2n?/3
Ennek megmutatasahoz vegyiik a kovetkezo két halmazt és egy allitast:
C={cecz|l <c<n??}
D=CU{pée€Zpprimszam és 1 <p <n}
Allitas. n-ig minden a egész szdm felirhaté a = ed alakban, ahol ¢ € C és d € D.
Bizonyitas. Minden ¢ € D-ret = 1t j6 lesz, mert 1 € C mindig igaz. Ha k ¢ D, azaz n?/® < k

és nem prim, akkor fel lehet frni k-t k = Im alakban. Ha k-nak van egy ¢ > n'/? primosztéja,
akkor:
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k k n k
— <5<z = n?3 azaz g € D és — € C teljesil.
q = ni/3 = pifs q
Ha k-nak minden r; primosztéjara r; < n'/3, akkor vegyilkk a k = r..r; primtényezds

felbontést, ahol r; < r; teljesiil minden ¢ < j-re. A felbontés elejérél vegytnk s primet ugy,

hogy teljesiilnek a kovetkezék: ri..7_qy < n'/3, de ri..ry > n'/3. Vegyiik észre, hogy nem

1/3

lehetséges az, hogy 71...1s_1 < n'/3 és ri..ry > n?/3, mert ekkor ry > n'/3, és ezt mar az el6bb

targyaltuk. Tehat r;...r; mindenképpen benne van C-ben. Ekkor:

k k n 9/3 , -
Tsp1...T] = — < REVE < RYE = n? ,azaz r1..1s € C és reyq..m € D teljesiil.
1...Tg

Ezzel az allitast belattuk.

Folytassuk a feladat bizonyitasat. Készitsiink egy paros grafot. A graf egyik cstcsoszta-
lydban legyenek a csiicsok a C' halmaz elemei, a masik cstcsosztalyban pedig legyenek a D
halmaz elemei. Igy a grafnak |C| + |D| csticsa lesz. Az eléz6 allitas alapjan 1-t6l n-ig minden
egésznek rogzitsitk egy felirdasat: a; = ¢;d;, ahol ¢; € C és d; € D. Vegyiik ezek kozil azt
az s(n) darab egész szamot, amelyeket bevédlaszthatunk a sorozatunkba. Akkor késsiik Gssze
¢; csucsot a d; csuccsal, ha a sorozatban szereplé szamok rogzitett szorzatai kozott szerepel

c:d;. Igy a péros grafnak pontosan s(n) éle lesz, minden kivélasztott egészhez egy él fog tartozni.

Vegyiik észre, hogy |C| + |D| < 7(n) + 2n%*?, hiszen mindkét halmaz tartalmazza az
egészeket 1-t6l n?/3-ig és D még a fennmaradé primeket is. Emiatt elég belatnunk, hogy
s(n) < |C| +|D].

Indirekt tegyiik fel, hogy |C| + |D| < s(n), azaz a paros grafban az élek szama leg-
alabb annyi, mint a csticsok szama. Ebbol kovetkezik, hogy a grafban van kor, s6t, mivel a graf
paros, van paros kor. A paros kor éleit felvaltva szinezziik piros és kék szintire. Ekkor a kék élek
szorzata meg fog egyezni a piros élek szorzataval, és mindkettd a csticsokban 16v6 szamok szor-
zatat adja. Vagyis talaltunk egy szamot, amely kétféleképpen is el6dll az altalunk kivalasztott
egészek koziil valamennyinek a szorzataként. Ez ellentmond a sorozatunk feltételeinek. Ebbdl

kovetkezik, hogy s(n) < |C| + |D|, amivel megmutattuk a feladat allitasanak helyességét.
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Alulirott Nemes-Kosteleczki Anna Réza nyilatkozom, hogy a szakdolgozatom elkészitése soran

az alabb felsorolt feladat elvégzésére a megadott MI alapt eszkozt alkalmaztam:

Feladat Eszkoz Hely Megjegyzés

Néhany konkrét GPT-4- 9], [12], [13], [14] | pontos cim és évszam
szakirodalmi tétel turbo szakirodalmi alapjan a MI kereste meg az
megkeresése az interneten tételek interneten a teljes cikkeket,

utdna az eredeti szovegeket

hasznéltam

A felsoroltakon tul mas MI alapt eszkozt nem hasznaltam.
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