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1. fejezet

Bevezetés

Gyakori probléma az alkalmazott matematikában, hogy egy függvényt nem ismerünk a
teljes értelmezési tartományán, csupán néhány pontban felvett értékét tudjuk. Ilyenkor
a meglévő adatok segítségével szeretnénk vizsgálni a függvényt. Számos probléma meg-
oldásához szükségünk lenne egy olyan folytonos függvényre, amely illeszkedik ezekre a
pontokra és jó közelítést ad az ismeretlen függvényre. Erre ad megoldást az interpolációs
eljárás.

1.1. Az interpoláció
Az interpoláció egy függvényközelítési módszer, amely egy függvény bizonyos pontokban
felvett értékei alapján ad közelítést a függvény ezen pontok között felvett ismeretlen ér-
tékeire. Az interpoláció alapjai a következők:
Tegyük fel, hogy egy f : I → R függvénynek n+1 pontban ismerjük az értékét. Nevezzük
ezeket a pontokat alappontoknak és jelöljük a következőképp:

x0, x1, ...., xn−1, xn

Ha I = [a, b], az alappontokra teljesüljön:

a ≤ x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn ≤ b

Az alappontokban felvett

f(x0), f(x1), ...., f(xn−1), f(xn)

értékeket interpolált értékeknek nevezzük. Vezessük be az f(xk) = fk (k = 0, 1, . . . , n)
jelölést:

f0, f1, . . . , fn−1, fn

Olyan folytonos g függvényt keresünk, amely átmegy az (xk, fk) pontokon, azaz teljesíti
a g(xk) = fk (k = 0, 1, . . . , n) egyenlőségeket. Ez lesz az interpolációs függvény. Inter-
polációnak azt az eljárást nevezzük, amelynek során az I intervallumon az f függvényt
az interpolációs függvénnyel közelítjük.

Az interpolációnak több típusa is létezik attól függően, hogy az interpolációs függvényt
milyen függvényosztályból választjuk. Ez lehet például polinom, trigonometrikus polinom
vagy szakaszonként polinomiális függvény.
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1.1.1. Alkalmazások

Az interpolációnak számos matematikai és gyakorlati alkalmazása van [1].
Az interpolációs függvény segítségével meg tudjuk becsülni az ismeretlen függvény

adott pontbeli értékét és deriváltját, valamint hogy hol van a függvénynek szélsőértéke.
Egy kapcsolódó probléma, amikor ismerjük a függvényt, ám az túl bonyolult, vagy

valamilyen kedvezőtlen tulajdonsággal bír. Ekkor szokás néhány ponton interpolálni a
függvényt, és az eredetit ezzel helyettesíteni. Ezt alkalmazzák az interpolációs típusú
kvadratúraformulák esetében, ahol az eredeti függvény integrálját közelítik az őt interpo-
láló polinom integráljával.

Interpolációt a tudomány számos területén alkalmaznak, mivel a mérésekből és kísér-
letekből származó adatok rendszerint csak véges sok diszkrét térbeli vagy időbeli pontról
hordoznak információt, de a tudományokban hasznos a különféle folyamatokat folytonos
függvények segítségével leírni.

Ennél gyakorlatiasabb a digitális fényképészetben való alkalmazása: a képek átmére-
tezése és forgatása folyamán képinterpolációt használnak annak érdekében, hogy minél
kevésbé romoljon a minőség.

A GPS műholdak helyzetét és sebességét is interpoláció segítségével közelítik, ugyanis
a jelközlés nem folyamatos, hanem bizonyos időközönként történik.

1.2. A vizsgált kérdések
Az 1.1.1 szakaszban említett feladatok sikeres megoldásához fontos megvizsgálni, hogy az
interpolációs függvény mennyire közelíti jól az eredetit. Mekkora a hiba? Érdemes-e fi-
gyelmet fordítani az alappontok megválasztására? Hogyan és mennyi alappontot vegyünk
föl? Mi történik, ha növeljük az alappontok számát? Milyen feltételek mellett konvergál
az interpolációs polinomok sorozata az eredeti függvényhez?

Ezekre a kérdésekre keressük a válaszokat a dolgozatban. A 2. fejezetben megis-
merkedünk az interpoláció egyik típusával, a polinominterpolációval. A 3. fejezetben az
előbbi eljárás hibáját fogjuk vizsgálni különböző becslések segítségével. A 4. fejezetben
megismerkedünk egy polinomcsaláddal, majd felfedjük ezek szerepét az interpolációban.
Az 5. fejezetben áttérünk annak a kérdésnek a vizsgálatára, hogy ha növeljük az alap-
pontok számát, akkor hogyan viselkedik a kapott interpolációs polinomok sorozata, és
hogyan változik az interpoláció hibája. Majd a 6. fejezetben összefoglaljuk a dolgozat
főbb eredményeit.
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2. fejezet

Polinominterpoláció

A leggyakoribb interpolációs eljárás a polinominterpoláció. Ekkor azt szeretnénk, hogy
az interpolációs függvény polinom, azaz

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

alakú függvény legyen, ahol ai ∈ R (i = 0, 1, . . . , n) rögzített számok.
Ehhez olyan p polinomot keresünk, amelynek fokszáma legfeljebb n, és teljesíti az

interpolációs feltételeket: p(xk) = fk (k = 0, 1, . . . , n). Ekkor a p függvényt interpolációs
polinomnak nevezzük.

Az interpolációs polinom előállításának két jól ismert módszere van: a Lagrange- és a
Newton-féle. Ezek közül a következő alfejezetben a Lagrange-féle alak kerül bemutatásra.

2.1. A Lagrange-féle interpoláció
Ebben a fejezetben bemutatjuk a Lagrange-féle interpoláció fontos építőköveit [2], [3] és
[4] alapján.

Először minden xk alapponthoz konstruálunk egy olyan lk függvényt, melyre

lk(xi) =

{
1, ha i = k,

0, ha i ̸= k.

Ilyen tulajdonságú, legfeljebb n-edfokú polinomot kapunk a következő definícióval.

2.1.1. Definíció. Az x0, x1, . . . , xn alappontok esetén az

lk(x) =
(x− x0) . . . (x− xk−1)(x− xk+1) . . . (x− xn)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)(xk − xk+1) . . . (xk − xn)
=

n∏
i=0,i ̸=k

x− xi

xk − xi

polinomot k-adik Lagrange-féle alappolinomnak nevezzük (k = 0, 1, . . . , n).

Az alappolinomok segítségével könnyen tudunk interpolációs polinomot előállítani a
következő definícióban szereplő módon.
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2.1.2. Definíció. Az x0, x1, . . . , xn alappontok és f0, f1, . . . , fn interpolált értékek esetén
az

Ln(x) =
n∑

j=0

fjlj(x)

polinomot Lagrange-féle interpolációs polinomnak nevezzük.

Látható, hogy ez valóban teljesíti az interpolációs feltételeket, hiszen fokszáma legfel-
jebb n, és

Ln(xk) =
n∑

j=0

fjlj(xk) = fk

minden k = 0, 1, . . . , n esetén.
A következő példa ezeket a fogalmakat szemlélteti.

1. Példa. Legyenek az adott pontok

alappontok 0 4 7 10
interpolált értékek 4 7 -2 3

Ekkor a Lagrange-féle alappolinomok:

l0(x) =
(x− 4)(x− 7)(x− 10)

(0− 4)(0− 7)(0− 10)
= −x3 − 21x2 + 138x− 280

280
=

−1

280
x3 +

3

40
x2 − 69

140
x+ 1

l1(x) =
(x− 0)(x− 7)(x− 10)

(4− 0)(4− 7)(4− 10)
=

x3 − 17x2 + 70x

72
=

1

72
x3 − 17

72
x2 +

35

36
x

l2(x) =
(x− 0)(x− 4)(x− 10)

(7− 0)(7− 4)(7− 10)
= −x3 − 14x2 + 40x

63
=

−1

63
x3 +

2

9
x2 − 40

63
x

l3(x) =
(x− 0)(x− 4)(x− 7)

(10− 0)(10− 4)(10− 7)
=

x3 − 11x2 + 28x

180
=

1

180
x3 − 11

180
x2 +

7

45
x

Továbbá, a Lagrange-féle interpolációs polinom:

L3(x) = 4l0(x) + 7l1(x)− 2l2(x) + 3l3(x) =

=
−1

70
x3+

3

10
x2−69

35
x+4+

7

72
x3−119

72
x2+

245

36
x+

2

63
x3+

−4

9
x2−−80

63
x+

1

60
x3−11

60
x2+

7

15
x

=
−36 + 245 + 80 + 42

2520
x3 +

108− 595− 160− 66

360
x2 +

−2484 + 8575 + 1600 + 588

1260
x+ 4

=
331

2520
x3 +

−713

360
x2 +

8279

1260
x+ 4

Ezek a függvények láthatók a 2.1 és a 2.2 ábrán.
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2.1. ábra. A 4 darab Lagrange-alappolinom, valamint rajtuk x jellel jelölve az alappon-
tokban felvett értékek

2.2. ábra. A példabeli Lagrange-féle interpolációs polinom
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A Lagrange-féle előállítás segítségével igazolható az alábbi tétel.

2.1.3. Tétel. Legyenek x0, x1, . . . , xn alappontok és f0, f1, . . . , fn interpolált értékek. Ek-
kor egyértelműen létezik olyan legfeljebb n-ed fokú p polinom, amelyre teljesül, hogy
p(xk) = fk (k = 0, 1, . . . , n).

Bizonyítás. A létezést igazolja a Lagrange-féle előállítás: legyen p(x) = Ln(x).
Az egyértelműség indirekten látható be. Tegyük fel, hogy létezik két interpolációs polinom
is: p és q. Ekkor vegyük ezek különbségpolinomját: p−q. Mivel ez két legfeljebb n-ed fokú
polinom különbsége, így ő maga is ilyen. Ezenkívül p(xk) − q(xk) = fk − fk = 0 (k =
0, 1, . . . , n). Tehát van legalább n+1 db zérushelye. Ez viszont az algebra alaptétele miatt
csak úgy lehetséges, ha a különbségpolinom azonosan nulla. Ebből következik, hogy p = q.

A tételből következik, hogy bárhogy állítjuk elő az interpolációs polinomot, az meg-
egyezik a Lagrange-féle alakban felírt polinommal. Így mostantól ezt az alakot fogjuk
használni.
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3. fejezet

Az interpoláció hibája

Mivel az interpolációs polinomot arra szeretnénk használni, hogy az eredeti függvényt
közelítsük, érdemes megvizsgálni a módszer hibáját.

3.0.1. Definíció. Legyen I = [a, b] és f : I → R adott folytonos függvény. Legyen
továbbá Ln az f függvény megadott n + 1 alappontra illesztett interpolációs polinomja.
Ekkor az Rn(x) = f(x)−Ln(x) függvényt (ahol x ∈ I) az f függvény adott alappontokhoz
tartozó interpolációs hibafüggvényének nevezzük.

3.1. ábra. A sin(x) függvény és a −5,−2.5, 0, 2.5, 5 pontokhoz tartozó interpolációs poli-
nomja, valamint hibafüggvénye

Ebben a hibadefinícióban figyelembe vesszük az előjelet, vagyis azt hogy milyen irány-
ban tér el egymástól az f függvény és az interpolációs polinomja. Azonban amikor ál-
talánosan tesszük fel azt a kérdést, hogy mennyire jó a közelítés, akkor elegendő a hiba
nagyságát vizsgálni: |f(x)− Ln(x)|.

3.0.2. Definíció. Az Rn hibafüggvény segítségével az interpoláció hibáját a következő-
képpen definiáljuk: maxx∈[a,b] |Rn(x)|

Nyilvánvalóan, a fenti definíció szerinti hibafüggvényt nem tudjuk meghatározni, ha
f -ről az alappontokon kívül semmit sem tudunk. Ekkor csak annyi igaz, hogy a hiba az
alappontokban nyilvánvalóan 0. Tehát alapesetben, ha nem tudunk semmit f -ről, a hibá-
ról sem tudunk semmit mondani. Ezért a továbbiakban kénytelenek vagyunk feltenni azt,
hogy vagy ismerjük az f függvényt, vagy legalább valamilyen információval rendelkezünk
róla.
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Vezessünk be egy jelölést az alábbi függvényre, amelynek fontos szerepe lesz a hiba
vizsgálata során.

3.0.3. Definíció. Az

wn+1(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)

polinomot alappontpolinomnak nevezzük.

Az f függvényről többféle előzetes feltevésünk lehet. Ha például kellően sima (azaz elég
sokszor differenciálható), akkor az interpolációs hibára az alábbi tétel szerinti formulát
kapjuk.

3.0.4. Tétel. [4] Legyen f n + 1-szer folytonosan differenciálható az I = [a, b] interval-
lumon. Legyen Ln az f -et az xk ∈ [a, b] (k = 0, 1, . . . , n) pontokban interpoláló polinom.
Ekkor minden x ∈ [a, b] esetén létezik ξx ∈ (min{x, x0, . . . , xn},max{x, x0, . . . , xn}), mely-
re

f(x)− Ln(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξx)wn+1(x)

Bizonyítás. a) Ha x egybeesik valamelyik xk alapponttal, akkor az állítás triviálisan
teljesül:

A jobb oldalon: f(xk)− Ln(xk) = fk − fk = 0.

A bal oldal wn+1(xk) = 0 miatt szintén 0.

Így az állítás tetszőleges ξx-re teljesül.

b) Ha x nem esik egybe egyik alapponttal sem, akkor tekintsük a következő g : [a, b] →
R függvényt:

g(t) := f(t)− Ln(t)− wn+1(t)
f(x)− Ln(x)

wn+1(x)

Az f -re tett feltételből következik, hogy g is n+1-szer differenciálható I-n. Valamint
g-nek legalább n+ 2 zérushelye van, nevezetesen x0, . . . , xn és x, hiszen

g(xk) = f(xk)−Ln(xk)−wn+1(xk)
f(x)− Ln(x)

wn+1(x)
= fk−fk−0 = 0 (k = 0, 1, . . . , n)

és
g(x) = f(x)− Ln(x)− wn+1(x)

f(x)− Ln(x)

wn+1(x)
= 0

Ezért a Rolle-tétel1 szerint a g′ függvénynek legalább n + 1 zérushelye van. Az
érvelést ismételve indukcióval következik, hogy g (n + 1)-edik deriváltjának van
legalább egy zérushelye [a, b]-n, jelölje ezt ξx. A g függvényt (n+1)-szer deriválva a

g(n+1)(t) = f (n+1)(t)− 0− (n+ 1)!
f(x)− Ln(x)

wn+1(x)

1Rolle-tétel: Legyen az f függvény folytonos az [a, b] intervallumon és differenciálható az (a, b) inter-
vallumon. Ekkor ha f(a) = f(b), akkor létezik c ∈ (a, b), melyre f ′(c) = 0.

11



függvényt kapjuk, amelyben t = ξx helyettesítéssel az

0 = g(n+1)(ξx) = f (n+1)(ξx)− (n+ 1)!
f(x)− Ln(x)

wn+1(x)

összefüggés adódik. Ezt átrendezve kapjuk az állítást:

f(x)− Ln(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξx)wn+1(x)

Természetesen ezt az egyenlőséget közvetlenül nem tudjuk alkalmazni a hiba megha-
tározására, hiszen a ξx pontot nem ismerjük. Azonban sok esetben felhasználhatjuk arra,
hogy felső becslést adjunk az interpolációs polinom hibájának nagyságára.

3.0.5. Tétel. Legyen f n+1-szer folytonosan differenciálható az I = [a, b] intervallumon.
Legyen Ln az f -et az xk ∈ [a, b] (k = 0, 1, . . . , n) pontokban interpoláló polinom, továbbá
Mn+1 = max

y∈[a,b]
| f (n+1)(y) |. Ekkor minden x ∈ [a, b] esetén

|f(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
|wn+1(x)|

3.1. Felső becslések az interpoláció hibájára
Ha az egész I = [a, b] intervallumra érvényes, azaz x-től független becslést szeretnénk a
3.0.5 tétel alapján, akkor a jobb oldalra az alappontpolinom legnagyobb értékét írjuk be:

|f(x)− Ln(x)| ≤ max
x∈[a,b]

|f(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
max
x∈[a,b]

|wn+1(x)|

Ezt a hibakorlátot fogjuk tanulmányozni a továbbiakban. Megvizsgáljuk, hogy milyen
további, esetleg konkrétabb becsléseket tudunk ennek segítségével adni, valamint hogy
mit tudunk tenni azért, hogy ez a korlát a lehető legkisebb legyen.

Ehhez vizsgáljuk meg a jobb oldalt tényezőnként:

• Mn+1 értékénél nem tudunk jobbat mondani, mivel ξx ismeretlen

• (n+ 1)! értéke az alappontok számától függ, amely rögzített

• |wn+1(x)|, azaz az alappontpolinom abszolút értéke. Ebből látható, hogy a hiba
függ az alappontok megválasztásától, így ezt érdemes vizsgálni.

Először vizsgáljuk meg, hogy tetszőleges felosztás esetén milyen felső becslést tudunk
adni.

3.1.1. Lemma. Az wn+1 alappontpolinomra érvényes az

|wn+1(x)| ≤ (b− a)n+1

becslés.
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Bizonyítás. Mivel wn+1(x) = (x−x0)(x−x1) . . . (x−xn), ahol x, xi ∈ [a, b], így |x−xi| ≤
b− a minden i = 0, . . . , n esetén. Ebből adódik, hogy |wn+1(x)| ≤ (b− a)n+1.

Ezzel a következő becsléshez jutunk:

3.1.2. Tétel. Legyen f n+1-szer folytonosan differenciálható az I = [a, b] intervallumon.
Legyen Ln az f -et az xk ∈ [a, b] (k = 0, 1, . . . , n) pontokban interpoláló polinom, továbbá
Mn+1 = max

y∈[a,b]
| f (n+1)(y) |. Ekkor minden x ∈ [a, b] esetén

|f(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
(b− a)n+1

Ha x ∈ [a, b], akkor a következő becslés adható az alappontpolinomra:

3.1.3. Lemma. [2] [5] Legyen h = max
k=0,...,n−1

(xk+1 − xk).

|wn+1(x)| ≤
n!

4
hn+1

Bizonyítás. • Ha x = xk akkor wn+1(x) = 0, így az egyenlőtlenség nyilvánvalóan
teljesül.

• Ha x ∈ (xk, xk+1) (k = 0, . . . , n − 1), akkor a számtani és mértani közép közötti
egyenlőtlenség alapján √

(x− xk)(xk+1 − x) ≤ xk+1 − xk

2
,

ahonnan |x− xk||x− xk+1| ≤ (xk+1−xk

2
)2 ≤ h2

4
.

Vizsgáljuk intervallumonként az

|wn+1(x)| =| x− x0 || x− x1 | · · · | x− xn |

függvényt.

Ha x ∈ (x0, x1), akkor

|wn+1(x)| ≤
h2

4
2h3h . . . nh =

hn+1n!

4

Ha x ∈ (x1, x2), akkor

|wn+1(x)| ≤ 2h
h2

4
2h3h . . . (n− 1)h =

hn+12!(n− 1)!

4
≤ hn+1n!

4

felhasználva, hogy 1 ≤ k ≤ n esetén k!(n − k + 1)! ≤ n!. Hasonlóan igazolható a
többi intervallumra is. Az utolsó két intervallumra ugyanígy:

Ha x ∈ (xn−2, xn−1), akkor

|wn+1(x)| ≤ (n− 1)h . . . 3h2h
h2

4
2h =

hn+1(n− 1)!2!

4
≤ hn+1n!

4
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Ha x ∈ (xn−1, xn), akkor

|wn+1(x)| ≤ nh . . . 3h2h
h2

4
=

hn+1n!

4

Tehát minden részintervallumon teljesül az állítás.

A tétel és a lemma segítségével a következő hibabecslés adódik:

3.1.4. Tétel. [2] [5] Legyen f n+1-szer folytonosan differenciálható az I = [a, b] interval-
lumon. Legyen Ln az f -et az xk ∈ [a, b] (k = 0, 1, . . . , n) pontokban interpoláló polinom,
továbbá Mn+1 = max

y∈[a,b]
| f (n+1)(y) |. Ekkor minden x ∈ [a, b] esetén

|f(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1h

n+1

4(n+ 1)

Bizonyítás.

|f(x)− Ln(x)| =
∣∣∣∣f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
wn+1(x)

∣∣∣∣ ≤ Mn+1

(n+ 1)!

hn+1n!

4
=

Mn+1h
n+1

4(n+ 1)

Most nézzünk egy speciális esetet [6]. A legegyszerűbb megválasztás az alappontok
egyenletes elosztása az intervallumon:

xk = a+ k

(
b− a

n

)
k = 0, 1, . . . , n

Ekkor
h =

b− a

n

A 3.0.6 tétel alapján ebben az esetben az

| f(x)− Ln(x) |≤
Mn+1

4(n+ 1)

(
b− a

n

)n+1

hibabecsléshez jutunk.
Vegyük észre, hogy ez a h minimalizálja a 3.1.3 és 3.1.4 tételbeli felső becslést, hi-

szen ekkor lesz h értéke a lehető legkisebb. Ez alapján úgy tűnhet, hogy az alappontok
egyenletes megválasztásával járunk a legjobban.

De ez valóban így van? Igaz-e ez a szakasz elején felírt

Mn+1

(n+ 1)!
max
x∈[a,b]

|wn+1(x)|

becslésre is? Ha ezt a felső becslést szeretnénk minimalizálni, akkor valójában azt az
wn+1(x) függvényt keressük, melynek maximuma abszolút értékben a legkisebb:

max
x∈[a,b]

|wn+1(x)| = min
wn+1

14



Mivel wn+1 az alappontoktól függ, így ez ekvivalens azzal, hogy azt az n + 1 alappontot
keressük, melyre a fenti maximum minimális lesz [7].

A kérdés az, hogy ez a minimum az alappontok egyenletes elosztásánál lesz-e. A
válasz az, hogy nem biztosan. Könnyen mutatható olyan példa, amelynél nem optimális
az egyenletes felosztás, és jobban járunk, ha speciális felosztást választunk [8].

A 3.1.3 lemma bizonyításában megfigyelhető, hogy a szélső intervallumokban az alap-
pontpolinom értékére adott felső becslés nagyobb, mint a beljebb levő intervallumokon.
Ebből arra következtethetünk, hogy a szélső intervallumokon nagyobb lesz a hiba. Ezt
érdemes lehet figyelembe venni az alappontok megválasztásánál úgy, hogy azok az inter-
vallum széleinél sűrűbben helyezkedjenek el.

2. Példa. Tekintsük a [−1, 1] intervallumot, és azon vegyünk fel 5 alappontot kétfélekép-
pen.

Először legyen egyenletes a felosztás:

x0 = −1; x1 = −0.5; x2 = 0 x3 = 0.5; x4 = 1

Ekkor az alappontpolinom:

w5(x) = (x+ 1)(x+ 0.5)(x− 0)(x− 0.5)(x− 1)

Másodszor pedig, az előbbi megfigyelést figyelembe véve, nézzük meg, mi történik
abban az esetben, ha az intervallum széleihez közelebb veszünk fel pontokat. Legyenek:

x0 = −1; x1 = −0.6; x2 = 0 x3 = 0.6; x4 = 1

Ekkor az alappontpolinom:

w∗
5(x) = (x+ 1)(x+ 0.6)(x− 0)(x− 0.6)(x− 1)

3.2. ábra. Az alappontpolinom két különböző alappontválasztás esetén
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3.3. ábra. A két alappontpolinom abszolútértékének maximuma

Mint ahogy az a 3.2 ábrán is látható, az egyenletes megválasztás esetén az alappontpo-
linom maximuma nagyobb, mint a módosítottnál. Így ha az a célunk, hogy kisebb legyen
az értéke, akkor érdemes a módosított felosztást választani.

Az előző példában tehát megmutattuk, hogy nem mindig az egyenletes felosztást cél-
szerű választani.

Ahhoz hogy minél élesebb felső becslést tudjunk adni a hibára, szeretnénk megtalálni
a legjobb alappontmegválasztást. Tehát azt, amelyikre teljesül, hogy max

x∈[a,b]
|wn+1(x)| a

lehető legkisebb.
Tehát a fő kérdés: hogyan válasszuk meg az alappontokat, hogy az interpoláció olyan

pontos legyen, amennyire lehetséges?
Ehhez kapcsolódik a következő fejezet.
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4. fejezet

Csebisev-polinomok

Ez a fejezet a Csebisev-polinomokat és azok tulajdonságait mutatja be [7] és [9] alapján.
A Csebisev-polinomok hasznosak a numerikus analízis több területén. Fontos szerepük
van például a függvényközelítés, az interpoláció, a numerikus integrálás, valamint a par-
ciális differenciálegyenletek megoldásának területén. Ezek közül most természetesen az
interpolációra koncentrálunk majd.

4.1. A Csebisev-polinomok bemutatása
4.1.1. Definíció. A Tn(x) = cos(n arccos(x)) függvényt, ahol x ∈ [−1, 1], n-ed fokú
Csebisev-polinomnak nevezzük (n = 0, 1, . . . ).

4.1.2. Tétel. A Csebisev-polinomokra a következő rekurziós képlet adható:

T0(x) = 1; T1(x) = x; Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) n = 1, 2, . . .

Bizonyítás. Az első két egyenlőség adódik a definícióból:

T0(x) = cos(0 arccos(x)) = cos(0) = 1

T1(x) = cos(1 arccos(x)) = x

Legyen α = arccos(x), ebből x = cos(α)
Ekkor a definíciót és a cos(a ± b) = cos(a) cos(b) ∓ sin(a) sin(b) addíciós képletet

felhasználva a következőket kapjuk:

Tn−1(x) = cos((n−1)α) = cos(nα−α) = cos(α) cos(nα)+sin(α) sin(nα) = xTn(x)+sin(α) sin(nα)

Tn+1(x) = cos((n+1)α) = cos(nα+α) = cos(α) cos(nα)−sin(α) sin(nα) = xTn(x)−sin(α) sin(nα)

Ezeket összeadva:

Tn−1(x) + Tn+1(x) = xTn(x) + sin(α) sin(nα) + xTn(x)− sin(α) sin(nα) = 2xTn(x)

Átrendezve:
Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x)
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Ezek alapján az első néhány Csebisev-polinom:

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 4x3 − 3x

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x

T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1

4.1. ábra. A Csebisev-polinomok és gyökeik n = 5-ig

A Csebisev-polinomok kapcsán több érdekes észrevételt tehetünk. Először is látható,
hogy a Tn függvények valóban polinomok, mégpedig n-ed fokúak. Másodszor a kiírt
polinomok főegyütthatói mind kettőhatványok, mégpedig az n-edik polinom esetén ez az
n− 1-edik hatvány:

Tn(x) = 2n−1xn + alacsonyabb fokú tagok

Továbbá, a páros indexű polinomokban csak páros, a páratlan indexűekben csak páratlan
x-hatványok szerepelnek. Ebből következik, hogy ha n páros, akkor Tn páros függvény,
ha pedig páratlan, akkor páratlan függvény, mint ahogy az a 4.1 ábrán is látszik.
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A Tn(x) polinomnak n darab gyöke van a [−1, 1] intervallumon. Ezek a következő
egyenlet megoldásai:

cos(n arccos(x)) = 0 ⇒ n arccos(xk) =
π

2
+ kπ ⇒ arccos(xk) =

π + 2kπ

2n

xk = cos

(
(2k + 1)π

2n

)
k = 0, . . . , n− 1

Ahogy a 4.1. ábrán látható, a gyökök a 0-ra szimmetrikusan helyezkednek el.
A definícióból következik, hogy

−1 ≤ Tn(x) ≤ 1

A Tn(x) polinomnak n+1 darab szélsőértékhelye van: a minimuma −1, a maximuma
pedig +1, és ezeket felváltva veszi fel.

cos(n arccos(xk)) = (−1)k ⇒ n arccos(xk) = kπ ⇒ arccos(xk) =
kπ

n

xk = cos

(
kπ

n

)
k = 0, . . . , n

4.1.3. Definíció. A T̃n(x) = 1
2n−1Tn(x) függvényt 1-re normált n-ed fokú Csebisev-

polinomnak nevezzük.

4.2. ábra. Az 1-re normált Csebisev-polinomok n = 5-ig
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Az 1-re normáltság itt azt jelenti, hogy az eredeti Csebisev-polinomot leosztjuk a
főegyütthatójával, hogy ezáltal egy 1 főegyütthatós polinomot kapjunk.

Nyilván ennek a normált polinomnak is ugyanott vannak a gyökei és a szélsőértékhe-
lyei, mint az eredetinek.

Az eredeti polinom minimum és maximum értékeiből adódik, hogy T̃n(x) minimuma
− 1

2n−1 , maximuma pedig 1
2n−1 , valamint:

− 1

2n−1
≤ T̃n(x) ≤

1

2n−1

Tehát max
x∈[−1,1]

|T̃n(x)| = 1
2n−1

Ezekből adódik a Csebisev-polinomok egyik legjelentősebb tulajdonsága:

4.1.4. Tétel. Jelölje P̃n az 1 főegyütthatós n-ed fokú polinomokat. Ekkor minden p ∈ P̃n

polinomra
max

x∈[−1,1]
|T̃n(x)| ≤ max

x∈[−1,1]
|p(x)|

Vagyis a [−1, 1] intervallumon a P̃n-beli polinomok közül az 1-re normált Csebisev-
polinom az, amelynek abszolút értéke a legkisebb maximális értéket veszi fel.

Bizonyítás. Indirekt módon bizonyítjuk: tegyük fel, hogy létezik olyan p ∈ P̃n polinom,
amelyre

max
x∈[−1,1]

|p(x)| < max
x∈[−1,1]

|T̃n(x)| =
1

2n−1

Ekkor legyen q(x) = T̃n(x)− p(x). Mivel T̃n(x) és p(x) is 1 főegyütthatójú és n-ed fokú,
ezért a különbségükben az n-ed fokú tag kiesik, így q fokszáma legfeljebb n − 1 lesz.
Emellett legyenek az sk értékek T̃n(x) szélsőértékhelyei. Ekkor:

q(sk) = T̃n(sk)− p(sk) =
(−1)k

2n−1
− p(sk) k = 0, . . . , n

Mivel a feltevés miatt |p(sk)| < 1
2n−1 , így az alternáló előjelek megmaradnak ezekben a

pontokban, tehát felváltva lesz pozitív és negatív az előjel.
Így van n + 1 pont, ahol q(x) alternáló előjellel vesz fel értékeket. Ekkor q(x)-nek

legalább n helyen kellene 0-nak lennie.
Viszont egy (n− 1)-ed fokú polinomnak csak akkor lehet n gyöke, ha azonosan nulla.
Tehát ez csak úgy lehetséges, ha q(x) azonosan nulla, vagyis T̃n(x) = p(x). Ez viszont

ellentmond a feltevésünknek, hiszen

max
x∈[−1,1]

|T̃n(x)| = max
x∈[−1,1]

|p(x)| < max
x∈[−1,1]

|T̃n(x)|
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4.2. A Csebisev-polinomok jelentősége az interpoláció-
ban

Most térjünk vissza az interpolációhoz és ahhoz a kérdéshez, hogy hogyan kapcsolódik
hozzá a Csebisev-polinomok témaköre.

Az előző fejezet végén arra jutottunk, hogy ahhoz, hogy minimalizáljuk az interpoláció
hibáját, azt az wn+1(x) polinomot keressük, amelyre max

x∈[a,b]
|wn+1(x)| a lehető legkisebb.

Vegyük észre, hogy az wn+1 alappontpolinom egy 1 főegyütthatós (n + 1)-ed fokú
polinom. Ezért a 4.1.4 tétel alapján akkor lesz minimális a fenti kifejezés, ha az alap-
pontpolinom az 1-re normált (n + 1)-edik Csebisev-polinom. Mivel az alappontok az
alappontpolinom gyökei, így ez akkor teljesül, ha a Csebisev-polinom gyökeit választjuk
alappontoknak.

Ez indokolja a következő definíciót:

4.2.1. Definíció. Az

xk = cos

(
(2k + 1)π

2(n+ 1)

)
k = 0, . . . , n

pontokat a [−1, 1] intervallum Csebisev-alappontjainak nevezzük.

Ezek alapján már kimondhatjuk az alábbi tételeket [2] segítségével:

4.2.2. Tétel. [2] Legyen f n + 1-szer folytonosan differenciálható az I = [−1, 1] inter-
vallumon. Legyen Ln az f -et az xk ∈ [−1, 1] (k = 0, 1, . . . , n) Csebisev-alappontokban
interpoláló polinom, továbbá Mn+1 = max

y∈[−1,1]
| f (n+1)(y) |. Ekkor minden x ∈ [−1, 1]

esetén
|f(x)− Ln(x)| ≤

Mn+1

(n+ 1)!

1

2n

Bizonyítás. Mivel az alappontok Csebisev-félék, ezért wn+1(x) = T̃n+1(x) (mivel mindket-
tő 1 főegyütthatós n+1-ed fokú polinom, azonos gyökökkel). A 3.0.5 Tételt felhasználva:

|f(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
|wn+1(x)| =

Mn+1

(n+ 1)!
|T̃n+1(x)| ≤

Mn+1

(n+ 1)!

1

2n

Az eddigieket összefoglalva:

4.2.3. Tétel. A 4.2.2 Tételben szereplő hibakorlát a lehető legkisebb, amit az alappontok
megválasztásával elérhetünk a [−1, 1] intervallumon.

Bizonyítás. Az alappontok megválasztása a hibaképletet csak az alappontpolinomon ke-
resztül befolyásolja. Ezért felhasználva az eddigieket:

Mn+1

(n+ 1)!

1

2n
=

Mn+1

(n+ 1)!
max

x∈[−1,1]
|T̃n+1(x)| ≤

Mn+1

(n+ 1)!
max

x∈[−1,1]
|wn+1(x)|
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Az esetek többségében azonban nem a [−1, 1] intervallumon szeretnénk interpolálni,
hanem tetszőleges [a, b] intervallumon. Ezért szeretnénk, ha ezek az eredmények áttransz-
formálhatóak lennének.

A [−1, 1] intervallumból a következő lineáris transzformációval kapjuk az [a, b] inter-
vallum pontjait:

φ(x) =
a+ b

2
+

b− a

2
x x ∈ [−1, 1]

Ebbe a [−1, 1] alappontjait helyettesítve kapjuk azok képeit. Ez elvezet a következő
definícióhoz.

4.2.4. Definíció. Az

xk =
a+ b

2
+

b− a

2
cos

(
(2k + 1)π

2(n+ 1)

)
k = 0, . . . , n

pontokat az [a, b] intervallum Csebisev-alappontjainak nevezzük.

Ezzel a definícióval felírható a 4.2.2 tétel és a 4.2.3 tétel megfelelője tetszőleges [a, b]
intervallumra.

4.2.5. Tétel. [2] Legyen f n + 1-szer folytonosan differenciálható az I = [a, b] inter-
vallumon. Legyen Ln az f -et az xk ∈ [a, b] (k = 0, 1, . . . , n) Csebisev-alappontokban
interpoláló polinom, továbbá Mn+1 = max

y∈[a,b]
| f (n+1)(y) |. Ekkor minden x ∈ [a, b] esetén

|f(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!

(b− a)n+1

22n+1

Bizonyítás. Jelölje x∗
k a [−1, 1]-beli Csebisev-alappontokat és w∗

n+1(x) a hozzájuk tartozó
alappontpolinomot. Ekkor

wn+1(x) =
n∏

k=0

(x−xk) =
n∏

k=0

(
x− a+ b

2
− b− a

2
x∗
k

)
=

n∏
k=0

(
b− a

2

(
2x− a− b

b− a
−x∗

k

))
=

=

(
b− a

2

)n+1 n∏
k=0

(
2x− a− b

b− a
− x∗

k

)
=

(
b− a

2

)n+1

w∗
n+1

(
2x− a− b

b− a

)
Ez alapján:

|f(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
|wn+1(x)| =

Mn+1

(n+ 1)!

(
b− a

2

)n+1 ∣∣∣∣∣w∗
n+1

(
2x− a− b

b− a

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ Mn+1

(n+ 1)!

(
b− a

2

)n+1
1

2n
=

Mn+1

(n+ 1)!

(b− a)n+1

22n+1

4.2.6. Tétel. A 4.2.5 Tételben szereplő hibakorlát a lehető legkisebb, amit az alappontok
megválasztásával elérhetünk az [a, b] intervallumon.
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Összefoglalva tehát, ha azt szeretnénk, hogy az interpolációs polinom a lehető legpon-
tosabb legyen, akkor alappontoknak a Csebisev-alappontokat válasszuk.

A bemutatott hibaképletek segíthetnek abban, hogy eldöntsük, mennyi alappontot
vegyünk föl. Minden n-re, ami mellett teljesülnek a feltételek, meg tudjuk határozni,
hogy a hiba mekkora tartományon belül mozog. Így ha előírunk egy ε hibahatárt, akkor
csak ki kell számítanunk azt a legkisebb n számot, amelyre a hibabecslés kisebb ε-nál.
Kérdéses azonban, hogy tetszőlegesen kicsi hibahatárra is létezik-e ilyen n. Ezt taglalja a
következő fejezet.
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5. fejezet

Az interpoláció konvergenciája

Az eddig vizsgált esetekben mindig rögzített számú alappontunk volt. Felmerül a kérdés,
hogy mi történik, ha növeljük az alappontok számát. Azt várnánk, hogy mivel több
adatunk van, így egyre jobban közelíti az interpolációs függvény az eredetit, és csökken a
hiba. Ám ez nem mindig lesz igaz. Ezt fogjuk vizsgálni ebben a fejezetben.

Eddig egy adott (n+1) elemű alappontrendszerhez volt egy darab interpolációs függ-
vényünk. Most azt szeretnénk vizsgálni, hogy ha ezt az elemszámot növeljük, akkor hogy
viselkednek a hozzájuk tartozó függvények.

alappontok száma 1 2 . . . n+ 1 . . .
interpolációs polinom L0 L1 . . . Ln . . .

Ez alapján kapunk egy függvénysorozatot az Ln interpolációs polinomokból. A továb-
biakban vizsgáljuk ezen (Ln) függvénysorozatot, ahogy n → ∞.

Nyilvánvalóan az (Ln) függvénysorozathoz tartozik egy alappontsorozat is: a függ-
vénysorozat minden eleméhez külön alappontok tartoznak, az n-edik elemhez (n + 1)
darab különböző pont. Így kapunk egy olyan sorozatot, melynek n-edik eleme az [a, b]
intervallum (n+1) darab különböző pontja. Jelöljük ezeket a pontokat a következőképpen:

a ≤ x
(n)
0 < x

(n)
1 < · · · < x

(n)
n−1 < x(n)

n ≤ b

A felosztások sorozatát pedig jelölje (x
(n)
k ).

Most, hogy bevezettük ezeket a jelöléseket, megfogalmazhatjuk, hogyan szeretnénk
vizsgálni a problémát: van egy függvénysorozatunk, amiről azt szeretnénk megállapítani,
hogy mennyire közelíti meg az eredeti függvényünket. Erről a konvergencia fogalma juthat
eszünkbe. Azt szeretnénk tehát vizsgálni, hogy az (Ln) interpolációs polinomok sorozata
konvergál-e az eredeti f függvényhez.

Az első tisztázandó dolog, hogy pontosan milyen konvergenciát szeretnénk:

5.0.1. Definíció. Az [a, b] ⊆ R-en értelmezett (fn) függvénysorozat egyenletesen konver-
gál az f : [a, b] → R függvényhez, ha minden ε > 0 számhoz létezik N ∈ N, hogy ha
n > N , akkor minden x ∈ [a, b] esetén | f(x)− fn(x) |< ε.

Ha f folytonos, akkor ez ekvivalens azzal, hogy

lim
n→∞

max
x∈[a,b]

| f(x)− fn(x) |= 0

24



És ebből következik, hogy

lim
n→∞

| f(x)− fn(x) |= 0 minden x ∈ [a, b] esetén

Vagyis ez magában foglalja, hogy a függvénysorozat az egész intervallumon tart az
eredeti függvényhez, és a maximális hiba nullához tart.

A továbbiakban tehát azt fogjuk tárgyalni, hogy egyenletesen konvergensek-e az in-
terpolációs polinomok, illetve ha igen, akkor milyen feltételek mellett. Függ-e továbbá
a konvergencia sebessége az alappontok megválasztásától? Minden függvényhez létezik
hozzá konvergáló interpolációs polinomsorozat? Számít-e itt is az alappontok megválasz-
tása?

Kezdjünk a következő kérdéssel: milyen előzetes várakozásokkal állunk neki a feladat-
nak?

A 3. és a 4. fejezetben számos eredményt mutattunk be a hibakorlátokról, ebből arra
következtetnénk, hogy itt sem lesz nehéz dolgunk. Sőt, Weierstrass egy híres tétele is
reményt adhat a pozitív eredményre:

5.0.2. Tétel. Weierstrass-féle approximációs tétel [9]:
Tetszőleges f [a, b] intervallumon folytonos függvényhez és tetszőleges ε > 0 számhoz
létezik olyan p polinom, melyre |f(x)− p(x)| < ε minden x ∈ [a, b] esetén.

Azt állítja a tétel, hogy bármely folytonos függvény tetszőlegesen közelíthető poli-
nomokkal. Azonban csak azt garantálja, hogy van legalább egy olyan polinomsorozat,
amely egyenletesen konvergál f -hez, de azt nem állítja, hogy ez a sorozat interpolációs
polinomok sorozata.

A helyzet sajnos nem ennyire egyszerű az interpolációs polinomokkal, amelynek oka
összetett: a hibaképleteknél mindenhol fel volt téve, hogy kellően sima legyen a függvény,
valamint az alappontok is befolyásolták az eredményt. Ezek n → ∞ esetén elbonyolódnak
[3].

Ha a 3. fejezet 3.0.4 hibaképletét szeretnénk használni, akkor ehhez az a feltétel
kellene, hogy f minden n ∈ N-re differenciálható legyen. Ha teljesülnek a feltételek,
akkor a következőt lehet felírni:

lim
n→∞

max
x∈[a,b]

| f(x)− Ln(x) |= lim
n→∞

max
x∈[a,b]

∣∣∣∣ 1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξx)wn+1(x)

∣∣∣∣ ≤
lim
n→∞

(
1

(n+ 1)!
max
x∈[a,b]

|f (n+1)(x)| max
x∈[a,b]

|wn+1(x)|
)

Ahhoz, hogy ennek a segítségével igazoljuk a konvergenciát, azt kellene belátni, hogy
az utolsó határérték 0, hiszen akkor az első is.

Ez azonban nem mindig teljesül. Annak ellenére, hogy n → ∞ esetén 1
(n+1)!

→ 0, ez
még nem biztosítja a konvergenciát. Ugyanis még ezt befolyásolja
maxx∈[a,b] |f (n+1)(x)| maxx∈[a,b] |wn+1(x)| viselkedése n → ∞ esetén, ami ∞-hez is tarthat.
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5.1. Elégséges feltétel a konvergenciára
A következő tétel megad egy elégséges feltételt az egyenletes konvergencia teljesülésére.

5.1.1. Tétel. [1] [5] Legyen f akárhányszor folytonosan differenciálható az [a, b] inter-
vallumon. Legyen (x

(n)
k ) (k = 0, 1, . . . , n; n = 0, 1, 2, . . . ) alappontsorozat. Legyen

Ln(x) (n = 0, 1, 2, . . . ) az x
(n)
0 , x

(n)
1 , . . . , x

(n)
n−1, x

(n)
n alappontokra illesztett interpolációs

polinom. Ha létezik M > 0, amelyre | f (n)(x) |≤ Mn teljesül minden x ∈ [a, b] esetén
minden n ∈ N-re, akkor

lim
n→∞

max
x∈[a,b]

| f(x)− Ln(x) |= 0

Másképp fogalmazva, az Ln interpolációs függvénysorozat egyenletesen konvergál az f
függvényhez az [a, b] intervallumon.

Bizonyítás. A 3.1.1 lemma segítségével:

max
x∈[a,b]

|f(x)−Ln(x)| = max
x∈[a,b]

∣∣∣∣f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
wn+1(x)

∣∣∣∣ ≤ Mn+1

(n+ 1)!
(b−a)n+1 =

cn+1

(n+ 1)!
→ 0 ha n → ∞,

mivel a faktoriális függvény a hatványfüggvénynél gyorsabban tart ∞-hez.

Megjegyezendő, hogy nem tettünk fel semmit az alappontok elhelyezkedéséről, így a
konvergencia minden felosztásra teljesül.

5.1.1. A sin(x) függvény

Az előbbi tétel alapján egy egyszerű példa:

3. Példa. Tekintsük a sin(x) függvényt a [−5, 5] intervallumon.

• A sin(x) függvény deriváltjai periodikusan ismétlődnek: cos(x),− sin(x),− cos(x), sin(x).
Ezért | sin(n+1)(x)| ≤ 1.

• |wn+1(x)| ≤ (5− (−5))n+1 = 10n+1

Így

| sin(x)− Ln(x)| ≤
10n+1

(n+ 1)!

ami n → ∞ esetén nullához tart, így egyenletes a konvergencia. A konvergenciát szemlél-
teti a 5.1 ábra, melyen a függvényt interpoláló polinomok láthatóak, ahogyan növekszik az
alappontok száma egyenletes felosztás esetén. Megfigyelhető, hogy már 8 alappont esetén
is jól közelíti Ln(x) a sin(x) függvényt, és ahogy növekszik a pontok száma, egybeolvad a
két függvény grafikonja.
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5.1. ábra. A sin(x) függvény és az őt interpoláló polinomok 5, 8, 11, 14, 17 és 20 egyenletes
elosztású alappont esetén

5.1.2. A konvergencia sebessége

Az előző fejezetben láthattuk, hogy a Csebisev-alappontoknak nagy jelentősége van, ugyan-
is ekkor volt a legkisebb a hibakorlát. Vizsgáljuk meg, hogy itt is lesz-e hasonló szerepük.

A tételben az alappontpolinomot bőven felülről becsültük, viszont a konvergencia iga-
zolásához ez is elegendő volt. De mi történik, ha elővesszük a legjobb becslést? Azonos
feltételek mellett a

max
x∈[a,b]

|f(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!

(b− a)n+1

22n+1

becslést kapjuk, amiből az következik, hogy ebben az esetben gyorsabb konvergenciát
garantálhatunk.
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4. Példa. Ennek szemléltetésére nézzük meg a sin(2x) függvény interpolációs polinomjait
egyenletes felosztás és Csebisev-alappontok esetén. Az 5.2 ábrán piros színnel az egyenle-
tes felosztáshoz, zölddel pedig a Csebisev-alappontokhoz tartozó interpolációs polinomok
láthatóak.

5.2. ábra. A sin(2x) függvény és az őt interpoláló polinomok 6, 8, 10, 12, 14 és 16 Csebisev-
féle és egyenletes elosztású alappontok esetén

Habár mindkét függvénysorozat konvergál a sin(2x) függvényhez, megfigyelhető, hogy
a Csebisev-féle gyorsabban. 10 alappont esetén a zölddel jelölt interpolációs függvény
már kis hibával közelíti az eredetit, míg a pirossal jelölt a széleken még nagyobb hibát
vét. Tovább növelve az alappontok számát a zöld függvény még jobban rásimul az eredeti
függvényre, és a piros hibája is egyre csökken. Végül 16 alappont esetén már mindkét
függvény nagyon pontosan követi az eredetit. Ezt tanúsítják az 5.1 és a 5.2 táblázatok
adatai is, melyek az 1-16 darab alappontra illesztett intepolációs polinomok maximális
abszolút hibaértékeit tartalmazzák. Látható, hogy a második táblázatban hamarabb kez-
denek 0-hoz közeledni az értékek, mint az elsőben. Tehát a Csebisev-alappontok esetében
gyorsabb a konvergencia, mint az egyenletes alappontok esetében.
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Pontok száma Maximális hiba

1 1.54402
2 1.42871
3 1.42871
4 1.43795
5 1.98323
6 2.71412
7 1.17323
8 5.37669
9 2.80435

10 4.03757
11 2.46633
12 1.75933
13 1.14305
14 0.51879
15 0.34829
16 0.11223

5.1. táblázat. A maximális interpolációs
hiba nagysága egyenletes felosztás ese-
tén, növekvő számú alappontokra

Pontok száma Maximális hiba

1 1.00000
2 1.54650
3 1.37984
4 1.36566
5 1.30924
6 1.79711
7 1.86792
8 1.08253
9 1.14742

10 0.41692
11 0.37413
12 0.09975
13 0.07738
14 0.01617
15 0.01116
16 0.00186

5.2. táblázat. A maximális interpolációs
hiba nagysága Csebisev-alappontok ese-
tén, növekvő számú alappontokra

5.2. Ellenpéldák és megoldások
Sajnos hasonlóan könnyen mutatható ellenpélda a konvergenciára, ha nem teljesülnek az
5.1.1 tétel feltételei:

5. Példa. [10] Tekintsük az

f(x) =

{
x sin

(
π
x

)
ha x ̸= 0

0 ha x = 0

függvényt a [0, 1] intervallumon. Az alappontok legyenek a következők:

xk =
1

k + 1
k = 0, . . . , n

Ekkor az interpolált értékek

f(xk) = xk sin

(
π

xk

)
=

1

k + 1
sin

(
π
1

k+1

)
=

1

k + 1
sin (π(k + 1)) = 0 k = 0, . . . , n

Így az interpolációs polinom minden n-re: Ln = 0. Ez pedig nyilván rossz közelítés, hiszen
(Ln) nem f -hez, hanem az azonosan nulla függvényhez konvergál egyenletesen.
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5.2.1. Abszolútérték függvény

Az előző példa nyilván egy egyedi eset volt, amit ellenpéldának konstruáltunk. Tekintsünk
most egy másik olyan esetet, amikor nem teljesülnek az 5.1.1 Tétel feltételei.

6. Példa. [11] Tekintsük az |x| függvényt a [−1, 1] intervallumon. Ez a függvény nem
deriválható, így erre nincs hibaképletünk. Ábrázoljuk az előzőhez hasonlóan, egyenletes
felosztással, növekvő számú alappontok esetén az interpolációs polinomokat. Ez látható
az 5.3 ábrán.

5.3. ábra. A |x| függvény és az őt interpoláló polinomok 5, 8, 11, 14, 17 és 20 egyenletes
elosztású alappont esetén

Kezdetben még nem annyira rossz a közelítés, 8 alappont környékén még körülbelül
jónak mondható. Azonban itt is ezután figyelhető meg a hosszú távú viselkedés: az
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intervallum széleinél kisebb-nagyobb hibával oszcillál a polinom. Tehát az Ln polinomok
sorozata nem konvergál egyenletesen az |x| függvényhez.

Viszont a 3. fejezetből ismerős lehet az a probléma, hogy az intervallum szélein na-
gyobb a hiba. Erre az volt a megoldás, hogy más alappontrendszert kerestünk, így jutot-
tunk el a Csebisev-alappontokig. Nézzük meg, hogy itt hatásos-e ez a módszer: interpo-
láljunk a Csebisev-alappontokon. Ezt ábrázolja az 5.4 ábra.

5.4. ábra. A |x| függvény és az őt interpoláló polinomok 5, 8, 11, 14, 17 és 20 Csebisev-
alappont esetén

Látható, hogy ez tényleg megoldotta a problémát: így már sokkal jobb a közelítés.
Az 5.3 és 5.4 táblázatban láthatók a maximális hibák számszerű értékei 1-20 darab

alappontra egyenletes felosztás illetve Csebisev-alappontok esetén.
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Pontok száma Maximális hiba

1 0.99900
2 0.99900
3 0.25000
4 0.24900
5 0.14720
6 0.13963
7 0.18194
8 0.09666
9 0.31575

10 0.07377
11 0.66354
12 0.10866
13 1.57448
14 0.22285
15 4.06078
16 0.50522
17 11.13123
18 1.23476
19 31.96974
20 3.19530

5.3. táblázat. A maximális interpolációs
hiba nagysága egyenletes felosztás ese-
tén, növekvő számú alappontra

Pontok száma Maximális hiba

1 1.00000
2 0.70611
3 0.21651
4 0.26960
5 0.12317
6 0.17155
7 0.08665
8 0.12645
9 0.06698

10 0.10025
11 0.05462
12 0.08305
13 0.04613
14 0.07088
15 0.03993
16 0.06181
17 0.03521
18 0.05477
19 0.03149
20 0.04916

5.4. táblázat. A maximális interpolációs
hiba nagysága Csebisev-alappontok ese-
tén, növekvő számú alappontra

5.5. ábra. A 5.3 táblázatban szereplő
adatok ábrán szemléltetve

5.6. ábra. A 5.4 táblázatban szereplő
adatok ábrán szemléltetve

Az első oszlopban eleinte csökkennek az értékek, mint ahogy az ábrán is láttuk, kö-
rübelül 8 alappontig. Ez annak tudható be, hogy nagyon kevés adatból indultunk ki,
ami nyilván nem elegendő. Ilyenkor mindig többet ér a plusz információ. Ezután viszont
kezdetben kisebb, majd egyre nagyobb oszcilláció figyelhető meg az értékek között: az
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értékek felváltva nőnek és csökkennek, páratlan számú alappont esetén egyre nagyobba-
kat ugranak az értékek, páros számú alappont esetén pedig kevésbé, de visszaesnek. Ez a
probléma volt látható az ábrán is.

A második oszlopban megfigyelhető, hogy felváltva nőnek és csökkennek az értékek,
de mindig a csökkenés mértéke a nagyobb. Itt viszont a páros számoknál figyelhető meg
a növekvés, és a páratlanoknál a csökkenés. (Ez a fajta szabályosság abból adódik, hogy
a függvény szimmetrikus az y tengelyre.)

Most vessük össze a két táblázatot. Az első tíz sorban csak kisebb-nagyobb eltérések
láthatóak a két táblázat között. Sőt, a 3. sortól felváltva, páros szám esetén az egyenletes,
páratlan szám esetén a Csebisev-féle felosztás ad kisebb értéket. Tehát itt nem mondható
meg, hogy melyik a jobb. A számottevő különbség a 10. sor után figyelhető meg: az első
oszlopban egyre jobban, míg a másodikban egyre kevésbé oszcillálnak az értékek. Míg
az első táblázatban növekedés tapasztalható, addig a másodikban nagy csökkenés. Ezt
tükrözi az ábrák között látott eltérés is.

Tehát ebben az esetben az egyenletes felosztás esetén nem volt konvergencia, de a
Csebisev-alappontoknál már igen.

5.2.2. Runge-függvény

Azt gondolnánk, hogy az |x| függvénynél azért lehetett ilyen probléma, mert nem derivál-
ható az egész intervallumon. Ezért is volt ilyen könnyű ellenpéldaként bemutatni.

Azonban az előző példabeli jelenség nem egyedi eset. Sőt, külön neve is van a témában:
A Runge-jelenség. Maga a jelenség az intervallum szélein fellépő oszcillációs probléma,
amely akkor jelentkezik, amikor egyenlő távolságra elhelyezett alappontokra magas fok-
számú interpolációs polinomot illesztünk. Az elnevezés Carl Runge nevéből ered, aki egy
híres példát mutatott erre.

7. Példa. Runge-példa [3] [6]
Tekintsük az

f(x) =
1

1 + x2

függvényt a [−5, 5] intervallumon. Ezt szokás Runge-függvénynek is nevezni.
A függvénnyel kapcsolatban semmi rossz előérzetünk nincs: a függvény görbéje szép,

folytonos, nem hullámzik. A függvénynek léteznek a deriváltjai is, azonban gyorsan nő az
értékük és nem adható rájuk felső korlát, így nem teljesülnek a tétel feltételei.

De nézzük meg, hogyan viselkednek az interpolációs polinomjai. Először interpoláljunk
egyenletesen elhelyezkedő pontokon. Ez látható az 5.7 ábrán.
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5.7. ábra. A Runge-függvény és az őt interpoláló polinomok 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 és 26
egyenletes elosztású alappont esetén

Az ábra jól szemlélteti a korábban taglalt jelenséget. Látható, hogy egyre nagyobb
a hiba, ahogy n növekszik. Itt azonban már kezdetben sem jó a közelítés, ahogy pedig
növeljük az alappontok számát, sokkal hamarabb és erősebben jelenik meg az oszcilláció
az intervallum szélein. Bár az intervallum közepén egészen jó a közelítés, mindig a két
szélső részintervallumon romlik el az interpoláció, és ugrik vagy esik nagyot. Az utolsó
két ábrán már akkora az eltérés, hogy mellette az eredeti függvény már ki sem vehető.
Azonban jegyezzük meg, hogy most hosszabb az intervallum, mint az előző példában volt,
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ez is befolyásoló tényező lehet: egy hosszabb intervallumon messzebb helyezkednek el az
alappontok, mint egy rövidebben.

Ebben a példában tehát jól látszik, hogy nincs konvergencia. Próbáljuk ki itt is a
Csebisev-alappontokat, az ezen vett interpolációt ábrázolja az 5.8 ábra.

5.8. ábra. A Runge-függvény és az őt interpoláló polinomok 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 és 26
Csebisev-alappont esetén

Látványosan javult a helyzet a Csebisev-alappontokkal. Jól látszik az ábrán, hogy
ugyan lassan, de szépen konvergál a sorozat a Runge-függvényhez. Kezdetben még látható
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a hullámzás a pontok között, de ez folyamatosan enyhül, az utolsó ábrákra pedig el is
tűnik, ott már szinte teljesen együtt halad a két függvény.

Tehát ebben az esetben az ábra egyenletes konvergenciát sugall.
De azért nézzük meg itt is a hibatáblázatokat: az 5.5 táblázatban az egyenletes, a 5.6

táblázatban a Csebisev-típusú interpoláció hibája látható.

Pontok száma Maximális hiba

1 0.96151
2 0.96151
3 0.64623
4 0.70699
5 0.43835
6 0.43267
7 0.61693
8 0.24734
9 1.04517

10 0.30028
11 1.91563
12 0.55673
13 3.66293
14 1.07005
15 7.19232
16 2.10686
17 14.38676
18 4.22336
19 29.18621
20 8.57536
21 59.76840
22 17.60205
23 123.61813
24 36.39565
25 257.21247
26 75.76387

5.5. táblázat. A maximális interpolációs
hiba nagysága egyenletes felosztás ese-
tén, növekvő számú alappontra

Pontok száma Maximális hiba

1 0.96154
2 0.92590
3 0.60060
4 0.75028
5 0.40201
6 0.55589
7 0.26423
8 0.39172
9 0.17083

10 0.26916
11 0.10915
12 0.18274
13 0.06921
14 0.12338
15 0.04660
16 0.08309
17 0.03261
18 0.05590
19 0.02249
20 0.03758
21 0.01533
22 0.02526
23 0.01036
24 0.01698
25 0.00695
26 0.01141

5.6. táblázat. A maximális interpolációs
hiba nagysága Csebisev-alappontok ese-
tén, növekvő számú alappontra
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5.9. ábra. A 5.5 táblázatban szereplő
adatok ábrán szemléltetve (Csak az el-
ső 20 adat, mivel az ezt követőek már
túl nagyok ahhoz, hogy szemléltetni le-
hessen mellettük a kezdeti viselkedést)

5.10. ábra. A 5.6 táblázatban szereplő
adatok ábrán szemléltetve (Az előző áb-
rával egységesen itt is az első 20 adat van
ábrázolva)

Az első táblázat is az ábrán látottakat támasztja alá: az értékek egyre jobban oszcil-
lálnak. A páratlan értékekre sokkal nagyobbak a hibák, és ezek egyre nőnek. A páros
értékekre bár kisebbek lesznek, de nem annyira, hogy kiegyenlítsék a növekedést, így itt
is nagy értékek lesznek. A táblázat végére a hiba már igen nagyra nő.

A második táblázatban is felváltva nőnek és csökkennek az értékek, de sokkal kisebb
mértékben ingadoznak. A hiba pedig a táblázatban lefele haladva a nullához közeledik.

Összevetve a két értéksort, kezdetben mindkettő hibája körülbelül ugyanakkora. De
egy idő után az egyenletes felosztásnál a hiba egyre nagyobb, míg a Csebisev-alappontoknál
egyre kisebb lesz. Így a táblázat végére már hatalmas lesz a különbség a két hibaérték
között: az elsőnél nagyon nagy, a másodiknál nagyon kicsi a hiba.

Ezek alapján az egyenletes elosztású alappontok esetén nincs konvergencia, a Csebisev-
alappontok esetén pedig van.

5.3. Elméleti eredmények
Az előző példákban azt láttuk, hogy a Csebisev-alappontokon mindig megjavult a kon-
vergencia. Jogosan merül fel a kérdés, hogy ez mindig így van-e. Hiszen ha igen, akkor
megtaláltuk az univerzális megoldást minden esetre: ha Csebisev-alappontokkal mindig
konvergens az interpolációs polinomok sorozata, akkor válasszuk mindig ezt.

Ez azonban sajnos nincs így. A Csebisev-alappontok sem tökéletesek. Marcinkiewicz
és Grünwald 1937-ben, egymástól függetlenül bizonyították a következő tételt:

5.3.1. Tétel. [11] Létezik olyan f folytonos függvény a [−1, 1] intervallumon, melynek a
Csebisev-alappontokon vett interpolációs polinomsorozata divergens az egész intervallu-
mon.

Ennek ellenére sejthető, hogy a Csebisev-alappontoknak van valamilyen jelentősége itt
is. Erről szól a következő tétel.

37



5.3.2. Tétel. [1] Ha f abszolút folytonos1 az [a, b] intervallumon, akkor a Csebisev-
alappontokon vett interpolációs polinomsorozata egyenletesen konvergál az f függvényhez.

Ez azért fontos tétel, mivel a gyakorlatban sok olyan eset van, amire alkalmazható.
Például mind a |x| függvény, mind a Runge-függvény abszolút folytonos volt a vizsgált
intervallumon, ezért ez a tétel megmagyarázza, hogy az előző példákban miért viselkedtek
ilyen jól az interpolációs polinomjaik a Csebisev-alappontokon.

Viszont attól még, hogy a Csebisev-alappontok nem garantálták az egyenletes konver-
genciát, más alappontsorozat esetleg igen.

Ez felvet néhány fontos vizsgálandó kérdést: Létezik-e olyan alappontsorozat, amelyre
mindig konvergens az interpolációs eljárás? És ha igen, akkor megadható-e ez a pontso-
rozat?

Ezt a kérdéskört Georg Faber német matematikus tanulmányozta, és a következő tételt
fogalmazta meg:

5.3.3. Tétel. Faber: [10]
Bármely (x

(n)
k ) alappontsorozathoz van olyan f folytonos függvény, melyre az (Ln) inter-

polációs polinomsorozat nem tart egyenletesen az f függvényhez az [a, b] intervallumon.

Vagyis nincs olyan alappontválasztás, amely minden függvényhez jó lenne. Azonban
van pozitív eredmény is:

5.3.4. Tétel. Marcinkiewicz: [10]
Minden f folytonos függvényhez létezik olyan (x

(n)
k ) alappontsorozat, melyre az (Ln) inter-

polációs polinomsorozat egyenletesen konvergál az f függvényhez az [a, b] intervallumon.

Bizonyítás. A bizonyításhoz először kimondunk egy tételt:

5.3.5. Tétel. Legyen f folytonos függvény az [a, b] intervallumon.
Egy p∗n ∈ Pn polinomot az f függvény minimax közelítésének nevezünk, ha minimali-

zálja a Pn polinomok maximális eltérését f -től: min
p∈Pn

max
x∈[a,b]

|f(x)− p(x)|.

Egy p∗n ∈ Pn polinom akkor és csak akkor minimax közelítése f -nek, ha létezik n + 2
olyan v0 < v1 < · · · < vn < vn+1 pont, amelyekre

|f(vj)− p∗n(vj)| = max
x∈[a,b]

|f(x)− p∗n(x)| j = 0, . . . , n+ 1

és
f(vj)− p∗n(vj) = −(f(vj+1)− p∗n(vj+1)) j = 0, . . . , n

Tehát f−p∗n (n+2) helyen veszi fel az abszolút értékének maximumát, váltakozó előjellel.
A minimax közelítés minden n-re egyértelmű.

A tétel következménye, hogy az f −p∗n függvénynek van legalább (n+1) zérushelye az
[a, b] intervallumon. Válasszuk meg az x0 < · · · < xn interpolációs alappontoknak ezeket
a zérushelyeket. Ekkor mivel

f(xj)− p∗n(xj) = 0 ⇒ f(xj) = p∗n(xj) j = 0, . . . , n

1Egy [a, b] → R függvény abszolút folytonos, ha minden ε > 0 esetén létezik δ > 0, hogy ha a ≤ a1 <
b1 ≤ a2 < b2 ≤ · · · ≤ am < bm ≤ b és

∑m
k=1 |bi − ai| < δ, akkor

∑m
k=1 |f(bi)− f(ai)| < ε.Ha egy függvény

teljesíti a Lipschitz-tulajdonságot, vagyis létezik L > 0 hogy |f(x) − f(y)| ≤ L|x − y| minden x ∈ [a, b]
esetén, akkor abszolút folytonos is.
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ezért p∗n lesz az interpolációs polinom. Vegyük ezeknek a sorozatát: (p∗n). A Weierstrass-
féle approximációs tétel alapján tetszőleges ε > 0 számhoz létezik olyan p polinom, melyre
max
x∈[a,b]

|f(x)− p(x)| < ε. Jelölje p fokszámát k. Ekkor p∗n minimax tulajdonsága miatt

max
x∈[a,b]

|f(x)− p∗k(x)| ≤ max
x∈[a,b]

|f(x)− p(x)| < ε

Mivel Pk ⊂ Pk+1 így max
x∈[a,b]

|f(x) − p∗k+1(x)| ≤ max
x∈[a,b]

|f(x) − p∗k(x)| minden k-ra. Így

minden ε > 0-hoz létezik küszöbindex, és teljesül az egyenletes konvergencia.

De sajnos ez a tétel csak a létezést garantálja, azt nem adja meg, hogy hogyan válasszuk
meg az alappontrendszert egy adott függvényhez.

A fejezetben vizsgáltuk, hogy hogyan viselkednek az interpolációs polinomok n → ∞
esetén, de a gyakorlatban nem szeretnénk ennyi pontot felvenni. Már csak azért sem,
mivel például 100 alappont esetén már egy 101-ed fokú polinomunk lenne, amely már
túlzottan bonyolult. Láttuk továbbá, hogy a magas fokszámú polinomok szeszélyesek
lehetnek. Azonban az sem jó, hogy ha túl kevés alappontot veszünk fel, hiszen akkor
kevés információnk lesz, és nem lesz elég jó a közelítés.

Az alappontok számának meghatározásában segíthetnek a hibaképletek és a jó alap-
pontmegválasztás. Ideális esetben kellő pontosságú közelítéshez meg tudjuk határozni,
hogy mennyi alappont szükséges. Ehhez csak az kell, hogy találjunk olyan alappont-
sorozatot, melyre az interpolációs polinomok sorozata egyenletesen konvergens, majd a
hibaképlet alapján meg tudjuk határozni azt az n alappontszámot, melyre teljesülnek az
elvárásaink. Ha ez mégsem lehetséges teljes egészében, akkor is tudunk következtetéseket
levonni arra vonatkozóan, hogy körülbelül mennyi alappontra van szükségünk.

Összegezve ezek alapján azt állíthatjuk, hogy az alappontok számának növelése helyett
érdemesebb az alappontok megfelelő megválasztásra koncentrálni.
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6. fejezet

Összegzés

A dolgozatban áttekintettük a polinominterpolációs eljárást. Vizsgáltuk, hogy az inter-
polációs polinom mekkora hibával közelíti az eredeti függvényt. Megadtunk egy konkrét
hibaképletet, majd annak segítségével adtunk felső határt a hiba nagyságára különböző
esetekre. Megfigyeltük, hogy a hiba függ az alappontok megválasztásától is, így ezt is
figyelembe vettük. Ezután megismerkedtünk a Csebisev-polinomokkal és főbb tulajdon-
ságaikkal. Felismertük, hogy fontos szerepük van az interpolációban, hiszen a hibakorlát
akkor lesz minimális, ha ezek gyökeit választjuk alappontoknak. Így jutottunk arra a
következtetésre, hogy az alappontokat érdemes Csebisev-féléknek választani.

A következő részben azt vizsgáltuk, hogy hogyan viselkednek az interpolációs polino-
mok, ha növeljük az alappontok számát. Itt szembesültünk pozitív és negatív eredmé-
nyekkel is. Tudtunk adni elégséges feltételt az egyenletes konvergenciára, sőt még azt is
megfigyeltük, hogy Csebisev-alappontokon gyorsabb a konvergencia. Példákon keresztül
láthattuk, hogy nem mindig működik jól az interpoláció sok alapponttal, de ezekre meg-
oldást nyújtottak a Csebisev-alappontok. Később kimondtunk egy tételt, mely szerint ha
abszolút folytonos függvényt interpolálunk, akkor a Csebisev-alappontokkal mindig van
egyenletes konvergencia. Így ez alapján itt is ajánlott a Csebisev-alappontokat választani.

Sajnos az derült ki, hogy nincs olyan alappontsorozat, amely mindig jó lenne, ugyanis
minden esetben van olyan függvény, amelyhez nem konvergál egyenletesen az interpolációs
polinomok sorozata. Viszont beláttuk, hogy minden folytonos függvényhez létezik olyan
alappontsorozat, melyre az interpolációs polinomsorozat egyenletesen konvergens, de erre
nem lehetett konstrukciót adni.

A dolgozat végén arra a következtetésre jutottunk, hogy érdemes figyelmet fordítani
az alappontok megválasztására, hogy minél kevesebb alappontra legyen szükségünk, és
emellett a közelítés is jó legyen. Összegezve, a látottak alapján az interpolációban az
alappontok kulcsfontosságú szerepet töltenek be.

A dolgozatban bemutatott eredmények segíthetnek abban, hogy minél hatékonyabban
tudjuk alkalmazni a polinominterpolációs eljárást.
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Mesterséges Intelligencia használatáról szóló nyilatkozat
Alulírott Kovács Karolina nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált
eszköz

Felhasználás he-
lye

Megjegyzés

Python-beli paran-
csok és eszközök
keresése

GPT-4o Az ábrák Python
kódjai

Olyan dolgok keresése mint
például: Python táblázat
átkonvertálása LaTeX táb-
lázattá, alábrák készítésé-
nek módja, ábra és szöveg
méretének beállítása, speci-
ális karakterek megjeleníté-
se az ábrákon

LaTeX formázás és
parancsok keresése

GPT-4o Teljes dolgozat Olyan dolgok keresése mint
például: speciális karak-
terek írása, hivatkozások,
ábrák elrendezése, lábjegy-
zet készítése, irodalomjegy-
zék létrehozása

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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