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1. fejezet

Bevezetés

Gyakori probléma az alkalmazott matematikdban, hogy egy fiiggvényt nem ismeriink a
teljes értelmezési tartomanyan, csupan néhany pontban felvett értékét tudjuk. Ilyenkor
a meglévs adatok segitségével szeretnénk vizsgéalni a fliggvényt. Szamos probléma meg-
oldasdhoz sziikségiink lenne egy olyan folytonos fliggvényre, amely illeszkedik ezekre a
pontokra és jo kozelitést ad az ismeretlen fiiggvényre. Erre ad megoldast az interpoléacios
eljaras.

1.1. Az interpolaci6

Az interpolécio egy fliggvénykozelitési modszer, amely egy fliggvény bizonyos pontokban
felvett értékei alapjan ad kozelitést a fiiggvény ezen pontok kozott felvett ismeretlen ér-
tékeire. Az interpolacié alapjai a kovetkezdk:

Tegyiik fel, hogy egy f : I — R fiiggvénynek n+ 1 pontban ismerjiik az értékét. Nevezziik
ezeket a pontokat alappontoknak és jeloljiik a kévetkezSképp:

L0, L1y ooy Ty 1, Tpy
Ha I = [a,b], az alappontokra teljesiiljon:
<< T < < Ty < Ty, < b
Az alappontokban felvett
f(@o), f(@1), ey flan-1), f(@n)

értékeket interpolalt értékeknek nevezziik. Vezessiik be az f(zx) = fr (K =0,1,...,n)
jelolést:
fos 1, fam1, I

Olyan folytonos ¢ fiiggvényt keresiink, amely dtmegy az (zy, fr) pontokon, azaz teljesiti
ag(zy) = fr (k=0,1,...,n) egyenlGségeket. Ez lesz az interpolacios fiiggvény. Inter-
polacidonak azt az eljarast nevezziik, amelynek soran az I intervallumon az f fiiggvényt
az interpolacios fiiggvénnyel kozelitjiik.

Az interpolacionak tobb tipusa is 1étezik attol fiiggGen, hogy az interpoléacios fliggvényt
milyen fliggvényosztalybol valasztjuk. Ez lehet példaul polinom, trigonometrikus polinom
vagy szakaszonként polinomialis fliggvény.



1.1.1. Alkalmazasok

Az interpolacionak szamos matematikai és gyakorlati alkalmazasa van [1].

Az interpolacios fiiggvény segitségével meg tudjuk becsiilni az ismeretlen fiiggvény
adott pontbeli értékét és derivaltjat, valamint hogy hol van a fliggvénynek szélsGértéke.

Egy kapcsolédd probléma, amikor ismerjiik a fiiggvényt, am az til bonyolult, vagy
valamilyen kedvezéGtlen tulajdonsaggal bir. Ekkor szokids néhédny ponton interpolédlni a
fiiggvényt, és az eredetit ezzel helyettesiteni. Ezt alkalmazzak az interpolacids tipusi
kvadraturaformulak esetében, ahol az eredeti fiiggvény integraljat kozelitik az 6t interpo-
1416 polinom integraljaval.

Interpolaciot a tudomany szamos teriiletén alkalmaznak, mivel a mérésekbdl és kisér-
letekbdl szarmazo adatok rendszerint csak véges sok diszkrét térbeli vagy idGbeli pontrol
hordoznak informaciot, de a tudoméanyokban hasznos a kiilonféle folyamatokat folytonos
fiiggvények segitségével leirni.

Ennél gyakorlatiasabb a digitalis fényképészetben valo alkalmazasa: a képek atmére-
tezése és forgatésa folyaman képinterpolaciot hasznalnak annak érdekében, hogy minél
kevésbé romoljon a mingség.

A GPS miiholdak helyzetét és sebességét is interpolacio segitségével kozelitik, ugyanis
a jelkozlés nem folyamatos, hanem bizonyos id6kozonként torténik.

1.2. A vizsgalt kérdések

Az 1.1.1 szakaszban emlitett feladatok sikeres megoldasiahoz fontos megvizsgélni, hogy az
interpolécios fiiggvény mennyire kozeliti jol az eredetit. Mekkora a hiba? Erdemes-e fi-
gyelmet forditani az alappontok megvalasztasara? Hogyan és mennyi alappontot vegytlink
fol? Mi torténik, ha noveljiik az alappontok szamat? Milyen feltételek mellett konvergél
az interpolaciés polinomok sorozata az eredeti fliggvényhez?

Ezekre a kérdésekre keressiik a valaszokat a dolgozatban. A 2. fejezetben megis-
merkediink az interpolacio egyik tipusaval, a polinominterpolacioval. A 3. fejezetben az
el6bbi eljaras hibajat fogjuk vizsgalni kiilonbozé becslések segitségével. A 4. fejezetben
megismerkediink egy polinomcsaldddal, majd felfedjiik ezek szerepét az interpolacidéban.
Az 5. fejezetben attériink annak a kérdésnek a vizsgalatara, hogy ha ndveljik az alap-
pontok szamét, akkor hogyan viselkedik a kapott interpolaciés polinomok sorozata, és
hogyan véltozik az interpolacié hibaja. Majd a 6. fejezetben Osszefoglaljuk a dolgozat
f6bb eredményeit.



2. fejezet

Polinominterpolaci6

A leggyakoribb interpolacios eljaras a polinominterpolécio. Ekkor azt szeretnénk, hogy
az interpolacios fliggvény polinom, azaz

p(z) = ap+ a1z + -+ + aza”
alaku fiiggvény legyen, ahol a; € R (i = 0,1,...,n) rogzitett szamok.
Ehhez olyan p polinomot keresiink, amelynek fokszama legfeljebb n, és teljesiti az
interpolacios feltételeket: p(zy) = fr (k=0,1,...,n). Ekkor a p fiiggvényt interpolacios
polinomnak nevezziik.

Az interpolécios polinom elgallitdasanak két jol ismert modszere van: a Lagrange- és a
Newton-féle. Ezek koziil a kovetkezs alfejezetben a Lagrange-féle alak keriil bemutatésra.

2.1. A Lagrange-féle interpolaci6

Ebben a fejezetben bemutatjuk a Lagrange-féle interpoléacio fontos épitskoveit 2], [3] és
[4] alapjan.

ElGszor minden x alapponthoz konstrualunk egy olyan [, fiiggvényt, melyre

() 1, hai=k,
;) =
g 0, haik.

Ilyen tulajdonsagu, legfeljebb n-edfokii polinomot kapunk a kovetkezs definicidval.

2.1.1. Definicié. Az zg, x4, ..., z, alappontok esetén az
() = (x —x0) ... (r —2p—1) (@ — Tpg1) ... (. — xp) _ ﬁ T — T
(e — @0) - (T — Tp—1) (@ — Tir) - (T — T0) 5 g, Tk i
polinomot k-adik Lagrange-féle alappolinomnak nevezziikk (k=0,1,...,n).

Az alappolinomok segitségével konnyen tudunk interpoléacioés polinomot elGallitani a
kovetkezd definicioban szereplé modon.



2.1.2. Definicié. Az xg, x4, ..., x, alappontok és fy, f1,..., f, interpolalt értékek esetén
az

Lo(x) = 3 fis(a)

polinomot Lagrange-féle interpolaciés polinomnak nevezziik.

Lathato, hogy ez valoban teljesiti az interpolacios feltételeket, hiszen fokszama legfel-
jebb n, és

Lo(wx) =Y filj(xe) = f
=0

minden £ =0,1,...,n esetén.
A kovetkezd példa ezeket a fogalmakat szemlélteti.

1. Példa. Legyenek az adott pontok

alappontok 014|710
interpolalt értékek | 4 | 7 | -2 | 3

Ekkor a Lagrange-féle alappolinomok:

(@4 -T(x—10)  2°—21a+1380—280 -1 ;5 3

lo(z) =

= = — 2+ = — 41
(0—4)(0 — 7)(0 — 10) 280 %0" T30 T 1a0t T
L (x) = (x—0)(x—T7)(x—10) a°—172>+ 70z ixg B HxQ N %I
" U—0(d-1n(A-10) 72 T2 727 36
b(x) (r=0)(z —4)(r —10)  2°—142® + 40z _ _—1x3 N 2x2 B 4—0x
AT TS0 (T-0(T-10) 63 63 9 63
() = (x—0)(x—4)(z—7)  2*—112"+28z L$3_ £x2+lx
T 10— 0) (10— 4)(10—-7) 180 180 180 45
Tovabba, a Lagrange-féle interpoléacios polinom:
Ls(z) = 4lo(x) + Tl (x) — 2la(x) + 3l3(z) =
—1 4, 3 , 69 7, 119, 245 2 , —4, -8 1 , 11, 7
— T A T T 3 T2 o 3 %y
o0 T BT TR T R T s T T e w0 T 15”
—36 4245+ 80442 , 108 — 595 — 160 — 66 , —2484 + 8575 + 1600 + 588
= x4+ x° + x+4
2520 360 1260

331 4, 713 , 8279
= Xz X X
2520 360 1260

+4

Ezek a fiiggvények lathatok a 2.1 és a 2.2 abran.



Lagrange-alappolinomok

1.25 A

1.00 ~

0.75 A

0.50 A

I (%)

0.25 A

—0.25 +

—0.50 ~

2.1. 4bra. A 4 darab Lagrange-alappolinom, valamint rajtuk x jellel jeldlve az alappon-
tokban felvett értékek

A Lagrange-féle interpolaciés polinom

10 - —— Lagrange-polinom
® Adott pontok

2.2. abra. A példabeli Lagrange-féle interpolacios polinom



A Lagrange-féle elGallitas segitségével igazolhatd az alabbi tétel.

2.1.3. Tétel. Legyenek xg, x4, ..., x, alappontok és fy, fi,..., f, interpolélt értékek. Ek-
kor egyértelmiien létezik olyan legfeljebb n-ed fokti p polinom, amelyre teljesiil, hogy

Bizonyitds. A létezést igazolja a Lagrange-féle elgallitas: legyen p(x) = L, (x).

Az egyértelmiiség indirekten lathato be. Tegytik fel, hogy létezik két interpolacis polinom

is: p és q. Ekkor vegytik ezek kiillonbségpolinomjat: p—q. Mivel ez két legfeljebb n-ed foku

polinom kiilénbsége, igy 6 maga is ilyen. Ezenkiviil p(zx) — q(zx) = fx — fr =0 (k=

0,1,...,n). Tehat van legalabb n+1 db zérushelye. Ez viszont az algebra alaptétele miatt

csak agy lehetséges, ha a kiilonbségpolinom azonosan nulla. Ebbdl kovetkezik, hogy p = q.
[

A tételbdl kovetkezik, hogy béarhogy allitjuk el az interpoléaciés polinomot, az meg-
egyezik a Lagrange-féle alakban felirt polinommal. Igy mostantol ezt az alakot fogjuk
hasznalni.



3. fejezet
Az interpolaci6é hibaja

Mivel az interpolacioés polinomot arra szeretnénk hasznalni, hogy az eredeti fiiggvényt
kozelitsiik, érdemes megvizsgalni a modszer hibajat.

3.0.1. Definicié. Legyen I = [a,b] és f : [ — R adott folytonos fiiggvény. Legyen
tovabba L, az f fliggvény megadott n 4+ 1 alappontra illesztett interpolaciés polinomja.
Ekkor az R, (x) = f(z)— L,(x) figgvényt (ahol x € I) az f fiiggvény adott alappontokhoz
tartozo interpolécios hibafliggvényének nevezziik.

A sin(x) fUggvény és az interpolaciés polinomja A sin(x) interpoléciés hibafuggvénye

1.00 4 sin(x) 1.00+ R4(X)

0.75 4 L4(X) 0.75 1

0.50 0.50 1
0.25 0.251

> 0.004 > 0.001
=0.254 =0.251
—0.50 4 —0.50 1

-0.754 -0.751

-1.004 —-1.001

3.1. abra. A sin(z) fiiggvény és a —5, —2.5,0, 2.5, 5 pontokhoz tartozo interpolacios poli-
nomja, valamint hibafiiggvénye

Ebben a hibadefinicioban figyelembe vessziik az elGjelet, vagyis azt hogy milyen irany-
ban tér el egymastol az f fliggvény és az interpolacids polinomja. Azonban amikor al-
taldnosan tessziik fel azt a kérdést, hogy mennyire j6 a kozelités, akkor elegendd a hiba
nagysagat vizsgalni: |f(x) — L,(x)|.

3.0.2. Definici6é. Az R, hibafiiggvény segitségével az interpolacié hibajat a kévetkezs-
képpen definidljuk: maxgep ) | Ry ()|

Nyilvanvaléan, a fenti definicié szerinti hibafiiggvényt nem tudjuk meghatarozni, ha
f-r6l az alappontokon kiviil semmit sem tudunk. Ekkor csak annyi igaz, hogy a hiba az
alappontokban nyilvanvaléan 0. Tehat alapesetben, ha nem tudunk semmit f-rél, a hiba-
r6l sem tudunk semmit mondani. Ezért a tovabbiakban kénytelenek vagyunk feltenni azt,
hogy vagy ismerjiik az f fliggvényt, vagy legalabb valamilyen informacioval rendelkeziink
rola.

10



Vezessiink be egy jelolést az alabbi fiiggvényre, amelynek fontos szerepe lesz a hiba
vizsgalata soran.

3.0.3. Definici6. Az

Wpa1(x) = (x —x0)(x — 1) ... (T — )
polinomot alappontpolinomnak nevezziik.

Az f fiiggvényrdl tobbféle eldzetes feltevésiink lehet. Ha példaul kellGen sima (azaz elég
sokszor differencidlhato), akkor az interpolacios hibara az alabbi tétel szerinti formulat
kapjuk.

3.0.4. Tétel. [4] Legyen f n + l-szer folytonosan differencialhato az I = [a, b] interval-

lumon. Legyen L, az f-et az z, € [a,b] (k =0,1,...,n) pontokban interpolalé polinom.
Ekkor minden z € [a, b] esetén létezik &, € (min{z, x, ..., z,}, max{z, xq,...,2,}), mely-
re
1
_ — (n+1)
@) = Lnle) = ooy £ €0

Bizonyitis. a) Ha x egybeesik valamelyik z; alapponttal, akkor az allitas trividlisan
teljestl:

A jobb oldalon: f(xzx) — Ly(x) = fr — fr = 0.
A bal oldal wy,11(zx) = 0 miatt szintén 0.

Igy az allitas tetszoleges &,-re teljesiil.
b) Ha x nem esik egybe egyik alapponttal sem, akkor tekintsiik a kovetkezs g : [a, b] —
R fiiggvényt:
f(x) = Ln(z)

ol0) = () = Lalt) =i (07, —

Az f-re tett feltételbdl kovetkezik, hogy g is n+ 1-szer differencidlhato I-n. Valamint
g-nek legaldbb n + 2 zérushelye van, nevezetesen x, ..., z, és x, hiszen

f(z) = Ln(z)

wn (@) fr=fr=0=0 (k=0,1,...,n)

9(zr) = f(wr)—Ln(7r) —wpir (1)
* f(2) — Lo(x)

wn—l—l(‘r)

9(x) = f(x) = Ln(z) — wnia (z) =0

Ezért a Rolle-tétel! szerint a ¢ fiiggvénynek legalabb n + 1 zérushelye van. Az
érvelést ismételve indukcioval kovetkezik, hogy ¢ (n + 1)-edik derivaltjanak van
legalabb egy zérushelye [a, b]-n, jelolje ezt &,. A g fiiggvényt (n+ 1)-szer derivalva a

f(x) = La(x)

g ") = fOV@E) =0 — (n +1)!
wn—l—l(x)

'Rolle-tétel: Legyen az f fiiggvény folytonos az [a, b] intervallumon és differencialhato az (a, b) inter-
vallumon. Ekkor ha f(a) = f(b), akkor létezik ¢ € (a,b), melyre f'(c) = 0.

11



fliggvényt kapjuk, amelyben ¢t = £, helyettesitéssel az

— Ln(x)
0= (n+1) ) = (n+1) x—TL—i—l'f(x) n
9" (E) = I (E) — (o DI
Osszefiiggés adodik. Ezt atrendezve kapjuk az allitast:
1 n

]

Természetesen ezt az egyenl@séget kozvetleniil nem tudjuk alkalmazni a hiba megha-
tarozéasara, hiszen a £, pontot nem ismerjiikk. Azonban sok esetben felhasznéalhatjuk arra,
hogy fels6 becslést adjunk az interpolacids polinom hibajanak nagységara.

3.0.5. Tétel. Legyen f n+ l-szer folytonosan differencialhaté az I = [a, b] intervallumon.
Legyen L, az f-et az xy, € [a,b] (k= 0,1,...,n) pontokban interpolalo polinom, tovabba
My = m[a%] | " (y) |. Ekkor minden z € [a, b] esetén
yEla,
Mn+1
(n+1)!

|f(2) = Ln(z)] <

|wn 1 ()]

3.1. Fels6 becslések az interpolacié hibajara

Ha az egész I = [a,b] intervallumra érvényes, azaz x-t6l fiiggetlen becslést szeretnénk a
3.0.5 tétel alapjan, akkor a jobb oldalra az alappontpolinom legnagyobb értékét irjuk be:

Mn+1
(@) = La@)] < ma [1(2) = Ly(@)] € oty ma (o)

Ezt a hibakorlatot fogjuk tanulményozni a tovabbiakban. Megvizsgéljuk, hogy milyen
tovabbi, esetleg konkrétabb becsléseket tudunk ennek segitségével adni, valamint hogy
mit tudunk tenni azért, hogy ez a korlat a leheté legkisebb legyen.

Ehhez vizsgaljuk meg a jobb oldalt tényezénként:

o M, 1 értékénél nem tudunk jobbat mondani, mivel £, ismeretlen
e (n+ 1)! értéke az alappontok szaméatol fiigg, amely rogzitett

o |w,y1(z)|, azaz az alappontpolinom abszolut értéke. Ebbdl lathato, hogy a hiba
fiige az alappontok megvalasztésatol, igy ezt érdemes vizsgélni.

El6szor vizsgaljuk meg, hogy tetszdleges felosztés esetén milyen fels§ becslést tudunk
adni.

3.1.1. Lemma. Az w,.; alappontpolinomra érvényes az
[wWnir (2)] < (b= a)""

becslés.

12



Bizonyitds. Mivel wy,41(x) = (x —xo)(x — 1) ... (x —x,,), ahol z, z; € [a,b], igy |v — ;| <
b—a minden i = 0,...,n esetén. Ebbsl adodik, hogy |w,,1(z)] < (b — a)" . O

Ezzel a kovetkezd becsléshez jutunk:

3.1.2. Tétel. Legyen f n+ l-szer folytonosan differencidlhaté az I = [a, b] intervallumon.
Legyen L, az f-et az xy € [a,b] (k= 0,1,...,n) pontokban interpolal6 polinom, tovabba
My = m[a%] | " (y) |. Ekkor minden z € [a, b] esetén
yE|a,
Mn+1
(n+1)!

[f(x) = Ln(2)] < (b—a)

Ha x € [a, b], akkor a kévetkezs becslés adhato az alappontpolinomra:

3.1.3. Lemma. [2] [5] Legyen h = . nax (Tpy1 — Tk)-

yeen—1

n!
W ()] < —h"
4
Bizonyitas. e Ha = = z; akkor w,.i(x) = 0, igy az egyenl6tlenség nyilvanvaloan
teljesiil.
e Ha x € (zy,2511) (k=0,...,n—1), akkor a szamtani és mértani kozép kozotti

egyenlGtlenség alapjan

Ve =)o o) < T2
ahonnan |z — x|z — x| < (BE2)2 < B2
Vizsgaljuk intervallumonként az
(w1 ()] =[x — 2o [| & =21 |-+ [ =y
fiiggvényt.
Ha z € (zo, z1), akkor
h? h™tin!
|wp1(x)] < ZZhSh. ..nh = 1
Ha z € (x4, z2), akkor
h? R"T120(n — 1)1 h"Tin!
[wp i1 ()] < 2h12h3h. . (n—=1h= (n—1) < "

- 4
felhasznalva, hogy 1 < k < n esetén kl(n — k + 1)! < n!l. Hasonloan igazolhato a
tobbi intervallumra is. Az utols6 két intervallumra ugyanigy:

Ha z € (x,—2,z,-1), akkor

K2 (- 1)120 At
[wnsr(@)] < (= Dh...3h2h—-2h = (”4 )2 4”

13



Ha z € (x,_1, z,), akkor

h2 hn+1 !
Wyt ()| < nh. . 3h2h— = — n

Tehat minden részintervallumon teljesiil az allitas.

A tétel és a lemma segitségével a kovetkezs hibabecslés adodik:

3.1.4. Tétel. [2] [5] Legyen f n+ 1-szer folytonosan differencialhato az I = [a, b] interval-
lumon. Legyen L, az f-et az xy, € [a,b] (k =0,1,...,n) pontokban interpolalé polinom,
tovabba M, = m[a%} | f™*(y) |. Ekkor minden z € [a, b] esetén

yela,

Mn+1hn+1
_ <
(@) = Lule)| < G
Bizonyitas.
f(nJrl)(é“x) Mn+1 hn+1n! Mn+1hn+1
_ = | > < =
|f(x) = Ln(z)| ‘ CE] wn(2)] < (n+1) 4 A(n + 1)

O

Most nézziink egy specialis esetet [6]. A legegyszertibb megvalasztas az alappontok
egyenletes elosztasa az intervallumon:

xk:a+k<b_a) k=0,1,...,n
n

Ekkor

A 3.0.6 tétel alapjan ebben az esetben az

- < g (50

hibabecsléshez jutunk.

Vegyiik észre, hogy ez a h minimalizalja a 3.1.3 és 3.1.4 tételbeli fels6 becslést, hi-
szen ekkor lesz h értéke a lehets legkisebb. Ez alapjan tgy tiinhet, hogy az alappontok
egyenletes megvalasztasaval jarunk a legjobban.

De ez valoban igy van? Igaz-e ez a szakasz elején felirt

Mt ax [ ()]
(n + 1)' x€|a,b] il

becslésre is? Ha ezt a fels§ becslést szeretnénk minimalizélni, akkor valojaban azt az
wWpy1 () fiiggvényt keressiik, melynek maximuma abszoluat értékben a legkisebb:

max |wy41(x)| = min
x€|a,b] W41
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Mivel w, 1 az alappontoktol fiigg, igy ez ekvivalens azzal, hogy azt az n + 1 alappontot
keressiik, melyre a fenti maximum minimaélis lesz [7].

A kérdés az, hogy ez a minimum az alappontok egyenletes elosztasanal lesz-e. A
valasz az, hogy nem biztosan. Konnyen mutathaté olyan példa, amelynél nem optimalis
az egyenletes felosztas, és jobban jarunk, ha specialis felosztast valasztunk [8].

A 3.1.3 lemma bizonyitasdban megfigyelhetd, hogy a szélsé intervallumokban az alap-
pontpolinom értékére adott fels§ becslés nagyobb, mint a beljebb levd intervallumokon.
Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a szélsé intervallumokon nagyobb lesz a hiba. Ezt
érdemes lehet figyelembe venni az alappontok megvalasztasanél ugy, hogy azok az inter-
vallum széleinél stirtibben helyezkedjenek el.

2. Példa. Tekintsiik a [—1, 1] intervallumot, és azon vegyiink fel 5 alappontot kétfélekép-
pen.
ElGszor legyen egyenletes a felosztés:

o — —1; Xr1 — —0.5; To — 0 T3 = 05, Ty = 1
Ekkor az alappontpolinom:
ws(z) = (x 4+ 1)(z+0.5)(x —0)(x — 0.5)(z — 1)

Masodszor pedig, az el6bbi megfigyelést figyelembe véve, nézziikk meg, mi torténik
abban az esetben, ha az intervallum széleihez kozelebb vesziink fel pontokat. Legyenek:

ro=—-1;, x1=-06; 2o=0 z3=06; x4=1
Ekkor az alappontpolinom:

wi(x) = (x+1)(z 4+ 0.6)(z — 0)(x — 0.6)(z — 1)

Az alappontpolinom egyenletes és mddositott felosztas mellett

—— Egyenletes felosztas
0.10 Mddositott felosztas

0.05 1

\/ |

ws (%)

—0.05 ~

—0.10 +

T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

3.2. abra. Az alappontpolinom két kiillonb6z6 alappontvélasztas esetén
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Figgveny Abszolutertekenek maximuma
W5 (X] 0.113469
W *(x] 0.085548

3.3. dbra. A két alappontpolinom abszolitértékének maximuma

Mint ahogy az a 3.2 4bran is lathato, az egyenletes megvalasztés esetén az alappontpo-
linom maximuma nagyobb, mint a médositottnal. Igy ha az a célunk, hogy kisebb legyen
az értéke, akkor érdemes a modositott felosztéist valasztani.

Az el6z6 példaban tehat megmutattuk, hogy nem mindig az egyenletes felosztast cél-
szerd vélasztani.

Ahhoz hogy minél élesebb felsé becslést tudjunk adni a hibara, szeretnénk megtalalni
a legjobb alappontmegvalasztast. Tehat azt, amelyikre teljestil, hogy max |w,.1(x)| a

lehetd legkisebb.

Tehat a f6 kérdés: hogyan valasszuk meg az alappontokat, hogy az interpolécié olyan
pontos legyen, amennyire lehetséges?

Ehhez kapcsolodik a kovetkezd fejezet.

)
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4. fejezet

(Csebisev-polinomok

Ez a fejezet a Csebisev-polinomokat és azok tulajdonsagait mutatja be [7] és [9] alapjan.
A Csebisev-polinomok hasznosak a numerikus analizis tobb teriiletén. Fontos szerepiik
van példaul a fliggvénykozelités, az interpolacid, a numerikus integralas, valamint a par-
cidlis differencialegyenletek megoldasanak teriiletén. FEzek koziil most természetesen az
interpolaciora koncentralunk majd.

4.1. A Csebisev-polinomok bemutatasa

4.1.1. Definicié. A T, (x) = cos(narccos(x)) fiiggvényt, ahol z € [—1,1], n-ed foka
Csebisev-polinomnak nevezziik (n =0,1,...).

4.1.2. Tétel. A Csebisev-polinomokra a kévetkezd rekurzios képlet adhato:
To(z) = 1; Ty (z) = x; Thi1(z) = 22T, (x) — Thmea () n=12...
Bizonyitds. Az els6 két egyenlség adodik a definiciobol:
To(x) = cos(0arccos(x)) = cos(0) = 1

Ti(x) = cos(1 arccos(x)) = x
Legyen o = arccos(x), ebbdl x = cos(a)
Ekkor a definiciot és a cos(a £ b) = cos(a)cos(b) F sin(a)sin(b) addicios képletet
felhasznalva a kovetkezSket kapjuk:

Th-1(z) = cos((n—1)a) = cos(na—a) = cos(a) cos(na)+sin(a) sin(na) = T, (x)+sin(«) sin(na)

Toi1(z) = cos((n+1)a) = cos(na+a) = cos(a) cos(na)—sin(a) sin(na) = x7,,(x)—sin(«) sin(na)

Ezeket Osszeadva:
To1(z) + Thi1(x) = 2T, (x) + sin(«) sin(na) + 2T, (x) — sin(a) sin(na) = 22T, (z)

Atrendezve:
Toi1(x) = 22T, (z) — Ty ()

17



Ezek alapjan az els6 néhany Csebisev-polinom:

=1

=22 -1

= 42 — 3x
=8zt — 82 +1

Csebisev-polinomok

1.00 A
|
0.75
0.50
0.25 I
= |
E 0.00 ' '
—0.25 A
— Tolx)
~0-507 | — Tix)
— Talx)
—0.75 — Tiix)
— Talx)
—1.00 — Tsix)
T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x

A Csebisev-polinomok kapcsan tobb érdekes észrevételt tehetiink. ElGszor is lathato,
hogy a T, fiiggvények valoban polinomok, mégpedig n-ed foktak. Maéasodszor a Kkiirt
polinomok féegyiitthatéi mind kettShatvanyok, mégpedig az n-edik polinom esetén ez az

4.1. abra. A Csebisev-polinomok és gyokeik n = 5-ig

n — l-edik hatvany:

Tovabbé, a paros indexti polinomokban csak paros, a paratlan indextiekben csak paratlan
x-hatvanyok szerepelnek. Ebbdl kovetkezik, hogy ha n paros, akkor 7T, péros fiiggvény,
ha pedig paratlan, akkor paratlan fiiggvény, mint ahogy az a 4.1 abréan is latszik.

T, (x) = 2"'2" + alacsonyabb foki tagok
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A T,(z) polinomnak n darab gydke van a [—1,1] intervallumon. Ezek a kovetkezd
egyenlet megoldésai:

T+ 2kmw

cos(narccos(x)) =0 = narccos(zg) = g +kr = arccos(zy) = 5
n

2k
xk:cos<ﬂ> k=0,....,n—1
2n

Ahogy a 4.1. abran lathato, a gyokok a O-ra szimmetrikusan helyezkednek el.
A definiciobol kovetkezik, hogy

—1< Tp(z) <1

A T, (x) polinomnak n + 1 darab szélsGértékhelye van: a minimuma —1, a maximuma
pedig +1, és ezeket felvaltva veszi fel.

& km

cos(narccos(xy)) = (—1) =  mnarccos(zg) = kr = arccos(zrg) = —
n

4.1.3. Definicié. A T,(z) = st T, (2) fiiggvényt 1-re normalt n-ed fokt Csebisev-

polinomnak nevezziik.

1-re normalt Csebisev-polinomok

2.0 f — Tgix)
?1{)()
— fz':x)
1.5+ =
— T3{X)
—_— ?q{X)
1.04 — fs':x)
=
- 0.5
s
0.0 ~
_0.5 4
_1.0 4
T T T T T T T T
—-1.00 —-0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

X
4.2. dbra. Az 1-re normélt Csebisev-polinomok n = 5-ig
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Az 1-re normaltsag itt azt jelenti, hogy az eredeti Csebisev-polinomot leosztjuk a
féegyiitthatojaval, hogy ezaltal egy 1 fGegyiitthatos polinomot kapjunk.

Nyilvan ennek a normalt polinomnak is ugyanott vannak a gyokei és a szélsGértékhe-
lyei, mint az eredetinek.

Az eredeti polinom minimum és maximum értékeibsl adodik, hogy T, » () minimuma
—271%1, maximuma pedig Qn%l, valamint:

1

Tehat II[laX T, (2)] = AT
Ezekbdl adodik a Csebisev-polinomok egyik legjelent&sebb tulajdonséga:

4.1.4. Tétel. Jelslje P, az 1 fGegyiitthatos n-ed foka polinomokat. Ekkor minden p € P,

polinomra

T.(2)] <
wg[lalxl]| (z)] ax, Ip(z)]

Vagyis a [—1, 1] intervallumon a P,-beli polinomok koziil az 1-re normalt Csebisev-
polinom az, amelynek abszolut értéke a legkisebb maximalis értéket veszi fel.

Bizonyitds. Indirekt médon bizonyitjuk: tegyiik fel, hogy létezik olyan p € P, polinom,
amelyre

1
< T =
ax lp(z)] nax T, ()| T

Ekkor legyen ¢(x) = Tn(x) — p(z). Mivel Tn(x) és p(x) is 1 féegyiitthatoju és n-ed foku,
ezért a kiilonbségiikben az n-ed foku tag kiesik, igy ¢ fokszama legfeljebb n — 1 lesz.
Emellett legyenek az s, értékek T,,(z) szélsGértékhelyei. Ekkor:

q(si) = Tul(sk) — p(si) =

Mivel a feltevés miatt [p(sx)| < 2,%1, igy az alternalo elGjelek megmaradnak ezekben a
pontokban, tehat felvaltva lesz pozitiv és negativ az elGjel.

Igy van n + 1 pont, ahol ¢(z) alternalé elsjellel vesz fel értékeket. Ekkor ¢(z)-nek
legalabb n helyen kellene 0-nak lennie.

Viszont egy (n — 1)-ed foku polinomnak csak akkor lehet n gyoke, ha azonosan nulla.

Tehat ez csak gy lehetséges, ha ¢(z) azonosan nulla, vagyis T,,(x) = p(z). Ez viszont
ellentmond a feltevésiinknek, hiszen

T, = T,
max (T,(@) = max, |pla)] < max, [T, ()
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4.2. A Csebisev-polinomok jelentésége az interpolacio-
ban

Most térjiink vissza az interpolacidhoz és ahhoz a kérdéshez, hogy hogyan kapcsolodik
hozza a Csebisev-polinomok témakore.
Az el6z6 fejezet végén arra jutottunk, hogy ahhoz, hogy minimalizaljuk az interpolécio
hibajat, azt az w,1(z) polinomot keressiik, amelyre II€1[a}§] |wy1(x)] a lehetd legkisebb.
z€la,

Vegyiik észre, hogy az w,.; alappontpolinom egy 1 fegyiitthatos (n + 1)-ed foku
polinom. Ezért a 4.1.4 tétel alapjan akkor lesz minimélis a fenti kifejezés, ha az alap-
pontpolinom az 1-re normélt (n + 1)-edik Csebisev-polinom. Mivel az alappontok az
alappontpolinom gyokei, igy ez akkor teljesiil, ha a Csebisev-polinom gyokeit valasztjuk
alappontoknak.

Ez indokolja a kiovetkez§ definiciot:

4.2.1. Definicio. Az

2 1
xk:cos<M> k=0,....n

2(n+1)
pontokat a [—1, 1] intervallum Csebisev-alappontjainak nevezziik.

Ezek alapjan mar kimondhatjuk az alabbi tételeket [2] segitségével:

4.2.2. Tétel. [2] Legyen f n + 1-szer folytonosan differencialhaté az I = [—1,1] inter-
vallumon. Legyen L, az f-et az x, € [—1,1] (k = 0,1,...,n) Csebisev-alappontokban
interpolalé polinom, tovabba M, = n[1a1xl] | f™+(y) |. Ekkor minden z € [—1,1]
ye|—1,
esetén
Mn—i—l 1

@)~ Lofo)] < ot

Bizonyitds. Mivel az alappontok Csebisev-félék, ezért wyy1(x) = T,,41(z) (mivel mindket-
t6 1 f6egyiitthatos n+ 1-ed foku polinom, azonos gyokokkel). A 3.0.5 Tételt felhasznélva:

MnJrl
(n+1)!

Mn+1
(n+1)!

Mn+1 1
(n+41)!12n

[f(x) = Ln(z)] < (T (2)] <

|wn ()] =

Az eddigieket Gsszefoglalva:

4.2.3. Tétel. A 4.2.2 Tételben szerepld hibakorlat a lehets legkisebb, amit az alappontok
megvalasztasaval elérhetiink a [—1, 1] intervallumon.

Bizonyitds. Az alappontok megvalasztasa a hibaképletet csak az alappontpolinomon ke-
resztiil befolyésolja. Ezért felhasznalva az eddigieket:

Mn+1 1 . Mn+1 ~ Mn+1

— = T, <
(n+1D'2»  (n+1)! acg[l—al),(l} T ()] <

(ot 1)1 o [nia (2)]
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Az esetek tobbségében azonban nem a [—1,1] intervallumon szeretnénk interpolalni,
hanem tetszdleges [a, b] intervallumon. Ezért szeretnénk, ha ezek az eredmények attransz-
formalhatoak lennének.

A [—1,1] intervallumbél a kévetkezs linearis transzformacioval kapjuk az [a, b] inter-

vallum pontjait:
a+b b—a

plo) = ——+ = ze[-1,1]

Ebbe a [—1,1] alappontjait helyettesitve kapjuk azok képeit. Ez elvezet a kovetkezd
definici6hoz.

4.2.4. Definicio. Az

. —a+b+b_acos 2k + 1)m k=0 i
P 2 2(n+1) s

pontokat az [a, b] intervallum Csebisev-alappontjainak nevezziik.

Ezzel a definicioval felirhato a 4.2.2 tétel és a 4.2.3 tétel megfelelGje tetszbleges [a, b
intervallumra.

4.2.5. Tétel. [2] Legyen f n + l-szer folytonosan differencidlhaté az I = [a,b] inter-

vallumon. Legyen L, az f-et az x; € [a,b] (kK = 0,1,...,n) Csebisev-alappontokban

interpolalé polinom, tovabba M, = m[a)g] | ) (y) |. Ekkor minden z € [a, b] esetén
n+1 (b - a)n+1

(n + 1) 922n+1

(&) = Ln(2)] <

Bizonyitds. Jelolje xj a [—1,1]-beli Csebisev-alappontokat és w;;,,(x) a hozzajuk tartozo
alappontpolinomot. Ekkor

n

wnﬂ(x):]_[(x—wk)zg(x—a;b b—a*> ﬁ(b—a(Qxb—_aa—b_xz)>:

k=0
b—a\" /2 b b 2 b
—a r—a— —a T —a—
_( 2 > H( b—a < 2 "H( b—a )
k=0
2r—a—>
n+1 b_a/

Ez alapjan:
n+1
Mn+1 (b — CL) 1 . Mn+1 (b — a)”+1

IN

<
(mn+D!\ 2 -

7(2) = La()] € (o) = o <b_a)
2n  (n+ 1)l 22l

]

4.2.6. Tétel. A 4.2.5 Tételben szerepls hibakorlat a lehetd legkisebb, amit az alappontok
megvalasztasaval elérhetiink az [a, b] intervallumon.
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Osszefoglalva tehat, ha azt szeretnénk, hogy az interpolacios polinom a lehetd legpon-
tosabb legyen, akkor alappontoknak a Csebisev-alappontokat valasszuk.

A bemutatott hibaképletek segithetnek abban, hogy eldontsiik, mennyi alappontot
vegyiink f6l. Minden n-re, ami mellett teljesiilnek a feltételek, meg tudjuk hatarozni,
hogy a hiba mekkora tartomanyon beliil mozog. Igy ha eléirunk egy e hibahatéart, akkor
csak ki kell szamitanunk azt a legkisebb n szdmot, amelyre a hibabecslés kisebb e-nél.
Kérdéses azonban, hogy tetszSlegesen kicsi hibahatéarra is létezik-e ilyen n. Ezt taglalja a
kovetkezd fejezet.
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5. fejezet

Az interpolacié konvergenciaja

Az eddig vizsgalt esetekben mindig rogzitett szamu alappontunk volt. Felmeriil a kérdés,
hogy mi torténik, ha ndveljiik az alappontok szamét. Azt varnank, hogy mivel t6bb
adatunk van, igy egyre jobban kozeliti az interpolécios fiiggvény az eredetit, és csokken a
hiba. Am ez nem mindig lesz igaz. Ezt fogjuk vizsgalni ebben a fejezetben.

Eddig egy adott (n+ 1) elemii alappontrendszerhez volt egy darab interpolacios fiigg-
vényilink. Most azt szeretnénk vizsgalni, hogy ha ezt az elemszamot noveljiik, akkor hogy
viselkednek a hozzajuk tartozo fiiggvények.

alappontok szama 112 ]...|n+1
interpolacios polinom | Ly | Ly | ... L,

Ez alapjan kapunk egy fliggvénysorozatot az L,, interpolacios polinomokbol. A tovab-
biakban vizsgaljuk ezen (L,) fliggvénysorozatot, ahogy n — oc.

Nyilvanvaloan az (L,) fliggvénysorozathoz tartozik egy alappontsorozat is: a fligg-
vénysorozat minden eleméhez kiilon alappontok tartoznak, az m-edik elemhez (n + 1)
darab kiilénb6z6 pont. Igy kapunk egy olyan sorozatot, melynek n-edik eleme az [a, b]
intervallum (n+1) darab kiilonb6z6 pontja. Jeldljiik ezeket a pontokat a kovetkez&képpen:

(n) (n

a <z <:c1)<-~~<:c("_)1<x£”)§b

n

A felosztasok sorozatat pedig jelolje (x,i"))

Most, hogy bevezettiik ezeket a jeloléseket, megfogalmazhatjuk, hogyan szeretnénk
vizsgalni a problémat: van egy fiiggvénysorozatunk, amirél azt szeretnénk megallapitani,
hogy mennyire kozeliti meg az eredeti fiiggvényiinket. Errél a konvergencia fogalma juthat
eszlinkbe. Azt szeretnénk tehat vizsgalni, hogy az (L) interpolaciés polinomok sorozata
konvergél-e az eredeti f fliggvényhez.

Az els6 tisztazando dolog, hogy pontosan milyen konvergenciat szeretnénk:

5.0.1. Definici6. Az [a,b] C R-en értelmezett (f,,) fliggvénysorozat egyenletesen konver-
gal az f : [a,b] — R fliggvényhez, ha minden ¢ > 0 szamhoz létezik N € N, hogy ha
n > N, akkor minden z € [a,b] esetén | f(z) — fu(z) |<e.

Ha f folytonos, akkor ez ekvivalens azzal, hogy

lim max | f(z) — fu(z) |=0

n—00 z€(a,b]
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Es ebbél kivetkezik, hogy

lim | f(z) — fu(z) |=0 minden z € [a, b] esetén
n—oo

Vagyis ez magaban foglalja, hogy a fliggvénysorozat az egész intervallumon tart az
eredeti fliggvényhez, és a maximalis hiba nullahoz tart.

A tovabbiakban tehéat azt fogjuk targyalni, hogy egyenletesen konvergensek-e az in-
terpoléacids polinomok, illetve ha igen, akkor milyen feltételek mellett. Fiigg-e tovabba
a konvergencia sebessége az alappontok megvalasztasatol? Minden fliggvényhez létezik
hozza konvergal6 interpolacios polinomsorozat? Széamit-e itt is az alappontok megvalasz-
tasa?

Kezdjiink a kdvetkezs kérdéssel: milyen el6zetes varakozasokkal allunk neki a feladat-
nak?

A 3. és a 4. fejezetben szamos eredményt mutattunk be a hibakorlatokrol, ebbdl arra
kovetkeztetnénk, hogy itt sem lesz nehéz dolgunk. So6t, Weierstrass egy hires tétele is
reményt adhat a pozitiv eredményre:

5.0.2. Tétel. Weierstrass-féle approximécios tétel [9]:
Tetsz6leges f [a,b] intervallumon folytonos fliggvényhez és tetszdleges ¢ > 0 szamhoz
létezik olyan p polinom, melyre |f(z) — p(z)| < € minden z € [a, b] esetén.

Azt allitja a tétel, hogy barmely folytonos fliggvény tetszGlegesen kozelithetd poli-
nomokkal. Azonban csak azt garantalja, hogy van legalabb egy olyan polinomsorozat,
amely egyenletesen konvergal f-hez, de azt nem allitja, hogy ez a sorozat interpolacios
polinomok sorozata.

A helyzet sajnos nem ennyire egyszert az interpolaciés polinomokkal, amelynek oka
Osszetett: a hibaképleteknél mindenhol fel volt téve, hogy kellGen sima legyen a fiiggvény,
valamint az alappontok is befolyasoltak az eredményt. Ezek n — oo esetén elbonyolédnak
[3].

Ha a 3. fejezet 3.0.4 hibaképletét szeretnénk hasznalni, akkor ehhez az a feltétel
kellene, hogy f minden n € N-re differencidlhaté legyen. Ha teljesiilnek a feltételek,
akkor a kovetkezdt lehet felirni:

<

. . ERRT (n+1)
Jim max | f(@) = Lu(2) |= lim max | 1)!f (&) wn i1 ()

1
Tim (m max |f ) ()] max |wn+1(w)|>

Ahhoz, hogy ennek a segitségével igazoljuk a konvergenciat, azt kellene belatni, hogy
az utolsod hatarérték 0, hiszen akkor az elsé is.

Ez azonban nem mindig teljesiil. Annak ellenére, hogy n — oo esetén m — 0, ez
még nem biztositja a konvergenciat. Ugyanis még ezt befolyasolja
maxge(qp) | f"T (%) maxge(ep) |wott(z)| viselkedése n — oo esetén, ami co-hez is tarthat.
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5.1. Elégséges feltétel a konvergenciara

A kovetkezd tétel megad egy elégséges feltételt az egyenletes konvergencia teljesiilésére.

5.1.1. Tétel. [1] [5] Legyen f akarhényszor folytonosan differencialhat6 az [a,b] inter-
vallumon. Legyen (:c,(cn)) (k=0,1,...,n; n= O, 1,2,...) alappontsorozat. Legyen
L.(x) (n=0,1,2,...) az xg"),xg ), ™ g alappontokra illesztett interpolacios

y¥n—1>
polinom. Ha létezik M > 0, amelyre | f™(x) |< M™ teljesiil minden x € [a,b] esetén
minden n € N-re, akkor
li L, =0
Jim max | f(z) = Lu() |
Masképp fogalmazva, az L, interpolacios fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal az f

fliggvényhez az [a, b] intervallumon.
Bizonyitds. A 3.1.1 lemma segitségével:

f@v%n(gx) Mt . cntl
7 _ J o &) <= (p— n+l _
mas (@) =Ln(@)] = mee | S i nn (7)) < oy (b-a) (n+1)!

— 0 han— oo,
mivel a faktoridlis fliggvény a hatvanyfiiggvénynél gyorsabban tart oo-hez.
O
Megjegyezends, hogy nem tettiink fel semmit az alappontok elhelyezkedésérdl, igy a
konvergencia minden felosztéasra teljestil.
5.1.1. A sin(x) fiiggvény
Az el6bbi tétel alapjan egy egyszerd példa:

3. Példa. Tekintsiik a sin(z) fiiggvényt a [—5, 5] intervallumon.

e A sin(z) fliggvény derivaltjai periodikusan ismétlédnek: cos(z), — sin(z), — cos(z), sin(z).
Ezért |sin™*V(z)| < 1.

o |wnpi(2)] < (5—(=5))"" =10

igy 10n+1
sin(a) = L(2)| < 0=y

ami n — 0o esetén nullahoz tart, igy egyenletes a konvergencia. A konvergenciat szemlél-
teti a 5.1 abra, melyen a fliggvényt interpolal6 polinomok lathatéak, ahogyan névekszik az
alappontok szama egyenletes felosztas esetén. Megfigyelhets, hogy mar 8 alappont esetén
is jol kozeliti L, (x) a sin(z) fliggvényt, és ahogy novekszik a pontok szama, egybeolvad a
két fliggvény grafikonja.
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5 alappont 8 alappont

1.00 1 : 1.00{ =
— sin(x) — sin(x)
0.75 — LX) 0751 — Ls(x)
050 1 0501
0.25 0251
> 0.00 > 0001
-0.25 -0.251
~0.50 -0.50
-0.75 -0.751
~1.00 ~1.00
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X
11 alappont 14 alappont
1.00 1 - 1.00 =
— sin(x) — sin(x)
0.75 1 — Lio(x) 0.751 — Lis(x)
050 0501
0.25 0251
> 0.00 4 > 0.00 4
-0.25 -0.251
-0.50 1 ~0.501
-0.75 -0.751
~1.00 -1.001
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X
17 alappont 20 alappont
1.00 4 = 1.00{
— sin(x)
0.75 1 — Lie(X) 0.75
050 0501
025 0251
> 0.00 > 0001
-0.25 -0.251
-0.50 -0.50
-0.75 -0.751
~1.00 1 ~1.001
-1 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X

5.1. abra. A sin(z) fiiggvény és az 6t interpolald polinomok 5, 8, 11, 14, 17 és 20 egyenletes
elosztasu alappont esetén

5.1.2. A konvergencia sebessége

Az el6z6 fejezetben lathattuk, hogy a Csebisev-alappontoknak nagy jelent&sége van, ugyan-
is ekkor volt a legkisebb a hibakorlat. Vizsgaljuk meg, hogy itt is lesz-e hasonl6 szerepiik.
A tételben az alappontpolinomot béven feliilrél becsiiltiik, viszont a konvergencia iga-
zolédsdhoz ez is elegendd volt. De mi torténik, ha el6vessziik a legjobb becslést? Azonos
feltételek mellett a M e
n —a)"
ma z)— L,(z)] <
xe[a,)li] |f( ) ( )| - (n + 1)' 22n+1
becslést kapjuk, amib6l az kdvetkezik, hogy ebben az esetben gyorsabb konvergenciat
garantalhatunk.
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4. Példa. Ennek szemléltetésére nézziik meg a sin(2x) fliggvény interpoléciés polinomjait
egyenletes felosztas és Csebisev-alappontok esetén. Az 5.2 abrén piros szinnel az egyenle-
tes felosztashoz, zolddel pedig a Csebisev-alappontokhoz tartozé interpolacids polinomok
lathatoak.

20 6 alappont 8 alappont

sin(2x)
Csebisev L7(x)
Egyenletes L7(x)

151

104

0.5+

> 0.0+

=0.51

-1.04 — sin(2x)
—— Csebisev Ls(x)

—— Egyenletes Ls(x)

-1.51

-2.0 . : : : | ! ! | ! !
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

X X
10 alappont 12 alappont
4 — sin(2x) 151 sin(2x)
3 —— Csebisev Lg(x) i Csebisev Li1(x)
5] —— Egyenletes Lg(x) 1.0+ —— Egyenletes L11(x)
14 0.5
> 0 > 0.0
-1 ~0.51
21 -1.04
_34
_1.54
41
-4 -2 0 2 4 -2 0 2 4
X X
14 alappont 16 alappont
1.0 { 1.004
0.75 1
0.5 0.50 1
— sin(2x) 0251 — sin(2x)
> 0.0 —— Csebisev L13(x) > 0.001 —— Csebisev Lis(x)

—— Egyenletes Li3(x) —0251 —— Egyenletes Lis(x)

-0.51 \} -0.50 4
~0.75 1
-1.01
‘ ‘ = 0
X

-1.001

5.2. abra. A sin(2x) fliggvény és az 6t interpolald polinomok 6, 8, 10, 12, 14 és 16 Csebisev-
féle és egyenletes elosztasu alappontok esetén

Habéar mindkét fiiggvénysorozat konvergél a sin(2z) fliggvényhez, megfigyelhets, hogy
a Csebisev-féle gyorsabban. 10 alappont esetén a zdlddel jelolt interpolécios fiiggvény
mar kis hibaval kozeliti az eredetit, mig a pirossal jelolt a széleken még nagyobb hibat
vét. Tovabb névelve az alappontok szamat a zold fliggvény még jobban résimul az eredeti
fiiggvényre, és a piros hibdja is egyre csokken. Végiil 16 alappont esetén mar mindkét
fiiggvény nagyon pontosan koveti az eredetit. Ezt tanusitjak az 5.1 és a 5.2 tablazatok
adatai is, melyek az 1-16 darab alappontra illesztett intepolacioés polinomok maximélis
abszolut hibaértékeit tartalmazzak. Lathato, hogy a mésodik tabldzatban hamarabb kez-
denek 0-hoz kozeledni az értékek, mint az els6ben. Tehat a Csebisev-alappontok esetében
gyorsabb a konvergencia, mint az egyenletes alappontok esetében.
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Pontok szdma Maximaélis hiba Pontok szdma Maximaélis hiba

1 1.54402 1 1.00000
2 1.42871 2 1.54650
3 1.42871 3 1.37984
4 1.43795 4 1.36566
5 1.98323 5 1.30924
6 2.71412 6 1.79711
7 1.17323 7 1.86792
8 5.37669 8 1.08253
9 2.80435 9 1.14742
10 4.03757 10 0.41692
11 2.46633 11 0.37413
12 1.75933 12 0.09975
13 1.14305 13 0.07738
14 0.51879 14 0.01617
15 0.34829 15 0.01116
16 0.11223 16 0.00186
5.1. tablazat. A maximalis interpolacios 5.2. tablazat. A maximalis interpolacios
hiba nagysaga egyenletes felosztas ese- hiba nagysaga Csebisev-alappontok ese-
tén, novekvs szamu alappontokra tén, novekvs szamu alappontokra

5.2. Ellenpéldak és megoldasok

Sajnos hasonléan konnyen mutathato ellenpélda a konvergenciara, ha nem teljesiilnek az
5.1.1 tétel feltételei:

5. Példa. [10] Tekintsiik az

f(o) = {xsin (g) ha = # 0

0 hax=0

fiiggvényt a [0, 1] intervallumon. Az alappontok legyenek a kovetkezsk:
1

Ekkor az interpolalt értékek

1 1
f(a:k)::tksin(l) :k+1sin( 71T ) :k+1sin(7r(k+1)):0 k=0,...,n

Tk k+1

Igy az interpolacios polinom minden n-re: L,, = 0. Ez pedig nyilvan rossz kizelités, hiszen
(L,) nem f-hez, hanem az azonosan nulla fiiggvényhez konvergal egyenletesen.
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5.2.1. Abszolutérték fiiggvény

Az el6z6 példa nyilvan egy egyedi eset volt, amit ellenpéldanak konstrualtunk. Tekintsiink
most egy maésik olyan esetet, amikor nem teljesiilnek az 5.1.1 Tétel feltételei.

6. Példa. [11] Tekintsiik az |z| fiiggvényt a [—1, 1] intervallumon. Ez a fiiggvény nem
derivalhato, igy erre nincs hibaképletiink. Abrazoljuk az el6z6hez hasonléan, egyenletes
felosztéssal, novekvs szamu alappontok esetén az interpoléciés polinomokat. Ez lathato
az 5.3 abran.

104

0.8 1

0.6

0.4+

0.29

0.0

1.0+

0.8

0.6 4

0.4+

0.2 4

0.0 4

12 A

10 1

5 alappont

— Xl

— Li(x)

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

X
11 alappont

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

X
17 alappont

— x|
— Lie(x)

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

1.0+

0.8 4

0.6 4

0.4+

0.2 4

0.0 4

124

1.0 4

0.8

0.4 7

0.2 4

0.0 4

1.0+

0.5 7

0.07

> —0.57

~1.04

—-1.5 1

—2.04

8 alappont

— Il
— Lix)

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 100

X
14 alappont

T T T T T T T T T
-1.00 -075 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 100

X
20 alappont

— Ix|
— Lis(x)

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 100

X

5.3. abra. A |z| fiiggvény és az 6t interpolalé polinomok 5, 8, 11, 14, 17 és 20 egyenletes
elosztasu alappont esetén

Kezdetben még nem annyira rossz a kozelités, 8 alappont kornyékén még kortilbeliil

jonak mondhato.
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intervallum széleinél kisebb-nagyobb hibéaval oszcillal a polinom. Tehat az L,, polinomok
sorozata nem konvergél egyenletesen az |x| fiiggvényhez.

Viszont a 3. fejezetbdl ismerGs lehet az a probléma, hogy az intervallum szélein na-
gyobb a hiba. Erre az volt a megoldas, hogy més alappontrendszert kerestiink, igy jutot-
tunk el a Csebisev-alappontokig. Nézziik meg, hogy itt hatasos-e ez a modszer: interpo-
laljunk a Csebisev-alappontokon. Ezt dbrazolja az 5.4 abra.

5 alappont 8 alappont
1.0+ 1.0
0.8 1 0.8
0.6 4 0.6
> >
0.4 0.4
0.2 1 0.2+
— X — Ixl
— La4(x — Ly(x
00- plx) ool ()
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 100 -1.00 -075 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 100
X X
11 alappont 14 alappont
1.0+ 1.0 A
0.8 1 08
0.6 0.6
> >
0.4 1 0.4 -
0.2 1 0.2
— I — I
— Lio(x) — Liz(x)
0.0 1 0.0 1
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 100 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 075 100
X X
17 alappont 20 alappont
1.0 1 1.0
0.8 1 0.8 1
0.6 4 0.6
> >
0.4+ 0.4
0.2 0.2
— Xl — Ixl
— Lla(X) T L19(X)
0.07 0.01
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 100
X X

5.4. abra. A |z| figgvény és az 6t interpolald polinomok 5, 8, 11, 14, 17 és 20 Csebisev-
alappont esetén

Lathato, hogy ez tényleg megoldotta a problémat: igy méar sokkal jobb a kozelités.
Az 5.3 és 5.4 tablazatban lathatok a maximalis hibak szamszeri értékei 1-20 darab
alappontra egyenletes felosztas illetve Csebisev-alappontok esetén.
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Pontok szdma Maximaélis hiba Pontok szdma Maximaélis hiba

1 0.99900 1 1.00000

2 0.99900 2 0.70611

3 0.25000 3 0.21651

4 0.24900 4 0.26960

5 0.14720 5 0.12317

6 0.13963 6 0.17155

7 0.18194 7 0.08665

8 0.09666 8 0.12645

9 0.31575 9 0.06698

10 0.07377 10 0.10025

11 0.66354 11 0.05462

12 0.10866 12 0.08305

13 1.57448 13 0.04613

14 0.22285 14 0.07088

15 4.06078 15 0.03993

16 0.50522 16 0.06181

17 11.13123 17 0.03521

18 1.23476 18 0.05477

19 31.96974 19 0.03149

20 3.19530 20 0.04916
5.3. tablazat. A maximalis interpolécios 5.4. tablazat. A maximalis interpolécios
hiba nagysaga egyenletes felosztas ese- hiba nagysaga Csebisev-alappontok ese-

tén, novekvs szamu alappontra tén, novekvs szamu alappontra
0 S g 0.0
0 2 4 6 alsppontlé)k Szél;a 14 16 18 20 0 2 4 6 al:ppontlc?k Szél;a 14 16 18 20
5.5. &bra. A 5.3 tablazatban szerepld 5.6. abra. A 5.4 tablazatban szerepld
adatok dbran szemléltetve adatok abran szemléltetve

Az els6 oszlopban eleinte csokkennek az értékek, mint ahogy az &dbran is lattuk, ko-
riibeliil 8 alappontig. Ez annak tudhaté be, hogy nagyon kevés adatbol indultunk ki,
ami nyilvan nem elegendd. Ilyenkor mindig tobbet ér a plusz informéacié. Ezutan viszont
kezdetben kisebb, majd egyre nagyobb oszcillacié figyelhet6 meg az értékek kozott: az
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értékek felvaltva nének és csokkennek, paratlan szamu alappont esetén egyre nagyobba-
kat ugranak az értékek, paros szamu alappont esetén pedig kevésbé, de visszaesnek. Ez a
probléma volt lathato az abréan is.

A masodik oszlopban megfigyelhets, hogy felvaltva nének és csokkennek az értékek,
de mindig a csokkenés mértéke a nagyobb. Itt viszont a paros szamoknal figyelheté meg
a novekveés, és a paratlanoknal a csokkenés. (Ez a fajta szabélyossag abbol adodik, hogy
a fiiggvény szimmetrikus az y tengelyre.)

Most vessiik Ossze a két tablazatot. Az elsé tiz sorban csak kisebb-nagyobb eltérések
lathatoak a két tablazat kozott. S6t, a 3. sortol felvaltva, paros szam esetén az egyenletes,
paratlan szam esetén a Csebisev-féle felosztas ad kisebb értéket. Tehat itt nem mondhato
meg, hogy melyik a jobb. A szamottev§ kiilonbség a 10. sor utan figyelheté meg: az elsé
oszlopban egyre jobban, mig a masodikban egyre kevésbé oszcillalnak az értékek. Mig
az els¢ tablazatban novekedés tapasztalhatod, addig a masodikban nagy csokkenés. Ezt
tiikkrozi az abrak kozott latott eltérés is.

Tehéat ebben az esetben az egyenletes felosztas esetén nem volt konvergencia, de a
Csebisev-alappontoknal mar igen.

5.2.2. Runge-fiiggvény

Azt gondolnank, hogy az |z| fiiggvénynél azért lehetett ilyen probléma, mert nem derival-
hato az egész intervallumon. Ezért is volt ilyen konnyt ellenpéldaként bemutatni.

Azonban az el6z6 példabeli jelenség nem egyedi eset. S6t, kiilon neve is van a téméban:
A Runge-jelenség. Maga a jelenség az intervallum szélein fellépd oszcillaciés probléma,
amely akkor jelentkezik, amikor egyenld tavolsagra elhelyezett alappontokra magas fok-
szamu interpolécios polinomot illesztiink. Az elnevezés Carl Runge nevébdl ered, aki egy
hires példat mutatott erre.

7. Példa. Runge-példa [3] [6]

Tekintsik az )

f@) = 1

fiiggvényt a [—5, 5] intervallumon. Ezt szokds Runge-fliggvénynek is nevezni.

A fiiggvénnyel kapcsolatban semmi rossz elGérzetiink nincs: a fiiggvény gorbéje szép,
folytonos, nem hullamzik. A fliggvénynek léteznek a derivéltjai is, azonban gyorsan né az
értékiik és nem adhato rajuk fels korlat, igy nem teljesiilnek a tétel feltételei.

De nézziik meg, hogyan viselkednek az interpolacios polinomjai. ElGszor interpoléljunk
egyenletesen elhelyezkedd pontokon. Ez lathato az 5.7 dbran.
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5 alappont 8 alappont

1.0 { 104 . .
—— Runge-fuggvény
08 —
0.81 L7 (x)
0.6
0.4 061
02 0.44
0.0
02 —— Runge-fiiggvény 0.2
— La(x)
-0.4 0.01
-4 -2 0 2 a -4 -2 0 2 a
11 alaxppont 14 alaxppont
2.0 — ~ 1.001
—— Runge-fliggvény
0.75 {
- — Lio(x)
0.50 {
025 {
1.0
> ~ 000
-0.25 1
0.5 1
~0.50 1
0o —0751 —— Runge-fuggvény
1004 — Liz(x)
-4 -2 0 2 a -4 -2 0 2 a
s 17 alaxppont 20 alaxppont
ol s —— Runge-flggvény
— L
N 19(X)
6
]
= 767 =41
.
_101 2
_12 —— Runge-fliggvény
—~141 L16(x) 04
-4 -2 0 2 4
23 alaxppont
1201 —— Runge-fiiggvény 0
100 | — La2(x) ~101
80 —201
304
401
40+
-50
207 —601 —— Runge-fiiggvény
oA - ~70+ — Las(x)
-4 -2 0 2 a -4 -2 0 2 a
X X

5.7. abra. A Runge-fiiggvény és az 6t interpolalé polinomok 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 és 26
egyenletes elosztési alappont esetén

Az abra jol szemlélteti a kordbban taglalt jelenséget. Lathato, hogy egyre nagyobb
a hiba, ahogy n novekszik. Itt azonban méar kezdetben sem jo a kozelités, ahogy pedig
noveljiik az alappontok szamat, sokkal hamarabb és erésebben jelenik meg az oszcillacio
az intervallum szélein. Bér az intervallum kozepén egészen jo a kozelités, mindig a két
széls6 részintervallumon romlik el az interpolacio, és ugrik vagy esik nagyot. Az utolso
két abran mér akkora az eltérés, hogy mellette az eredeti fliggvény mar ki sem vehetd.
Azonban jegyezziik meg, hogy most hosszabb az intervallum, mint az el6z6 példaban volt,
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ez is befolyasol6 tényezd lehet: egy hosszabb intervallumon messzebb helyezkednek el az
alappontok, mint egy révidebben.

Ebben a példaban tehét jol latszik, hogy nincs konvergencia. Probaljuk ki itt is a
Csebisev-alappontokat, az ezen vett interpolaciot dbrézolja az 5.8 abra.

5 alappont 8 alappont
1.0 101 . .
—— Runge-fuggvény
0.8 08 — Li(x)
0.6
0.6 1
04 >
0.4
0.2
00 —— Runge-fiiggvény 024
— Li(x)
T T T T T 0.0+ T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
11 alaxppont 14 alaxppont
1o —— Runge-figgvény 10 —— Runge-fuggvény
0.8 LlO(X) 0.8 e L13(X)
0.6 0.6 1
0.4 0.4
0.2 0.2 1
0.0
0.0 4
-4 -2 0 2 4 -4 -2 [ 2 4
17 alaxppont 20 alaxppont
o —— Runge-figgvény 10 —— Runge-flggvény
0.8 Lis(x) 0.8l — Lis(x)
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2+
0.0 : : ; | : 0.0
-4 -2 [ 2 4 -4 -2 0 2 4
23 alaxppont 26 alaxppont
e —— Runge-fuggvény 101 —— Runge-flggvény
08 L2 (x) 081 — Las(x)
0.6
0.4
0.2
0.0

5.8. dbra. A Runge-fiiggvény és az 6t interpoléld polinomok 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 és 26
Csebisev-alappont esetén

Latvanyosan javult a helyzet a Csebisev-alappontokkal. Jol latszik az abran, hogy
ugyan lassan, de szépen konvergal a sorozat a Runge-fliggvényhez. Kezdetben még lathato
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a hullamzas a pontok kozott, de ez folyamatosan enyhiil, az utolsé adbrékra pedig el is
tiinik, ott mér szinte teljesen egyiitt halad a két fliggvény.

Tehat ebben az esetben az abra egyenletes konvergenciat sugall.

De azért nézziik meg itt is a hibatablazatokat: az 5.5 tablazatban az egyenletes, a 5.6
tablazatban a Csebisev-tipustu interpoléacié hibaja lathato.

Pontok szdma Maximalis hiba Pontok szdma Maximalis hiba

1 0.96151 1 0.96154

2 0.96151 2 0.92590

3 0.64623 3 0.60060

4 0.70699 4 0.75028

5 0.43835 5 0.40201

6 0.43267 6 0.55589

7 0.61693 7 0.26423

8 0.24734 8 0.39172

9 1.04517 9 0.17083

10 0.30028 10 0.26916

11 1.91563 11 0.10915

12 0.55673 12 0.18274

13 3.66293 13 0.06921

14 1.07005 14 0.12338

15 7.19232 15 0.04660

16 2.10686 16 0.08309

17 14.38676 17 0.03261

18 4.22336 18 0.05590

19 29.18621 19 0.02249

20 8.57536 20 0.03758

21 59.76840 21 0.01533

22 17.60205 22 0.02526

23 123.61813 23 0.01036

24 36.39565 24 0.01698

25 257.21247 25 0.00695

26 75.76387 26 0.01141
5.5. tablazat. A maximalis interpolacios 5.6. tablazat. A maximalis interpolacios
hiba nagysaga egyenletes felosztas ese- hiba nagysaga Csebisev-alappontok ese-

tén, novekvs szamu alappontra tén, novekvs szamu alappontra
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5.9. abra. A 5.5 tablazatban szerepld
adatok abran szemléltetve (Csak az el-
s6 20 adat, mivel az ezt kovetGek mar
tul nagyok ahhoz, hogy szemléltetni le-
hessen mellettiik a kezdeti viselkedést)

5.10. abra. A 5.6 tablazatban szerepld
adatok abran szemléltetve (Az el6z6 ab-
raval egységesen itt is az els6 20 adat van
abréazolva)

Az els6 tablazat is az dbran latottakat tamasztja ala: az értékek egyre jobban oszcil-
lalnak. A paratlan értékekre sokkal nagyobbak a hibéak, és ezek egyre nének. A paros
értékekre bar kisebbek lesznek, de nem annyira, hogy kiegyenlitsék a novekedést, igy itt
is nagy értékek lesznek. A tablazat végére a hiba mar igen nagyra nd.

A masodik tablazatban is felvaltva nének és csokkennek az értékek, de sokkal kisebb
mértékben ingadoznak. A hiba pedig a tablazatban lefele haladva a nullahoz kozeledik.

Osszevetve a két értéksort, kezdetben mindketté hibaja koriilbeliil ugyanakkora. De
egy id6 utan az egyenletes felosztasnal a hiba egyre nagyobb, mig a Csebisev-alappontoknal
egyre kisebb lesz. Igy a tablazat végére mar hatalmas lesz a kiilonbség a két hibaérték
kozott: az elsénél nagyon nagy, a masodiknal nagyon kicsi a hiba.

Ezek alapjén az egyenletes elosztastu alappontok esetén nincs konvergencia, a Csebisev-
alappontok esetén pedig van.

5.3. Elméleti eredmények

Az el6z6 példakban azt lattuk, hogy a Csebisev-alappontokon mindig megjavult a kon-
vergencia. Jogosan meriil fel a kérdés, hogy ez mindig igy van-e. Hiszen ha igen, akkor
megtalaltuk az univerzélis megoldast minden esetre: ha Csebisev-alappontokkal mindig
konvergens az interpolaciés polinomok sorozata, akkor valasszuk mindig ezt.

Ez azonban sajnos nincs igy. A Csebisev-alappontok sem tokéletesek. Marcinkiewicz
és Griinwald 1937-ben, egymastol fiiggetleniil bizonyitottak a kovetkezd tételt:

5.3.1. Tétel. [11]| Létezik olyan f folytonos fiiggvény a [—1, 1] intervallumon, melynek a
Csebisev-alappontokon vett interpolacios polinomsorozata divergens az egész intervallu-
mon.

Ennek ellenére sejthets, hogy a Csebisev-alappontoknak van valamilyen jelentGsége itt
is. Errdl szol a kovetkezo tétel.
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5.3.2. Tétel. [1] Ha f abszolut folytonos' az [a,b] intervallumon, akkor a Csebisev-
alappontokon vett interpoléacios polinomsorozata egyenletesen konvergal az f fliggvényhez.

Ez azért fontos tétel, mivel a gyakorlatban sok olyan eset van, amire alkalmazhato.
Példaul mind a |z| fliggvény, mind a Runge-fiiggvény abszolut folytonos volt a vizsgalt
intervallumon, ezért ez a tétel megmagyarazza, hogy az el6z6 példakban miért viselkedtek
ilyen jol az interpolacios polinomjaik a Csebisev-alappontokon.

Viszont attél még, hogy a Csebisev-alappontok nem garantaltdk az egyenletes konver-
genciat, més alappontsorozat esetleg igen.

Ez felvet néhany fontos vizsgalando6 kérdést: Létezik-e olyan alappontsorozat, amelyre
mindig konvergens az interpolacios eljaras? Es ha igen, akkor megadhato-e ez a pontso-
rozat?

Ezt a kérdéskort Georg Faber német matematikus tanulményozta, és a kovetkezs tételt
fogalmazta meg;:

5.3.3. Tétel. Faber: [10]
Béarmely (x,(cn)) alappontsorozathoz van olyan f folytonos fiiggvény, melyre az (L,,) inter-

polacios polinomsorozat nem tart egyenletesen az f fiiggvényhez az [a, b] intervallumon.

Vagyis nincs olyan alappontvalasztas, amely minden fiiggvényhez j6 lenne. Azonban
van pozitiv eredmény is:

5.3.4. Tétel. Marcinkiewicz: [10]
(n)

Minden f folytonos fiiggvényhez létezik olyan (x,"’) alappontsorozat, melyre az (L,,) inter-
polacios polinomsorozat egyenletesen konvergél az f fiiggvényhez az [a, b] intervallumon.

Bizonyitds. A bizonyitashoz elGszor kimondunk egy tételt:

5.3.5. Tétel. Legyen f folytonos fiiggvény az [a, b] intervallumon.
Egy p; € P, polinomot az f fiiggvény minimax kozelitésének neveziink, ha minimali-

zélja a P, polinomok maximalis eltérését f-t6l: min max |f(z) — p(z)|.
pEP, x€[a,b]

Egy p; € P, polinom akkor és csak akkor minimax kozelitése f-nek, ha létezik n + 2
olyan vg < vy < --+ < v, < U,41 pont, amelyekre

|f(v5) = pp(vy)] :J{gﬁfﬁf@)—pi(l’)’ J=0,...,n+1
és
f(v;) = pr(v;) = —=(f(vj1) — P (V1)) 1 =0,...,n

Tehéat f—p? (n+2) helyen veszi fel az abszolat értékének maximumat, valtakozo eljellel.
A minimax kozelités minden n-re egyértelm.

A tétel kovetkezménye, hogy az f — pi fiiggvénynek van legalabb (n + 1) zérushelye az
[a, b] intervallumon. Valasszuk meg az xy < --- < z,, interpolacios alappontoknak ezeket
a zérushelyeket. Ekkor mivel

f(x) —pp(z;) =0 = f(z;) = pp(;) j=0,....n

'Egy [a,b] — R fiiggvény abszolit folytonos, ha minden & > 0 esetén létezik § > 0, hogy ha a < a; <
b <as <by < <y <by <bésd o, |b—ai| <8, akkor >0, |f(b;) — fa;)| < e.Ha egy fliggvény
teljesiti a Lipschitz-tulajdonsagot, vagyis létezik L > 0 hogy |f(z) — f(y)| < L|z — y| minden = € [a, b]
esetén, akkor abszolut folytonos is.
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ezért p; lesz az interpolacios polinom. Vegyiik ezeknek a sorozatat: (pf). A Weierstrass-
féle approximécios tétel alapjan tetszéleges € > 0 szamhoz létezik olyan p polinom, melyre
m[ax] |f(z) — p(x)] < e. Jelolje p fokszamat k. Ekkor p* minimax tulajdonsaga miatt
z€la,b

max | f(z) — pj(z)| < max |f(z) — p(x)] <&
x€[a,b] z€[a,b]

Mivel P, C P4y igy m[a%] |f(x) = prya ()] < m[a)g] |f(z) — p;(x)| minden k-ra. Igy
xe|a, rec|a,

minden € > 0-hoz 1étezik kiiszobindex, és teljesiil az egyenletes konvergencia.
]

De sajnos ez a tétel csak a létezést garantalja, azt nem adja meg, hogy hogyan valasszuk
meg az alappontrendszert egy adott fiiggvényhez.

A fejezetben vizsgaltuk, hogy hogyan viselkednek az interpolacios polinomok n — oo
esetén, de a gyakorlatban nem szeretnénk ennyi pontot felvenni. Méar csak azért sem,
mivel példaul 100 alappont esetén mar egy 101-ed foka polinomunk lenne, amely mér
tulzottan bonyolult. Lattuk tovabba, hogy a magas fokszamu polinomok szeszélyesek
lehetnek. Azonban az sem j6, hogy ha tul kevés alappontot vesziink fel, hiszen akkor
kevés informacionk lesz, és nem lesz elég jo a kozelités.

Az alappontok szaméanak meghatarozasaban segithetnek a hibaképletek és a jo alap-
pontmegvalasztas. Idealis esetben kell§ pontossédgi kozelitéshez meg tudjuk hatérozni,
hogy mennyi alappont sziikséges. Ehhez csak az kell, hogy talaljunk olyan alappont-
sorozatot, melyre az interpoléciés polinomok sorozata egyenletesen konvergens, majd a
hibaképlet alapjan meg tudjuk hatarozni azt az n alappontszamot, melyre teljesiilnek az
elvarasaink. Ha ez mégsem lehetséges teljes egészében, akkor is tudunk kovetkeztetéseket
levonni arra vonatkozoan, hogy koriilbeliil mennyi alappontra van sziikségiink.

Osszegezve ezek alapjan azt allithatjuk, hogy az alappontok szamanak névelése helyett
érdemesebb az alappontok megfelel6 megvalasztasra koncentralni.
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6. fejezet

Osszegzés

A dolgozatban attekintettiik a polinominterpolacios eljarast. Vizsgaltuk, hogy az inter-
polécids polinom mekkora hibéval kozeliti az eredeti fliggvényt. Megadtunk egy konkrét
hibaképletet, majd annak segitségével adtunk felsd hatart a hiba nagysagara kiilonb6z6
esetekre. Megfigyeltiik, hogy a hiba fiigg az alappontok megvalasztasatol is, igy ezt is
figyelembe vettiik. Ezutdn megismerkedtiink a Csebisev-polinomokkal és f&bb tulajdon-
sagaikkal. Felismertiik, hogy fontos szerepiik van az interpolaciéban, hiszen a hibakorlat
akkor lesz minimalis, ha ezek gyokeit valasztjuk alappontoknak. Igy jutottunk arra a
kovetkeztetésre, hogy az alappontokat érdemes Csebisev-féléknek vélasztani.

A kovetkezd részben azt vizsgaltuk, hogy hogyan viselkednek az interpolécios polino-
mok, ha noéveljiik az alappontok szaméat. Itt szembesiiltiink pozitiv és negativ eredmé-
nyekkel is. Tudtunk adni elégséges feltételt az egyenletes konvergencidra, s6t még azt is
megfigyeltiik, hogy Csebisev-alappontokon gyorsabb a konvergencia. Példakon keresztiil
lathattuk, hogy nem mindig miikodik jol az interpoléacié sok alapponttal, de ezekre meg-
oldast nyujtottak a Csebisev-alappontok. Késébb kimondtunk egy tételt, mely szerint ha
abszolut folytonos fiiggvényt interpolalunk, akkor a Csebisev-alappontokkal mindig van
egyenletes konvergencia. Igy ez alapjan itt is ajanlott a Csebisev-alappontokat valasztani.

Sajnos az deriilt ki, hogy nincs olyan alappontsorozat, amely mindig j6 lenne, ugyanis
minden esetben van olyan fiiggvény, amelyhez nem konvergal egyenletesen az interpolécios
polinomok sorozata. Viszont belattuk, hogy minden folytonos fliggvényhez 1étezik olyan
alappontsorozat, melyre az interpolaciés polinomsorozat egyenletesen konvergens, de erre
nem lehetett konstrukciot adni.

A dolgozat végén arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy érdemes figyelmet forditani
az alappontok megvélasztasara, hogy minél kevesebb alappontra legyen sziikségiink, és
emellett a kozelités is jo legyen. Osszegezve, a latottak alapjan az interpolacioban az
alappontok kulcsfontossagu szerepet toltenek be.

A dolgozatban bemutatott eredmények segithetnek abban, hogy minél hatékonyabban
tudjuk alkalmazni a polinominterpolacios eljarast.
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