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Bevezetés

Ez a dolgozat bemutatja az uniformizécios tétel egy bizonyitasat oly felii-
letekre, melyeknek Fuler karakterisztikaja negativ. Ehhez a bizonyitéashoz be
fogjuk még vezetni a Ricci aram fogalmét.

A dolgozat feltételezi a differencidformak, Riemann feliiletek, tenzorok, kon-
nexiok ismeretét. Felhasznalunk ezentil egy tételt a nemlinearis parabolikus
differencialegyenlet ek lokalis létezésércsl és a Gauss-Bonnet tételt.

Az els6 fejezetben atvessziik a gorbiileti fogalmak definicioit, beleértve a
Riemann és Ricci tenzorokat, illetve megismerjiik, hogy egy id6 szerint valtozo
metrika esetéb ezek miként valtoznak.

A masodik fejezetben bevezetjiik a Ricci aram, illetve normalizalt Ricci dram
fogalmait, melyek megoldasai egyes differencidlegyenleteknek a metrikara. Be-
latjuk az tgynevezett DeTurck triikk segitségével a Ricci aram rovidtava léte-
zését, és hogy a nromalizalt Ricci aramra a létezése atvihetd.

A harmadik fejezetben nekikezdiink az uniformizacios tétel bizonyitasanak.
Ezen tétel szerint minden Riemann 2-sokasag konform ekvivalens egy olyan Ri-
emann 2-sokasaggal, melynek a gorbiilete konstans. A bizonyitas csak azon fe-
lilletekre fog kiterjedni, melyeknek Euler karakterisztikaja nagyobb, mint 2. Az
alkalmazott bizonyitasi modszer gorbiiletbecsléseken alapul, melyek segitségével
majd belatjuk, hogy a normalizalt Ricci aram egyenletesen konvergal egy sima
metrikdhoz, illetve hogy a gorbiilete egyenletesen konvergal egy konstanshoz,
melyek egyiitt megadjak a tételt.

A dolgozat folyaman kozel kovetni fogjuk Bennet Chow és Dan Knopf The
Ricci Flow: an Introductionl!) cimi kényvét. Az érdeklsdsk itt, illetve egyéb
forrasokbodl is megismerhetik az altalanosabb eset bizonyitasanak moédjait, me-
lyek nem sokkal nehezebbek, mint az itt bemutattak.



1. fejezet

Gorbiileti fogalmak

Létezik egy tenzor, ami azt méri, hogy mennyi hibaval kommutalnak a ma-
sodik kovarians derivalt indexei. Ezt hivjuk a Riemann tenzornak.

R(X,Y)Z =V%yZ - V3 xZ
=(VxVyZ —Vy,vZ) — (VyVxZ —Vy,xZ)
ZVXVYZ - VYVXZ - V(vxy_vyx)z

Le ellendrizhetjiik, hogy ez a kifejezés tenzorialis, hisz additiv, illetve:

v?X,gY(hZ) :VfXVgY(hZ) - vax(gy)(hz)
=f(Vxg9)(Vyh)Z + fg(VxVyh)Z + fg(Vyh)VxZ+
F9(Vxh)VyZ + fh(VNxg)VyZ + fghV xVy Z—
F(Vxg)(Vyh)Z — fh(Vxg)(VyZ)—
f9(Voxyh)Z — fgh(Vv v Z)
=fh(Vxg)VyZ + fg(Vyh)VxZ+
F9(Viyh)Z + fghVi v Z

Tehat:

R(fXa gY)(hZ) :V?X,gY(hZ) - ViY,fX(hZ)
:fgh(vﬁ,yz - V%/,XZ)
=fgh(R(X,Y)Z)
A Riemann tenzor felirhato lokalis koordinata bazisban a Christoffel szimbolu-
mokkal is. Mivel V;e; = Féjel:
Roei, ej)ex :Vi(I‘é-kel) ~ V(e — Vrg_jel—rfﬁelek
=0Ty — O;TY, + T TL =TT e



Ahol Ffj a Christoffel szimbolum, mely kiszamithat6, mint:

1
Iy = 59“(@‘%1 + 059 — 019i5)

Fennéallnak a kdvetkez trivialis szimmetridk:
Rijri = —Rjip = —Rijik = Ry
Absztrakt index jelolésben a kovetkezd modon jeldljik a tenzort:
(ViV; = V;V))V! =R, V*
Rijki :gmlRijk

Az azt is megengedi szamunkra, hogy felirjuk az tgynevezett Ricci identitast:

by,...,b b1 k,....bm b b1,.
(V1VJ — Vjvi)Tall7 szkTa1, an + ...+ RU";CT 1 an
k bl’ Sbm k bl, ©bm
(leal S +- +R1jaﬂ ai,...,k )

Ez konnyen belathaté a kifejezések teljes kiterjesztésével Christoffel szimbodlu-
mokKkA.
A 3 dimenzio6s térben immerzalt 2-sokasdgok tanulméanyozasabol felismerhetjiik
ezt a (E)Z-I’é —o;Tt, + 'Y rt F%Fém) kifejezést a Gauss egyenletekbdl, hisz
ez egyenls a H(el,el)ll(e],ek) I(e;, ex)(ej, ;) kifejezéssel, ahol I a masodik
fundamentalis forma.
Rijri = gim B}, =(R(ei, e5)ex, er)

=0im (0:L'y — 0; 17, + T30 — T5.T7)

=gim(W(ei, em)L(ej, ex) — (s, ex)U(ej, em))
Emiatt kifejezhet6 a Gauss gorbiilet a kovetkez6 moédon ha euklideszi térben
levé felilleten vagyunk, és (eg, e2) ortonormalt bézis:

K = Riom
Ha nem egy euklideszi térben bedgyazott sokasdgon vagyuk, akkor ez a K defi-
nicidja.
A Ricci tenzor R;; a Riemann tenzor kontrakcidja.
Ri; = R’;&j =g"" Rnijm

Két dimenzidban ez egész egyszerti. Csak az R1291 és az el6bb mutatott permu-
taciok nem nullak, {gy megintcsak ortonormalt bazisban:

Riy = ¢®Ro1a = K
Riy = g*' Ry121 =0
Ro1 = g Ri212 =0
Ros = g" Rizo1 = K



Tehat réviden Ric = Kg, ahol Ric a Ricci tenzor. Definidljuk még az ugyne-
vezett skalaris gorbiiletet. Ez R = g R;;, a Ricci tenzor nyoma. Ha feliileten
vagyunk, akkor R = ¢g"g;; K = 2K.

Ezentdl a Riemann tenzor maga 2 dimenzioban teljesen meg van hatérozva a
metrika és a skalar gorbiilet altal a kovetkez6 egyenleten keresztiil:

R
Rijri = g(gilgjk — 9ikgj1)

Ez konnyen lathato azaltal, hogy a Riemann tenzor 16 komponense koziil csak
4 nem 0, és ezeket ez a kifejezés megadja.

1.1. Mennyiségek valtozasa idében valtozé metri-
ka esetén

Ezen dolgozatban id6ben valtozé mértékekrsl lesz szo. Igy megérne belatni
par allitast. Legyen g egy id6ben valtozo sima metrika és h egy idében siman
valtozo sima szimmetrikus tenzor, melyek megfelelnek a kévetkezs differencial-
egyenletnek:

9 _
at? =

Ekkor szamoljuk ki, hogy egyes mennyiségek hogyan valtoznak. Elészor a met-
rika inverze:

h

o .. 9 .. .0
0=—(d"q..) = gr— g% ij 2
675(9 9jk) 9ik 59" + 9 5 95
o .. By
9ik ag” =—9g"hji,
il _

59" = 97 hjrg™



Ezutan a Christoffel szimbolumok:

0 0 (1
&Ffj =5 (ngz (951 + gitj — gij,l))

1 1
=— §(hkl)(9ﬂ,i + gitg — 9ij0) + 59" (i + hag — hija)

2
1., 1
= = 59" (hop)g” (gj1.i + 9ir5 = 9ig1) + 59" (Rt + ity = hig1)
1
= — 9" (hop)T%; + §gkl(hjl,z' + hitj — hij1)
1
= — g ()T}, + 59“(}%!,@‘ + hirj — hiji)

1
159’”(’%1,1‘ + hir; = hija — 2(hip)TY))

1
:ggkl(hjl,i = (hjp)T5 — (hap)T7;+

hitj — (hlp)rfj - (hip)r§l_

hiju =+ (hjp)Th + (hip)T'5;)
1
=§9kl(vihﬂ + Vha — Vihij)
Erdekes tény, hogy ez egy tenzorialis mennyiség annak ellenére, hogy a Christ-
offel szimbélum maga nem az.

Ezutan a Riemann tenzor. Geodetikus koordinatdkban 0;T = V;T és Ffj =0,
tehat:

0 0
aRijk :a(airé'k — ;T + F?k]‘—‘ip —TT%)
1
=0; <2glm(vj'hkm + vkhjm — vmhjk)> —

1
0; (glm(vihkm + Vihim — thik)>
1

zgglm(vivjhkm + vivkhjm - vivmhjk_
ViVihkm — Vi Vihim + V; Vi hik)
A Ricci tenzor:
0 0 .
3¢ ik =5 B
1

vzvnhkm - vzvkhnm, + Vzvmhnk)
1



Es végiil a skalarborbiilet:

0 a 0
R =(—gY . U R..
:(—gl]hjmglm)(R?kl)_

e
g" <2glm(vivjhlm + ViV hi; — ViVihjm — Vlvjhim>

g 1
=g g™ (2(_vivjhlm — ViVihij + ViVihjm + ViVihim) — hijfkl>

= — A(g"hij) + V"V hyj — (h, Ric)



2. fejezet
A Ricci aram

Egy tesz6leges M sokasigon egy tetszéleges gg kezdeti sima sokasig mellett
egy Ricci aram a kovetkezd differencidlegyenletnek a megoldésa:
9(0) =go

Ahol Ricg sy a g(t) metrikdhoz tartozo Ricci tenzor.

2.1. A Ricci aram rovidtava létezése

Be kivanjuk latni, hogy a Ricci aram létezik révidtavon. Ezt kifrva loka-
lis koordinatakban kapunk egy nemlinearis masodrendi differencialegyenletet
rendszert.

9 k
s =~ 21ij = 2Ry

=—2(0kTY; — O.T%; + T, — T4, Th)
= — (9" (Digjm + 0jGim — Omyij))+
9 (g™ (Ogjm + 0;Grm — Omgij))—

1
§(glm(5i9jm + 0igim — Om8ij)) (9" (Okgin + O1gkn — Ongr))+
1
i(glm (akgjm + 8jgkm - 8mgk]))(gkm(alglm + algim - amgzl))

=" (~0k0igjm — Ok0;Gim + OOmgij+
9i0kGjm + 0:0igkm — 0i0mGr;) + - ..
—g" (82 gij — 81%jgim — Do gij + a,?jgkm) +...

Ahol ... jeldli az alacsonyabb rendii tagokat.



Legyen egy L egy nyalabszeléseken hato differencidloperator L = Zlal <k 1o 0%
alaku, ahol [, egy skalarmezs és a egy multi-index. Ekkor az 6 w kovektor
irdnyba vett szimbolumanak hivjuk a o (w) = Z|a\gk w*l, operatort. F6 szim-
bélumnak hivjuk, amikor csak a legnagyobb rendii derivaltakat tekintjiik, avagy
6(w) =2 )=k W la-

A —2Ric nem egy linearis differencidloperator, de kvézilinearis, mivel a leg-
magasabb rangu tagjaiban linearis. A D operator linearizaciojanak hivjuk a
derivaltjat. A Ricci tenzor variadciojat mar lattuk, igy:

(D(—2R1Cg)(h))” = —g”m(VnVihjm + Vanhim — V7;thnm — Vanh”)
Ennek a f§ szimboluma:

(6’(D(—2Rlcg))(§)(h))” = gnm(fnfmhz] + gigjhnm - gngzh_]m - fnfjhzm)

Egy E operatort elliptikusnak hivunk, ha £ # 0 esetén mindenhol 6(DFE)(§)
egy pozitiv definit operator. Ha egy differencialegyenlet % = E(z) alaku,
ahol F elliptikus, akkor ezt egy parabolikus rendszernek hivjuk. Az egy tétel,
amit nem fogunk bizonyitani, hogy egy kompakt térben ha egy parabolikus
differencialegyenlet-rendszer kezdeti feltétele és operatora sima, akkor létezik
rovidtava megoldasa. A simasag trivialis, igy minekiink csak a parabolicitéast
kell ellenérizni.

Talaljunk tetszéleges egységhosszi &-re oly ortonormalt koordinatarendszert,

melyben &, =1, és n # 1 = &, = 0. Igy felirva a f6 szimbolum hatéasa:

hij ha ¢ 7& 1,_] 7& 1
(6(D(—2Ricy))(§)(h))i; = 0 hai=1,j#1
hoo + ...+ hun hai:l,j:l

Ugy ttinik, hogy az operator sajnos nem elliptikus, hisz léteznek 0 sajatérté-
kei. Szerencsére létezik egy transzformécié ami ezt a problémét atalakitja egy
parabolikus rendszerré. Ezt hivjuk az dgynevezett DeTurck triikknek.

2.2. A DeTurck trukk

Itt bemutatjuk az dgynevezett DeTurck triikkdt, mely megengedi szamunk-
ra, hogy atalakitsuk a Ricci aram nemelliptikus operatorat egy szép elliptikus
operatorra. Ehhez be fogunk vezetni egy idében valtozo diffeomorfizmust, mely-
nek a hatéasa az lesz, hogy atalakitja az egyenletrendszeriinket egy parabolikus
rendszerré.

Viszont a motivacié érdekében elGszor lassuk be a kévetkez6 lemmét:
Ha

1
Vi=g" (QVihpq - thpi)



akkor

D(—2Ricy())(h)ij = g*IVpVahi; + ViV; + V;Vi+ ...
Ez levezethetd a kovetkezd mar ismert kifejezésbdl:

(D(-2Ricg)(h))ij = —9"™ (VuViljm + Vo Vihim — ViVihnm — Vi Vi hij)
Mivel altalaban tudjuk a koévetkezd identitast:
VoViTea =VioVaTea — RypTra — RopgTer
=VVTea+ ...

Tehat derivaltakat kommutalva, elGjeleket Gsszevonva:

(D(2Ricy)(h))is =g (VVinhis +

1
vi <2vjhnm - vnhjm> +
1
v]‘ (2V1hnm — Vnhzm) + .. )

Ezt kivantuk belatni. Ebbdl az alakbol jol latszik, hogy ha képesek lennénk
eltavolitani a szimb6lumbél a V;V; + V;V; tagot, akkor a kifejezés legmaga-
sabb rendi tagjai kozott csak a Laplace operator maradna. Ennek érdekében
fogunk bevezetni egy id6ben valtozo diffeomorfizmust, ami &tvisz minket egy
olyan egyenletrendszerbe, ahol ezek a tagok elttinnek.

Pontosabban megfogalmazva, keresiink egy g(¢) metrikat és ¢, diffeomorfizmus-
csaladot, hogy a probléma felirhato a kévetkezs modon:

D) =P

9(t) =¢;g(t)

Ahol P egy elliptikus operator. FEkkor felirhatjuk a kovetkezs kifelyezést g
valtozéasara:

2 glt) = (#1(0)

d, . _
= %(‘Pusg(t + 3)) —

0, . _
o + a(%ﬂg(t))

—p1PY(t) + @i L .4, 5(1)

= L et +9)

Legyen ¢; olyan, hogy g = id és %(pt = W(t) ahol W (¢) egy idéban valtozo
vektormezd.

10



Ez egyszertisiti a probléméat a kévetkezd egyenlet megoldasara:

i P(g(t)) + i Lw (5 9(t) = —2Ricy) = —2p; Ricg(y)

Az utolso egyenlgségnél felhasznaltuk, hogy ¢ : (M, ¢*g) — (M, g) egy izomet-
ria. A fenti miatt:

P(g(t)) = —2Ricgu) — Lwg(t)
A metrika Lie derivaltjat a kovetkezd modon is irhatjuk:
(Lw)g(t))i; = ViW; + V;W;
Igy felirhatjuk a P linearizaciojat a kovetkezd modon:
(D(P)(h))ij = 9"V pV ghij + ViVj + V;Vi = (D(ViW; + V;Wi)(h))ij + - .-

Ugy akarjuk megvalasztani W-t, hogy itt csak a Laplace operator maradjon,
legmagasabb rend erejéig. A kovarians differencidlas legmagasabb rendd része
ugyanaz, mint az irdnymenti derivalté, igy a legmagasabb rendi elem erejéig:

D(V;W;) = D(0;W;) = 0;D(W;) = V;D(Wj)

Igy ahhoz, hogy kiessenek a tagok, csak arra van sziikségiink, hogy a kévetkezd
teljesiiljon a legmagasabb rendi elem erejéig:

Vi = D(W;)(h)

Mivel tudjuk, hogy V; = gM(lv-hm — Vphgs), illetve azt, hogy D(Ffj)(h) =
(T (g(t) = 59*(Vihji + Vjhi — Vihij), megprobalhatnank a kovetkezd
definiciot:

W; = _g gljF]

Ez viszont nem egy tenzorialis kiejezés, mivel a I' nem egy tenzor. Irjuk fel a
koordinatavaltas hatasat I'-ra, hogy jobban megértsiik.

_1k
Veiej —Fijek

f‘imzfl :vfn Im

=0y, (Ve, (al,e;))
:OZZL (Ve, (a{n)e] + amvf’q (e5))
=ay,(Ve, (ad,)e; + af,Tier)
=0y, (Ve, (ag,) + af, T ex
=0y, (Ve, () + o, T5) (@ M fo
D =an (@) Ve, (an) + ajad, (a7 )L



Az Gsszeg masodik tagja a linearis transzformécié amire akkor szamitanank, ha
I" tenzorialis lenne, de az els6 tag ezt elrontja. Viszont azt észrevehetjiik, hogy
az els6 tag nem fiigg T-tol. Igy bar T’ nem tenzorialis, de ha van egy masik met-
rikdhoz tartozé I-méank is, akkor I' — I mar tenzorialis, hisz koordinatavaltaskor
az els tagok kiesnek. Emiatt vilaszthatunk egy tetszéleges konstans metrikét
a sokasagunkon, és a W kovetkez6 definici6ja méar helyes eredményt ad:

Wilg,3) = —g"9i;(Thg — T3,)
Ezzel definidlhatjuk a Ricci-DeTurck aram operatorat.
P(g(t)) = —2Rege) — Lw g3 9(t)

Ez elliptikus a konstrukci6 miatt, igy a kovetkezs egyenletrendszernek lesz meg-
oldésa:

9(0) =go
= 3(t) =P(a(t)
o =id
0 N -
59t =W (5(t),9)

Ez a Ricci-DeTurck aram. Ha g(t) = ¢;g(t), akkor:

2.3. Egyediség

Belattuk, hogy a Ricci aram létezik rovidtavon. Viszont a bizonyitasban

akadt egy tetszélegesen vélasztott W, igy latszolag a Ricci &ram nem egyértel-
mi. Itt bebizonyitjuk, hogy nem ez az eset. Ehhez be kell vezetniink elGszor a
harmonikus térkép héaram fogalmat.
Legyen f : (M, g) — (N, h) egy sima leképzés két Riemann sokasag kozt. Hasz-
naljuk az {z'} lokalis koordinatédkat M-en és {y®} lokalis koordinatakat N -en.
Jeloljiik ezenttl a g és h szerinti Levi-Civita konnexiokat I'y, illetve I'j-val. Ezek
segitségével definialjuk a harmonikus térkép Laplace operatort g-bél h-ba:

e of af*af’
Y i — k2 v -
Agf =g (awiaxj ) S0 4 (0 1) 5 W—)

Ezen operator segitségével definidljuk a harmonikus térkép héaramot.

0
&f :Ag,hf
f(0) =fo

12



Ez egy parabolikus differencialegyenlet rendszer, igy létezik egyértelmd megol-
dasa.
Ha f egy diffeomorfizmus, akkor egy érdekes alakot vesz fel.

(Bgnf) (@) = (F7)9)*(—(T(s-1)g)ap + (Tn)ag) (f ()

Ennek bizonyitasahoz gondoljuk meg, hogy miképp hat a Christoffel szimbo-
lumokra egy visszahtzas. Tetsz6leges k metrika és ¢ helyes terek kozt mend
diffeomorfizmus esetén:

Coy oz =07 (Voo (55 ))

_ dpP 0
(-1 Lo O
=) (Vdaifaga oI 8y5>
2,3 et B
(o), (220, 22000 O
0xt0xI OyP B Pxi Oxd Oy
y 0p® 0P 8(@‘1)’“) 0

ozk

0%¢" o(p~ )"
- 007 o0~ T Tedas g7 5.7
oxidzi By oxt 0xd Oy

Emiatt:

o7 DY D™ Dp”
T * g k 22 = K v —
(Corr)i oxk  Oxi0xI +( )0‘5 Oxt Ox7

p oy 0970 9790 r 097

—( N)O‘B Oxt Oxd  Oxidal = W*H)ij@

. 32¢7 0"
_ap Yook N\ . k
R (Fﬁ)aﬁ 7(80 K’) J (33;‘133;‘3 (FW*K)Z] amk)

Behelyettesitve ¢ = f és k = (f~1)*g valtozokat, és az egész egyenldséget
behelyettesitve Ay, definiciojaba:

(L o of* of”
BgnfT =g" (&ciaﬂ B (Fg)fj@ * ((Fh)lﬁ ° ) Oz’ 3373)
i O*f7 of7 ij of*of”
=g (3xi8xj - (Fg)fjaxk) o (“Fh)gﬁ ° ) o ascﬂ‘)

.. ore o B
== (I 9 (O (p-1))lp + 67 <((Fh)l/3 ° f)afxi<9£j>

= ()9 C-1)g)as + (F)"9)* (Th)lg
=((/7)"9)*((TCn)3s — (T(r-1)-9)28)

13



Ez a belatando allitas.
Ennek segitségével vizsgaljuk meg a Ricci-DeTurck dramot. Emlékezziink, hogy:

o . .
a%ﬁt = gpq(i(rg)g;q + (Fg);]nq)

De az épp most belatottak miatt, és mivel g(t) = ¢fg(t) ekkor ¢, teljesiteni
fogja a kovetkezd egyenletet:

9] _ . ,
501 =@OP (T + T)hy)
=((e™ ") g(1)* (=T (p=1)=g(t))hg + (Tg)hy)
=Ag(1),a%
Tehat a diffeomorfizmus teljesiti a harmonikus térkép héaramot.
Ezutan mar az egyediség konnyen jon. Tegyik fel, hogy g1 és go megoldasai
ugyanazon Ricci aramnak. Legyen ¢; a megoldasa a harmonikus térkép ho-
egyenletnek g;-bdl valamilyen g-be. Ekkor g, = (¢;).g; az egyedi megoldésa a
Ricci-DeTurck aramnak azonos kezdeti feltételek és g valasztas mellett. Viszont
ez azt jelenti, hogy g, = g,. Ezentil a %gpi = W(gi(t),g) egyenlSség miatt
01 = po. Igy g1 = 01T, = ¥57, = go. Tehat a Ricci aram egyedi.

2.4. A normalizilt Ricci aram

Kompakt sokasag esetén megfontoljuk még az igynevezett normalizalt Ricci
aramot:
9(0) =go

0 2 .

gg(t) Zgrg(t) — 2Ricy )
Ahol r = Lo IZUL” az atlaggorbiilet. Be kivanjuk latni ennek is a 1étezését.

M

Ehhez tegytik fel, hogy g egy megoldésa a normalizélatlan Ricci aramnak, és
definidljunk egy g(t) = ¥(¢)g(t) metrikat, ahol ¢ egy id6ben valtoz6 konstans,
melyet ugy valasztunk meg, hogy [ v dp =1 teljesiiljon minden idépillanatban.

Ezentul definidlunk egy t = fot ¥ (7)dr id6paramétert.
Konstans atskalazas mellett konnyen lathato, hogy Eijkl = Y Rijri, Eij = Ryj,
R =17'R, illetve dfi = ¥ du. A g determinansanak a derivaltja:

0

(0
— — ) - .. —
S dettg) =deo)g” (10, ) = ~2Rden(s)

Ahol felhasznaltuk a Jacobi formulat. Ebbél kévetkezik, hogy 2 [ wdn =
—f v B dp, ami mutatja, hogy ¢ egy sima fiiggvény. Emiatt megkapjuk a
kovetkezd egyenletet:

g_ dto

E— d
Frid ﬁa(ﬁfg) = —2Ric + (¢_2 d}) g

dt
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Kiszamitva 2 ,/det(g)-t:

§(¢” det( )
det(g

En det(g) =

1 dip

= | ny™~ 1dt —2Rw”> det(g)

2

(35

Megkapjuk, hogy:

0=2| dg
ot Ju

B n diy
/ <wdt‘¢)
ndw

Ez egyszertsiti az el6bbi egyenletet:

0 _odyp
atg——QRlc-l-(lb )

2
= —2Ric+ —rg
n
Tehat ez az idGben és térben atskalazott folyamat teljesiti a normalizalt Ricci
aramot. Tehéat a normalizalt és normalizalatlan folyamatot lényegében csak egy

efféle transzformacié valasztja el egymastol. Specialisan, akkor és csak akkor
létezik rovidtavon a Ricci dram, ha létezik normalizalt Ricci dram.
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3. fejezet
Uniformizacios tétel

Itt belatjuk az uniformizacios tételt oly feliiletekre, melyeknek Euler karak-
terisztikdja kisebb, mint 0. A tétel a kovetkezs:

3.0.1. Tétel (Uniformizacios tétel). Tetszdleges (M, g) Riemann feliletre léte-
zik egy h metrika ugyanazon a felileten, melyre h = fg valami f sima skaldr-
fligguényre, illetve (M, h) konstans gorbiilettel rendelkezik.

Azon tulajdonsagot, hogy h = fg a h és g konform ekvivalencidjanak nevez-
ziik. Ez a név onnan szarmagzik, hogy két vektor altal bezart szog g és h szerint
ilyenkor ugyanaz.

A tétel bizonyitasdhoz fel fogjuk hasznélni a normalizalt Ricci aramot. Spe-
cidlisan azt fogjuk belatni, hogy konvergal egy megfelels h metrikihoz. Egy
felitlleten a normalizalt Ricci aram a kovetkezs alakot veszi fel:

9(0) = go

alt) = (r— R)g

Ahol r = (f,, Rdp)/([,, 1 du) a feliilet atlaggorbiilete. Egy konnyen lathato
allitas, hogy ez konstans.
3.0.1. Lemma. A normalizdlt Ricci dram folyamdn az dtlaggorbiilet konstans.

Bizonyitds. A Gauss-Bonnet tétel miatt r = 4wx(M)/(f,, 1 du) ahol x(M)
az M feliilet Euler karakterisztikdja. A normalizalt Ricci aram konstrukcioja
folytan fM 1 dp konstans, igy r is az. O

Mar lattuk, hogy a Ricci aramnak létezik révidtava megoldasa. A célunk az
lesz, hogy belassuk egy hosszutavi megoldas létezését, és hogy g(t) konvergal a
végtelenben egy konstans gorbiilettel rendelkezd konform ekvivalens metrikdhoz.
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3.1. A gorbiilet relaciéja két konform ekvivalens
feliillet kozott

Elgszor megprobaljuk megérteni, hogy mi koze van két konform ekvivalens
feliilet gorbiiletének egyméshoz. A kévetkezd tételt latjuk be:

3.1.1. Tétel. Legyenek g és h metrikdk egy 2-sokasdgon, és u eqy skaldrmezd,
hogy fenndll a kévetkezd egyenldség:

g=e*"h
Ekkor kévetkezik, hogy a két metrikdabol szdmitott gorbiiletre fenndll a kovetkezd:
Rg = 6_2u(Rh — 2Ahu)

A bizonyitashoz differencialformékat fogunk hasznalni. Legyen M egy zart

2-sokaség és ¢ rajta egy Riemann metrika. Lokalisan legyen (e1,e2) egy orton-

ormalt bazis mezs és (w!,w?) a dudlisa.

Ehhez a feliilethez ¢s lokdlis béazis mez6hoz tartozik egy Levi-Civita konnexio
V. Ez felithat6, mint Vxe; = w!(X)e;. Ekkor w! = w(Vye;)dz*
A Levi-Civita konnexi6 egyik jellemzd tulajdonsaga, hogy:

Vx(g(Y,2)) =9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ)

Ha Y = e; és Z = ej, akkor a bal oldal eltiinik, mivel konstansnak vessziik
derivaltjat. Emiatt kijon a kovetkezs egyenlet:

0=9g(Vxe;, ej) + gles, Vxey)
= w; (X ) + w; LX)
Roviden wf antiszimmetrikus. Mivel két dimenziéban dolgozunk, ez specilisan
itt azt jelenti, hogy egyetlen szammal jellemezhet6.

A célunk az, hogy kifejezziik a gorbiiletet differencialformékkal. Ehhez el6szor
belatunk egy altalanos formulat:

Viyei =VxVye — Vo, ve
=Vx(w! (Y)ej) — w] (VxY)e,
=0x (W} (Y))ej + w](V)wk (X)er — w!(VxY)e;
Emiatt:
R(X,Y)e; =V yei — Vi xe;
=(Ox (W! (V) = 0y (] (X)) — ] (VXY = Vy X))e,;+

(wk(Y)wk( ) — Wi (X)wh(YV))e;

=(dw! — w} Awk)(X Ye;

Igy két dimenzios felilleten K = (R(e1, e)en, e1) = dwa (e, ea).
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bizonyitdsa. Legyen g = e>“h ahol ¢ és h metrikdk ugyanazon a feliileten.
Legyen (e1, es) egy ortonormélt rendszer g szerint, és f; = e“e;. Ekkor (f1, f2)
egy ortonormalt rendszer h szerint.
Tovabba, w® = e“nt, ahol (w!,w?) az (e1, e2) dudlisa és (nt,n?) a (f1, f2) dudlisa.
Ilyenkor:
dw' = d(e"n') = e"(du An' +dn') = e (n® Az + fa(uw)n® An')
dw?® = d(e*n?) = e“(du A > + dn?) = e“(n* An? + fi(u)n* An?)
Azt is lathatjuk, hogy:
dw' (2, €1) =0e, (W' (€1)) = Doy (W' (€2)) — W' (Vese1 — Ve, e2)
=w'(wh(er)e; — wi(e2)e))
=ws (i)

Emiatt felithatjuk azt, hogy wi = dw'(ez, e1)w! + dw?(eq, €1)w?, igy:

wy =(e"(n” A + f2(u)n® A ))(62761)w +
(e"(n' Am + fl(u)n1 /\772))(62,61

wy =(m3(e1) + e~ fa(u))w' — (07 (e2) + e~ f1(u))w?

wy =15 + fz(u) - filw)n?

Alkalmazva a képletet a gorbiiletre:

Ky = dwj(e1, €2) =dnj(e1, e2) + d( f2(u)n' — f1(u)n®)(e1, e2)
= (K + d(f2(w)n' — fr(w)n®)(f1, f2))
=e 2uKh+
e (fafo(u)y® Ant + fo(u)dn'—
fufi(wn' An?* = fi(w)dn?)(fi, f2)

Viszont mivel dn* = n3(fi)n' A n?, ezért:

Ky =e 2K+
e 2" (fafa(w)n® An' + fa(u)dn'—
fifiwn' An? = fi(w)dn®)(f1, f2)
2K+ (—(fifi(w) + fafa(u) + fo(w)nz(f1) — fi(w)ns(f2))
=e (K — V3, ju— V3, pu)
(K, — Apu))

Tehat belattuk, hogy ha g = e “h, akkor K, = e ?“(K;, — Apu). Emiatt
Rg = 672U(Rh — 2Ahu) O
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3.2. A gorbiilet fejlédése a Ricci aram folyaman

Itt a kovetkezo tételt fogjuk belatni, mely alapjaul szolgal majd a gorbiileti
becsléseinknek:

3.2.1. Tétel. A normalizdlt Ricci dram folyamdn

0
5 R=(R-1)R+AR

A normalizalt Ricci &ram n = 2 esetének az alakjabol konnyen latszik, hogy g
végig konform ekvivalens marad go-lal. A tételben mar lattunk egy egyen-
letet, ami 6sszekapcsolja Ry-t és Ry, a Laplace operator segitségével. Emiatt ki
kell, hogy fejezziik a Laplace operator valtozasat.

3.2.1. Lemma. Egy 2-sokasdgon ha metrika a %g = fg egyenlet alapjin fej-
l6dik valamilyen f skaldrmezd mellett, akkor:

0

&Ag =—fAy

Bizonyitds. A Laplace operator hatasa lokalis koordinatabazisban:
Agu = g"(0;0; — T;0)u

Ha g valtozik t fiiggvényében, akkor a Laplace operator valtozésa:

0 0

aAg = a(gij(aiaj - F?jak))
0 0, i [0
580 = e @0 - o0 — (7 (5t ) )
Viszont:
Ok (g g0 g9,
atrij _29 (Vzatgjl + vj atgzl Vi at.%])
Tehat:

0 1 y 0 0 0
Wk — ZgR g (W, . V. —agi | —a¥V,=—q,.
9" gt = 59 <g < ot 9t ’atg”) g l8t9”>

0 0 1.0
if kRGN g g N, g,
9" 5t =9 (9 Vzatgjz 59 Vlaﬂ”)
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Emlékezziink vissza, hogy miért csindljuk ezt. Konform deformécié esetén
%g = fg ahol f valamilyen id6t6l fliggs skalarmezd. Igy a kifejezés tovabb
egyszertisodik.

0 e Ll fod 0 N o
(:%Fz] = 29 g vzatgjl+vjatgzl -9 Vzatgu

g* (g” Vi(faj) — 1g” vl(fgij))

g*! (g 9iVif — fg g”sz>

g* (@N - *sz)
g* ( - *) Vi f

Mivel a mi esetiinkben n = 2, ez a kifelyezés 0. Igy befelyezhetjiik a Laplace
operator valtozasanak jellemzését.

0 0 0

O n= D)0, - i;)ak)—(g (2riar))
= Fa")(0:0, - T))
= —fA,

Ezzel befelyezhetjiik a tételt.

[3-271) bizonyitdsa. Legyen g = e“h ahol g az id6tdl fligg és h konstans. Ez
egyértelmtiien meghatéroz egy idotdl fliges u-t. Ekkor ha aat g = fg valamilyen
id6tol fliggs f-re, akkor 5;u = f. Ezutan felhasznéljuk a korabban kidolgozott
képletet g gorbiiletére.

Rg = e_u(Rh — Ahu)
0 0 0
R =_(Z — Apu) —e A
571 (é)tu) “(Rp — Apu) —e "Ay <8t )
= _ng - Agf
A Ricci &ramban f = r — R, ahol r konstans, igy megkapjuk, hogy:

0

5= (B—r)R+AR
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3.3. Korlatok a gorbiiletre egyszeri esetben

Eddig belattuk, hogy a Ricci aram révidtavon létezik, és hogy igaz ré a
%R = (R — )R + AR egyenlet, ahol r konstans.
Itt felhasznaljuk a maximum elv egy valtozatat.

3.3.1. Tétel. Maximum elv Ha u eqy sima skaldrmezd, akkor Au > 0 lokdlis
minimumokban és Au < 0 lokdlis mazimumokban.

Bizonyitds. A bizonyitas egyszeri. Visszaemlékeziink, hogy a Laplace operator
lokalis koordinata-bazisban:

Au =g" V?ju
:gij(&-ﬁj — Ff]ak)u
Ha egy szélsGérték helyében geodetikus koordindtakat valasztunk, akkor ott

Ffj = 0. Ekkor a jol ismert R"-beli esetbél kifolyolag V2u pozitiv szemidefinit
lesz, és igy Au > 0. O

Legyenek Ryax és Rmax az R maximuma illetve minimuma. Ezeknek telje-
siteniiik kell a kovetkezs egyenleteteket a maximum elv miatt:

0
7Rmax S Rmax Rmax -
ot ( ")

0

7Rmin Z Rmin Rmin -

ot ( ")

Abban az esetben, ha R < 0, létezik egy € > 0, hogy R < —e. Mivel Ryax — 1 >
0, és Ryin — 7 <0, és Rpax < —¢, és Ryin < 7, ekkor fennéll a kovetkezd két
egyenlGtlenség:

0
- < _ _
8tRmax_ e(Rmax — T)
0

> -
atRmm_r(Rmm 7)

Tovabba, ha —C' < R, akkor ez ad nekiink egy idébeli sztikiil§ korlatot:
re st <r_—R<(Ce"

Emiatt, mint kés6bb belatjuk, létezik majd a Ricci aramnak egy hosszutava
megoldasa, mely egy konstans gorbiiletii g., metrikdhoz konvergal.

Ha viszont R > 0 valahol, akkor csak a fels6 korlat teljestil. Egy als6 korlat
belatasahoz egyéb megkozelités sziikséges. Ez az alsé korlat viszont megjegy-
zendd.

3.3.2. Tétel. A kompakt 2-sokasdgokon torténd normalizdlt Ricci dram folya-
mdn, ha r <0, akkor:

r—R<(Ce™
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3.4. A gorbiiletpotencial

Legyen az tugynevezett potencial fy azon megoldasa a Afy = R — r egyen-
letnek, mely a feliileten atlagosan 0. A konstansfiiggvényekre ortogonéalis sima
M — R fiiggvények terén a Laplace operator bijektiv és az inverze korlatos.
Emiatt, és mivel A és R —r simén véltoznak az id6ben, fj is siman fog valtozni.
Emiatt differencialhatjuk az 6t definialo egyenletet az idé szerint.

<;A) (fo) + A (gtfo> - %R:R(R—rHAR

(R—g)A(fo) +A <8fo) =R(R—7)+AR

ot
A (;ﬂ)) =R(R—r)+AR— (R—7r)*
=r(R—r)+AR
=A(rfo+ R)
=A(Afo+7fo)

0
afOZAfO+TfO*b

Ahol b csak az id6tdl fiigg.

Bevezetiink egy faktort, hogy a differencialegyenletet homogénné tegyiik. Meg-
vélasztva, hogy f(t) = fo(t) — e fot e "Tb(7)dT, azt latjuk, hogy f mér a ho-
mogén % f = Af + rf szerint fejlédik. Ennek segitségével definidlhatjuk a
kovetkez6 mennyiségeket, melyek segiteni fognak a gorbiilet becslésében:

h=Af+ |V

M=VYf - (Af)g

Meg kivanjuk vizsgalni h iddbeli valtozasat. Ehhez az 6t definialo Gsszeg két
tagjat vizsgaljuk:

0 B,
57(Af) = 5. (R—r) =AR + R(R — )
=AR—71)+ (Af)* +r(R—7)
[
av| *a(gjvzfvjf)
o . .
— (50" Vet Vas 4207 (598 ) Vo

=(R—7)|VIP+2(V(Af +7f), V)
= (R+7)|VfI?+2(VAS, V)
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Szamitsuk ki VA f-et.

Vidf =g""(ViVu Vi f)
=g"" (Vi ViV f + (ViV = Vi, VO Vi f)
=" (Vi Vo Vif + (ViV — Vi, Vi)V f)
=AV,f —g""R(ei,em)Vnf
=AVif — ¢"" Rimnig"" Vi f
=AV;f — ¢"RuVif

Emiatt:
2VAL, V) =2(AVf,Vf) — 29" g" (Ry V1. f, Vo f)
=2(AVf, V) = 2Kg" g™ (guVif, Vi f)
=2(AVf,Vf) = RV f[?
Igy:

0
2 19sE =191 + 2(aV5,V5)
Ezutan szamoljuk ki A|V f|?-et.

AV P =g"" V.V (g7 (Vif, Vi)
="V g (Vo Vi f, Vi) + (Vi f, Vi Vi f))
=g (Vo N Vi, Vi )+ (Vo Vi fo Vo Vi )+

<anif7 vajf> <

=2(AVf,Vf) +2(VV£,VVf)

=2(AVf,Vf) +2|VVf]?

_|_
_|_

igy

0
S| VI =V = 2[VVf? + AV f]?

Es végre befejezhetjiik a %h kiszamitasat.

9, 0 0 5
&h *&Af+ a|vf|

=AR—71)+ (A2 +r(R—7)+7|Vf]?=2]VVSf?+ A|VSf?
=Ah+7rh+ (Af)? = 2|VVf|?
=Ah+rh—2|M|?
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Korabbiakhaz hasonl6an kijon a kovetkezd fels6 korlat h-ra:
h < Cet

Viszont R —r < h, tehét a rel kombinalva megkapjuk a kévetkezs egyen-
16tlenséget:

3.4.1. Tétel.
—Ce"" < R—r<Cet

Igy azt talaljuk, hogy R — r exponencialis sebességgel. Ez lesz a kulcsa a
hosszatava létezés és a konvergencia bebizonyitasdnak.

3.5. Hosszutavu létezés

Be akarjuk latni, hogy a normalizalt Ricci aram létezik hosszutavon. Mar
tudunk egy jo korlatot R-re.

0
ag(t) =(r—R)g
—Ce"" < R—r<(Ce"

A rovidtava létezést mar lattuk. A létezési intervallum szuprémumat jeloljik
T-vel. Tegyiik fel, hogy T' < oo. Ekkor tetszdleges to < T-re:

to
Gto 0 ‘
In(=)| = — In(g;)dt
()| = [ 2 nia
9
= /to a9 g4
0 gt
to
:/ (r—R)dt’
0
to
< Ce™dt
0
:g(e”"to_l)gi
T r

Exponencialéas és go-lal szorzés utéan:

C -C
exXp (r) 9o < gty < exp <T) 9o

Emiatt pedig tudjuk azt, hogy:

T b T
;. 9t\€i, €5 dt S/
/t(] (8t t( J))‘ to

=(T —to)

(r=ryen (=) mlerne)

-C
Cexp <r> go(ei, e;)
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A kompaktsag miatt a jobb oldal egy egyenletes korlat, és egyenletesen tart
0-hoz ahogy to — T. Emiatt g; egyenletesen konvergél valamilyen gp folytonos
metrikdhoz. Ha gp-r6l be tudnank latni, hogy sima, akkor készen is lennénk a
hosszatava 1étezéssel, hisz gr-t6l kezdve meg lehetne hosszabbitani a Ricci aram
létezési intervallumat. Ezt ugy fogjuk belatni, hogy talalunk hasonlé egyenletes
korlatokat R derivaltjaira.

Viszont ezel6tt még lassunk be egy altalanos tulajdonsagot a konform ekviva-
lens metrikikrol. Legyen § = e?“g. Ekkor a g-hez tartozé kovaridns derivalt
Christoffel szimbolumait kiszamithatjuk, mint:

~ 1._ N - -
LYy =53 (idsn + 09k — Ordis)

1
256_%9“(@(6%)%1@ + e Digjnt
8j(62u)gik + e i Gik—
O (e*)gij — e*Ongi;)
=g (0iu gk + Oju gix — O gij) + T
=T}, + (9iw)d; + (9;u)3; — (Fu)g™ gi;

Az u derivaltja igy meghataroz egy felss korlatot a szimboélumok megvaltozasara,
mely egy kompakt téren raadasul egyenletes korlat lesz. Ennek az a fontos
kévetkezménye, hogy ha képesek vagyunk korlatokat talalni |V"u|-re és [V™T|-
re minden n-re, akkor abboél kovetkezni fog egy korlat |@”T |-re is.

A mi alkalmazasunk az lesz, hogy belatunk egyenletes korlatokat |V"R|s-re,
amib6l kovetkezni fognak egyenletes korlatok |V"g:|;z-re ahol § valamilyen fix
metrika. Ebbol kovetkezik, hogy |0, - -+ 0;, g¢| < Ch.

Ekkor V, W egységhosszusagi vektorokra:

T
~/to

Ami azt jelenti, hogy g; Osszes derivaltja egyenletesen konvergal, amibgl az
kovetkezik, hogy gr sima.

0

T
5505+ iV, W)’ dt < [ |(R=r)Cpldt < (T - t)|CCh|
to
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3.6. Korlatok a gorbiilet derivaltjaira

Be kivanjuk latni, hogy |V"R| < C),. Lassuk be az n = 1 esetet. Elgszor
egy lemma:
ViAR =¢’*V,;V,;V.R

=¢"*(V; Vi ViR + (V;V; — V,;V,)ViR)

=AV,R — ¢'*(R.;;)V/R

=AV,R — ¢*¢""(Rijim) VIR

=AV,;R — ¢"(Ri»)ViR

=AV;R — ¢ gim KV R

=AV,;R — %RViR

Ezt felhasznalva:

%VR =V(AR+ R(R —1))

=AVR + ;RVR —rVR
Es emiatt:

o g
&|VR|2 =—g“V,RV,R

9
ot
=(R—r1)|VR|* +2(VR,AVR + %RVR —rVR)
=(4R — 37r)|VR|* + 2(VR,AVR)
=A|VR|*> + (4R — 3r)|VR|* — 2|V*R}?
<A|VR|? 4 (4Ce™ " + 1r)|VR|?
Igy |VR| korlatos. Sét, ha ¢ elég nagy, akkor (4Ce™"* 4+ ) < r/2, mivel 7 < 0.

Ez még nem tul érdekes, mivel a hosszutava létezést nem lattuk be, de késébb
érdekes lesz. Igy jegyezziik meg a kovetkezGt:

|[VR|? < Oy exp (gt)

A magasabb derivaltakra a bizonyitas strukturdja pontosan ugyanaz, bar a ki-
fejezések valamennyivel komplikaltabbak. A tételiink a kovetkezd:

3.6.1. Tétel. Egy kompakt 2-sokasdgon értelmezett normalizdlt Ricci dram fo-
lyamdn tetszdleges N tesrmészetes szamra létezik eqy Cn korlat, hogy

|[VVRJ? < Cy exp (gt)
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy N — 1-ig méar belattuk a tételt. Ekkor elGszor
megvizsgaljuk, hogy Vv és A hogyan kommutélnak:

Vi, - ViyAR =AV;, -V, R+
g (Vi, V= ViV, )ViVi, -+ Viy Rt
9*V(Vi, Vi = ViVi, Vi, -+ Vi Rt
Vi,(Vip - Viy AR — AV,, -V, R)
Az Gsszeg els6 tagja szép, és a negyedik rekurziv. Kiszamitjuk a mésodikat.
GH Vi,V = ViVi)ViVi, - ViyR=— ¢"¢" Ri ik (ViVi, -+ Viy R)
= """ Ry jiam (ViViVi, -+ Viy R)

— """ Riyjinm(ViVi, - - ViR)

Itt az elsS tag f%RV“ -V, R hasonléan az N =1 esethez.
A masodikat tag:

. . R
99" Ry jigm(VeViVig -+ Viy R) =¢7* 6" = (gi,mGjis — GiriaGjm)

2
(ViViVi, Vi R)
R
:§(v11 T viNR)_

59 (vjvkv13 e viNR)giliz

A t6bbi tag hasonlé.
Mar csak a kovetkez6 tagot kell kiszamitani, hogy megtudjuk, miképp kommutél
VN és A:

GV (Vi Vie = ViV ) Vi, - Vig R = — ¢" g™V ;(Ri, kiym (ViViy - Viy R))
— "9V (Ris kigm(Viy Vi- - Viy R))

— g% g™V i (Ri, kiym (Vi Vig -+ VIR))

Kiszamitjuk az els tagot, a t6bbi hasonlo:

. 1 .
9" g™V (R kiym (ViVig -+ Viy R)) Zigjkgml (GiymYisk — YirizGkm)
(V;RV\V,, - Viy R)
1
— Vi RV, - Viy R

1
59" " ViRV Vi, - Vi, Ry,
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Behelyettesitve az eredeti egyenletbe, és megoldva a rekurziét, kideriil egy ilyen
alaku egyenlség:

,_
wfz
[

VNAR-AVYR =) (VIR)®, (VN IR)
I=0

Ahol ®, jeldli egy tenzorszorzat akarhanyszoros g &ltali Gsszehtizésainak egy
linearis kombinaciojat. Hasonl6 mod létezik egy ilyen alaku formula:

,_
vz
[

VN(R2) _ (VIR) ®g (VN_IR)
I=0

Illetve visszaemlékezve a I' evolucidjat leiré egyenletre:

0 1 0 0 0
EFZ =§gkl (Vj 79t Vig g+ Viatgjl>
1
:§gkl((VjR)gil + (ViR)gi; + (ViR)g;1)
0
(mrfj) ®y (VVR) =(VR) @, (VVR)

Ezen formulakkal elgszor kiszamitjuk a gorbiilet N-edik derivaltjanak az idébeli
valtozéasat:

0 0

a(vll T V'LNR) :vi1 (§v12 T leR)
0
— (=717 . A VS
(8t 1112)vpv’b3 vZNR
0

=Vz~1(5%2 - VixR)+ (VR) ®, (VN 'R)

Rekurziv applikicié utan:

ﬁ
w2
[

(VIR)®, (VN IR) + V¥ (;R>

9 N
5 (VVR)

FH1

— o~
S|
L o

(VIR)®, (VN 'R) + V(AR + R(R — 1))

FH1

o~
vz |
— O

(VIR)®, (VN 'R) + AVNR —rVVR

~
1N
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Ezaltal kiszamithatjuk a magaval vett skalarszorzatanak a véaltozasat:

0
5|V RP =2 (9“”’1 S gty (

5]

=(VVR) ®, Z (VIR) @y (VV'R)+
I=

0

N
VR

3 (VNR)bLnbN)

al...anN

—

AIVNR|? - 2|VN+1R\2 — (N +2)r|VVRJ?
<A|VVR[? + ¢ exp( ) IVNR| — (N + 2)r| VY R?

Indukcioval feltehets, hogy ismeriink egy ilyen alakt becslést N — 1-re is. Ekkor
definialhatjuk a kovetkezs fiiggvényt:

¢ = VYR — (N + 1)r|VV ' RJ?

Az indukcioés feltétel miatt:

52
|vN 'R =(VN'R)@, Y (V'R) @, (VN ''R)+
I=0
AIVNTIR?2 = 2[VV R[> — (N 4 1)r|[VVN IR

<AIVVTIRZ — 2]V R + O exp (gt)
Igy kiszamithatjuk ¢ idébeli valtozasanak egy korlatjat:
gtgp <Ap + Nr|VVR]2 + C" exp ( ) (1+|VVR])
<Ap+ Nro+C"exp (5t) (1+ )

El6szor belatjuk, hogy ¢ korlatos. Ehhez tovabb becsiiljiik:

0
o <p<Aap+C”’exp( )(1—|—f)

Ekkor kisebbnek kell lennie, mint a kdvetkez6 szeparabilis differencidlegyenlet
megoldasa z-re. z-re nehéz megoldani, igy oldjuk meg inkabb t-re és vizsgaljuk
az inverzet. Ez az inverz létezik, mivel a megoldas nyilvan szigortian monoton
nove:

&1t =0 exp
d
Tf ///
1 Ji \/( o =c (%)

2 r IR
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Koénnyt latni, hogy [ ﬁdf korlatlan, igy a jobb oldal véges "idén" beliil
a végtelenbe tart akdrmilyen C-re. Ez azt jelenti, hogy a megoldas inverze
korlatos. Tehat ¢ is az.

Mivel ¢ korlatos, (14 \/9) is az. Igy:

o}
5% <Ap+ Nrp+ C" exp (gt)
Ebbél kovetkezik, hogy:

"

r
e —t

r—2Nr P (2 )
Valamilyen A konstansra. Ebbdl kévetkezik, hogy elébb-utébb:

QDSA@Nrt+

-
IVVR]?2 < ¢ < Cyexp <§t)
O

Tehat R derivaltjai ténylegesen korlatosak. Emiatt hosszutavon létezik a
Ricci dram.

3.7. Konvergencia a végtelenben

Belattuk, hogy a Ricci aram létezik hosszu tavon, és ezenttil még a kévetkezs
egyenl6tlenségeket:
|R — 7| <Ce™
IVNR? <Cy exp (gt)
[5-0.1) bizonyitdsa. Legyen g = go egy fix hattérmetrika. Mivel ekkor In(g/g) <
—C/r, ez indukal hasonlé korlatokat a hattérmetrika szerinti derivalashoz, amely

pedig indukal korlatokat a parcialis derivaltakhoz, ami indukal korlatokat a met-
rika valtozasdnak a parcialis derivaltjaihoz.

WNR|2 <Cy exp (gt)

|0V R| <C'\ exp (Zt)

0 ~ r
8Natg’ <O} exp (zt)
Mivel (R — r) — 0 exponencialisan, g konvergal valamilyen g..-hez egyenle-
tesen. Ez egy folytonos metrika lesz. De hisz a parcialis derivaltjai is foly-
tonosan konvergélnak. Igy go. sima. Ezentil pedig g.-ben R —r = 0, és
o]

Joo = exp(fo (R - 7"))90-

Tehat goo egy go-lal konform ekvivalens sima metrika, melynek gorbiilete kons-
tans. O
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Nyilatkozat

En, Fogarasi Andras, a dolgozat iréja nyilatkozom, hogy a kovetkezs mes-
terséges intelligenciat igénybevevs eszkozoket alkalmaztam a dolgozat irasdnak
céljabol:

e ChatGPT - Irodalomkeresés, egész dolgozat
e DuckDuckGo Al-assisted answers - Irodalomkeresés, egész dolgozat
e Google Search Al Overviews - Irodalomkeresés, egész dolgozat

Ezeken til nyilatkozom, hogy nem hasznaltam mesterséges intelligenciat igény-
bevévs eszkozoket a dolgozat frasanak céljabol.
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