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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetomnek, Dr. Csédszar Attilanak, hogy szakdolgozatom megirdsaban végigkisért
az utamon és szakmai kérdésekben mindig segitségemre volt, illetve hogy a téméaban valé jartassagaval ins-
piralt a dolgozat megirasaban, tovabbé betekintést nytjtott a kvantumkémia kiilonleges vildgaba.

Hélas vagyok sziileimnek, hogy tanulményaim sordn mindig tamogattak és batoritottak, szereté6 gondos-
kodasuk nagyon sokat jelentett minden pillanatban. Testvéreimnek és barataimnak is koszonetet szeretnék
mondani, mivel motivalé szavaikkal er6t adtak, amikor arra legjobban sziikségem volt.



1. Bevezetés

Idén 100 éves a vildgot forradalmasité kvantummechanika [1]. A természettudomény ezen dga a kémia
szaméra azért kiilonosen fontos, mert lehetévé teszi az atomi és a kisebb méretii molekuldris rendsze-
rek pontos leirdsat, valamint a nagyobbak modellezését. A kvantummechanika kifejlesztésének sziiksé-
gességét kiilonbozo kisérleti jelenségek magyarazatanak szandéka indokolta, ezek kozé tartozik tobbek kozott
a feketetest-sugarzéas, a fényelektromos jelenség, illetve Louis de Broglie feltételezése az elemi részecskék
hullam-részecske kett6ségérol, melyet par évvel kés6bb kisérletileg is bizonyitottak. Ezeknek a jelenségeknek
az értelmezése soran az alapvetd tapasztalat az volt, hogy az elemi részecskék tulajdonsagai és viselkedésiik
a klasszikus fizikdban megismert szabdlyok segitségével nem irhatéak le. Emiatt valt sziikségessé egy olyan
1j szemlélet kialakitdsa, amelyben kozponti szerepet kaptak a diszkrét allapotok, valamint az absztrakt
Hilbert-tér fogalma. A kvantummechanika alapjainak axiomatikus, preciz matematikai kidolgozédsa, amely a
Hilbert-terekre és az azokon értelmezett linedris operatorokra épiilt, jelentds részben Neumann Jénos nevéhez
kotédik [2]. A kvantummechanika elmélete a kémia vildgaba is dtszivargott és a molekuldkban 16v$ kémiai
kotések, valamint a kémiai reakcidék természetének pontosabb megértéséhez vezetett. Mara a kémia alapveto
részévé valt a kvantummechanikai megkozelités, tobbek kozott a spektroszképidban, a kémiai reakcidok mecha-
nizmusanak feltardasaban, az asztrokémiaban, illetve az anyagtudomanyban jatszik kiilonosen nagy szerepet
ez az elmélet.

A dolgozatom egyik célja a kvantumkémia egyszeriibb modelljeihez kapcsolédé matematikai levezetések
bemutatasa. Féképpen az id6tdl fiiggetlen Schrodinger-egyenlet megolddsaval foglalkozom, alapvet&en olyan
rendszerek esetén, amelyeknél az analitikus megoldds ismert.

A kvantummechanikai targyalast megalapozd klasszikus mechanikai mozgasegyenletek matematikai alapos-
sagu tdrgyaldsa megtaldlhaté Lanczos egyik kivalé tankdényvében [3]. Az dltalam alkalmazott targyalds
lényege, hogy a kvantummechanikdban elfogadott megoldasok ismertetése mellett az altalanos matematikai
megoldasokat is megemlitem, amennyiben ez érdekes és tanulsagos lehet.



2. Kvantummechanikai alapfogalmak

Ebben a fejezetben vezetem be azon alapvet6 matematikai fogalmakat, melyek mindenképpen sziikségesek a
kvantumkémia valasztott modelljeinek targyalasahoz és az eredmények értelmezéséhez. Minthogy — részben
terjedelmi korlatok miatt — a modellek kivélasztasakor sem torekedhettem a teljességre, igy jelen fejezet
sem tér ki valamennyi alapfogalomra. Nagyszamu konyv és konyvfejezet foglalkozik a kvantummechanika
kiilonb6z8 tudoményteriileteken alkalmazott modelljeivel [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10], ezek tanulmdnyozdsa min-
denképpen javasolt az itt nem targyaltakkal kapcsolatban.

2.1. Hilbert-tér

2.1. Definicié (Vektortér). Legyen H vektortér a K test felett (K a valds vagy komplex szdmok teste),
ekkor a (H,|| - ||) kettOst normdlt térnek nevezziik, ha a kovetkezd tulajdonsdgok teljesiilnek: Vz,y € H és
VA € K-ra

1. lz]| >0és ||z|]|=0<=2=0
2. Al = (A - [fl]
3. [z +yll < [l + Iyl

A fontosabb normék, melyeket a kvantummechanikai (és kvantumkémiai) szdmitdsok sordn elészeretettel
alkalmaznak:

L ||zlla = (Jz1|? + |22|? + |23]%)'/?, a szokédsos vektornorma

2. ||fllz2cc) = (Jo f*fdu(z))/?, és azon Lebesgue-mérheté fiiggvények halmazit, amelyek négyzete in-
tegralhato, négyzetesen integralhatd fiiggvényeknek nevezziik.

2.2. Definicié (Skaldrszorzat). Legyen H vektortér a K test felett, ekkor a (-,-) : H x H — K leképezést
skalaris szorzasnak nevezziik, ha a kovetkez6 tulajdonsagok teljesiilnek Vz,y,z € H vektorra és VA € K
skalarra:

1. (x,2) >0és (z,2) =0 2=0

2. (z,y) = (y,z) (ahol (y,z) az (y,x) komplex szdm konjugdltja)

3. (Az,y) = M, y) és (2,9 + 2) = (2,9) + (2, 2)

2.3. Definicié (Hilbert-tér). Legyen H vektortér a K test felett. A (H,(-,-)) kett&st Hilbert-térnek ne-
vezzilk, amennyiben értelmezett egy skalarszorzas a térben, amelybdl definidlhaté a tér egy norméja a kovet-
kezSképpen: ||f|] := \/{f, f), és erre a norméra nézve teljes a tér, tehdt minden Cauchy-sorozat konvergens.

A kovetkezékben a kvantummechanika dltal megengedett allapotokat (az tn. hullamfliggvényeket) egy
végtelen dimenziés Hilbert-tér egy elemének fogjuk megfeleltetni, ahol K test a komplex szamok halmaza.
Jelolés: |¢) € H. Normalt dllapotrdl beszéliink, amennyiben (¢, 1) = 1 (az 1-re torténd normélds sziikség-
operatorokat rendeliink, amik a Hilbert-tér egy eleméhez a Hilbert-tér egy mdsik elemét rendelik. Jelolés:
O:H—H.

2.4. Definicié (B&zis). |¢;)icr rendszert a Hilbert-tér teljes ortogonélis rendszerének, vagy bazisdnak hivjuk,
ha Vi, j € I-re, (i # 7), |¢:), |¢;) € H-ra teljesiil, hogy (¢;, ¢,;) = 0.

A Zorn-lemma (més néven a kivélasztdsi axiéma) segitségével bizonyithatd, hogy minden Hilbert-térnek
van bézisa.



1. tdblazat. A kvantummechanikaban leggyakrabban el6fordulé mérheté mennyiségek, a hozzajuk kapcsol6do
operétorok (egy dimenziéban) és az operdtorok hatdsa a hulldmfliggvényre

mérheté mennyiség operator a hullamflggvényre kifejtett hatas
koordinata (pozicid) z aW(x,t)
impulzus De —iﬁ%@(x, t)

. . . A p2 2 52
kinetikus energia T=3= — 5 mm ¥ (x,t)
potencidlis energia 14 V(z)¥(x,t)
teljes energia H=T+V HY(z,t) = ihoW (z,t)

2.2. Operator algebra

2.5. Definicié (Linedris operdtor). Legyen Hi, Hy vektortér K test felett. Az L : Hy — Hs operétort
linedrisnak nevezziik, ha Vx,y € H; vektorra és VA € K skalarra teljesiil, hogy:

1. Oz +y) = Ox) + O(y)
2. O(A\z) = \O(x)

A kvantummechanikaban leggyakrabban el6fordulé mérheté mennyiségeket, a hozzdjuk kapcsol6dé ope-
ratorokat (az egyszer(iség kedvéért egy dimenzidéban) és az operdtorok hatdsit a hulldmfiiggvényre az 1.
tébldzat tartalmazza. A H operatornak a hullamfliggvényre gyakorolt hatdsa megegyezik a kvantummecha-
nika id6fiiggd Schrodinger-egyenletével (megjegyzendd, hogy a tovédbbiakban az idét6l fiiggetlen Schrodinger-
egyenlettel fogok mindéssze foglalkozni).

2.6. Definicié (Operator adjungéltja). Legyen (H,(-,-)) Hilbert-tér, O pedig a Hilbert-téren értelmezett
operator. Ekkor egyértelmiien létezik egy OF operator a Hilbert-téren, melyre Va,y € H vektor esetén
(Oz,y) = (z,0Ty).

2.7. Definici6 (Sajatérték egyenlet). Sajétérték egyenletnek neveziink egy operédtor egyenletet, ha O|1/)> =
Ay, ahol O : H — H operator, A € C és |¢) € H.

2.8. Definicié (Schrodinger-egyenlet). A kvantummechanika egyik alapegyenlete (mozgdsegyenlete) az idétél
fiiggetlen Schrodinger-egyenlet, melynek alakja:

H|Y) = (T +V)|¥) = E|P), (1)

ahol H a rendszer Hamilton-operatora, T a kinetikus (mozgdsi) energia, V a potencidlis energia, mig E a
rendszer Osszenergidja (aminek megvéltozdsdt mérni tudjuk, példdul kiilonboz spektroszképiai és szdordsi
kisérletek [6] segitségével, ma mér akdr 15 jegy pontossiggal).

Az (x,y, z) Descartes-koordindtdk alkalmazésa esetén

N h2 ~

ahol A = 88—;2 + %22 + ;—; az in. Laplace-operdtor, m a tomeget jeloli ([m]=[kg]), h a Planck-dllandé, &
pedig a redukélt Planck-dllandé (k= J, [h] = [J - s]).

A Hamilton-operator a legtobb esetben énadjungalt operdtor (természetesen kivételekre is vannak példdk
[11], de ezekkel én nem foglalkozom), ami a kévetkezst jelenti:

H=H" (3)

Allitas: Ha O énadjungélt operétor, akkor sajatértékei valdsak.
Bizonyitds: Legyen Ox = \x sajitérték egyenlet (x € H, A € K). Mivel O 6nadjungilt, a kovetkezd teljesiil:

Mz, z) = Oz, z) = (Oz, ) = (z,0zx) = (z, \z) = Nz, x). (4)



Mivel @ sajatvektor, ezért = # 0, tehat a(z) (4) egyenletbdl az kovetkezik, hogy A = ), tehdt A € R.
Az el6zé 4llitasbdl és (3)-bol kovetkezik, hogy (1) sajatértékei valdsak, tehdt a Hamilton operdtor énad-
jungdltsdga garantdlja, hogy az (1) egyenletben valds értékeket kapjunk a rendszer energidjéra.

A kvantummmechanikai és a kvantumkémiai problémaékat legegyszeriibb az egyenesvonald, ortogonélis
Descartes-féle koordinatarendszerben felirni. Ugyanakkor a Schrodinger-egyenletek analitikus megoldésai
tobbnyire nem ebben a koordindtarendszerben torténnek. Az ugynevezett koordinata reprezentdcidéban a
koordindta (&) és az impulzus (p,) operdtorok definiciéja (Id. 1. tabldzat):

=X (5)
és
Py 1= —ih%, (6)
ezt az alakot tiikrozi a (2) egyenlet.
2.9. Definicié (Kommutator). Az Aés B operatorok kommutatoran a kovetkezd kifejezést értjiik:
(A, B = AB - BA 7
Az & koordindta és a hozza tartozé p, impulzus operdtorok kommutatorara fennéll, hogy

() . Oz x ()
ox +in Ox )

[2, pa]v(x) = (2D — p2)(2) = (z x —ih =il (x), (8)
azaz a két operator egymdssal nem felcserélheté. Ennek megfeleléen a kvantummechanikdban meghatarozé
fontossagu a nem-kommutativ algebrai rendszerek hasznélata.

2.10. Definicié (Impulzusmomentum operator). Bérmely j vektor operdtort impulzusmomentum operdtornak
neveziink, amennyiben annak mindharom Descartes komponense, j;, 6nadjungélt operator, tovabbé azok ki-
elégitik az aldbbi alapveté kommutécios Gsszefliggést:

[Ji> Jk) = 1heii- (9)

ahol (i, k,1) = (z,y, z) az indexek ciklikus permutéciéit jeloli, mig e;x; a permutéaciés (Levi—Civita, Descartes-
tenzor) szimbSlum. A megszokott médon legyen tovabbé: j? = j2 + j; +j2. Némi algebrai manipuldcié aran
belathaté, hogy j* kommutél mindhdrom j; komponenssel.

2.11. Definicié (Lépteté operdtorok). A linedris algebrédban léptetd operatornak nevezziik azon operdtorokat,
melyek novelik, vagy csckkentik egy mdsik operdtor sajatértékét. Azaz X léptetd operator, amennyiben az
o operatorral (amelyre az O|p) = A|@) sajatérték egyenlet teljesiil) a kévetkezd kommutdciés relicioban van:
[0,X] = X (1, A € K). Ekkor ugyanis: OX|¢) = uX|¢) + AX|¢) = (u+ M) X|¢), tehat az X operator p-vel
eltolja o sajatértékét.

Amint az kénnyen beldthatd, a 1éptetd operatorok nem-hermitikusak (hiszen 6k egymads adjungéltjai).

A kovetkezo fejezetekben analitikusan megoldhaté kvantummechanikai problémaéakat fogok targyalni, épitve
a fentebb megismert alapfogalmakra. El6bb a szabadon mozgé részecske, majd a harmonikus oszcillator
problémajanak megoldaséara keriil sor.



3. Szabadon mozgd részecske

Ez a talan legegyszeriibb, egzaktul megoldhaté kvantummechanikai probléma, a megoldas menete és maga a
végeredmény azonban igy is szamos érdekességgel és matematikai tanulsaggal szolgél.

Az m tomegi szabadon mozgoé részecske esetében nincs potencidlis energia, azaz a rendszer Hamilton-

operatora
2

3 p
Hy=—. 10
=L (10)
Minthogy Hy kommutal p p-vel (azaz lehet teljes k6zos sajatfiiggvény- rendszeruk) a sajatfiggvényei valasztha-
ték, mint az impulzus operator sajatfiiggvényei. Ha [A B] =0, akkor AB = BA, és a sajatérték egyenletek
a kovetkezéképpen néznek ki:

AOéi = Al Q5

R 11
BB; = B;B;. (1)

Az A és B operétort egymas utan alkalmazva A sajatvektoraira a kovetkez6t kapjuk, a kommutaldsi
tulajdonsagot felhaszndalva:

A(Bay) = B(Aa) = B(4ia;) = Ai(Bay). (12)

Mivel Ba; az A; sajatértékhez tartozd sajatvektor, ezért Ba; = cioy (egy adott ¢; dllandéra). Ez is egy
sajatérték egyenlet. Tehat az «; <> (; és ¢; <> B; megfeleltetések 1éteznek, azaz a sajatvektor rendszertik
megegyezik: {a1, o, ..., ...} = {1, B2, ..., Bi, -}

A koordindta reprezentdciéban a(z) (1) egyenlet alakja és megolddsa egy dimenziéban:

1w d*y(x)

C2m  da?

= Ey(x) = ¥(z) = Ae*® + Be F7, (13)

ahol k = 2;?’”, mig A és B integraciés dllanddk (kozismert, hogy az dllandé egyiitthatds, linedris differencidl-
egyenletek megoldasfiiggvényei CeM?® alakdak; minthogy a (13) differencidlegyenlet rdaddsul homogén, igy a
tetsz6legesen kivdlasztott megolddsok barmely linedris kombindcidja is megoldasfiiggvény). Mivel k tetszole-

ges pozitiv szdm lehet, ezért E nem lesz kvantélt, a rendszer energidjanak nagysaga barmilyen pozitiv szdm

lehet. A jél ismert cos(kz) = % és sin(kx) = e azonossagok alapjan a megoldds egy mésik

alakja: 9 (z) = C cos(kx) + D sin(kz). “

lim, 1 50%(z) nem konvergél nulldhoz, ezt viszont a hermitikus kvantummechanika &llapotfiiggvényeitél
elvarjuk. Vizsgaljuk meg az egyik partikularis megoldést, hogy A értékét megkapjuk. Ez a hullamfiggvény
valészintiségi tulajdonsagabdl szamolhaté ki:

W) = /R G (@) (@)de = 1

(14)

Ebbdl az kovetkezik, hogy nincs olyan A, amire (¢, 9) = 1. Ugyanez igaz B-re is, hasonlé szamitdsok
alapjdn. Tehdt nincs olyan kvantummechanikai dllapot, amihez |1) rendelhetd. Tehdt ezek nem négyzetesen
integralhato fiiggvények, viszont létezik teljes bazisa a megolddsok rendszerének. Tehat 1y, (z) = Aet*®, k =
i‘/@ alaku fliggvények a megoldasok teljes bazisdt alkotjdk, ezért egy altaldnos megolddsa a Schrodinger-
egyenletnek a bazis elemek tetszoleges linedris kombindacidja:

x) = chwk(x) = chei’”. (15)
k k



4. Az egy-dimenzids, harmonikus linearis oszcillator esete

A klasszikus fizikdban a harmonikus linearis oszcillator esetén a vizsgalt részecskére a Hooke-torvény vonatko-
zik. A Hooke-tOorvény alapjan a részecskékre egy, az elmozdulassal egyenesen ardnyos erd hat, ami az elmoz-
dulés irdnyaval ellentétes irdanyu, azaz:

F(z) = —k=x, (16)
ahol F' a részecskére hat6 er6vektor, k a rendszerre jellemz8 pozitiv dllandé (az tin. rugd- vagy erédllandd),
x pedig az elmozdulds vektor. Ekkor a harmonikus oszcillator potencidlis energidja, V(z), az F, = —d‘ggf)

Osszefliggés alapjan V(z) = %kxz. Ezt a klasszikus fizikai modellt szeretnénk atvinni a kvantummechanikaba,
és az ottani axiémakbdl kiindulva keressiik a vonatkoz6é Hamilton-operator altal meghatarozott sajatérték

egyenlet megoldésait.

4.1. Els6 megoldas: differencialegyenlet

A Hooke-torvény értelmében az egy-dimenzids harmonikus linedris oszcillator esetén a potencidlis energia
operatora a koordinatdban kvadratikus alakt:

- 1
V(z) = iminz, (17)
azaz a H Hamilton-operétor alakja
. 2 1
H= —% + §mw2i‘2, (18)
ahol w ([w] = s71) a korfrekvencidt jeloli. Legyen Ey az alapallapott oszcillitor energidja. Mint késébb

latni fogjuk, ez nem lesz nulla, mint a klasszikus harmonikus oszcilldtor esetén. Az (1) egyenlet alakja
Descartes-koordinatédk alkalmazésa esetén

Rod® 1 20222 — 2mE
(=g + 3m%0% ) ¥la) = Bu(o) = (o) = (=520 ) ), (19)
A jeldlés egyszeriisitése érdekében vezessiik be a kovetkezd helyettesitéseket: A2 = (%)2 és k = QZQE .
Ekkor a kovetkezo, egyszerlibb megjelenésti differencidlegyenletet kapjuk:
U (2) = (N2® — k)i(a). (20)

Azonnal adddik a feltételezés, hogy a (20) mdsodrendii differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsa
W = Age= P alaki (ahol Ay € R\{0} és ko az Ep-hoz rendelt konstans). Ekkor

0 (@) + (ko — A22?)go(z) = 0. (21)
A 9y hullamfiiggvény derivéltjaira fennall, hogy:

) = —2xAoe™" = —2B14hy

2 2 (22)
0 = —2BAge” " + 4% Age ™" = (=28 + 4827y

Ezeket a kifejezéseket a (20) differencidlegyenletbe helyettesitve a kovetkez6 Gsszefiiggést kapjuk Vo € R-
re:

(=28 + 4822 hg = (V22 — ko)wbo = [(46% — N)a? + (ko — 28)]wbo = 0. (23)

Mivel Ag # 0, ezért 19 # 0 is teljesiil. Tehét ahhoz, hogy (23) teljesiiljon, a polinom egyiitthaték azonosan
nulldk kell legyenek. Ekkor:

28 = ko

462 = N2 = 28 = +\ 24)

Tehét o(z) = Aget2” megoldasa a (20) kozonséges differencidlegyenletnek. A kvantummechanikai
modellek esetében elvarjuk a valés megolddsfiiggvényektdl, hogy azok reguldrisak legyenek: lim, 4o ¥o(x) =



mw .2

0. Tehat csak az egyik megoldasfiiggvény lehetséges, mint hulldmfiiggvény: 1o (z) = Aoe*%)“/”:2 = Age" 2",
Ap-t a (Yo, )2 = 1 egyenldséghdl kapjuk meg, a Gauss-integral felhasznaldséval:

A2 [ ey —AQ\/? Ay = (9 * 2
0/Re o= 455 = 4= (T7) (25)

Az alapéllapot energidja pedig kg = A miatt Fy = kgf = %hw Ez tehat azt jelenti, hogy a kvantum-

mechanikai harmonikus lineéris oszcilldtor nem zérus energidval rendelkezik a rezgési alapédllapotédban (ez az
un. zérusponti rezgési energia).

Nézziik, mi a helyzet a rezgésileg gerjesztett allapotok hulldmfiiggvényével és energidjaval. A v, (x)
hulldmfiiggvényeket keressiik a kovetkezd alakban: ¢, (z) = H,, () (), ahol H, (x) egy n-ed rendfi polinom,
azaz H,(r) = Y p_, ckx®. Ekkor v, derivaltfiiggvényei a kovetkezd alakdak:

U, = Hptho + Hntby (26)
és
U = Ml + TH Y + . (21)

Ezt a két kifejezést a (20) differencidlegyenletbe helyettesitve, valamint (22)-t felhaszndlva a kévetkezd
Osszefiiggést kapjuk:

Hoho — 20 H, 0 + Hnthg + (kn — N2?)Hntho =0 (28)
Hibo — 20 aH 0 + [0 + (ko — X220 + (kn — ko)ho]Hy = 0 (29)

Ez (21) egyenlet miatt a kovetkezd alakra egyszertisodik:
Hilbo — 2MaH, o + (kn — ko) Hntbo = 0 (30)
Mivel 1y # 0, ezért H,-re a kdvetkezd differencidlegyenlet adddik:
Ho — 2XaH,, + (kn — ko)Hn = 0. (31)
Ez a matematikusok altal jél ismert Hermite-féle differencidlegyenlet, melynek szokasos alakja:

d?y dy

—= —2x—= + 2ny = 0. 32

da? T +any (32)
A (32) mésodrendli kozonséges differencidlegyenlet megolddsdnak keresése dltaldnosan az aldbbi sor-

fejtésen alapul:

y(x) = apz™ + arz™ M + 4 apa™ L (33)
amibdl azonnal adédik a
d - _
d—y = Z ap(m + k)zmTHL (34)
s
és
d%y >
Gz = 2 ak(m k) (m ot k= 1) (35)
k=0
helyettesitésekkel, hogy
Z ap(m +k)(m 4k —1)am™k=2 _9g Z ar[(m + k) — nJz™* = 0. (36)
k=0 k=0

Mindvégig azzal a feltételezéssel kell élniink, hogy k nemnegativ egész.
A lehetséges megoldasfiiggvények kozott lesznek olyanok, melyek kielégitik a kvantummechanikai feltétele-
ket (folytonossig és regularitds).



A megolddsok kereséséhez hasznéljuk fel, hogy H,(z) = > p_, cka® derivéltjai a kdvetkezok:

H (x) = Z kepah1 (37)

k=0
Hi(x) = k(k = 1)epat™? (38)

k=0

Ezt behelyettesitve (31)-be:

Srok(k — Degah=2 = 2X 30 kega® + 37 o (kn — ko)cka® =0 (39)
P22k 4 2) (K + Degga + (kn — ko — 22\k)ex)z® =0 (40)
(kn — ko — 2X(n — 1))cp_12™ + (kn — ko — 22n)c, 2™ =0 (41)

A polinom egyiitthatéi azonosan nulldk kell legyenek ahhoz, hogy Vz-re teljesiiljenek a fenti egyenléségek.
Azt varjuk, hogy H,(x) n-ed foki polinom legyen, tehédt ¢, # 0. Az el6z6ekbél és a(z) (41) egyenletbdl
kiszdmolhaté k,, értéke: k, = 2An + ko, és mivel kg = A, ezért k, = A\(2n + 1). fgy mir E,, értéke is
megadhato:

C kaR® A(2n+ 1R

E,
2m 2m

= (n+1/2)hw = Eo + nlw. (42)

Teh&t a kvantummechanikai harmonikus oszcilldtor diszkrét energiaszintjei egyméstol azonos tavolsdgra (ek-
vidisztans médon) helyezkednek el és latjuk a zérusponti energia megjelenését is a kifejezésben.
A ¢ egylitthatékra a kovetkez6 rekurzids formuldt kapjuk:

Cht2 = %Cb ha 0 <k < (n-—2) (43)

Amennyiben co-t és ¢1-t megadjuk, gy a tobbi ¢, mar kiszdmolhaté. Tehét a rezgésileg gerjesztett
allapotok hullamfiiggvényének altalanos alakja:

mw A2 (mw

Yn(z) = (E)%’Hn(x)e_fx = E)iﬂn(x)e_ 2h (44)

Megjegyzendd, hogy mivel ¢y(x) = Age= 527" ezért g = 1.

4.1.1. Hermite polinomok
A kovetkezSkben a Hermite polinomok néhény tulajdonsagét vizsgéljuk meg, mint latni fogjuk, ezek az (32)

differencidlegyenlet megolddsai lesznek.

Allitas: Legyen Ho(x) =1, Hy(x) = 2z és n > O-ra teljesiil a kovetkezd rekurziés formula:
Hyi1(z) =22Hy(z) — 2nH, 1 (x) (45)

A sor els6 néhany tagja: Ho(z) = 422 — 2, H3(x) = 823 — 122, Hy(r) = 162 — 4822 — 12.
Ekkor a kévetkezok teljestilnek:

1. H (z) =2nH,_1(x)

2. H,(x) megolddsa (32) differencidlegyenletnek

(71)”61‘,2 dcgvinnefsv2

3. H,(x)

Bizonyitas:
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1. Léssuk be teljes indukciéval az dllitdst. n = 1,2 esetén Hj(z) =2 = 2 1 % Ho(z) és Hy(z) = 8z =
2%2H, (x). Tegyiik fel, hogy VI amire teljesiil, hogy 0 < I < m, igaz, hogy H|(x) = 2{H;_1(z). Ekkor m+1-re
szeretnénk belatni az allitdst, mivel igy Ym € N-re teljesiil az allitas.

Hy () = 20H,, () + 2Hp (2) — QmHln 1(7) =
= 2H,,(z) + dmaH;, (x) —4m(m —1)H,,_,(x) =

= 20! (z) + 2m[2zH!, (x) — 2(m —1)H’ ,(2)] =
2H;, (x) + 2mH;, (v) = 2(m + 1)H, ()

Ezzel az elso allitast belattuk.

2. Az els6 allitast hasznaljuk fel a bizonyitdshoz, ekkor H, maésodik derivaltjat konnyen megkaphatjuk:
H/(z) = 4n(n — 1)H,_a(x). (50)

Helyettesitsiik be (32)-be a kapott derivéltakat, amelybdl az allitds egybdl kovetkezik:

H!(x) —2zH] (x) + 2nH,(z) = 4n(n — 1)H,_o(z) — dnzH,_1 + 2nH,(z) = (51)
=2n[H,(z) — 2eH,—1(z) + 2(n — 1)H,,_o(x)] = 2n[H,(z) — H,(z)] =0 (52)

3. Legyen Qn(z) = H,(z) = (—1)”6‘702 d‘i’le’ﬁ‘ Teljes indukciéval bizonyitjuk be ezt az allitast is.
Vizsgaljuk meg az els6 néhany tagot:

Po(x) = (=1)0%e” L ema” — 1 (53)
Pi(z) = (—1)te”” L e=o® — 17’ (—22)e " = 2 (54)

Tegyiik fel, hogy VI 0 <1 < m-re teljesil, hogy H;(x) = P;(x). Vizsgiljuk meg P, 1(x)-et:

m—+1 m m
Prga() = (_1)m+1eaj2 dlimﬂ et = (_1)m+1€$2 d(im %eﬂz = 2(_1)m6w2%xeﬂg = (55)
=2(—1)me?” (a? di”:n e 4 m%e JJ2) = 22 Py, (z) — 2mPy,—1(x) (56)

ahol felhaszndltuk, hogy L= (fxg) = 37 () D gm=9. (56)-bol kévetkezik, hogy H,,(z) és Py () rekurziés
formuldja megegyezik, és az els6 tagok is megegyeznek tehét Vn € N-ra teljesiil, hogy P, (z) = H,(x), ezzel
a harmadik allitast is belattuk.

Megjegyzés: Konnyen ellenorizheté médon n = 0 esetén minden konstans fiiggvény megolddsa a Hermite-
féle differencidlegyenletnek. Emellett Hi(z) = az,a € R is megolddsa (32)-nek n = 1 feltétel mellett. Az
(1.) allitas akkor teljesiil, ha Ho(z) = b és Hy(x) = 2b tetsz6leges b valds szdmra, viszont a (3.) &llitas csak
b = 1-nél teljestil. Emellett az is konnyen latszik, hogy p(x) = ax + b, a,b # 0 feltétel mellett nem létezik
olyan p(z) ami a Hermite-differencidlegyenlet megoldésa.

4.2. Masodik megoldas: 1épteté operatorok

Ebben a fejezetben egy masik megolddsi modszert targyalok az egy-dimenzids harmonikus linedaris oszcillator
problémaéjara. Ez a 1éptet6 operatorokat hasznalja fel a sajatértékek és sajatfiiggvények meghatdrozasara. A
Hamilton-operdtort tovabbra is a (18) egyenlet adja meg.

Ha p-t és i-et komplex szdmnak tekintenénk (ennek jelolésére a kalapot elhagyjuk az operdtorokrol),
akkor a Hamilton-operatort a kovetkezo szorzat alakban lehetne felirni:

1 1
H= 5 —(p* + mPw?a?) = %(—ip + mwa) (ip + mwx). (57)

Minthogy p és & operdtorok, ezért a (57) egyenlet jobb oldalan megjelené (ip + mwz)(—ip + mwz) szor-
zat nem egyezik meg pontosan a H-val operdtorral, hanem a kovetkez6 alakot veszi fel a Descartes-féle
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koordinatarendszerben, ahol a megismert p, = fih% egyenlOség teljesiil:

(—ip + mwd) (ip + mwd)p = <h§m + mme) <h(§c + mw:i) W (58)
(4 -\ (¢ -
= <_hdx + mwx) (h g + mwm/}) (59)
= —h% (h(:ﬁ + mwaﬁ"lﬂ) + mwi (h(:ﬁ + mwfclﬂ) (60)
2
= _h?% - h%(mwid)) + mwih% + m*w? 3%y (61)
2
= —EQ% — mwi + m2w?i (62)
= p?Y + m2w?3%p — mwhap (63)

Ekkor a Hamilton-operatorra azt a kifejezést kapjuk, hogy

N 1 1
H = —(p* + m*w?i?) = — (—ip + mwz) (ip + mwi) + hw. 64
——( ) = 5 (—i+ mwi)(ip + mwi) (64)
A koordinata és az impulzus operatorok helyett vezessiink be 1éptetd operdtorokat, amelyek igen hasonléak
a (57) egyenlet jobb oldaldn 1év6 szorzat tagjaihoz, azoktdl csupdn egy konstans szorzéban térnek el:

1
a:= ip + mw 65
——(1p+ ) (65)
és 1
At . A A
a' = —ip + mw2). 66
—— (i ) (66)

Innentél @ operatort lefelé léptetd operatornak, af-t pedig felfelé léptetd operatornak fogjuk nevezni. Ez
az elnevezés azért helyénvald, mert mint kés6ébb latni fogjuk, ezek az operatorok eggyel eltoljak a Hamilton-
operétor sajdtértékeit. Konnyen ellendrizhetd médon a két operdtor nem kommutdl egyméssal, mivel [p, p] =
[Z,2] =0 és —[p, &] = [T, p] = ih, és igy

[a,a1] = 2ﬂ;h([ﬁ, P+ imw[p, 2] — imw|E, p] + m2w? [, £]) (67)
1 L
= m(—?lmwlﬁ) =1. (68)

Az & és p, hely- és impulzusoperatorok kifejezhetSk az a és al 1éptetd operatorok segitségével:

h

- AT ~

By 5 (@"+a) (69)
és
I
Do =i ”QW (@' — a). (70)
Definiédljuk a kovetkezoképpen az N operatort:

N :=afa. (71)

Ez az 1j operdtor, mint révidesen latni fogjuk, egyszerti osszefliggésbe hozhaté a Hamilton-operatorral.
[N, a] meghatarozashoz a kommutédtor egy egyszerii tulajdonsdgat hasznaljuk ki, mégpedig azt, hogy

[AB,C] = ABC — CAB = ABC — ACB + ACB — CAB = A[BC] + [AC)B (72)
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Ebbdl, valamint az (68) egyenldségbdl [N ,al és [N ,a] mar konnyen meghatarozhaté:

[N,a) = [a'a,a] = atla, a] + [af, a)a = —a (73)
és R
[N,a'] = [ata,a'] = afla,a'] + [af, al)a = af. (74)
Ezek utan a Hamilton-operatort atirhatjuk egy N-t6l fiiggd alakba a (64) egyenlet alapjan:
H = hw(N +1/2). (75)

Igy H sajétértékeinek és sajatvektorainak meghatérozésa visszavezetheté N operdtor sajatérték prob-
lémajara,

H|¢) = Ey|¢) ¢ Nin) = n|n), (76)

ahol n = % — 5. A (73) és (74) egyenletek dtrendezésébdl azt kapjuk, hogy
Na = a(N —1) (77)
Na* =a*(N +1) (78)

Ezek alapjan tekintsiik Na operétor sajatérték egyenletét.

=an—1)n

Naln) = a(N - 1)|n) (79)
|
|

Az egyenl6ségbdl 1atszédik, hogy az aln) allapot az |(n — 1)) dllapotnak felel meg, tehat egy konstans
szorzéban térnek csak el, a|n) = c_|(n — 1)). Hatdrozzuk meg c_ értékét. Elészor tekintsiik a|n) skaldris
szorzatat onmagaval. Ez a kovetkezo:

I
ftiy
S
~
Q>

pa
Q>
S
~
~
—~
0]
w
~—

= (In), Nm)) = (|n), nln)) = n(|n), [n)) = n (

Az (|n), |n)) = 1 egyenldség azért teljesiil, mivel |n) kvantumallapot dllapotfiiggvénye. Emellett latszodik,
hogy n sajatérték nemnegativ szam.
Most nézziik c¢_|n — 1) skaldris szorzatét onmagéval:

oo
=~
N

lle—|n = DI = e—[*(jn = 1), |n = 1)) = |e_|*. (85)
Mivel a két skaldris szorzat megegyezik, ezért |c_|? = n, amibél c_ = \/n. Ebbdl latszik, hogy aln) =
Vnln —1). R
Most tekintsiik az Na! operator sajitérték-egyenletét. A fenti szémoldsokhoz hasonléan a kovetkezd
egyenletet kapjuk:

Naf|n) = (n+1)af|n). (86)

Tehat az af|n) allapot, a |n + 1) llapotnak felel meg. af|n) = ci|n+1). A ¢, konstans értékét a c_-hez
hasonléan szamoljuk. af|n) énmagaval vett skaldrszorzata a kovetkezo:

llafin)[* = (a[n), afln)) (87)
= (|In), aa'[n)) = (|n), (N + 1)|n)) = n + 1 (83)

Ezutdn nézzik ci|(n + 1)) énmagdval vett skaldrszorzatét:

llesln +DI1* = lex P(In+ 1), In+ 1)) = 4[> (89)
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A két egyenldséghdl azt kapjuk, hogy cy = v/n + 1, tehat af|n) = v/n + I|n +1).
Tehét a két 1éptetd operator a kovetkezéképpen hat az |n) dllapotra:

aln) = V/nln — 1) (90)
alln) = vn+1jn +1) (91)

Vizsgaljuk meg kicsit részletesebben, hogy mit jelent az, hogy a lefelé 1épteté operator. Azt szeretnénk
beldtni, hogy az |n) éllapotokra n € N, nemnegativ egész. Azt, hogy nemnegativ, mar beldttuk a (84)
egyenlet alapjdn, tehat n > 0. Az Aallitds mésik részéhez az kell még belatni, hogy n egész lehet csak.
Induljunk ki egy p > 0 szambdl és nézziik meg, hogy a hogyan hat ra.

alp) = /plp—1 =3l € N,al|p) = \/p*(p—l)*...*(p—l+1)|]9*l> dgy, hogy p —1 < 0. Ha p nem
egész, akkor p — [ < 0, ami azért ellentmondds, mivel |n) dllapot sajétértékérdl belattuk kordbban, hogy
nemnegativ. Ha p egész, gy az l-edik alkalmazdsa utén a-nak p-re, p-t a |0) dllapotba viszi. De kordbban
lattuk, hogy a|0) = 0, vagyis |0) &llapotra akdrhdnyszor alkalmazhatjuk az a operdtort, az a nulliban hagyja.
Tehat p € N, ezzel belattuk amit akartunk.

Térjiink vissza a(z) N|n) = n|n) sajatérték egyenlet vizsgalatéra. N definiciéja szerint:
Nin) = ataln) = afv/nln — 1) = Vnal|n — 1) = n|n). (92)

Az itteni n € N, mivel a-nak ezek a sajatértékei, tehat N-nek is nemnegativ egészek a sajatértékei. Mivel
a Hamilton-operator és N sajatérték problémaja kozott egyértelmi megfeleltetés van, a sajatértékek kozott is
van egy kapcsolat, amit mar kordbban belattunk. Mégpedig, hogy : n = % — % = E, = hw(n+1/2). Tehét
ugyanazt a megoldédst kaptuk a sajatértékek meghatarozasa soran, mint a differencidlegyenletes megoldasnal,
hogy az energia szintek kvantaltak és a legkisebb energiaju szint nem nulla energiaji, hanem %“’ nagysagu.

Legyen |0) = |¢o) a kordbbi jelolésekkel a legkisebb sajatértékhez tartozé sajitallapot, melyet alapallapotnak
neveziink, amelyre teljesiilt, hogy a|¢g) = 0. Ezt a definicidjdba visszahelyettesitve, megkaphatjuk az

alapallapot allapotfiiggvényét.
mw [ . i -
\ o ($+mwp) |¢o) =0 (93)

Descartes-koordindta reprezentdciét alkalmazva, (5) és (6) alapjén

Amely elsérendii differencidlegyenlet megolddsa létezik és egyértelmi,

’NLW(E2

po(z) = Ce™ 21 (95)
A kovetkez6 egyenletnek kell teljesiilnie ¢g-ra:
/ 65 (2) 6o ()dz = 1. (96)

Ebbdl C értékét kiszdmolhatjuk. (96) kovetkezdként alakul a ffooo e dx = /T egyenl8ség ismeretében:

oo
mwx h/
02/ e de = 02 T =1 (97)
oo mw

Amibdl létszédik, hogy a C = ()7, tehit ¢o(z) = () Te™ "5
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Az alapallapot |¢g) ismeretében a tSbbi allapotfiiggvényt is meg tudjuk hatérozni, a(z) a' 1éptetd operator
segitségével:

aflgo) = |1) (98)
aflgr) = (a")?|¢o) = v2|¢2) (99)
(@)"160) = Villon) = [60) = <= (a!)"len) (100)

Ezen Gsszefliggésbdl altalanosan felirhaté az n-edik energiaszinthez tartozé allapotfiiggvény a Descartes-
féle koordinatarendszerben:

) o) (101)

_ (m”y*( mw hd>ne—"‘5§2, (102)
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5. A Morse-oszcillator

A kovetkezOkben egy olyan analitikusan megoldhaté modellt vizsgalunk, amely a harmonikus linedris osz-
cillatorhoz képest pontosabb képet nyujt a kétatomos molekuldk kotését jellemzO potencial leirdsara. Ez
az ugynevezett Morse-oszcilldtor, amelynek modelljét Philip M. Morse publikélta [12] a kvantummechanika
hajnalan. Az egy-dimenzids Morse-oszcillator esetében a potencidlis energia definicidja

V(z) = Do(e 2% — 2¢7%), (103)

ahol x = r — ry az elmozdulast jelzi a minimalis energidji allapothoz képest, mig Dy és a az adott rend-
szerre jellemz6 allanddk. Dy a potencidlgorbe mélységét adja meg: ha r = ry, azaz az = 0 pontban,
V(0) = —Dy, illetve lim,_,o, V(2) = 0. Az « dllandé a potencidlis energia grafikonjdnak a minimumban 1évé
gorbiiletét hatarozza meg. Egy masik jelolés, amelyet gyakran alkalmaznak a modell leirdsandl, egy egyszer(
behelyettesitést hasznél (£ =1 — e~ %), amellyel egy révidebb alakot kapunk a potencidlra:

V(x) = Do(e 2" —2e7") = Dy(1 — e~ **)? — Dy = Dy(&* — 1). (104)

Most irjuk fel az egy-dimenziés Morse-oszcillatorra vonatkozd id6tél fiiggetlen Schrodinger-egyenletet:

N 2 2
A = (42 4 4 Do(em2 —2e707)) h(a) = Bu(a) (105)
= (% _ 27rf;2Do e—2az + 47‘;;2Do e—aT | 2212E) w(x) = 0. (106)

Erdemes bevezetni olyan 1j jeloléseket, melyekkel konnyebben kezelheté alakot kapunk a feladat meg-
oldasanal. Legyenek ezek az m, a és Vj dllandok helyett

2mE 2+/2mD
S L AR el Alaa (107)
Ekkor a (106) egyenlet alakja a kovetkez6:
d? d oy y* p?
(yzdyﬁydy*zw‘az‘ ly) =0. (108)

A megoldés kereséséhez vezessiik be a Laguerre-polinomokat, melyek segitségével a megoldds majd egy
egyszertbb alakban lesz felirhato:

ez dn n e O S(n+ A\ 2t
L) = S e = 3oy (1) (109

n! ‘ n—1) 1!
i=0

aholn e N;A e R és (T;:)Z‘) az altalanositott binomidlis egytitthatd.
A (106) egyenlet megolddsédhoz a Laplace-transzforméciét hasznaljuk fel, amit a kovetkez6kben ismertetek
réviden.

5.1. Definicié (Laplace-transzformécid). Legyen f : R — C fiiggvény, amely V¢ > 0-ra értelmezve van. Az
f fiiggvény Laplace-transzformaltja, amelynek jelolése £{f(¢)}(s) = F(s), a kovetkezé:

ﬁﬁ@ﬂ@:ﬂﬁz/mé“ﬂwﬁ (110)

0

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény Laplace-transzforméltja 1étezik, ha az integral konvergal valamely s komplex
szamra.

Konnyen latszik, hogy a Laplace-transzformacié linedaris, tehat VA, u € R és f, g : R — C-re, amelyekre a
Laplace-transzformalt 1étezik, L{\f(t) + ug(t)}(s) = AL{f(t)}(s) + nL{g(t)}(s) teljesiil.

Tétel (Laplace-transzformalt 1étezése): Ha f szakaszonként folytonos [0, oo) intervallumon és IM >
0, illetve sg valés szdmok, hogy |f(¢)] < Me®ot, t > tg, (tehdt f exponencidlisan korldtos s renddel, akkor a
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Laplace-transzformalt 1étezik Re(s) > so s-ekre és abszolut konvergens.

Bizonyitas: A két feltétel a kovetkezot jelenti:

|f(#)] < Me>',t >t (111)
[f(t)] < K, t €0,10] (112)

A misodik egyenlétlenség abbdl kovetkezik, hogy f szakaszosan folytonos, tehat a jobb és bal oldali
hatdrértékei minden pontban végesek, ezért korlatos. A [0, o] intervallumon e*0*-nak létezik legkisebb fels§
korlétja, igy egy megfeleléen nagy L-et vdlasztva f(t) az egész pozitiv félegyenesen exponencidlisan korldtos:
F(H)] < Lew*, £ > 0.

A megismert definicié alapjan becsiiljiik feliilrél a Laplace-transzformaltat:

/0 et f(O)|dt < M [ e~ ms0)tdt = (113)
e~ (r—s0)t ‘ .

= M| = (114)

=M Ao (1—e o) (115)

ahol Re(s) = v > s¢ és z-el végtelenhez tartva kapjuk, hogy

/O Tl polar < 2L (116)

Tehat az integral abszolut konvergens, és ezzel a tétel allitasat belattuk.
A kovetkezdkben a Laplace-transzformacié néhany tulajdonsagat fogjuk felhaszndlni, amelyek bizonyitasdra
most nem térek ki, de konnyen ellenérizhetéek:

L{f'(t)}(s) = sF(s) — f(0) (117)
L{tf(t)}(s) = —F'(s) (118)
= L{tf"(t)}(s) = —s>F'(s) — 2sF(s) + f(0) (119)

Allitas: A Morse-oszcillator Schrodinger-egyenletének (106) egy megoldasa a kovetkezé kifejezés:

P7(y) = Ny Mre & L2Mn (y) (120)

ahol N = \/2a (c/2—n—1) fj((gilb)) a normalizdciés dllandé, M, = /2 — (n+ 1) = 220 — (n 1) =

7@@ (I'(r) a Gamma fiiggvény).

Bizonyitas:
Vegyiik a 9(y) = y” f(y) alakot. Ekkor a (108) egyenlet alakja

d? d y* o B2
2 — 244+ y— -+ -y + A2 - =0. 121
(g + A+ Dy = 2+ Gy 22 - ) 10 (121)
Vizsgéljuk meg azt az esetet, amikor A% — 572 =0. A= g eset kvantummechanikai okokbdl nem jé most
nekiink, mert ¢ (y) nem lenne reguldris. Ezért csak az A = 7% eset érdekes szdmunkra:
d? d vy o
— — (2 —1)——-=+= = 122
(v~ @8/a =1~ 4 +5) s =0 (122)

Tegyiik fel, hogy f(y) szakasosan folytonos és exponenciélisan korldtos, tehdt a Laplace-transzformécié
alkalmazhato6 ra. Ekkor a kévetkezot kapjuk:
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<32 — i) F'(s) + ((2ﬁ/a +1)s— g) F(s)=0. (123)

A (123) egyenlet mar egy elsérend(i szepardbilis differencidlegyenlet, melynek megolddsa:

1 —(28/a+1) 1 o—(28/a+1)
F(s)=B|s+ = 1- 124
en(ee2) ™ ) o

ahol B egy &alland6. Mivel a kvantummechanikai éllapotfiiggvények egyértékiiek kell legyenek, valamint

o—(28/a+1)
(1 - sil) tobbértéki fliggvény, ezért a o — (28/a + 1) = 2n, n € Ny feltételnek teljesiilnie kell.
2

A (124) formula az el6zé feltétel miatt sorba fejtheto:

(28/a+j+1)

CZ 1)inl(s+1/2)~

= (125)

ahol C egy dllandé. Az F(s)-re alkalmazva az inverz Laplace-transzforméciot a kovetkezd sort kapjuk f(y)-ra:

2 - Y"n!I(28/a j
fly) = Ny Z T 2(5/é+y+)1)y (126)

ahol N egy konstans. A sort a Laguerre-polinommal kénnyen kifejezhetjiik és a ¢(y) = y? f(y) képletbe
visszahelyettesithetiink, ahol most A = —8/a:

U(y) = NpyF~(H3)emv/2[o=2n-1(y) (127)

ahol N, az n kvantumszamtdl fiiggd dllando, amit az allapotfiiggvény 1-re torténd normalizélasdval kapunk
meg:

Az E,, sajatérték a 82, o Osszefiiggésébdl szamolhaté ki:

h? 2mD
By =~ (3= — (n+1/2))° (129)
Ezzel beldttuk, hogy 9 (y) valéban megolddsa a Schrodinger egyenletnek, N7 = N,, és M,, = 0/2 —
n — 1/2 éllandékkal. A negativ energiaérték azt jelenti, hogy a részecske kotott dllapotban van. Emel-
lett az is latszédik, hogy ahhoz, hogy a kvantummechanika szaméra értelmezheté négyzetesen integralhatd
hullamfliggvényt kapjunk, n < ”’1 kell teljesiiljon, tehat véges szamu energiaértéket vehet fel a rendszerben
16v6 részecske, pontosan | 751 | —|— 1-et.
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6. Kvantumgrafok

A hagyomdnyos, szdmos tankdnyvben, monografidban és enciklopédiaban [4, 10, 13, 14], valamint a 2. fe-
jezetekben leirt, a kvantummechanikai térgyaldst megalapozé fejezethez hasonldan a kvantumgréfok [15]
targyaldsa esetében is el6szor a fogalmak attekintésére és definidlasara keril sor. Ezt koveti néhany részlete-
sebben kidolgozott alkalmazds, tobbek kozott a szekuldris determindns fogalmanak bevezetésével [16].

6.1. Alapfogalmak

6.1. Definicié (Graf). Legyenek V és E halmazok, ekkor a G = (V, E) part grafnak nevezziik. V = {uv; :
i € I} elemeit a graf csicsainak nevezzikk, E = {v;v; : 1,5 € I) elemeit, a csicspdrokat pedig éleknek. Az n
csicsu és m éli graf esetében |V (G)| =n és |[E(G)| =m.

A kovetkezokben olyan G gréafokkal fogunk foglalkozni, melyekre teljestiil, hogy nincsenek t6bbszoros élei
(két cstics kozott legfeljebb egy él fut), nincsen hurokél a grafban (i € I, hogy viv; € E), és G irdnyitatlan
graf (E elemei rendezetlen parok, irdnyitatlan élek).

Ures grafnak nevezziik G-t, ha E(G) = 0, tehat egyetlen él sem fut a csicspdrok kozott. Teljes grafnak
nevezziik G-t, ha Vi, j € I esetén (v;,v;) € E (i # j). A teljes graf jelolése: K,,. G graf komplementere G, ha

a csticshalmazuk megegyezik (V(G) = V(G)) és az élhalmazokra a kovetkezdk teljesiilnek: E(G)NE(G) =0,

E(G)UE(G) = B(K,).

6.2. Definicié (Elsilyozott graf). A I' = (V, E,¢) harmast élstlyozott grafnak nevezziik, ha G = (V, E)
grafhoz rendeliink egy c: V x V — R sulyfiiggvényt, ami G graf éleihez egy valds szdmot rendel.

6.3. Definicié (Graf szomszédsigi métrixa). Egy n csicsu G graf szomszédsagi (incidencia) métrixa az
1, ha (’Ui,Uj) S E(G)

A(G) € R"*™ négyzetes matrix, ha (A(G));; = {O ha ( ) ¢ E(G)
y a Vi, Vj .

Kénnyen beldthatd, hogy irdnyitatlan grafoknal A(G) szimmetrikus, azaz A(G) = AT(G). Tovabba,
minthogy nincs hurokél, igy a féatlébeli elemek nulldk, azaz Vi,1 <i < n,a; = 0.

6.4. Definicié (Graf karakterisztikus polinomja). Egy G graf karakterisztikus polinomjén a hozzd tartozd
A(G) incidencia matrix karakterisztikus polinomjét értjiikk, K(G,z) = det(Ix — A).

Az algebra alaptétele alapjan az n csicsu G graf n-edfoku karakterisztikus polinomja atirhaté szorzat
alakba, K(G,z) = [[i,(z — \;), ahol -k a komplex gyokei a karakterisztikus polinomnak, vagyis A(G)
sajatértékei. Mivel az A(G) métrix szimmetrikus, ezért sajétértékei valés szamok.

6.5. Definicié (Ma4trix hasonlésdg). A, B € R™ ™ matrixok hasonléak, ha IP invertdlhaté métrix, amire
teljesiil, hogy A = P~ 'BP. Jelolés: A ~ B.

Ez a fajta Osszefiiggés egy ekvivalenciareldaciot alkot. Az azonos ekvivalencia osztalyba tartozé métrixok
sajatértékei megegyeznek.
Tétel: Legyen G egyszeril graf, melynek n cstcsa és m éle van. Legyen A(G) az incidencia métrixa, amelynek
valds sajatértékei A1, Ag, ..., Ay, és n-ed rendii karakterisztikus polinomja a kovetkezd alaku: K(G,x) = 2™ —
012"V 4+ 092" 2 — L+ (=)0, = [/, (z — \;). Ekkor a kévetkezd allitésok teljesiilnek:

L AM+X+...+2, =0

2. tr(A%(G)=>"" A2 =2m

i=1""

3. g1 = 0 és 09 = Zl§i<j§n >\z>\] = —m

Egy métrix nyomdn, melynek jelolése tr(A), a f64tlobeli elemek Osszegét értjik.

Bizonyitas: 1. Tudjuk, hogy két hasonlé matrix sajatértékei megegyeznek. A masik allitds, amit még
felhasznélunk a bizonyitdsban, hogy tetsz6leges azonos nagysdgu négyzetes matrixokra igaz, hogy tr(AB) =
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tr(BA). Ez kbnnyen ldtszik, mivel tr(AB)=>_;" | >0 aibji = >7_) Y1, bjiaij=tr(BA). Emellett azt
is tudjuk, hogy A(G) 4tlés elemei mind nulldk, tehat:

0 = tr(A) (130)
= tr(P~'BP) (131)
= tr(BPP ) (132)
= tr(B) (133)
=M+t + A\ (134)

Ezzel az els6 allitast beldttuk.

2. A%(G) sajatértékei A2, A3, ..., A2, tehat az A2 matrix hasonlé a A2, A2, ..., A2 f84t16jt matrixhoz. Mivel
két hasonlé métrix nyoma megegyezik, ezért tr(A%(G))=>_"_, \?. Az A? métrixban az i-edik f8atléelem
pontosan a v; cstics fokszdmat adja meg, amint az kénnyen beldthaté. Legyen by a(z) A2 fédtléelemei.
1, ha (v;,v;) € E(G)
0, ha (v;,v;) € E(G).
1-eket, ha (v;,v;) € E(G), ez pedig pont az i-edik cstcs fokszdma. A fokszdmok Gsszege pontosan kétszerese
az élek szdmanak, tehdt tr(A2) = 2m valéban teljesiil.

3. Ha a karakterisztikus polinom szorzat alakjat nézziik, akkor onnan ugy kapjuk meg o;-t, hogy
mindegyik tényezObdl csak egyszer vesziink egy A-t, a tobbi x-es tag, és ezeket szummazuk. Tehdt o7 =
A1+ A2+ ...+ A, = 0. Az allitds masodik felét is hasonldéan latjuk be, a karaterisztikus polinom szorzat
alakjat kibontva azt kapjuk, ami az éllitasban szerepel, tehat oo = >, <i<j<n Aidj. Felhasznaljuk azt az

Ekkor b;; = Z?:I aijaj;, ahol definicié alapjin a;; = aj; = { Tehat adjuk Ossze az

Osszefiiggést, hogy oo = Zi<j Zii Zij . Ez a determindns Leibniz-formuldjabdl trividlisan kovetkezik. Az
= %5 JJ
A métrixban az atlé felett és alatt is pontosan m darab l-es elem van, a tobbi nulla. Tehdt m-szer lesz a

0 1
10

6.6. Definicié (Metrikus graf). Tekintsiik a I'(V, E, ¢) élsilyozott grafot. Tetszbleges (vs,v;) = e;; € E(I)
élre legyen c(e;j) = Le,,. Ekkor a II(V, E, f) metrikus grifon az e;; ¢él a [0, L.,;| intervallummal egyezzen
meg. Ekkor az f fliggvény amely a grafhoz van rendelve, azon fliggvények halmaza, amelyek az egyes éleken
értelmezett valds fiiggvények. fe, : [0, Li;] — R, Ve;; € E.

masodrendi atlés minor nem nulla. Ekkor —-1. Tehat 09 = —m. Ezzel a harmadik allitast is belattuk.

Tekintstink egy metrikus grafot, I7-t. Ekkor a kovetkezOket varjuk el, hogy f-re teljesiiljon :

d2f
- V(@) (@) = M (@) (135)
amely jelolés azt jelenti, hogy Vf.,, € f-re teljesiil az (135) egyenl6ség. Ez a megoldandé Schrodinger-
egyenlet az altaldnos esetben. Tovdbba az aldbbi, a csicsokra vonatkozd, in. Neumann-feltételeknek (hivjdk
ezeket ,természetes”, Kirchhoff, Kirchhoff-Neumann feltételeknek is) is teljesiilnie kell, azaz f(z) legyen
folytonos és

> j—i(v) =0. (136)

A folytonossag azt jelenti, hogy egy csicsot nézve az Osszes abba futé élhez a metrika fliggvény az adott
csicsndl ugyanazt az értéket veszi fel. Az (136) egyenletben, melyet szokds drammegmaraddsi feltételnek is
hivni, az Osszegzést az adott csicsba futd Gsszes élre kell elvégezni, a differencidlast pedig egyazon iranyban
kell érteni. A pozitiv irdny a cstcsbdl az él felé indul. V(z) a potencidl fiiggvény.

6.7. Definicié (Kvantum graf). Az olyan metrikus grafokat, amelyekre (135) és (136) teljesiil, kvantum-
grafoknak hivjuk.

Legyen Lo(I') azon I' kvantumgrafok halmaza, amelyek mérhetéek és négyzetesen integralhatdak a graf
mindegyik élén, tehat

112y = D 11 Ze) < oo (137)

ecE
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Ez azt jelenti, hogy Lo(I") az La(e) terek direktdsszege.
A Szoboljev terét a kvantumgrafoknak, H'(I"), kovetkez8képp definidljuk:
HYI):={f € C(I), fo € H'(e), Ve € E(I') és > _||fI[31(e) < o0} (138)
eck

Lemma (f(0) fels6 becslés):
Legyen f € H'[0,a]. Ekkor a kivetkezd teljesiil:

2
[F(O)* < jllfl\%z[o,a] + UL 0.0 (139)
minden 0 < [ < a-ra.
Bizonyitas:

A H' folytonossiga miatt elegendd az egyszeresen derivalhaté fiiggvényekre bebizonyitani az &llitést.
Ezekre a kovetkezo teljestl:

— /I f(t)dt, x €[0,1] (140)
0

Az integral a Cauchy-Schwarz egyenlotlenséggel feliilrol becstilhetjiik:

I/O F @t < 110,011 L0011 2o10.0 = 2117112510, (141)

Hasonl6an kovetkezik, hogy

T l 2
l
I [ 7@ < 17 B [ dn = 5170 (142)

Vegyiik az (140) egyenlet mindkét oldaldn az L]0, 1] normdt.

O 0, = = [ 1£2(0)|dz = [F2O)|l = || f(x) — [5 (1) )l 10 < (143)
< |[2f2(x) +2(fo dt) o101 < QHfHLz[Ol +2||f0 F(t) dt||L2[ol (144)
=2l1£17, 0,0 + P17 L 10,01 (145)

ahol felhasznéltuk a haromszog-egyenlétlenséget és az (a — b)? < 2a? + 2b% egyenlétlenséget. (145)-bél
mar kovetkezik az allitasunk.

A kovetkezokben nézziink par egyszertibb példat a kvantumgrafokra.

1. példa (legegyszeriibb kvantumgraf)

Dobozba zart részecske (két cstics, egy (véges hosszi) él, nincs potencidl). Tehdt ez csupén egy [0, L]
intervallum, ahol L véges. Mivel egy él van ebben a grafban, a folytonossdg trividlisan teljesil. Az
arammegmaradasi feltétel pedig a kovetkezoket jelenti itt: A 0 csticsbdl indulva, el6szor nézziik itt a de-
rivaltat:

f1(0) =0, (146)
az L csicsnal pedig

—f(L) =0. (147)



A negativ el6jel azért jelent meg, mert az élbol mentiink a cstcsba az adott irdnyitast nézve. A modellben
vegyiik V(z)-t konstans nulldnak, {gy tekintsiik a(z) (135) sajatérték egyenletet, ami a kovetkezd egyszer(i
alakot veszi fel:

—f"(x) = Af(2) (148)

Ennek 4ltaldnos megoldésa: f(x) = Cjcos(kx) + Cysin(kz), C1,Cy konstansokkal és A = k? jeloléssel,
ahol A > 0. Az els6 darammegmaradasi feltételbdl azt kapjuk, hogy Cy = 0, a médsodikbdl pedig:

Ciksin(kL) =0, (149)

amib6l ha a trividlis C; = 0 — f = 0 megolddst nem tekintjiik, akkor & = 5%, n € {1,2,...} megolddst

kapjuk meg. Ebbdl f(x) = COS(%) tetszOleges n természetes szamra, f(x) kielégiti a feltételeket és meg-

oldésa lesz a Schodringer-egyenletnek, A = k2 = (%)2 sajatértékekkel. Konnyen belathatd, hogy A < 0
esetén csak a trivialis f = 0 megoldast kapjuk meg.

2. példa (két intervallum Osszeillesztése)
Tekintsiik a [0, L1] és [L1, L1 + Lo] intervallumokat, ez egy hdrom csicsi és két 6l Osszetett gréfnak felel

meg. Legyen f az els6 intervallumon értelmezett fiiggvény, fo pedig a mésodik intervallumé. A folytonossagi
feltétel a két fokszamu csucsnal érdekes, ahol a két intervallum Osszeilleszkedik, ami a kovetkezét jelenti:

Ji(L1) = f2(L1). (150)
Az drammegmaradési feltétel egy plusz feltétellel béviil ki az elsé példahoz képest:
f1(0)=0 (151)
—fi(L1) + f3(L1) =0 (152)
—f3(L2) =0 (153)
Ez a hdrom feltétel a(z) (135) egyenlet (ami egy linedris, mésodrend(i, kozonséges differencidlegyenlet)

fa-re vonatkozé megoldédsat egyértelmiien meghatarozza, ami megegyezik az elsé példa megoldésaval. Tehat
a kozéps6 cstcsot el is hanyagolhatjuk gy, hogy a két eredeti intervallum helyett egy hosszabb, [0, L1 + Lo]
intervallumot kapjunk. Hangstlyozandé, hogy a két megoldds meg fog egyezni. Ebbdl azt a kdvetkeztetést
vonhatjuk le, hogy a két fokszamu csicsokat elhanyagolhatjuk, és a megoldds nem fog valtozni.

3. példa (csillag)
Tekintsiik azt a kvantumgréafot, mely egy harom fokszamu koézépponttal rendelkezo csillaggraf, ahogyan
a lenti abran latszodik.

Ly

1. abra. 3 él4 csillagraf
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Az intervallumokat a kiils§ pontoktdl inditjuk és fi, fo, f3 a(z) [0, L1], [0, Ls], [0, Ls] intervallumokhoz
rendelt fiiggvények. Ekkor a grafon értelmezett f fiiggvényre vonatkozé feltételek a kovetkezét jelentik:

J1(L1) = fo(Lz2) = f3(L3)
£1(0) = £5(0) = £5(0)
—f1(L1) = f3(L2) — f5(L3)
—fl(z) = Mi(@), —f3(z) = Ma(x), —f3(z) = Afs(2)

A miésodik peremfeltételbdl és az utolséd sor differencidlegyenleteibdl a kovetkezé megoldasokat kapjuk:

=0
=0

fi(x) = Aq cos(kx), fa(x) = Agcos(kz),és f3(x) = Az cos(kx), (158)
ahol k% = X\. A maésik két feltétel pedig igy alakul, egy (—k)-val val6 leosztés utdn:

Ay sin(kLy) + Agsin(kLg) + Agsin(kLs) =0 (159)
Ay cos(kLy) = Ay cos(kLg) = Az cos(kLs) (160)

Az f konstans nulla megoldés gyakorlati szempontbdl nem érdekes, tigyhogy feltehetjiik, hogy A;, As, A3 #
0. Ha a méasodik egyenletben a tagok nem nullak, akkor az els6 egyenletet leoszthatjuk a mésodikkal, ami a
kovetkez6 formulat adja:

tan(kLy) + tan(kLz2) + tan(kL3) =0 (161)

Ebbdl a A = k? sajatérték csak akkor fejezhetd ki expliciten, ha L, = L, = L3 = L. Ekkor a megoldés:
J J g
tan(kL) =0=k = %,m €Z. (162)

Tehat a sajatértékek a kovetkezdk: A = (%)2 ,m & N.

A (161) egyenlet egy masik alakja :
sin(kLq) cos(kLg) cos(kL3) + sin(kLs) cos(kLq) cos(kLs) + sin(kL3) cos(kLs) cos(kL1) = 0. (163)

Egy masik lehetséges feltétel a Neumann-feltételek mellett a Dirichlet-feltétel, ami azt mondja ki, hogy
egy tetsz6leges v cstcsndl teljesiil a kovetkezd: f.(v) = 0, ahol e a v csicsba futé él Altaldban az egy
fokszamu csucsokra kotjik ki ezt a feltételt. Kovetkezzen két egyszerii példa olyan kvantumgrafokra ahol a
Dirichlet-feltételt teljesiil az egy fokszamu csiicsokon.

1. példa (intervallum):

Vegyiik a véges hosszi [0, L] intervallumot, amelynek mind a két végpontjén teljesiil a Dirichlet-feltétel,
azaz f(0) = f(L) = 0. A Schrédinger-egyenlet megolddsa ekkor f(x) = ¢ sin(kx) + ¢ cos(kx). A nulldban
vett Dirichlet-feltételbdl az kovetkezik, hogy co = 0. Mivel nem érdekel minket a konstans nulla megoldas,

igy ¢1 # 0 miatt sin(kL) = 0. Tehdt az egy intervallumnak megfeleld kvantumgrafnak, amelynek végpontjain
2

teljesiil a Dirichlet-feltétel k = 2F.n € Z = X\, = ("LT;) ,n € N sajatértékei lesznek, f,(z) = sin(“Fx)
sajatfiggvénnyel .

2. példa (N éli csillag):

Vizsgaljuk az N +1 csicsu grafot amelynek N darab csicsa 1 fokszamu, az egyik cstcsa pedig N fokszam.
A végpontokbdl irdnyitva a metrikus grafot az N fokszamu csics felé, olyan kvantumgrafot kapunk, ami N
darab megfelel annak, hogy N darab intervallumot egy kozos pontbdl inditottunk ki gy, hogy a ko6zos pont
az intervallumok kezddépontjai. Ekkor ha elvarjuk, hogy az intervallumok kezddpontjain a Dirichlet-feltétel
teljesiiljon, akkor az éleken a kovetkezd fuggvények lesznek : fi(x) = ¢ sin(kz),i € {1,2,...,n}, adott ¢
konstansokkal.
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A kozponti csicsndl pedig a kovetkezo feltételek teljesiilnek:

cysin(kLy) = eosin(kLs) = ... = ¢, sin(kLy,) (164)
¢y cos(kLy) + cacos(kLa) + ... + ¢, cos(kLy,) (165)

Az els6 sorral leoszthatjuk a masodikat, amennyiben a szinuszok nem nulldk. Ekkor egy egyszeriibb alakot
kapunk:

g(k) = cot(kLy) + cot(kLy) + ... + cot(kL,) =0 (166)
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2. dbra. A (166) egyenléség baloldala dbrézolva egy hdrom éli csillaggrafon, ahol az intervallumok hossza

1,v/2 és 2, igy a fiiggéleges aszimptotdk amelyek az dbran latszédnak, = = 0, T, %, 5 gorbék lesznek.

Ez a formula eléggé hasonl6 (161)-hez, amely esetben a Dirichlet-feltételt nem kotottiik ki a kezdépontokon.
A (166) egyenldségnél a bal oldal derivaltja a kovetkezd lesz:

N |
: (167)
; sin?(kL;)

Tehét a bal oldal derivaltja (166)-nél negativ szam lesz k € {3~ },n € Z, pélusok kivételével. Ez azt
jelenti, hogy két pdlus kozott, mivel szigortian monoton csokkend g(k) és balrdl tartva a pdlusoknél g(k)
minusz végtelenhez tart, jobbrol pedig végtelenhez tart, ezért a két szomszédos pélus kozott pontosan egy
megolddsa van (166)-nak. A pdlusok pontosan a négyzetgyokei lesznek az egy darab intervallumnél kapott
sajatértékeknek. Dirichlet-feltétellel ellatott IV darab intervallum csoportjat dgy is megkaphatjuk, hogy egy
N éli csillag grafban, ahol csak a Neumann-feltételek teljesiilnek, a kdzponti csicsndl a Neumann-feltétel
helyett a Dirichlet-feltételt hasznaljuk.

Lemma (a Neumann—Dirichlet-feltételek 6sszekapcsoldsa):

Legyen I egy olyan kvantumgraf, amelynek csticsain a Neumann-feltételek teljesiilnek és I'y -t tigy kap-
juk, hogy egy v csucsban a I grafnak, a Neumann-feltételt egy Dirichlet-feltételre cseréljiik. Ekkor a kovet-
kez6 teljesiil a sajatértékekre, ha feltessziik, hogy A1 < Ao < ... < Ap:

An(10) < A(I) < A1 (1) (168)

Ezt nem bizonyitjuk itt, csak felhasznaljuk a Weyl-torvény bizonyitasara.
Tétel (Weyl-torvény):

Legyen I' egy kvantumgraf, melynek csicsain vagy a Neumann-, vagy a Dirichlet-feltétel teljesiil. Jelolje
Nr(k) a I' graf sajatértékeinek szamat, amelyek kisebbek mint k2. Ez véges, mivel a kvantumgraf sajatértékeinek
halmaza alul korlatos és diszkrét. Ekkor a kévetkezo teljestl:

Nr(k) = §k+0(1) (169)

ahol L=L1+ Lo+ ... +L|E|.

Bizonyitas:
Tudjuk, hogy azon kvantumgraf, amely egy intervallumbdl &ll, és amelynek végpontjain a Dirichlet-
feltétellel teljesiil, a sajatértékei (%%)%,n € N, emiatt Ny (k) kifejezhetd a kovetkezd alakban:
kL kL kL
e Z o1 Nk <= (170)
T

™

Ni(k) = |

™
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A (168) lemmadban hasznalt jelolésekkel az egyenl6tlenséget felhaszndlva a kovetkez6t kapjuk:
Nr_(k) < Np, (k) < Np_(k)+ 1. (171)

Egy tetszbleges I' grafbol kiindulva az Osszes csicsndl (ezek szama |V|) a Neumann-feltételt Dirichlet-re
véltva, valamint (171)-et |V|-szer alkalmazva a kovetkezd alakot kapjuk:

NFD(k)SNF(k)SNFD(k)+|V|a (172)

ahol I'p olyan kvantumgraf, amelynek minden csticsdn a Dirichlet-feltétel teljestil. Ez egy olyan gréaf, ami
fiiggetlen intervallumokbdl &ll, igy I'p sajatértékei az intervallumok sajatértékeinek unidja. |E|-szer alkal-
mazva a(z) (170) egyenlétlenséget, mivel minden élre teljesiil (170), ezért N, (k)-re egy als6- és fels6 becslést
kapunk:

Li+Ly+ ...+ L Li+Ly+ ..+ L
B g =2 By, || < Npy (k) < 212 By, < £y (173)
m T m m
A (172) és (173) egyenlStlenségekbdl mar egyszertien kijon a bizonyitandé 4llitds:
L L
L~ 11 < Ny (6) < Ne(k) < Niy () + V] < 2k ) (174)

A kovetkezékben a kvantumgréafok sajatértékeinek megkeresésére egy masik modszert vizsgalunk, a sze-
kularis determinanst. Elészor nézziink egy ehhez kapcsolodd egyszerti példat, a lasszo grafot.

3. abra. Lassz6 graf

Legyen H egy olyan kvantumgraf, amely két intervallumbol all, ahol az egyik intervallum kezdGpontja
egybeesik a végpontjival (ez egy hurokélnek felel meg), a mésik intervallum pedig ebbél a kozos pontbdl indul
ki és cstcsain a Neumann-feltétel teljestil. A hurokél legyen [0, Lo] intervallummal jellve, a masik él pedig
legyen [0, L;], aminél a kiinduldsi pont a kozds egybeesési pont és fi, fo pedig az intervallumokhoz tartozé
fiiggvények. Ekkor a sajatérték egyenlet altaldnos megoldasa a két intervallumon kiilon, a kovetkez6 ismert
alakot veszi fel k # 0 esetén:

fi(x) = are’® + age’t =) (175)
fo(x) = bre™™® + by (F277) (176)

A Neumann-feltétel az L; pontban meghatarozza a két allandé ardnyédt:
fi(Ly) = ikare® 1 —ikay = 0 = ay = et (177)
A folytonossagi feltétel a kozos metszéspontndl pedig egy egyszerii Gsszefliggést ad a konstansokra:

a1 + age™"t = by + bye™ = by + bye’ 2 (178)
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Az drammegmaradési feltétel ugyanezen pontra nézve pedig a kovetkezdt adja:
f{ (O) + fé(O) — fé(LQ) =0=a1 — ageikLl + b — b2€ikL2 — b1€ikL2 —by=0 (179)

A(z) (178) és a(z) (179) egyenletekbdl kifejezhetSek egymdssal a konstansok, az e?*F1 = Ly | és e'ff2 =
Ly, 2 helyettesitéseket hasznélva.

1 2 2

ay = —zaoLlp1 + -biLga+ sbaly o (180)
3 3 3
1 2 2

by = —gbngg + §Q2Lk,1 + gblLkQ (181)
1 2 2

by = _gblLk’Q + ga/QLk’l + ngLk’Q (182)

Vezessilink be két méatrixot és egy vektort egyszertiség kedvéért:

0 7% % % Lk71 0 0 0 ai
{1t 0 o0 0O | 0 Lgi O 0 _a
5= 1o ;3 b P=10 0 Ly 0 |97 (b
0o £ -1 2 0 0 0 Lg b
A bevezetett matrixokkal felirva a (177), (180), (181), és (182) egyenléségeket:
SDc = c. (183)

S D természetesen fiigg k-t6l, ahogy ¢ is, igy érdemes SD(k) és c(k) alakba irni. Ekkor a (183) egyenlet a
kovetkez6 sajitértékegyenletként irhaté fel: SD(k)c(k) = Ae(k), ahol A = 1. Ha a c(k) sajatvektort megkap-
juk, akkor mér ismerjiik az aq, as, by, és by dllanddkat, ezért a(z) (175) és a(z) (176) egyenletbe visszahelyet-
tesitve a konstansokat a kezdeti probléma sajdtértékeit is megkapjuk. Tehat az SD(k) 1 sajatérték geometriai
multiplicitdsa megegyezik a kezdeti feladat — - 22 operator k? sajatérték multiplicitdsdval. Konnyen latszik,
hogy mind S, mind D(k) unitér métrix, tehat teljesiil, hogy:

S5t =875 = DDV =D'D =1, (184)

ahol I a 4 X 4-es egységmatrix. Mivel S és D unitér, igy a szorzatuk is az. Unitér matrixokndl teljesiil, hogy
a sajatértékek algebrai és geometriai multiplicitdsa megegyezik.

Szekularis determinans:
Amennyiben p(k)-ra teljesiil a kovetkezd egyenléség, ugy a kvantumgraf szekuldris determindnsanak nevezziik:

p(k) = det(I — SD(k)) (185)

Tehét pontosan akkor sajatértéke k2 a lasszé grafnak, ha p(k) = 0 teljesiil. p(k)-t explicite kifejezhetjiik
az Ly1 és Ly 2 valtozokkal:

1
p(k) = 5 (L2 - D)(BLE1Lkz — Ly + L2 = 3). (186)

Tetszoleges kvantumgraf szekularis determinansa

Az el6z6 példabol kiindulva egy d éll graf szekularis determinanséat akarjuk felirni.
Az éleken vett metrikak hasonlé médon irhaték fel, mint azt az el6z6é példaban lattuk:

f](x) = cje zkm -l—Cl ezk(Lj—ac) (187)
ahol 1 < j < d. A feltételekbdl pedig az allanddkra kapunk két egyenléséget:
ay +ajet = = aq + ae*ta (188)
d
> (a; —aje™) =0 (189)

Jj=1
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Amikbdl kovetkezik tetszéleges n € {1,2,...d}-re, hogy:

d
Z(aj + aje™) = d(ay, + al,e™ ") (190)

=]

Az a,-re pedig a(z) (189) és a(z) 190) egyenlségekbél kapunk egy Gsszefiiggést a konstansokra nézve:
5 A
an = —al, e 4 y > djetts (191)
i=j

S és D(k) altaldnositdsa innen mér kénnyen latszik, ezek 2|E| X 2|E|-es métrixok lesznek. D; (k) =
Ly ; = €™ a t&bbi null elem:

Sjej = , j* # j és akkor, ha j*,j egyméshoz csatlakozé élek (192)

d
0, kiilonben

ahol d, a j él végesicsdnak foka, j*, j egymdshoz csatlakozasa gy értendd, hogy az adott irdnyitassal nézve
j* kezd6pontja j végpontja.

Altalanos szekuldris determinans:

Tekintsiink egy tetszéleges kvantumgrafot amely csticsain a Neumann-feltétel teljesiil. Ekkor k% # 0
2
pontosan akkor sajitértéke a —% operatornak, ha k-ra teljestil, hogy :

p(k) = det(I — SD(k)) =0 (193)

Vizsgaljuk meg a harom éli csillaggrafot, aminek csticsain a Neumann-féltételek teljesiilnek ezen mddszer
segitségével:

12 2
000 —35 3 3
000 2 -1 =
0 0 0 g 2 _1
. . " R 3 3 3
Az S matrix ekkor a kévetkez6 alakot veszi fel: 100 0 0 0
01 0 O 0 0
00 1 O 0 0
Ekkor a szekuldris determindns a (193) képlet alapjan a kovetkezo:
1 1
MOISEER S X BUEXJUEXINE(E BUE FuC N1 (194)
ahol z; = i i € {1,2,3}. Leosztva a (194) egyenletet izyzozz = ie*(lrtlatls)lmal és az €@ =

cos(x) + isin(x) egyenldséget alkalmazva, egy konstans szorzétdl eltekintve a (163) egyenletet kapjuk.
Vizsgaljunk meg egy, a szekuldris determinanshoz kapcsol6dé lemmaét.
Lemma (szekuldris determindns valés valtozata):

Legyen £ =) .5 Le és definidljunk egy 1j fliggvényt:
o—ikL
Vdet S

Ekkor £(k) valds értékil a valds szdmegyenesen és £(k) illetve p(k) gyokei megegyeznek.

§(k) = p(k). (195)
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Bizonyitas:

Az, hogy &(k) és p(k) gyOkei megegyeznek trividlis. Térjiink at az 4llitds elsd felének bizonyitdsara.
El6szor is valés k-ra D(k) unitér métrix és determinansa konnyen kiszamolhaté: det(D(k)) = e**£. Az
U (k) = SD(k) jelolést hasznédlva, ahol U (k) unitér métrix valés k-ra, valamint a det(AB) = det(A) det(B)
azonossagot alkalmazva £(k) tovabb alakithato:

(k) = (det(U (k)™ det(I — U(k)) (196)

Kihasznalva, hogy U unitér matrix, a kovetkezot kapjuk & konjugaltjara:

£(k) = (det(U))2 det(I — U*) = (det(U))Y? det(U*) det (U — I) = £(k) (197)

Tehat valds k esetén £(k) is valds lesz. A levezetésnél kihaszndltuk, hogy det(U*) = (det(U)) ™, és mivel
U egy 2|E| x 2|E|-es métrix, ezért det(U — I) = (—1)2Fl det(I — U) = det(I — U).

6.2. Dobozba zart részecske (1D)

Elbszor egy dimenziéban (z) vizsgaljuk azt a problémdt, hogy egy adott, véges intervallumon beliil a részecske
szabadon mozoghat. Azaz a dobozon beliil a potencidl nulla, viszont az intervallumon kiviil a potencial
végtelen, igy ott nulla valdszintiséggel tartozkodhat a részecske. Tehat Descartes-koordinata rendszerben,
x € I esetén (ahol I =0, L]) V(x) = 0, kiildnben pedig V(z) = oco.

Az (1) sajatérték egyenlet ekkor a kiovetkezd egyszerti alakot 6lti:

R d2¢
“omdez  F¢ (198)

Ez egy méasodrendi, linearis, allandé egyttthatds, homogén differencidlegyenlet, aminek a megoldéasa jol
ismert:

o(x) = Asin(kz) + B cos(kz), (199)

ahol k = Y2Em A hulldmfiiggvénynek a kovetkez8 peremfeltételeket kell teljesitenie: ¢(0) = ¢(L) = 0.
Az els6 peremfeltétel alapjan 0 = ¢(0) = Asin(k0) + B cos(k0) = B, mig a méasodik peremfeltétel szerint
0= ¢(L) = Asin(kL), ami igaz, ha kL = nm, ahol n € N. Tehdt azt kaptuk, hogy ¢(z) = Asin(“*x).

Az A konstanst a (96) egyenletbdl (normdldsi feltétel) szdmolhatjuk ki:

L
x)dzr = sin2("g)dz = 1.
“ g de = A® in’ 7o) =1 200
0 0
Az integral értéke A2-t6l eltekintve %, igy A = \/% . A dobozba zart részecske kvantalt energiaszintjei
pedig a kovetkezok lesznek (ahol n egy un. kvantumszam):
n2h?
n= T (201)

6.3. Dobozba zart részecske (3D)

Az eléz6 fejezetben kapott eredményekkel felvértezve attérhetiink a harom-dimenzids eset targyaldsara.
Vegyiink a Descartes-koordindta rendszerben egy téglatestet, a, b és ¢ hosszisagu élekkel (a,b,c € RT),
és a potencidlfiiggvényt vegyiik nullanak a téglatest belsejében, azon kiviil pedig legyen végtelen:

] 0, ha0<2<a,0<y<bh0<z<c
Viw,y,2) = { 00, kiilonben } (202)
Ekkor az (1) id6tdl fiiggetlen Schrodinger-egyenlet alakja
h? (0% 0%¢  0%¢
A i T T i R 5 203
2m (8:102 0y? 8z2> ¢ (203)
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A tovabblépéshez éljlink azzal a feltételezéssel, hogy ¢ a valtozdi szerint szétvalaszthaté harom masik
fiiggvényre, tehdt a ¢(x,y, z) megoldasfiggvény o (z)d(y)d(z) = XY Z alakba felbonthaté.

Egy kis 4talakitds utdn (203) {gy alakul:

d2X d?Y d2z 2Em
YZ—+XZ—+XY—=———XYZ. 204
dx2 + dy? * dz2 h2 (204)
XY Z-vel leosztva,
1d’X  1d%Y 1d2Z
——— +k*=0, (205)

X da? + Y dy? ' Z dz?

ahol k? = 25—2’” Legyen k? = kI + k2 + k2.
A (205) egyenlet ekkor hdrom egyenletté irhaté 4t, ahol mindegyikben csak egy valtoz6 szerepel

CX L K2X =0
(3121; + ng =0 (206)
4Z 1 k22=0

Tehat a megoldast visszavezettik az egy-dimenzios esetre, igy azt kapjuk, hogy

272
o 2 N T ‘o __ nzh
X = \/;bln( 2 3)) es EnI = 87:7,7
2 . myT ‘ nihz
Y = /#sin(=y) és By, = i (207)
nzh2

7= \[2sin(%52) 65 B, = iy
el y)sin( =T z). Az Gsszes

%sin(%x)sin( .

Tehdt a hulldmfiiggvényre igaz, hogy ¢(x,y,2) = XY Z =
2 2 2
energia pedig értelemszertien a tagok osszege: En, n,n, = b2 (%;” + %3 Z—;)
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7. ésszefoglalés

Szakdolgozatomban elGszor bevezettem a modellek leirdsahoz és megoldasahoz sziikséges matematikai de-
finicidkat és jeloléseket, majd ezek segitségével a témam kozpontjaban allé idofiiggetlen Schrodinger-egyenletet
ismertettem. Els6 példaként a szabadon mozgd részecske modelljét vizsgaltam meg, amelynek érdekessége
az volt, hogy nem rendelhet6 hozza valés kvantummechanikai rendszer, mivel a hullamfiiggvények nem
négyzetesen integralhatéak, de teljes rendszer itt is talalhaté. Ezutdn a harmonikus linearis oszcillator mo-
delljét vizsgaltuk meg részletesen egy dimenziéban, melyet a klasszikus fizikdban ismert modellbdl kénnyen
atiiltethettiink. Itt két megoldasi menetet is ismertettiink. Az elsé megoldédsnal sorbafejtés segitségével
a problémat visszavezettiik a Hermite-differencidlegyenletre, melynek megolddsa mar egyszertibb volt. A
masodik levezetésnél 1éptetd operdtorokat hasznaltunk, amelynek segitségével az alapallapotu hullamfiiggvényt
megkaptuk, amelyb&l a magasabb energiaszintii allapotfiiggvények is felirhatéak lettek. A kovetkezbkben
ismertettitk a Morse oszcillatort, amely a kétatomos molekuldk kotéseire egy pontosabb képet adott a har-
monikus oszcillatorhoz képest, illetve itt még azt is megkaptuk, hogy csak véges sok energia szint lehetséges
a harmonikus oszcilldtorral ellentétben.

Ezutdn a kvantumgrafok fogalmat vezettiik be, és par, az incidencia matrixra vonatkozé allitas beldtasa
utan, kiillonboz6 példakat ismertettiink. Tobbek kozott Weyl torvényét lattuk be, és a szekuléris determinans
fogalma segitségével a kvantumgrafokon egy moddszert adtunk a sajatértékfeladat megoldasara. Végiil az egy-
és haromdimenziés dobozba zart részecske modelljét jartuk korbe.

A targyalds soran lathattuk, hogy a kvantumkémia kiilonbéz6 modelljeinek ismertetéséhez és leirasahoz
is absztrakt matematikai fogalmakra volt sziikségiink, igy a preciz matematikai megolddsok megértése és
feltérképezése, ami a dolgozat célja volt, jobb ravilagitast szolgédl a kvantumkémia szertedgazé modelljeinek
értelmezéséhez.
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2. tablazat. MI eszk6z0k hasznalatanak dokumentalasa a szakdolgozatban

A felsoroltakon til méas MI alapt eszk6zt nem hasznaltam.
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