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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretném megkoszonni az egész csaladomnak az évek soran nytujtott kitarté tamo-
gatasukat. Halas vagyok, hogy minden vizsga el6tt szoritottak értem, biztattak a nehéz
id6szakokban, és mellettem &lltak a mélypontokon is. Nélkiiliikk ez az egyetemi ut sokkal
nehezebb lett volna.

Illetve, szeretném kifejezni halamat Dr. Fekete Imrének, akinek faradsagos munkéja
nélkiil ez a dolgozat nem tudott volna megvalésulni.



1. fejezet

Bevezetés

Kozonséges és parcialis differencialegyenlet rendszerek idébeli vizsgalatara tobbféle mod-
szert dolgoztak ki az elmult évtizedek sordn. Egyik fontos esete, ha a rendszer merev,
azaz gyors és lassi komponensek is jelen vannak benne. A klasszikus modszerek —mint
az explicit és implicit Runge—Kutta, vagy linearis tobblépéses modszerek— korlatai vila-
gosan megmutatkoznak ilyen esetekben: az explicit modszerek stabilitasa rendkiviil kis
idslépést kivan, mig az implicit sémak stabilak ugyan, de szamitasmatematikai értelemben
koltségesek.

E kihivasokra valaszul alakultak ki olyan vegyes (hibrid) modszerek, amelyek 6tvo-
zik az explicit és implicit modszerek elényeit. FEzek kozé tartoznak az IMEX (Implicit-
Explicit) sémak, melyek lényege, hogy a differencidlegyenlet jobboldalat két részre bont-
juk: merev és nem merev részekre. A merev, rendszerint linearis komponenst implicit
moédon, mig a nem merev, altalaban nemlinearis részt explicit médon kezeljiik.

A dolgozat célja az IMEX modszerek alapotletének, elméleti hatterének és numerikus
tulajdonsagainak attekintése, valamint azok alkalmazésanak bemutatasa konkrét felada-
ton keersztiil.

A ésPl fejezetek elméleti hattere foként Farago Istvan [B] jegyzetére épiil. A 2]
fejezetben megismerkediink az a Cauchy-feladatok alapfogalmaival, valamint azok nume-
rikus megoldasi modszereivel. Részletesen targyaljuk a két legfontosabb modszercsaladot:
a Runge-Kutta modszereket és a linearis tobb 1épéses modszereket ismertetve azok altala-
nos formuléjat, pontosséagi feltételeit (rendfeltételek), valamint leginkabb ismert verzioit.

A Bl fejezet kozéppontjaban a numerikus stabilitas all. Itt definialjuk a stabilitas fo-
galmat, megvizsgéljuk a Dahlquesit-féle tesztfeladatra a numerikus modszerekhez tartozo
stabilitasi fiiggvényeket, valamint bemutatjuk a merevség jelenségét, amely kulcsfontos-
sagi az IMEX modszerek motivaciojanak megértéséhez.

A [ fejezetben az IMEX modszerek részletes targyalasa kovetkezik. ElGszor azt
tekintjik at, hogy milyen tipusi feladatok esetén elényos az alkalmazasuk, és milyen szer-
kezeti tulajdonsagokat hasznalnak ki. Ezt kovetGen Ascher, Ruuth és Spiteri publikicioi
([, 121, [3],[10]) alapjan részletesen ismertetjiik az IMEX linearis tobblépéses, valamint
az IMEX Runge-—Kutta modszereket. A fejezetben egy egyszerii advekcioés probléman
keresztiil vizsgéaljuk a modszerek stabilitasi viselkedését is. Legvégiil pedig egy Fischer—
Kolmogorov csalddba tartozo egyenleten demonstraljuk egy adott IMEX Runge-Kutta
modszer elényét a konvencionélis Runge-Kutta modszerekkel szemben.

Az [ fejeztben a szakdolgozat eredményeit és meglatasait Osszegezziik.



2. fejezet

Numerikus modszerek
kezdetiérték-feladatok megoldasara

A bevezetésben mar emlitettiik, hogy az IMEX modszereket parcialis differencidlegyenle-
tek numerikus megoldésara alkalmazzak. Ezen egyenletek megfelels térbeli diszkretizacio
utan, példaul véges differencidkkal, id6fiiggs kozonséges differencidlegyenletek rendszeré-
nek kezdetiérték-feladatara vezethetsk vissza. Ezért még az IMEX modszerek vizsgalata
el6tt érdemes ezen rendszerek alapfogalmainak megismerésével kezdeniink.

2.1. Alapfogalmak

2.1.1. Definicié. Legyen T C R x R? tartomdny és f : T — R folytonos fiigguény a
(to,ug) € T pontban. Ekkor a

u'(t) = f(t,u(t))
U(t()) = Up
feladatot kezedetiérték-feladatnak, vagy Cauchy-feladatnak nevezziik.

Ennek megoldasa az ssze olyan u : I — R? meghatéarozasa, amely valamely I C R
intervallumon behelyettesithetd a feladatba, illetve kielégiti azt.

2.1.2. Definicié. Az olyan u : I — R? folytonosan differencidlhato fiigguényt, amelyre
o {(t,u(t)):tel} CGéstyel,
o u/(t) = f(t,u(t)) Vtel,
o u(ty) = up

a Cauchy-feladat megolddasanak nevezzik.

Gyakorlati feladatok esetében tobbnyire fizikai, kémiai, biologiai, illetve kdzgazdasagi
problémakat leiré Cauchy-feladatok egyértelmd megoldasat szeretnénk megtalalni. Ennek
feltételei talalhatoak meg az alabbi klasszikus egzisztencia és unicitas tételben, melynek
bizonyitasa példaul [12] monografia hatodik fejezetében olvashato.



2.1.1. Tétel (Picard-Lindelof). Legyen D C T tégla és (to, uo) € D, valamint f a mdsodik
vektor vdltozojaban Lipschitz folytonos D-n, azaz tetszéleges (t,uy), (t,uz) € D pontra
létezik L > 0 dllando, hogy

1 (8 un) = F(E ua)l] < flur = wal|.

Ekkor létezik olyan K(ty) kérnyzet, hogy létezik egyetelen u = K(to) — R? megolddsa a
kezedetiérték-feladatnak.

A Cauchy-feladatok esetében a t valtozo tipikusan az id6 valtozasat jeloli és igy ter-
mészetes, hogy a t > to-ra az u(t) értéket szeretnénk megkapni. Ezért a kezdeti ¢y id6pil-
lanatot vehetjiik tetszés szerint O-nak, ezaltal az I intervallumot pedig [0, T]-nak. Ekkor
a feladat a kovetkezd alakkot olti:

2.2. Alapvets egylépéses modszerek

A kezedetiérték-feladatok megoldasat sok esetben megkaphatjuk direkt szamitasokkal is,
azonban vannak esetek, amikor a megoldasok nem explicitek, igy altalanossagban numeri-
kus megolddst szoktunk keresni valamilyen kozelits eljaras segitségével. A kovetkezGkben
megismerekediink ezen modszerekkel és tulajdonsagaikkal.

Az egyik nagy csalddja ezen numerikus modszereknek az in. egylépéses modszerek.
Az elnevezés onnan ered, hogy a kozelités kiszamitasahoz kozvetlen az el6z6 idGegységben
kapott értéket hasznaljak fel.

A tovabbiakban a szemléletesség és az egyszertibb jelolésrendszer jegyében, az egydi-
menzids Cauchy-feladatot fogom vizsgalni.

u'(t) = f(t,u(t)), t €0,T], 2.1)
u(0) = up. '
2.2.1. Az explicit Euler-moédszer

Vegyiik a [0, T intervallumon a kovetkezd egyenld lépéskozii racsot:
w,=At,=nt,n=0,1,..., N1 =T/N}.

A dolgozat tovabbi részében ezen racshald pontjaiban szeretnénk kiértékelni a (2.1)) fel-
adatot kielégité u(t) megoldasfiiggvény numerikus kozelitését.

A numerikus formula készitéséhez integraljuk az u/(t) fiiggvényt a [t,, t,41] intervallu-

mon:
tn+t1 lnt1
/ W (1) dt = / Ftu(t)) dt.
tn tn

Az egyenlet baloldalat a Newton—Leibniz formula segitségével konnyen megkapjuk. A
jobb oldalon 1év§ integrélnal azonban nem feltétleniil tudunk pontos értéket szamolni,
igy ott valamilyen integral kozelitéssel kell élniink. Ennek az egyik legegyszertibb modja



a baloldali téglalap szabély, azaz a 7f(t,,u(t,)) értékkel val6 approximécié. Ekkor a
kovetkezd képletet kapjuk atrendezés utan:

u(tnir) = u(tn) +7f (o, ultn))-

Alapvetd célunk, hogy minden w,-beli t,, racspontra igaz legyen, hogy a racspontbeli y(t,,)
(tomoren jelolve y,) kozelits érték kozel legyen a pontos megoldas racspontbeli u(t,)
értékéhez. A természetes yo = ug kezdetiérték valasztassal adodik az y; = yo + 7f (to, Yo)
numerikus kozelités. Az eljarast folytatva az

yn+1:yn+7—f(tn7yn)7 n:()?]-)"'aN_]- (22)

un. explicit Fuler-mddszert kapjuk.

A explicit Euler-moédszer a nevét onnan kapta, hogy az y,.1 kiszamitasdhoz a
mar ismert ¢, és y, értékekre van sziikkség. A modszer szamitasi koltsége alacsony, hiszen
a kovetkezd lépéshez lényegében csak egy az f fliggvényértéket kell kiszamolnia. Azon-
ban vannak moédszerek, amelyek fliggnek vy, ,1-t6] és ekkor mar nemlinearis f esetén egy
nemlinearis algebrai egyenletet (4ltalanossagban rendszert) kell megoldanunk a kovetkezd
lépéshez. A kovetkezSkben ennek a legismertebb és legegyszertibb esetével foglalkozunk.

2.2.2. Az implicit Euler-moédszer

A (2.2) explicit Euler-modszer szarmaztatasahoz az j;i”“ f(t,u(t))dt integralt a balol-
dali téglalap szaballyal kozelitettiik. Most azonban nézziik meg, hogy mi torténik, ha a
jobboldali téglalap szaballyal szabéallyal kozelitiink:

U(tng1) = u(ty) + 7f (tn1, w(tni1))-
Az explicit Euler-moédszernél latott gondolatmenetet hasznélva adodik az
Yni1 = Yn + 7f(tns1,Yns1), n=0,1,... . N —1 (2.3)

an. implicit Euler-mdadszer.

Azért nevezzik a (2.3) modszert implicitnek, mert altalanosan nem fejezhets ki beléle
a Yno1 érték, igy minden egyes iteracional az

T —=Yn _Tf(tn-&-hm) =0

nemlinearis egyenletet kell megoldanunk. Ebbdl kifolyolag a szamitasi koltsége is je-
lentGsen nagyobb az explicit modszerekhez képest.

Az explicit és implicit Euler-modszerekbdl meritve tekinthetiink egy altalanos
Ynt1l = Yn + T(I)(Ta tna Yn, yn+1) (24)
egylépéses numerikus modszert, ahol ® a modszert meghatarozo fiiggvény.

2.2.1. Definici6. Azokat a mddszereket, amelyekre & = ®(7,t,,y,) —azaz a © figgvény
nem fiigg yn1-t6l— explicit modszereknek nevezzik. Amennyiben ® = O(7,t,, Yn, Yns1), @
modszert implicitnek nevezzik.



2.2.3. Numerikus moédszerek hibai és konvergenciaja

2.2.2. Definicio. Legyen t. € [0,T]. Az e, (1) = yn — u(t,) figgvényt a ® numerikus
maodszer t,, pontbeli globdlis diszkretizdcios hibafiigguényének nevezziik, ahol t, = nr. Azt
mondjuk, hogy a ® numerikus modszer konvergens a t,, pontban, ha

lime,(t.) =0.
7—0

Ha a ® numerikus mddszer konvergens a [0, T] minden pontjiban, akkor egyszerien kon-
vergens mddszernek nevezzik. A (2.2.2)) konvergencidjanak rendjét a ® numerikus mddszer
konvergenciarendjének nevezzik.

2.2.3. Definicio. Az 1, (1) = t,—u(t,) figgvényt, ahol tt, 1 = u(t,)+7P(7, ty, u(ts), Uni1)
€s t, € w, a P-numerikus maodszer t,, pontbeli lokdlis diszkretizdcios hibafiigguényének ne-
vezzik.

2.2.4. Definicio. A

In(7) = —u(tpgr) +u(tn) + 79(7, tn, u(tn), u(tni1))

figguényt a (2.4) alaki ® numerikus mddszer t,, € w, pontbeli lokdlis aprroximdcids hiba-
fliggvényének (vagy képlethibdjanak) nevezink. Azt mondjuk, hogy a ® numerikus mddszer
p-edrendben konzisztens, ha

gn(7—> = O(Tp+1)

valamely p > 0 dllandoval tetszdleges t,, € w, rdcspontra.

A (2.2) explicit Euler-modszer esetén a képlethiba g, (7) meghatarozasahoz az

2

ultar1) = ulty) + 7 (t) + S (t) + O(7),

Taylor-sorfejtés és u/(t,) = f(t,, u(t,)) Osszefliggés felhasznalasaval adodik, hogy

2
-
9n(7) = =y(tns1) +y(tn) + 7 (b, y(tn)) = =5y" (t2) + O(77).
Ez azt jelenti, hogy a modszer elsérendben konzisztens. A (2.3)) implicit Euler-modszer
képlethibajat hasonlé6 moédon hatérozhatjuk meg és vezethetjiik le, hogy a modszer els6-
rendben konzisztens.

2.3. Runge-Kutta moédszerek

Az explicit és az implicit Euler-moédszer is csak elsérendben konzisztens. Ezt a rendet
ugy tobbek kézott gy tudjuk névelni, ha a t,, és ¢, racspont kozott tébb helyen is kiér-
tékeljiik a fliggvényt és ezen értékeket alkalmas modon silyozzuk. Az ezen elven alapuld
modszercsalddok vezetnek az tn. Runge—Kutta maodszerekhez. A modszercsalad a nevét
Carl Runge-rél és Martin Willhelm Kutta-rél kapta. Runge 1985-6s cikkében mutatta be
az alapotletet az els6 modern numerikus differencidlegyenlet megoldé modszerre vonat-
kozoan [9]. Késsbb Kutta tovabbfejlesztette a modszert, amely ma az altalanosan ismert
Runge-Kutta modszerek alapjat képezi [§].



Ahhoz, hogy ezeket a magasabbrendd modszereket szarmaztassuk, az alabbi

/t T () dt

integralt kell minél jobban kozeliteniink valamilyen kvadratira alapi modszerrel. Ha is-
meriink vagy, legalabb ki tudunk szamolni csomépontbeli un. lépcsd értékeket a [t,,, 1]
intervallumon, akkor ezeknek a linaris kombinacioja jo becslés lehet az integralra. Ter-
mészetesen ezen modszercsalddnal is megkiilonboztethetiink explicit, illetve implicit mod-
szereket. Ezeket a kovetkezSkben kiilon fogjuk targyalni.

2.3.1. Explicit Runge-Kutta moédszerek

2.3.1. Definici6. Legyen s > 1 egy adott egész szam. A rigzitett a;j, c;, by € R értékek

melletti )
}/i:yn—i_TZaijf(tn_’_ch)}/j)v i:1a27"'787 (25)

j=1
yn+1:yn+72bif(tn+cn,¥;), i=1,2,...,8 (2.6)

=1

numerikus modszert s-lépcsds Runge—Kutta tipusiu modszernek nevezziik.

2.3.1. Megjegyzés.

e A Runge-Kutta tipusi mddszereket s>+2s darab paraméter hatdrozza meg. Egy adott
maodszert eqy mdtriz €s két vektor segitségével szoktdk megadni, ahol A = (aij>,ij:1 €
Re*s b7 = (b;)5_, € R®, valamint c = (¢;)i_; € R®. Ezeket a paramétereket az aldbbi

C1| @11 a2 -+ Qs
Co | Q21 Q22 --- Q2
Cs | Qg1 Qg2 st Ogs

bl b2 e bs

un. Butcher-tabloban tdroljuk.

o A (2.5)-(2.6) s-lépcsds Runge—Kutta mddszerrel ekvivalens felirds

ki=f (%—1 + GT, Yn—1 + TZaiij) , t=1,...,s, (2.7)

J=1

yn+1 = UYn —|— T Z bzkl (28)
i=1

A fenti (2.7)-(2.8|) felirds a (2.5))-(2.6)) felirdssal azért tekinthetd ekvivalensnek, mert
azok pontossdgi feltételei megegyznek. A (2.7)-(2.8) alak a derivdltfiggvényt kizeliti
koztes pontokban a megolddsfiigguény helyett.

2.3.2. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogyha a maodszer A mdtriza szigorian alsohd-
romszog matriz, akkor a Runge—Kutta modszer explicit.



A kovetkezSkben nézziink meg néhany nevezetesebb Runge-Kutta tipusi moédszert,
illetve, hogy ezeket milyen kozelitésekbdl kaphatjuk meg.

Ha a ([2.3)-es intergralt az

/t T ) de~ 7S (fursov (ts1))

kozépponti szabaly segitségével szeretnénk kozeliteni, akkor az implicit részt explicit mo-
don kozelitve (lasd [I]) a

kl = f(tnayn)a
T T
ko = (n o Yn _k>7
o= fly +2 Yy +2 1
ynJrl:yn_'_TkQ

un. explicit kézépponti mdodszerhez, vagy javitott Euler modszerhez jutunk.

Az egyik legismertebb és leggyakrabban alkalmazott Runge-Kutta modszer az tun.
RK4, amely a Simpson—szabalyon alapul. Ennek alakja:

kl = f(trwyn)a
T T

k2 = f (tn+ ann"i_ §k1) >
T T

kS = f (tn+ §7yn+ §k2) >

k4:f<tn+7_7yn+7'k3)7

k 2k 2k k
yn+1:yn+7_(_1+_2 3 —4)

6 6+6+6

Lentebb meadjuk az eddig definidlt explicit Runge-Kutta modszerekhez tartozo But-
cher tablokat.

e Explicit Euler

00
1
e Javitott Euler
0/0 O
213 0
01
e RK4
0/0 0 0 O
310 5 00
110 0 1 0
I 1 1 1
6 3 3 &6




2.3.2. Runge—Kutta moédszerek rendfeltételei

Az Gjonnan szarmaztatott modszerek esetében nemtrivialis tébbvaltozos Taylor-sorfejtés
utan adodik a magasabb konzisztenciarend. A lépcsGszamok novelésével természtesen
adodik, hogy a magasabb konzisztencia rendet garantélo rendfeltételek szama is novekszik.

Egyfajta konvencioként alapvets elvaras lehet a Runge-Kutta modszerekkel szemben,
hogy a konstans fliggvény integraljara pontos legyen, azaz, hogy teljesiiljon az

/lcdt—c— ibif(c@-) = ibic
0 i=1 i=1

Osszefiiggés. Ebbdl adodik, hogy a Zbi = 1 feltételnek teljesiilnie kell. Ez a legelsd
i=1
rendfeltétel, melynek vektoralakja

ble,
ahol e a megfelel§ egységvektor. A Runge-Kutta modszerek masik alapvetd struktuaralis
feltétele, hogy a ¢ vektor elemei megegyeznek az A matrix sordsszegeivel, azaz

Ae = c.

Ez nem klasszikus rendfeltétel, hanem a modszer koherencidjat biztosito osszefiiggés. Ha
ez nem teljesiil, akkor a modszer nem értelmezheté standard Runge-Kutta modszerként.

A

=1k . FTeR & C =diagle, e, ..., i) € R¥E

jeloléseket bevezetve a 2.1 tablazatban felsoroljuk a p = 4 renddel bezéarolag a Runge—
Kutta modszerek rendfeltételeit.

P rendfeltételek
1 ble=1
2 blec = %
T2 1 TA. _ 1
= o =
4 8
b Ac? = 1—12, b A%c = i

2.1. tablazat. A Runge—Kutta modszerek rendfeltételei negyedrenddel bezarolag.

Ezek alapjan ellenérizhetd, hogy a javitott Euler-moédszer masodrendben, mig az RK4
negyedrendben konzisztens.

Megfigyelhetd, hogy az eddig vizsgalt Runge-Kutta modszereknél a lépesék szama
megegyezik a renddel. Ez azonban csak p = s = 4-ig igaz. Ez s > 5-nél nem teljesiil.
Altalaban nem ismert, hogy egy tetszéleges p-edrendii modszerhez hany darab lépcss
sziikséges. A tablazat Osszefoglalja, hogy az adott rendd modszerhez hany feltétel,
lépcsé és paraméter tartozik.

10



rend 11213 4 51 6 7 8
feltételek szama 11214 8 17| 37 85 200
lépessk szama 11213456789 /10] 11
paraméterek szama | 1 |3 |6 | 10 | 15 | 21 | 28 | 36 | 45 | 55 | 66

2.2. tablazat. A Runge—Kutta modszerek rendfeltételeinek, lépcsdinek és paramétereinek
szama.

2.3.3. Megjegyzés. A[2.5 tdbldzat magyardzatot ad arra is, hogy példdul az Gtlépesds
Runge—Kutta maodszer, miért nem lehet 6todrendd. Ahogy ldathatd a szabad paramétereinek
a szdma 15, azonban az otodrendiséghez 17 feltételt kell kielégitenie,igy nem lehetséges
olyan paraméterezés, amely minden sziikséges rendfeltételt teljesitene.

2.3.4. Megjegyzés. Jogosan meril fel a kérdés, hogy melyik Runge—Kutta mddszert ér-
demes alkalmazni eqy adott probléma esetén. A tébblépcsds maodszerek dltaldban nagyobb
pontossdgot és jobb konzisztencidt kindlnak, azonban a paraméterek szamdnak névekedése
jelentds szamitdsi tobblet terhet is jelent, amely nem minden feladatndl indokolt. Eppen
ezért az eqyik leggyakrabban alkalmazott modszer a klasszikus négy lépcsds Runge—Kutta
mddszer (RK/), amely sok gyakorlati esetben jo kompromisszumot nyijt a szamitdasi kolt-
ség €s a pontossdg kozott. Ugyanakkor eldfordulhat, hogy még az RK) is csak kis lépéshossz
mellett szolgdltat kellGen pontos eredményt, ezért a megfeleld modszer kivdlasztdsa mindig
az adott probléma sajdtossdgaitol fiigg.

2.3.3. Implicit Runge-Kutta moédszerek

Amennyiben a Runge-Kutta mddszert definidldo A € R**® matrix nem szigortian als6hé-
romszog matrix, akkor a modszert implicit Runge-Kutta (IRK) modszernek nevezzik. A
nemlinearis algebrai egyenletrendszer megoldésaban konnyebbséget jelent, ha az A also
haromszog matrix. Ezek az un. diagondlisan implicit Runge—Kutta (DIRK) mddszerek. A
szamitasmatematikai koltségei ellenére a kovetkezd tulajdonsagaik miatt szeretnek impli-
cit modszereket alkalmazni:

e ugyanolyan lépcsdszam mellett magasabb rendben pontosak;

e altalaban jobb stabilitasi tulajdonsidgokkal rendelkeznek.

Az explicit Runge-Kutta (ERK) modszerekhez hasonloan itt megadjuk a mér emlitett
implicit médszerek Butcher-tabloit.

e Implicit Euler

1|1
1
e Implicit kdzépponti modszer
11
1

Tovabbi magasabbrend IRK modszereket hasonléan az explicit modszerekhez szo-
fisztikaltabb kvadratirdkbol szarmaztathatunk. FEzek megtaldlaséhoz tn. kollokécios
modszert hasznalunk, amelyek a Gauss alappontokon alapulnak (lasd [I], 4.7.1.).
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e A Radau-mddszernél olyan alappontokat valasztunk, ahol az intervallum egyik vég-
pontja (vagyis ¢; = 0 vagy ¢; = 1) hozzatartozik az alappontokhoz. A moédszerek
pontossaga p = 2s — 1. Attol fiiggben, hogy a kezds- vagy végpontot valasztjuk
megkiilonbozetliink Radaul és Radaull modszereket.

e A Lobatto-mddszer olyan alappont megvalasztasi modszer, amikor az intervallum
mindkét végpontja hozzatartozik az alappontokhoz (¢; = 0 és ¢; = 1). A modszer
pontossaga p = 2s — 2.

e Amennyiben az intervallum végpontjai nem alappontk, akkor a Gauss alappontok
megvalasztasaval a Gauss—Legendre-mddszer pontossaga p = 2s.

2.4. Tobblépéses modszerek

A Runge-Kutta modszereknél eddig tgy értiink el magasabb konzisztenciarendet, hogy
egy részintervallumon beliil a jobboldalt tébb ponton is kiértékeltiik. Létezik azonban egy
mésik lehetGség is: nemcsak az aktualis 1épés el6tti racspontban vett kozelitést hasznaljuk
fel, hanem az azt megel6z6 értékeket is bevonjuk a szémitasba. A legels 1855-6s tobblé-
péses modszer Augustus De Morgan nevéhez flizédik. Az egyik legismertebb tobblépéses
modszert Francis Bashforth publikélta 1883-as cikkében [4], azonban a modszereket J. C.
Adams dolgozta ki.

Az altalanos definicio megadésa el6tt vezessik be az f, = f(t,, y,) jelolést.

2.4.1. Definicié. Az adott ag, o, ..., o €s By, B, ..., B eqyiitthatok mellett az

QOYnt1 + 1Yn + -+ Ynr1k = T [Bofoss + Bifa + -+ Befurril, (2.9)
iterdciot, aholn +1=Fk, k+1,..., linedris, k-lépéses modszernek nevezziik.
2.4.1. Megjegyzés.

o A tovdbbiakban feltessziik, hogy g # 0, hiszen ellenkezd esetben nem tudndnk v, 1
értékét meghatdrozni. Konvencio szerint feltessziik, hogy ag = 1.

o A By = 0 wvdlasztdsdval explicit modszert kapunk, eqyébként a tobblépéses mddszer
implicit.

o Egy (2.9) tobblépéses mddszert az o €s fB; paramétereivel definidlunk. Ha két mdd-
szer egyiitthator konstansszorosai eqymdsnak, akkor a két modszert nem kilonboztet-
Jik meg.

A Runge-Kutta médszerekhez hasonléan itt is felmeriil a kérdés, hogy a modszerek
rendjét itt is tudjék-e garantalni a kiilonbo6z6 egyiitthatok kozotti osszefiiggések. Tekint-
siik elszor a modszerek képlethibajat:

k

gu(r) = > _lagultniry) = 78 f (basr — 7, ultnis — j7)].
=0

Az W/ (thi1-j) = f(tny1—j, u(tny1—;)) Osszefliggés mellett adodik, hogy

gn(T) = Z[Oéju(tnﬂfj) — 7850 (tny1-5)].

J
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Ezutan az u(t) és u'(t) fiiggvényeket p-ed, illetve p — 1-ed renddel bezarolag a t = t,,
pont koriili Taylor-sorfejtéssel adodik, hogy

9n(7) = dou(tnir) + 7d1d (tnir) + 72dott” (1) + oo+ TPdu? (tog1) + O(771),

ahol
k
do =) oy,
=0
k
dlz_Zjaj—l_/B])
=0
iy
dy = Z 512% + 755,
=0
P 1
— (_1\P sy p—1 13
d, = (—1) ;p!j a]—|—<p_1>!j ;.

Ezen levezetésnek koszonhetSen adodik, hogy egy tobblépéses modszer p-edrendt, ha
dy =dy = ... =d, =0. Azaz az alabbi tételt bizonyitottuk be.

2.4.1. Tétel. A k-lépéses maodszer p-edrendi, ha a mddszert definidld paraméterekre tel-
jestilnek az aldabbi feltételek:

aozl, :O,

hE

J=0

k k
1 s i

EE ]aj—l—g P =0, s=1,2,...,p.
=0 =0

2.4.1. Adams-modszerek

A lineéris tobblépéses modszerek egyik nagy csaldadja az Adams-mddszerek, amelyek a
kezdetiérték-feladatok baloldali derivaltjat az elérefelé halado == véges differenciaval
kozelitik. Azaz az altalanos k-1épéses felirasban ag =1, a1 = =1, s = a3 =--- = a5, = 0.

2.4.2. Definicio. Az i
Yn+1 — Yn = TZijn—i-l—j
=0

alaki modszereket k-l1épéses Adams-mddszereknek nevezzik.
2.4.2. Megjegyzés.

o Az Adams-maodszereknek két nagy csaladja az explicit Adams—Bashforth-maodszerek,
valamint az implicit Adams—Moulton-maodszerek.

o Az eqyik legismertebb explicit Adams maddszer a kétlépéses Adams—Bashforth-mddszer,
melynek alakja:

3 1
Yntl = Yn + 7T (§fn - Efnl) .
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o Az dltaldnos levezetésiinkbdl adodik, hogy a k-lépéses Adams—Bashforth-maodszerek
konzisztenciarendje p = k.

o Az Adams—Moulton-mddszereknél a legelterjettebb az eqylépéses verzidja, mely az
explicit és implicit Euler-mddszerek 1/2 sillyal vett linedris kombindcidja, az in.
trapéz-modszer, melynek alakja:

1 1
Ynt1 =Yn + T (ifn + §fn+1>

o Az dltaldnos levezetésiinkbdl adodik, hogy a k-lépéses Adams-—Moulton-maodszerek
konzisztenciarendje p = k + 1.

Gyakorlatban az implicit Adams—Moulton-moédszereket explicit médon implemental-
jak. El6szor egy Adams—Bashforth-modszerrel kiszamolt y, értékkel megjoésoljuk a t,
idérétegen a kozelit§ értéket, majd az Adams-Moulton-moédszerrel javitjuk a numeri-
kus megoldést a kovetkezd moddon: a jobboldalon szerepls [y f, implicit f, tag helyett
= f(tn,y’) értékkel dolgozunk. Az igy kapott modszereket prediktor-korrektor (joslo-
javité) modszernek nevezzik.

2.4.2. BDF-mo6dszerek

A masik nevezetes tobblépéses modszercsalad a retrograd differencia mddszerek (angolul:
Backward Differentiation Formulas ~ BDF). Amig az Adams—tipust modszerekben a de-
rivaltat elGrefelé halado véges differenciahanyadossal kozelitettiik, valamint a jobboldalt
egy interpolalé polinommal approximaltuk a korabbi f értékeken, addig a BDF-modszerek
esetén ennek forditottjat alkalmazzak. Itt a derivaltakat visszafelé halad6 véges differen-
ciahanyadosok segitségével kozelitjiik, azaz tobb korabbi y értéket vonunk be a baloldalra.
A modszer altalanos alakjaban a jobboldalon csak az aktuélis f(t,11, Yns1) Szerepel, azaz

egyediil 5y # 0.

2.4.3. Definicié. Legyen Y7y, .1 a visszafelé haladd differencia operdtor j-szer alkalmaz-
va y-ra a t, 1 pontban. A

k

1 .
g Vi1 = BoT f(tns1, Ynt1)
=0/

alaki tobblépéses modszert BDF-maodszernek nevezziik.
2.4.3. Megjegyzés.
o A k=1 esetre vonatkozé BDF-mddszer az implicit Euler-mddszert adja.

o Az dltalanos levezetésiinkbdl kévetkezik, hogy a BDF-mddszerek konzisztenciarendje
p=k.

o A stabilitdsi tulajdonsdgok eqyik fontos kévetkezménye, hogy gyakrolatban a k > 6
lépésit BDF-maodszereket gyakorlatban nem alkalmazzdk.
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3. fejezet

Numerikus modszerek stabilitasa

Az eddigiekben Runge-Kutta és tobblépéses modszerek kiilonbo6z6 csaladjait és ahhoz
tartozo konzisztenciarendjeit ismerhettiik meg. Ebben a fejezetben a mddszerek stabilitési
tulajdonsagait ismerhetjiik meg.

3.1. A Dahlquesit-féle tesztfeladat

A numerikus modszerek alkalmazasakor fontos cél a pontos megoldas kozelitése mellett,
hogy a moédszer hasznalatakor felléps hibak ne vezessenek a megoldas eltorzulasdhoz. Egy
modszert intuitivan akkor nevezhetiink stabilnak, ha a képlethiba altal szolgaltatott hiba
korlatosan akkumulalodik.

Tekintsiik az
u'(t) = u(t), A eC,

u(0) =1

tn. Dahlquist-féle tesztfeladatot, melynek megoldasa u(t) = eM. Ez t — oo esetén

kiilonbozs A € C értékek mellett mas mindségi megoldast eredményez. Egy numerikus
megoldasnal célunk, hogy az is lekovesse a fliggvény viselkedését. Annak van értelme
ebben az esetben, ha a megoldas korlatos marad, azaz amikor Re(\) < 0.

Alkalmazzuk az explicit és implicit Euler-modszereket a tesztfeladatra. Ekkor az alab-

bi sszefiiggések adoédnak:

e Explicit Euler-modszer
Yn+1 = (1 + T)‘)yna

e Implicit Euler-modszer
1
Ynt1 = myn

Altalanossagban az egylépéses modszerek esetében a tesztfeladatra valé alkalmazas utén
az

Ynt+1 = R(Z)yn (3'1)

osszefiiggés adodik, ahol z = 7A € C. A (3.1]) Osszefiiggésben szerepls R(z) fiiggvényt a
numerikus modszer stabilitdsi fiiggvényének nevezziik. A kivanatos Re(\) < 0 feltétel az

[R(2)] <1 (3.2)
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feltétel teljesiilését vonja maga utéan. esetén fog teljesiilni. Azon z € C komplex szamok
halmazat, amelyre fennall, a modszer abszolut stabilitdsi tartomdnydnak nevezzik.

A [B] abran nyilvanvalo valik, hogy szamitasmatematikai koltségessége ellenére az
implicit Euler-modszer sok esetben a nagy stabilitési tartoménya kovetkeztében prefera-
land6 az explicit Euler-modszerrel szemben.

3

Im(z)
o

Im(z)

T . T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Re(z) Re(z)

3.1. abra. Az explicit (bal) és implicit (jobb) Euler-modszerek stabilitasi tartoméanyai.

3.2. A-stabilitas és merevség

3.2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy numerikus maodszer A-stabil, ha a stabilitasi
tartomanya tartalmazza a C; = {z € C: R(z) <0} C C komplez félsikot.

Mint ahogyan azt a3.1 abran is lathatjuk, az implicit Euler modszer rendelkezik az A-
stabilitas tulajdonsagaval. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy a modszer jol tudja kévetni
a korlatos megoldés viselkedését tetszéleges 1épéskoz valasztasa esetén. Intuicio alapjan
egy explicit modszer nem lesz A-stabil, mig egy implicit modszer az lehet. Vizsgaljuk
meg, hogy magasabbrendd modszereknél is igaz lesz-e ez az intuicio.

Runge-Kutta modszerek

Kezdeti 1épésként hatarozzuk meg a modszerek stabilitdsi fligguényét. Egy tetsz6leges
p-edrendd Runge-Kutta modszert a tesztfeladatra adodik, hogy a stabilitasi fiiggvénye

R(z) =14 20" (I — zA) e

Elegendéen kicsi 7 mellett az (I — zA)~! Neumann sorét felirva, majd ebbe helyette-
sitve a p-edrendd modszer rendjét felhasznalva adodik, hogy

oo

—1—1—221“——}— Z z bTAk e

k=p+1
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Explicit Runge-Kutta (ERK) esetben kihasznalva az A matrix szigortan alsoharmszog
tulajdonsagat adodik, A* =0, k > s+ 1. Ekkor az ERK stabilitasi fiiggvénye

—1—|—Zz —+ Z (T AM e
! k=p+1

Az ERK modszerek stabilitasi fiiggvénye egy legfeljebb s-edfokti polinom. Ennek
kovetkeztében ez |z| — oo esetén szintén tart a végtelenbe. Emiatt az ERK modszerek
nem lesznek A-stabilak, hiszen a stabilitési tartomanyuk nem tartalmazzakk a teljes Cy
komplex félsikot.

Mivel k£ = 1,2,3,4-re a modszerek rendje megegyezik a 1épcs6k szamaval, igy ezek

stabilitasi fliggvénye
P
1
— k_—
z)=1+ ,; S
=1

Stabilitasi tartomanyukat a abarn lathatjuk.

4

[0 RK4
00 RK3

RK2
0 RK1

Im(z)
(=]

-2 4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Re(z)

3.2. abra. Az ERK1-4 modszerek stabilitasi tartoméanyai.

A kovetkezokben vizsgaljuk meg a Runge-Kutta modszerek stabilitasi tulajdonsagait.
3.2.1. Tétel. Egy tetszdleges Runge—Kutta modszer stabilitdsi fliggvénye

det(I — zA + ze - bT)
det(I — zA)

R(z) = (3.3)
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Bizonyitds. A (2.5))-(2.5) s-1épcsés Runge-Kutta modszer képletét a tesztfeladatra alkal-
mazva adodik az
Y =ype+ 7ANY = ye + zAY

Osszefiiggés, azaz

}/; ZZaZj}/}_yn Zzla S (34)
j=1
Mésrészt
Y1 = (1 + 207 (I — zA)7'e) yn,
igy

Yni1 =2 b)Yy = yn. (3.5)
j=1

Ekkor - egy linearis algebrai egyenletrendszert jelent az Y1, Y5, ... ks, yni1
Osszesen s + 1 darab ismeretlenre nézve. Jelolje y € R*T! ezen ismeretlenek vektort.
Ekkor az egyenletrendszer felirhaté By = f alakban, ahol a rendszer f € R**! jobb
oldala f = y,e alaki, mig a rendszer B € RETDX(+) cayiitthatomatrixa

1—za7, —za;x -+ —zays O
—zao; 1 —2zagy -+ —zags O
B =
—2041 —Z2Qgyy -+ 1l —2zags O
—zby —zby -+ —2zb, 1

Ebbél a rendszerbél az y,.; ismeretlent a Cramer-szaballyal meghatarozva adodik,
hogy

det(Bf)
Yn+tl = T\
det(B)
ahol

1-— Za11 —Za19 e —ZA1s Yn
—Z0a921 1— zZQgoy - —ZAag Yn
By = - S
—Z0g41 —Z0s2 e 1= Z2Qss  Yn
—Zb1 _Zb2 T _st Yn

Koénnyen lathato, hogy det(B) értékét az utolso oszlop szerinti kifejtéssel kozvetleniil
meghatarozhatjuk, és ekkor

det(B) = det( — zA).

Tovabba det(By) értékének meghatarozasahoz vonjuk ki az utolso sorat rendre a felette
1év6 sorokbol. Ezutén az utolsé oszlop szerinti kifejtéssel mar lathato, hogy

det(By) = yndet(I — zA + ze - b7).

A két determinans értéket helyettesitve adodik az allitas. O]
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A (3.3) racionalis tortfiiggvénynek az e* pontos megoldast kell kozelitenie, amit az
IRK modszereknél Padé-tipusi kozelitessel tudunk megtenni. A részleteket mellGzve az
alabbi stabilitasi eredmények igazolhatok:

e Egy s-1épcsds Radau-féle IRK modszer stabilitasi fiiggvénye az exponenciélis fiigg-
vény Rs_1(2) maximalis rendd Padé-tipust approximaci6ja, igy ezek a modszerek

A-stabilak.

e Egy s-1épcsds Lobatto-féle IRK modszer stabilitasi fliggvénye az exponencialis fiigg-
vény Rs_1s—1(2) maximalis rendd Padé-tipust approximaci6ja, igy ezek a modszerek

A-stabilak.

e Egy s-1épcsds Gauss—Legendre-féle IRK modszer stabilitasi fliggvénye az exponen-
cidlis fiiggvény R, (z) maximalis rendd Padé-tipusi approximacioja, igy ezek a
modszerek A-stabilak.

Tobblépéses modszerek

A (2.9) linearis tobblépéses modszerek (LTM-ek) stabilitasvizsgalata a Runge-Kutta mod-
szerekhez képest Osszetettebb feladat és terjedelme korlatok kévetkeztében mindossze egy
tomor Osszefoglalassal éliink. A stabilitashoz kotods egyik kulesfogalom a gydkkritérium
lesz.

3.2.2. Definicio. A .
p(&) = a;gk (3.6)
j=0

k-adfoki polinomot a m-lépéses LTM elsd karaszteriktikus polinomgjdnak nevezziik.

3.2.3. Definicid. Azt mondjuk, hogy eqy LTM-re teljesil a gyokkritérium, ha a (3.6) elsé
karakterisztikus polinom &; gyokeire teljestilnek, hogy

o & <1, j=1,...,k, illetve
o a || =1 tulajdonsdgi gyokok egyszeresek.

Ezen definiciok mellett bizonyitas nélkiil ismertetjiik a LTM-ekre vonatkoz6 konver-
gencia allitast.

3.2.2. Tétel ([5], 5.2. Tétel). Ha eqy LTM konzisztens és ésrvényes rd a gyokkritérium,
akkor konvergens is.

LTM-ek esetén az A-stabilitas bizonyitasa nemtrivialis és sajnalatos médon minddossze
néhéany modszer és csak alacsony konzisztenciarenddel bir a kivanatos tulajdonsaggal.
Ezek az un. elsd és mdsodik Dahlquist korldtok, melyek szerint

e az explicit LTM-ek nem lehetnek A-stabilak;

e az A-stabil LTM-ek rendje nem lehet ketténél nagyobb.

19



Merevség

Sok modell esetén elGfordul, hogy a rendszer kiilonb6z6 komponensei eltérs idgskalan val-
toznak, azaz egyes részek gyorsan, mig masok lassan modosulnak. A merevség definialasa
sokdig intuitiv alapd volt. Tobbnyire gy értelmezték, hogy olyan feladatok, amelyeken
az explicit modszerek szignifikansan rosszabbul miikédnek az implicit modszerekhez ké-
pest. Erre a leirasra az ad magyarazatot, hogy a feladatban jellemz§ gyorsabb fazist egy
explicit modszer csak nagyon kis 1épéshossz mellett képes kdvetni.

Példa gyanéant tekintsiik a kovetkez§ Cauchy-feladatot:

u'(t) = 100(u(t) — sin(t)) 4 cos(t), t € [0, 1],
u(0) = 1.
Koénnyen lathato, hogy itt a 100(u(t) — sin(¢)) tag gyorsan, mig a cos(t) tag lassan
valtozik az id6ben. A megoldas mas skaldn torténd léte a megoldas abrézolasa soran is

nyilvanvalo, melyet a[3.3] abran lathatunk.

u(t) = el%0 4 sin(t)

20000 A

15000 +

= 10000

5000 A

t

3.3. abra. A példa megoldéasa: u(t) = e'% + sin(t).

A merev feladatok tobbféle értelemben is kihivas elé allit egy numerikus modszert. A
merevség mértékének megallapitdasa és definidlasa egy kozel hatvan éves folyamatot vett
igénybe és szofisztikalt logaritmikus Lipschitz normakon alapulé technikékat kovetel [11].

A kovetkezs fejezetben a merev feladatok megoldasara egy hatékony numerikus mod-
szerrel, az un. implicit-explicit (IMEX) tipust modszercsaladdal foglalkozunk.
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4. fejezet
IMEX-modszerek

A fizika, kémia és bioldgia teriiletén gyakran felmeriil6 advekcio-diffuzio, vagy reakcio-
diffazio parciélis differencidlegyenletek (PDE-k) tipikusan merev és nem merev tagokbol
allnak. Ennek numerikus megoldésara elterjedt modszer az implicit-explicit (IMEX) mod-
szerek hasznalata.

Az ilyen probléméknal a diffizios tagok inkabb merevek, mig a konvekcios, vagy reak-
cios tagok nem merevek. Ebbdl kifolyolag térbeli diszkretizacié utan célszerd idében az
elébbieket impliciten, mig az utoébbiakat explicit médon diszkretizalni.

Tekintsilink egy id6fliggs parciélis differencialegyenletet, melyben a térbeli derivaltakat
valamilyen klasszikus térbeli modszerrel (példaul véges differencia sémékkal, vagy spektral
modszerrel) diszkretizaltunk. Ekkor a kapott szemidiszkrét, mégpedig idében folytonos
kozonséges differencidlegyenlet (KDE) rendszert az alabbi altalanos alakban irhatjuk fel:

W = f(u) +vg(u) (4.1)

Itt f a konvekcios, vagy reakcids tagot reprezentalja, ami altalaban a nem merev nem-
lineéris tag és igy ezt érdemes explicit modszerrel kezelni. A vg(u) azonban egy linearis
diffazios tag v nemnegativ paraméterrel, igy erre a tagra merevsége miatt érdemes implicit
modszert alkalmazni, mely jobb stabilitasi tulajdonsaggokal bir egy explicit modszerhez
képest.

A tovabbiakban a (4.1)) feladatra alkalmazott specialis IMEX modszercsaladok konkrét
sémaival, valamint ezek stabilitasi tulajdonsagaival foglalkozunk. Két f6 modszerosztalyt
kiilonboztetiink meg:

e tobblépéses IMEX modszerek;
e IMEX Runge-—Kutta modszerek.

Mindkét osztéaly sajatos elényckkel és kihivasokkal rendelkezik, és mas-més alkalma-
zési teriileteken bizonyulhat hatékonynak. Osszeségében elmondhat6, hogy a tobblépé-
ses IMEX modszerek univerzalisabbak, azonban vannak problémak, amelyekre az IMEX
Runge—Kutta modszerek jobb teljesitményt nyujtanak. A kovetkezd alfejezetekben rész-
letesen bemutatjuk a két modszercsalad jellemzéit, példakat adunk gyakran hasznélt sé-
mékra, és elemezziik azok stabilitasi tulajdonsagait.
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4.1. Tobblépéses IMEX-mobdszerek

El6szor tekintsiik a linearis tobblépéses IMEX modszereket, illetve azok altalanos alakjat.
Legyen 7 a lépéskoz és y, a t, = 7n id6pontban lévé numerikus megoldas. A (4.1
feladatra alkalmazott k-1épéses IMEX séma alakja

k 1

1

_yn+1+ 5 AjYn—j = § b f Yn— ] +v § ng Yn— ] (4.2)
J 0 Jj=-1

ahol ¢_; # 0. ElegendGen sima u(t) megoldasfuggveny mellett a modszerhez
tartozo lokalis approximéciés hibara t = t,, pont koriili Taylor—sorfejtéssel és kozvetlen
szamolassal adodnak a p-edrendi rendfeltételek:

k—1
1+Z(1j:0,

k—1 k—1
1= ja; = Z’%—Z%
j=1 j=—1
k—1 . k—1 k—1
1 j° . . (4.3)
LV DL ) TR
j=1 j=1 j=1

Bizonyitéas nélkil kozoljiik az alabbi allitast.
4.1.1. Tétel ([2], Tétel 2.1.). A (4.2) k-lépéses IMEX mddszerekre az alabbi dllitdsok

1gazak:

(a) A (4.3) rendfeltételben lévd 2p+ 1 feltétel linedrisan figgetlen, igy létezik k-adrendd
k-lépéses IMEX maodszer.

(b) Egy k-lépéses IMEX mddszer rendje nem lehet magasabb, mint k.

(c) Egy k-lépéses k-adrendd IMEX mddszer k paraméterrel rendelkezik.

Probljunk meg egy egylépéses elsérendii modszert konstrualni. A Tétel értelmé-
ben ez megvalosithato egy paramater mellett, melyet jeloljiink y-val. A nagy csonkolasi
hiba elkeriilése érdekében legyen 0 < v < 1. Ekkor adodik, hogy

Yni1 = Yo = T (Yn) + v7((L = 7)9(Yn) + 79(Ynt1))- (4.4)

Ha (4.4)-ben v = 0, akkor az explicit Euler-modszert kapjuk, mely teljes explicit
mivolta miatt, nem ad hozza a vizsgalando6 feladathoz. Ugyanakkor, ha v = 1, akkor az

Ynt1 = Yn = Tf(Yn) + 79 (Yn11) (4.5)

numerikus modszer a legegyszertbb implicit, tn. IMEX FEuler-mddszerhez vezet. A
(4.5) modszer a merev tagot implicit, a nem merev tagot pedig explicit Euler-modszerrel
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kezeli és olyakor az irodalomban szokés szemi-implicit BDF (SBDF) modszernek is nevez-
ni.

Az IMEX Euler-moédszer nyilvanvalo elénye, hogy viszonylag egyszerii és gyorsan ki-
szamithat6. Ugyanakkor, amint azt a stabilitas vizsgalat soran latni fogjuk, bizonyos
alkalmazéasokban instabilitas léphet fel.

Masodrendi kétlépéses IMEX modszerek esetén a|4.1.1) Tétel alapjan két paraméter
all majd rendelkezésiinkre: v és c. Ha a leend6 mésodrendd séméat a n + v idépontra
centréaljuk, akkor az alabbi

(122 (- oo

y [(7 + g) 9(Yns1) + (1 =7 — ) g(ya) + gg(yn—l)

csaladot szarmatatjuk. A (4.6) modszercsalad tartalmazza a leggyakrabban hasznéalt
tobblépéses IMEX modszereket.

e A (v,¢) = (1/2,0) valasztas az un. CNAB sémat eredményezi. Az elnevezést az
inspiralja, hogy a modszer az implicit részben az in. Crank-Nicolson formulat, mig
az explicit részben a masodrendi Adam—Bashforth modszert hasznélja.

e A CNAB médszerhez hasonlo, azonban jobb csillapitési tulajdonsagokkal rendelkezd
(v,¢) = (1/2,1/8) valtozatot mddositott CNAB (MCNAB) médszernek nevezziik.

e A (v,¢) = (0,1) megvalasztasaval a modszer az an. leap frog (magyarul bakug-
ras) séméat hasznalja expliciten, mig az implicit részre a Crank—Nicolson formulat.
Emiatt ezen megvélasztassal a modszer CNLF néven ismert.

e Végiil a (v, c) = (1,0) megvalasztssal egy méasodrendd SBDF modszer adodik.

4.1.1. Stabilitasvizsgalat

A stabilitasvizsgalathoz tekintsiik a (4.1)) szemidiszkrét KDE rendszer komplex skalaris
esetét, mint tesztegyenletet:
= ifu + au. (4.7)

A fenti (4.7) tesztfeladat természetes valasztas egy advekcio-diffuzio PDE feladat ese-
tén térbeli diszkretizéacio (klasszikus véges differencia technika és diszkrét Fourier transz-
formacio) utan. A ( konstants az advekcios, mig az o konstans a diffazios taghoz tartozik.

A (4.7) tesztegyenletre a (4.2) k-lépéses IMEX modszert alkalmazva adodik, hogy

k-1
1 1
—Yn+1 + ;Za]yn = Zb (18)Yn—j + Z CiQYp_j. (4.8)
7=0 j=—1

A (4.8) egy allando egyiitthatos lineéris differenciaegyenlet, melynek megoldasa

Ynt1 =&Y + 28y + -+ iy
alakban adhat6é meg, ahol {; a j-edik gyoke a

k—1
) = (1~ coaar)+ 3oy s - cpar)24

=0
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karakterisztikus egyenletnek, valamint p; konstans &; egyszeres gyok esetén, mig polino-
miélis n-ben egyébként. Azaz stabilitasrol akkor beszélhetiink, ha |§;| < 1 esetén a §;
gyokok egyszeresek, illetve |£;| < 1 esetén a §; gyokok tobbszorosek.

A (4.1) tesztfeldatra torténd (4.2) modszer alkalmazasa soran adodik az

Yn+1 — R(a, B)yn

Osszefliggés, ahol
14 T1a(l =) +itB

R(a, ) 1—1ya

(4.9)

A modszer stabilitési tartomanya azon («, 3) parokbol all, amelyekre (4.9)-ben fennall,
hogy |R(e, )| < 1.

Vegyiik észre, hogy ezek az egylépéses sémak trivialisan kezelik a valtozé idélépést,
és viszonylag kevés tarolo kapacitast igényelnek. A v = 1 valasztas kiilonosen vonzo,
mivel erés csillapitas 1ép fel, ha o nagy és negativ. Azonban az elsérendd IMEX-sémak
hatranya, hogy instabilla valnak a nem nulla S-tengely kozelében, ugyanis

|R(0,8)| = |1 +irB| =1+ 7282 > 1.

Ebbdl kifolyolag érdemes magasabbrendi modszereket hasznalni. A térbeli derivaltak
klasszikus mésodrendid kozelitése miatt, a fokuszunk a mésodrendd modszereken lesz.

A (4.6) masodrendd modszert a (4.1)) tesztfeldatra torténd alkalmazésa utéan az alabbi
karakterisztikus fliggvényhez juthatunk:

O(2) = |:’7+%—Oé7' (74—%)] 22— 2y +iBr(v+ 1) +ar(l—y— o)z +7— %—l—
, c
1Ty — cw§.

(4.10)

Konnyen lathato, hogy ezek a modszerek («, 5) = (0,0)-ra stabilak lesznek, hiszen a
(4.10) karakterisztikus egyenlet gyokei 1 és %, azaz legfeljebb 1 értékiek és igy ezek a
sémak stabilak az origdban.

Mivel (4.10)-ben « értéke rendre c-vel van szorozva, igy a c értéket |o| >> 1/k esetére
vonatkozo stabilitasi tulajdonsigok alapjan valasztjuk meg. Ekkor felirhatunk egy

c c
(7+§>52+(1—7—C)f+§:0
kozelité karakterisztikus egyenlet, melynek gyckei

512:f}/jtc—lzt\/(l—'y)Q—Qc

2v+c

Barmely (v, ¢) esetén a
Dyei=max (6], |&]) <1 (4.11)

kiértékelése becslést ad a nagy v esetén felléps nagyfrekvencias csillapitasra. Ne feledjiik,
hogy a vizsgalatink soran v be van agyazva az « értékbe.
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A ¢ szerinti minimalizalds meghatarozza azt a modszert, amely adott + mellett a
legerdsebb aszimptotikus nagyfrekvencias csillapitast biztositja. Ez [10] alapjan:

1— 2
Q, ha v > 0,
c = 2 (4.12)
=, ha v = 0.
Tovabbéa a
c=1—7 (4.13)

valasztas szintén hasznosnak bizonyul (lasd [10]). Az SBDF, MCNAB és CNLF sémak
kielégitik a feltételt, az SBDF és CNLF sémak a feltételt, azonban a CNAB
egyiknek sem felel meg. Tovabba, a Osszefiiggés v és ¢ szerinti minimalizalasa
alapjan az SBDF séma rendelkezik a legerésebb aszimptotikus csillapitéassal a masodrend
modszerek kozott.

A stabilitasi tulajdonsdgok mélyebb megértésehez az af-sik stabilitasi konturjainak
vizsgalata sziikséges. Terjedelmi okok miatt erre nem tesziink kisérletet.

4.2. IMEX Runge-Kutta moédszerek

A tébblépesés IMEX sémakat stajtoé f6 nehézség annak koszonhets, hogy viszonylag kis
idslépések sziikségesek a stabilitasi korlatozasok miatt. Az ilyen korlatozéasok silyosbod-
nak, ha magasabbrend tobblépcsds sémakkal dolgozunk, ahogy azt [2] is taglalja. Méas-
részt lathattuk, hogy az ERK modszerek stabilitési tartoménya még magasabb (harom
és négy) lépcesdszam mellett is moderalt és csak kis mértékben noévekszik. Ellenpolusként
megvizsgaljuk a megfelel§ 1épcsgszama IMEX Runge-Kutta modszerek hatékonysagat.

Elgszor tekintsiik, hogyan tudjuk a v = 1 melletti (4.1)) szemidiszkrét rendszert diszk-
retizalni a Runge-Kutta modszerek filozofidja szerint.

A merev g tagra alkalmazzunk egy s-1épcsés DIRK modszert, melyet az A € R***
c,b € R® egylitthatok jellemeznek. A nem merev f tagra alkalmazzunk egy 0 = s + 1
lépesds ERK modszert, amelyben ¢ = [0 ¢] és A € R b e R?. Ahhoz, hogy a DIRK
modszer is o 1épcsds legyen a Butcher-tablojaba beirunk egy csupa nulla sort és oszlopot
("dummy" sort és oszlopot). Ekkor a kévetkezd

ojo o 0 --- 0
C1 0 a1 0 tee 0
Co 0 921 Q99 - 0
Cs 0 Ag1 Ag2 -+ Ogg

0 b by -+ b

felfajt Butcher-tablot kapjuk. Az igy kapott j métrixot és vektorokat jeldlje Ae
R7*7 b,¢ € R?. Ez a jelolés egyszertsiti a rendfeltételek felirasat, mivel az explicit és
implicit részek szorosabb Gsszehangolasat teszi lehetéve.
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Tekintsiik az IMEX Runge Kutta modszer egy lépését. Legyen K; = f (yn). Ekkor
minden ¢ = 1,..., s-re szamitsuk ki K-t az alabbi médon:

K; = g(y:),

ahol Yi = Yn + TZG,Z‘]‘KJ' + TZCALZ‘_H]‘KJ‘.

J=1 J=1

Ezutan K1 = f (y;) kiértékelése utan megkapjuk az

Yn+1 :yn—{'TijKj—i_TZ?)jkj (414)

J=1 Jj=1

s-lépesés IMEX Runge-Kutta modszert. Az altalanos (4.14) sémén kiviil két modszer
alcsaladot kiilénboztetiink meg;:

e Haab= b, ahol by = 0, akkor (4.14]) az alabbi médon modosul:

Yn+1 = Yn + szj(Kj + K1)

j=1

e Amennyiben 135+1 = 0, akor K8+1—et nem kell kiértékelni. Tovabba, ha b; = ay; és

bj = Gsy1; minden ¢ = 1,..., s-re, akkor az u,41 = uy Osszefliggés adodik.

Megjegyezziik tovabba, hogy az explicit séma most mar elgéllithato egy altalanos,

s-1épcsGs explicit séméabol, amely a ¢y, .. ., cs_1 abszcisszdkon alapul.
0 o o o0 --- 0
C1 dgl 0 0 .- 0
Co &31 &32 0 - 0
Cs—1 dsl dsZ ds3 e 0
by by by --- by

A tovabbiakban nézziik par példat IMEX Runge—Kutta modszerekre. Alkalmazzuk
legegyszeriibb ERK és DIRK modszereket, azaz az implicit és explicit Euler-modszerel.
Ezek felfujt tabloi
0 0
1 1

oo O

0
1
1

oo O

0

1 és
1

Az ezek alapjan kapott séma

Ynt+1 = Yn + T(f(yn) + g(yn-l-l))' (415)

Vezessiik be az (s, 0,p) jelolést, ahol s az implicit modszer 1épesGszamat, o az explicit
modszer 1épesGszamat, mig p a kombinélt modszer rendjét jeloli. Ekkor az (4.15)) varidns
az un. (1,1,1) IMEX Euler-modszer.
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A fenti (1,1, 1) IMEX Euler-modszer nem elégiti ki a b = b Ssszefiiggést. Az a modszer,
amely ezt kielégiti a kovetkez6 modositott tablokkal rendelkezik:

0/0 O 0/0 O
1101 é 1]1 0.
01 01

A kapott (1,2,1) IMEX Euler-modszer a séma a kovetkezd alakot 6lti:

Ynt1 = Yn +7(9(y1) + f(v1)), ahol
Y1 = Yn + 7(9(11) + f(¥n))-

A mostani verzi6é eggyel tébb f kiértékelést von maga utdn. A fenti két IMEX Euler-
modszerhez képest mésodrendd pontossagu séma gy allithato eld, hogy az explicit részhez
az explicit kozépponti modszert, az implicit részhez pedig az implicit kbzépponti modszert
alkalmazzuk. Ekkor nyerjiik a

0/0 O 0|0 O
% 0 % és % % 0
01 01

felfaljt Butcher-tabloju (1,2,2) IMEX kozepééponti modszert. A modszer masodrend,
mivel mind az explicit, mind az implicit rész kiilon-kiiloén is masodrendd, tovabba ¢ = ¢.
Ez az IMEX séma jellemz&en hasonlo teljesitményt nyujt, mint a széles korben hasznalt
CNAB-modszer, ugyanakkor szimmetriatulajdonsagai kedvezébbek [3].

A legjobb csillapitasi tulajdonsagokkal rendelkezé kétlépcesss, harmadrendi DIRK sé-
ma az
n n
1—m|1-2n
s
Butcher-tabloji séma [6], ahol = (3 4 /3)/6. Ez més sémékkal 6sszehasonlitva jelentds
elényt mutat a merevségi hatar kozelében. Példaul az (1,2,2) IMEX kozépponti modszer
nem biztosit csillapitast a ¢t — oo esetben, mig ez a modszer jol viselkedik ebben az
esetben is. Ehhez a DIRK sémahoz tarsithato egy

oHI O

0 0 0 0
i i 0 0
l—n|l-n 2(1-n) 0
‘ 0 1 1

2 2

harmadrendd ERK, amely ugyan haromlépcsés, de hasonlo tulajdonsagokat mutat, mint a
kordbban ismert haromlépcsés explicit médszerek. Osszességében ez a kombinalt (2,3, 3)
IMEX moédszer nemcsak hogy harmadrendii pontossagot ér el, de a stabilitasi tartomanya
kedvezs, ugyanis csillapit bizonyos képzetes iranyt komponenseket, valamint a stabilitasi
fliggvénye a merevségi hataron is megfeleld csillapitast biztosit.

A kombinalt (2,3, 3) IMEX modszerhez képest még jobb tulajdonsagu, egy tn. merev
pontos (lasd [7]) mésodrendd modszer DIRK modszer felel az implicit részért, melynek
Butcher tabloja



ahol ) = (2 — v/2)/2. Az ehhez tartozé méasodrendd ERK modszer Butcher-tabloja

0[{0 0 0
nin 0 0
1ip 1—p 0
‘ 0 1—n n
A modszer stabilitasi tulajdonsagainak javitasa érdekében egy p paramétert ugy va-
lasztanak meg, hogy a stabilitasi fliggvény illeszkedjen az exponencialis fliggvény harmad-
rendd Taylor-sordhoz. Ez garantéilja a moédszer harmadrendd pontossagat és disszipativ

(csillapito) viselkedését. A megfelels stabilitasi tartomany p = —21/2/3 valasztéassal ado-
dik. A kombinalt modszer egy (2, 3,2) IMEX modszerhez vezet.

Modositsuk az el6z6 esetet tugy, hogy a b = b feltétel teljesiilése helyett a b, = as;

és l;j = Qs41,; feltétel teljesiiljon. A DIRK rész nem valtozik, azoban az ERK modszer
Butcher-tabloja a kovetkezSképpen valtozik:

0/0 0 O

nin 0 0

1ip 1—p O

lp 1—p 0

ahol p =1 —1/(2n). A kombinalt modszer (2,2,2) IMEX DIRK modszert eredményezi.

Y

4.2.1. Stabilitas kérdése

Az el6z6 részben megismerkedhettiik, hogyan tudunk egyszeriibb IMEX Runge-Kutta
modszereket szarmaztatni. A koévetkezSkben tomoren megnézziik, hogy bizonyos esetek-
ben melyik moédszert célszerd alkalmazni és melyeket keriiljiik egyes probléméak megolda-
sénal.

Tekintsiink a v = 1 melletti tesztegyenletet. Ha erre alkalmazziik a IMEX
Runge-Kutta modszerek altalanos séméjat, akkor felirhatjuk a séma egy id6lépését, mint

Yn+1 = YT (v + Bi) Z b;y;

j=1
azaz Yn+1 = R(«, B)y, alakban, ahol
i—1
(1 +7Biai1,1)yn + 7 Z(aaij + Biai j+1)y;
j=1
Yi = , 1=1,...,s
1— TG

Az (1,1,1) IMEX Euler-modszer stabilitasi fiiggvényére

14751
R —
(a7 /8> 1 — T
adodik. Az (1,2,1) IMEX Euler-modszer stabilitasi fiiggvénye:
14701

R(a, ) =1+ 7(a + Bi) - :

l—7c

A technikai elemzést elhagyva [2] alapjan elmondhato, hogy ha a diffizi6 dominal,
akkor az (1,1,1) IMEX Euler-modszer prerefalt, mig advekcié dominélt esetben pedig az
(1,2,1) IMEX Euler-modszer.
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4.2.2. Numerikus kisérlet

Tekintsiink egy konkrét reakcio-diffizio tipusu PDE feladatot. Nevezetesen

up = D gy +ru(l —u),

ahol D > 0 a diffuziés egyiitthato, » > 0 pedig a logisztikus novekedési tag szor-
z6ja. Az egyenlet a Fisher-Kolmogorov tipusti modellek csaladjaba tartozik, amelyeket
széles korben alkalmaznak példaul populaciédinamikai, 6kologiai és kémiai reakciofolya-
matok leirdsara. Ezen beliil is a Fisher-Kolmogorov—Petrovsky—Piskunov modell utazo
hullam megoldasait szeretnénk a (2,2,2) IMEX DIRK modszerrel meghatéarozni, valamint
Osszehasonlitani masodrendt, de standard Runge-Kutta modszerekkel. Fzek az explicit
javitott Euler és az implicit kozépponti modszerek voltak.

A térbeli tartomany az egyszertiség kedvéért legyen [0,1]. A kezdeti feltétellel és
Dirichlet-peremmel ellatott feladat ekkor:

u(z,t) = vuge(z,t) + ru(x, t)(1 —u(x,t), 0<ax<l1, t>0,
1
u(0,t) =1, u(l,t) =0.

u(z,0)

A diffazios tagot implicit moédon, mig a nemlinearis reakcidért felel6 tagot explicit
modon kezeljiik. Ahhoz, hogy a problémat IMEX modszerrel tudjuk vizsgalni, elGszor a
térbeli valtozok mentén kell diszkretizdlnunk az egyenletet. Ennek legegyszeriibb modja,
ha a mésodik derivaltat masodrendd centralis véges differenciaval kozelitjiik. A diszkre-
tizécio eredményeként adodik, hogy

u' = f(u) + g(u),

ahol f(u) = ru(l — u) és g(u) = vAu. Az A matrix Laplace differenciadloperator
diszkrét megfelelGjékent tekinthets triadiagonlis matrix lesz egy masodrendi centralis
véges differencia séma alkalmazasa utan.

A diffuzios egyiitthato v = 0.01, a reakcios tagot » = 4 volt. A térbeli intervallumot
100 részre osztottuk, mig az idéintervullum a [0, 3] volt.

A[A1] abran lathato eredmény eléréshez, azaz, hogy az explicit javitott Euler modszer
modszer ne szalljon el az A-stabilitds hianya miatt 600 idGbeli 1épésre volt sziikség. Ezzel
szemben az implicit kézépponti modszer és a (2,2, 2) IMEX DIRK modszer mar kevesebb,
mindossze 10 id6lépéssel is jol teljesitett koszonhetGen a jo stabilitasi tulajdonsagaiknak
(lasd 4.2 es abrak). Ugyanakkor az abrakon az is jol lathato, hogy az implicit
koézépponti moédszer megoldasa a térrészeknél zajos, valamint ennél a példanél nem jelen-
t6s, de 0,2 méasodperccel lassabb futési eredményt produkalt a tébblépesds (2,2,2) IMEX
DIRK modszerhez képst. Osszessségében az IMEX modszer a legstabilabb eredményt és
leggyorsabb futasi id6t szolgaltatta a Fisher—Kolmogorov feladatra.
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4.1. abra. Az explicit javitott euler megoldasa a fenti Fisher—Kolmogorov feladatra.
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4.2. abra. Az implicit kozépponti modszer megoldasa a fenti Fisher—Kolmogorov feladatra.

1.0

L N\
IR NNNN\N

ANRNN \
1= BRI\
i S

0.0 4 — t=3.00
T

u(x,t)

0.4 1

— t=10.00
— t=0.15
— t=10.30

T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4.3. abra. A (2,2,2) IMEX DIRK modszer a fenti Fisher-Kolmogorov feladatra.



5. fejezet

Osszegzés

Az implicit-explicit (IMEX) sémak népszertisége nem véletlen: elegans keretrendszert ad-
nak merev és nem merev tagokat tartalmazoé parcidlis differencidlegyenletek numerikus
megoldéaséara, amely képes 6tvozni az explicit eljarasok egyszertiségét és az implicit 1épé-
sek stabilitasat. Minden egyes csaladnak, s6t, minden konkrét séménak megvan a maga
erGssége: egyesek kiilonosen stabilak dominans diffizio, vagy erésen nemlineéris tag mel-
lett, mig masok konnyen implementalhatok és csekély memoriaigénytiek, megint masok
pedig magas pontossagot kinadlnak viszonylag nagy 1épéskozok mellett.

Ugyanakkor az is lathato, hogy univerzalis IMEX séma nem létezik. Konnyen talalha-
toak olyan feladatok, ahol egy teljesen explicit, vagy teljesen implicit eljards —megfeleld
adaptiv lépésvezérléssel- hatékonyabban teljesit, mint barmely kompromisszumos IMEX
megoldas. A merev problémak korében az IMEX modszerek ugyan kézenfekvéek, de a
konkrét sémavalasztas messze nem egyértelmi: a stabilitasi tartomany, a csillapitési tulaj-
donsagok, a pontossag és a szamitasi koltség gyakran egymas ellen dolgozé tulajdonsagok,
melyeknél a priorizalas elengedhetetlen.

A tobblépéses IMEX sémak széles korben elterjedtek, mert egyszertd a strukturajuk
és relative alacsony a memoria hasznalatuk, viszont lépéskoz és racsfinomsagi korlatjaik
gyakran tal szigoruva valnak a dominans nemlinearis tagok, vagy nagyon finom térbe-
li felbontast igényls szitudciokban. FEzzel szemben az IMEX Runge-Kutta modszerek
nagyfoki rugalmassigot kinalnak: magasabb rendre skaldzhatok, és paramétereik révén
finomhangolhatok a kivant stabilitasi viselkedésre. Ara azonban a jelentGsebb szamitasi
koltség, tovabba egyes erdsen difftiziv problémakon mutatkozé instabilitédsuk.

Az IMEX moédszerek népszertiségét nem egy mindent megold6 "varazs-séma' adja, ha-
nem a szemléletmod, amely elvezet a megfelel6 megoldéashoz. A merevség szerkezetének
felismerése, a tagok megfelel§ implicit—explicit szétvalasztasa, valamint a feladat sajatos-
sagaihoz illeszkedd l1épéskoz- és sémavalasztas teszi lehetévé, hogy a numerikus megoldas
egyszerre legyen stabil, hatékony és pontos. A kutatas és a gyakorlat el6tt tovabbra is
nyitott feladat marad 1j, adaptiv és probléma specifikus IMEX varidnsok kifejlesztése,
amelyek a jelenlegi kompromisszumokat még kedvezébb aranyban oldjak fel.

A dolgozatban 1évé dbrak kodjai nyilvanosan elérhetsk a kovetkezd GitHub repozitori-
umban: https://github.com/zhorlik/Thesis_code.
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