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Bevezeto

Szakdolgozatom célja az olvasot ahhoz a felismeréshez elvezetni, hogy a komplex fliggvény-
tan elegans valaszokkal szolgdl olyan gyakorlati és elméleti integral problémaéak kapcsan is,
ahol nem létezik primitiv fliiggvény és a valds analizis eszkoztara hatarhoz ér.

Az els6 részben kiilonbozo reziduum-alapu integralasi metodusokkal ismerkediink meg,
2

melyekkel az [ R(cosf, sinf) df alaki integrélok, illetve a val6s improprius integralok gyors
0

szamitasokkd egyszertisodnek.

A masodik részben a Schwarz-Christoffel formula segitségével nem csak a sokszogtar-
tomanyra valo konform leképzés valik lehetové, hanem a fliggvény inverzének kiterjesztése altal
geometriai szemléletet nyeriink a Weierstrass-féle p fiiggvényhez, melyet ezutan alaposabban
szemiigyre vesziink. Laczkovich Miklds szerint Weierstrass eredeti motivacidja fliggvényei
megalkotdsdra nem mds volt, mint a [ -——=—— dx alaku integralok kezelhet&vé tétele.

vax3+br?+cr+d

Az elemi primitiv fiiggvénnyel nem rendelkezo integralok komplex fiiggvénytani eszkozokkel

torténdé machinaldsa egész dolgozaton ativeld alapgondolat, ezaltal Gsszetarto erd is.
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1. A Reziduumtétel

1.1. Elméleti felépitése

Kés Géza Komplex fiiggvénytan cimi jegyzetére [1] tdmaszkodunk az elméleti felépités
kapcsan. A homotopia fogalma kulcsfontossdgu a komplex integralelméletben. Azt mondjuk,
hogy 7y és 71 D tartomanybeli folytonos gorbe homotép egymassal, ha kozos a kezdo- és
végpontjuk vagy mindketten zartak, tovabba D-ben folytonosan atdeformalhatok egymasba.
Ez a topoldgiai tulajdonsag az adott tartomanybeli szakaszonként folytonosan differencidalhato
gorbéket ekvivalenciosztalyokba rendezi. Raadasul, ha egy komplex értéki fiiggvény adott
ekvivalenciaosztaly minden gorbéjének képén értelmes, akkor barmely két gérbén vett vonal-
integrél értéke megegyezik. Vagyis egy f fliggvény vonalintegraljanak értékére tekinthetiink
ugy, mint a D-beli szakaszonként folytonosan differencialhatéd gorbék osztalytulajdonséga,
ami azért hasznos szemlélet, mert mindig azt a reprezentans gorbét tudjuk valasztani, ami
éppen kapora jon.

Egy D tartomanyon értelmezett, komplex értéki, folytonos f fiiggvénynek pontosan
akkor létezik primitiv fiiggvénye, ha a vonalintegralja nulla minden D-beli zart térottvonalon.
A Goursat-lemma egy D tartomanyon holomorf f fiiggvény kapcsan allitja a kovetkezo
implikaciét. Ha egy iranyitott haromszogvonal a belsejével egyiitt D-be esik, akkor ezen a
torottvonalon az f vonalintegralja nulla. Ennek fontos kévetkezménye, hogy egy f holomorf
fiiggvénynek minden tartomanybeli pont koriil 1étezik lokalis primitiv fliggvénye, amibol mar
kisebb tigyeskedés tutjan belathaté a homotép gorbéken vett vonalintegralasra vonatkozo

allitas, amely a kovetkezo tételek alapjaul szolgal.

1.1. Tétel. (Cauchy-alaptétel)
Ha D egyszeresen dsszefliggd tartomdny, azaz minden D-beli zdrt gorbe nullhomotop (egy

pontra osszehizhatd), és f holomorf D-n, akkor minden D-ben fekvd, szakaszonként C1, zdrt

/f(z) dz =0

v gorbén:

1.2. Tétel. (Cauchy-formula)
Legyen f holomorf a B(c, R)-nél valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely z € B(c, R)

pontban teljestil:
1 f(w)
= — —dw.
1(z) 271 / w—z v
|lw—c|=R
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A |w — ¢| = R alatt pozitiv irdnyitasu kort értiink. A formula dltaldnosabb alakjahoz gy

jutunk, hogy a baloldalra mint f(°)(z) gondolunk, majd n szerinti indukciét alkalmazunk.

1.3. Tétel. (Derivdltakra vonatkozé Cauchy-formula)
Legyen f holomorf a B(c,R)-ndl valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c,R) belsejében a
korlapon akdrhdanyszor differencidlhato, €s
n! w
1) = o / - f (2)2"+_1) dw
lw—c|=R
A késébbiekben nem csak holomorf fliiggvénnyel lesz dolgunk, hanem el¢kertilnek az un.

meromorf fiiggvények is. Azonban ehhez tisztaznunk kell az izoldlt szingularitas fogalmat.

1.4. Definicié. (Izoldlt szingularitdsok)

Az f(2)-nek a ¢ pontban izoldlt szingularitisa van, ha f holomorf a c egy B(é, ) pontozott
kornyezetében, de nem értelmes c-ben. Ezen belul:

Az f(z)-nek a ¢ pontban megszintethetd szingularitisa van, ha van olyan, c-ben holomorf
g(z) figgvény, amelyre (c kivételével) f(z) = g(z)

Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendi polusa van, ha f(z) = %,
g(z) holomorf c-ben és g(c) # 0.

Az f(2)-nek a c pontban lényeges szingularitisa van, ha ¢ nem megszintethetd szingularitds,

ahol m pozitiv egész,

€s nem 18 polus.
1.5. Definicié. (Meromorf)

Az f(z) fliggvény meromorf a D tartomdnyon, ha izoldlt szingularitdsok kivételével holomorf,

és minden izoldlt szingularitdas polus. Adott tartomdnyon meromorf figguények testet alkotnak.

1.6. Definicié. (Reziduum)

Legyen f(z) holomorf a ¢ komplex szdm egy pontozott kornyezetében, és itt a Laurent-sora:

o

f(z) = Z an(z —c)".

n=—oo

Ekkor az a_q egyiitthatdt az f(z) figguény c pontbeli reziduumdnak nevezzik, és Res(f,c)-
vel jelolyik
1.7. Megjegyzés. (Egyiitthatéformula és kovetkezménye)

Laurent-sorba fejtésnél az egytitthatok kiszamitasahoz ismert a kovetkezo formula:

! f(2)
7 omi / o

|z—c|=R

Az egyiitthato-formulat a_i-re alkalmazva kapjuk a kovetkezd allitast:

5



Ha f(z) holomorf a 0 < |z — ¢| < ry korben, akkor barmely 0 < r < r( esetén

1
57 / f(2)dz = Res(f,c)

|z—c|=r

Habar l1étezik precizebb kimondasa a Reziduumtételnek, amely kortiljarasi szamot hasznal

és altalanosabb, azonban a gyakorlatban jobban hasznalhaté a kovetkezo megfogalmazas:

1.8. Tétel. (Reziduumtétel alkalmazds orientdlt vdltozata)

Legyen f(2) c1,ca,. .. ¢, izoldlt szingularitdsoktol eltekintve holomorf egy D tartomdnyon,
aminek hatdra egqy v pozitiv irdnyitdsi Jordan-gérbe képe. Ha f(z) v pontjaiban is holomorf,
akkor:

1

5 /f(z) dz = ;ReS(f’ )

Bizonyitds. Valasszunk € > 0-t gy, hogy barmelyik két izolalt szingularitas tavolsaga
nagyobb legyen néla, valamint a C; = {z € C | |z — ¢;| < e} (i = 1,...,n) nyilt kérlemezek
mind a D tartoméanyba essenek. Jeloljiikk vp-val a pozitiv irdnyitasa v Jordan-gorbe azon
modositottjat, amely az izolalt szingularitasokat a lenti dbran lathaté médon e-sugaru korivek
mentén kikertili.

Egyrészt a vy gorbe mar nem titkozik topologiai akadalyba, igy nullhomotép. Masrészt a
7o gorbe felbonthaté v gorbe és n db negativ iranyitasi e-sugari kor uniéjaként, amibdl az

egytitthato-formula ismeretével azonnal adodik az allitas.

]

1.9. Megjegyzés. Megjegyezendd, hogy egy Jordan-gorbe belsejének meghatarozasa korantsem

trividlis feladat, azonban a késébbiekben ez nem fog problémat okozni.



1.2. A Reziduumtétel alkalmazasa cosf és sinf racionalis fiiggvényeire

Ha trigonometrikus fliggvények integralasara keriil sor, akkor a benniink é16 reflex nagy
eséllyel az univerzalis trigonometrikus helyettesités iranyéaba sodor minket, ami habar miikodik,
nem biztos, hogy egyszerii algebrai szamitasokhoz vezet. Ebben a fejezetben a tangens 0-feles

helyettesités méltoé kihivéjaval szélesitjiik a repertoart, amely egy elegansabb utat kinal
27

[ R(cos, sinf) df alaku integralok kiszdmitdsdhoz. ([2],[3],[4])
0
Ha v : [a,b] — C szakaszonként folytonosan differencidlhaté gorbe, és vy képén f(z)

folytonos, akkor fennall az alabbi egyenloség:

JECLE / F((0)) - +(6) dt.

Az egyenlet jobb oldalat a vonalintegral paraméterezésének nevezziik. A mélté kihivo

arra a kérdésre keresi a valaszt, hogy melyik vonalintegral paraméterezése a megadott
2w

| R(cosf, sinf) df integrél. Ha megtaldljuk a paraméterezéshez tartozé vonalintegralt, akkor
0

a Reziduumtétel alkalmazéasaval konnyen kiszamithaté annak értéke.
Precizebbé téve és kifejtve az eddigieket, vizsgaljuk a kovetkezo alaku integralokat:
2
/R(cos@, sind) df
0
ahol:

(1) R(z,y) = ggz; racionélis tortfiiggvény

(2) az egység korvonal pontjaiban @ # 0
Vegyiik észre, hogy az alabbi korintegral paraméterezésérol van szoé:

2427t z—271\ 1
R —d
/ ( 2 7 2 >z’z -

|2|=1

ahol a paraméterezés nem mas, mint:
2(0) =€? 6 0,2n

hiszen ekkor: » » 0 0
e + et e’ —e™t ) o
- —cosh, ——— = sinf, dz=1ic"db
2 ’ 24 ’ ’

amely helyettesitéssel valoban visszakapjuk az eredeti integralt.



1. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi integralt!

2

1
I = do
/ 3+ cos + 2sinb
0

Megoldas: Ez az integral a kovetkezo vonalintegral paraméterezése:

1 1
24271 Cz—z" 1 c—dz
3+ == —+2-=— 1z

|2|=1

Hozzuk az integrandust szebb alakra:

1 1 —1 —21
f(z) = R O 241 .= 5 S . =
3+ : + 2. on 1z 3z—|—T—zz2—|—z 6z+224+1—2iz2+2

—9; —2
(1-20)22+6z+1+2 (1—2i)(z+ (1+20)(z+ 2(1+20))’

Ebbdl méar megéllapithato, hogy az integrandusnak két elsérendii polusa van:

—2—1
)

C1:—2—’i Cy =

Im z

€7 Rez

&1

Azonban csak a ¢y esik az egységkor belsejében, igy elég csak ebben a pontban megnézni a

reziduumot, ami:

—21 21
Res(f,e2) = (1—2i) (2 + (1 +24)) (2 + 1(1+2i))’ LC T4
Vagyis:
7 1 1 1 2i
0/3+cosc9+232’n9d9:|/1 R R -Edz:2m'- <_ZZ> -



1.3. A Reziduumtétel alkalmazasa valés improprius integralokra

Ebben a fejezetben olyan reziduum-alapu integraldsi metédusukkal ismerkediink meg,
melyek kiillonbozo esetekben alkalmazhatok, de kozos gondolatuk, hogy a valdés improprius
integralra gy tekintenek, mint komplex vonalintegral, abbdl a megfontolasbél, hogy a
Reziduumtételt alkalmazva mindossze néhany reziduum kiszamitésara egyszertisodjon a
probléma, amely mar egy gyors, algoritmikus miivelet. ([2],[3],[4],[5],[6])

Mindegyik metodus ismertetése utan alkalmazzuk is a médszert egy konkrét példan, hogy
a mintamegoldas kozelebb vigye az olvasét a mdodszer 1ényegének megértéséhez, valamint a
technika magabiztos alkalmazasahoz.

Az izolalt szingularitasok donto tobbségben valahanyad rend pélusok lesznek, ezért a
szamolasok érdekében elevenitsiik fel most azt a formulat, amely m-edrendti pélusoknal
szamitja ki a reziduumot:

Ll m ()Y

Res(f,c) = o1

A képlet a kovetkez6 gondolatmenetet stiriti magaba. Ha az f meromorf fiiggvénynek a
¢ pontban m-edrendii pélusa van, akkor a megfelel6 feltételek mellett a kovetkezo alakba
irhato:

fe) = 2

(z—c)m
A g(z) figgvény hatvénysorba fejthetd, igy f(z) ¢ koriili Laurent-sora a —m. tagtdl indul,
és a —1. tag egyiitthatéjat szeretnénk megtudni. Ehhez el6szor is definidljunk egy h
segédfiiggvényt.
hol2) = (2 — &)™ - f(2)

Legyen ho(z) holomorffa tétele hy(z), amelynek ¢ koriili hatvanysoranak (m — 1). tagjdnak
egyitthatéja épp a Res(f,c). A hi(z) hatvanysor (m — 1). tagjinak egyutthatdjat gy

kapjuk, ha (m — 1)-szer derivéljuk a sort, majd korrigljuk a ﬁ tényezével.



1.3.1. Els6 metdédus: félkoron vett integral

Az els6 metddus az alabbi tipusu improprius integralokra hasznalhaté

7 () da, 7 f(x)cosz dz, 7 f(x)sinz dx

ahol:

b(z)
Q(z)

(1) f két polinom hényadosa: f(z) =
(2) Q(x) polinom foka legaldbb kettével nagyobb, mint P(x) polinom foka

(3) Q(x) polinomnak nincsen valds gyoke.

Segédfiiggvényt két szempont alapjan valasztunk a pozitiv irdnyitasi felsé félkorhoz. Az
els6, hogy olyat szeretnénk valasztani, amelynek a félkoriven vett vonalintegralja eltiinik,
amint R-rel tartunk végtelenbe. A méasodik, hogy a valés integrandus ”1athaté” maradjon
benne. Ennek a mércének habédr f(z) még megfelel, de az f(2)cosz és az f(z)sinz mar nem,
mivel Im(z)-re mindkét trigonometrikus fiiggvény abszolutértéke exponencidlisan elszall.
Ezért az elsd tipusra f(z)-t, a masik két tipusra viszont a g(z) = f(z) - € fiiggvényt
valasztjuk, mivel ¢”* mar lecseng I'm(z) — oo esetén, és a ”lathatésdgnak” is eleget tesz:
Re(e”?) = cosz, Im(e”) = sinz

Az f(z) és a g(z) = f(z2) - € fiiggvénynek is véges sok izolélt szingularitdsa van, melyek
egyike sem esik a valds tengelyre. A (2) feltétel garantalja, hogy az R-sugard, pozitiv
iranyitasa ~ felso félkor jo valasztas gorbének, mivel a I'-val jelolt félkoriv részén R — oo

esetén mindkét segédfiiggvénnyel vett vonalintegral eltlinik.

konst
lim /f(z)dz < lim (%)RW:()
T

R—o0 ~ R—oo

konstans -
: < 1 N P 77 —
| [oaz| < i (F5 1) e <o

Es {gy a valds tengelyre koncentralédik a vonalintegral értéke, ami épp az improprius integral.

A Reziduumtételt e mellé véve adddik, hogy:

2mi g Res (f, c)—l%grgo/f(z)dz: /f(x)dx
ceC _
Q(e)=0 ! °°
Im(c)>0

10



o0

271 Res (g, ¢) = lim [ g(2)dz = /g(x)d:v: /f(x)cosxdx+i/f(x)sz’na:d:v

R—o0
ceC

Q(c)=0 7 >
Im(c)>0

A metdédus szemlélete, hogy a zold félkor R fliggvényében novekedve bekebelezi az 6sszes

felso félsikba es6 poélust, és kozben a félkoriven vett vonalintegrél értéke eltiinik:

Im z

Rez

1.10. Megjegyzés. Ha f(z) az elsé metédusban targyalt integrandus még paros is, akkor:

7 () dr = %7 () de

o oo
egyenldséget kihaszndlva visszavezethetd a [ alaki integrdl [ alaki integralra.
0

—00

11



2. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi két integrdlt!

flz/ﬂdx IQZ/de
2?2 — 2z + 2 2?2 — 2z + 2

Megoldas: Legyen a segédfiiggvényiink:
eiz

9) = 5515

Es legyen a v gorbe az R sugart, pozitiv irdnyitésa fels6 félkor, aminek félkorivét részét

jeloljiik I'-val. A I'-n eltiinik az integral értéke R — oo esetén:

1 1

< . < 3 — . =
Vel |f() S myp—y = Jm /f<2>d2—1%£2032_23_2 fim =0
r

fgy a valos tengelyre koncentralodik a vonalintegral értéke:

, r r cos(z) , r sin(x)
1 dz = dr = —d ——d
Rl—rgo 9(2) d2 /g(z) v /:L‘2—2x+2 x+z/$2_2x+2 v
o7 —0o0 —00 —0o0
A fels6 félsikra eso pélus: 1 +1
Im z
R
R ez
Reziduumtétel:
pi(1+4) -
}%EI;O g(z)dz = 2mi - Res(g,1+ 1) = 2mi - 019 -2 =m-e = E(COS 1+isinl)
5
Vagyis:
COST ) sinx T m o
/ mdﬂ? +1 / m dl’ = ECOSl + ZESZTll
—0o0 —0o0
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3. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi I integralt!

r sin?(x)
I = d
/ | v

—00

Megoldas: Az integrélas sordn gyakran haszndlt, sin®(z) = 17%5(21), osszefiiggést
1_1le , . 4 Z .
kihasznélva valasszuk a g(z) = 275t segédfiiggvénynek. Es legyen a vy gorbe az R
sugaru, pozitiv iranyitasu felsé félkor, aminek félkoriv részét jeloljiik I'-val. A T'-n eltiinik a
vonalintegral R — oo esetén:

2iz

Vzel |g(2)| <

. < 1
o1 = J%E};o /g(z)dz < lim
fgy a vonalintegral éréke a valds tengelyre koncentralédik:

R o0 00
1 Lleos(22) 1sin(27)
. T _ 2~ 2 o 2
i f i = [oas= [ [ B2
gl -R - -
A fels6félsikra es6 pélus: i
Im z
1
R 7 Rez

Reziduumtétel:

lim [ g(2)dz = 2mi - Res(g,i) = 2mi - 2—2— = —(1 — e ?)
R—o0 21
8!
Vagyis:
11 1
5 — 3c08(2x) [ gsin(2z) . ow o
Azaz:
/ sin®(z) dr=T(1 - e
241 2

13



1.3.2. Masodik metédus: médositott félkoron vett integral

A masodik metédus az elsének az altalanositasa. Az aldbbi tipusi integralokra alkalmaz-
hato:

oo oo

/ f(x)cos*x dx / f(z)sin*z da

ahol:

(1) f két polinom hényadosa: f(z) = ng

L.

(2) Q(x) polinom foka legaldbb kettével nagyobb, mint P(x) polinom foka

(3) Q(z) minden val6s gyoke legfeljebb k-szoros és egytttal a cosz (sinx) gyoke is.

Az elsé metédusnal 1attuk, hogy a trigonometrikus fiiggvények helyett e?*-t kell bevetniink

a félkoriven vald viselkedés okdn, ez most sem lesz masképp. A cos*x (sin*z) Fourier-sora
k .
segitségével fogjuk g(2) = f(z) - Y. ane™* segédfiiggvény szumma tényezijének egyiitthatdit
n=0
meghatarozni. A ¢g(z) nem csak, hogy eltiinik a félkoriven, hanem ”lathaté” marad benne a

valds integrandus.

Tehat a segédfiiggvény az alabbi alakokat Olti:

k‘ —_— ..
costx esetén: g(2) = f(2) - > cosk(j) =
i=0

sin*x esetén: g(z) = f(z) - Zk: S/HFC(]) e’z

A g(z) figgvénynek véjg_eos sok izolalt szingularitdsa van, a valds tengelyre esé izlalt
szingularitasai legfeljebb k-adrendii pélusok. A ~ R-sugart, pozitiv irdnyitasu felso félkort
annyival médositjuk, hogy a valds izoldlt szingularitasokat kis e-sugari félkorivekkel kikertiljiik,
amire azért van sziikség, hogy értelmes legyen ¢(z) vonalintegralja. A médositott gorbét
jeloljiik ~/-vel.

A (2) feltétel garantalja, hogy R — oo esetén 7/ gorbe félkoriv részén eltiinik a g(z)

vonalintegralja.

k
konstans
li < i _— =
| f o) < ( o W') fir =0
T J=0

Ami az e-sugaru félkoriveket illeti nem a g(z) fliggvényt integraljuk ki rajtuk, hanem
g(z)-nek az adott valés pélus koriili Laurent-sordt, aminek felirdsa kelléen mechanikus. Ennek

részleteit majd egy konkrét példan keresztiil nézziik meg.
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Im 2

. - Rez

1.11. Megjegyzés. A segédfiiggvény eldallitasahoz sziikséges Fourier- sorfejtés:

: —iz\ k
k €ZI+€1/$
cos"r = | ————
2

(k> oie(2i—k)
J

(j) (cos((2j — k)x) +isin((2] — k)z))

I
R =
-

<
Il
=)

I
R =
M-

<
Il
=)

hE

1 [k
ok—1 <]) cos(jz), ha k pératlan

S,
Il

-
<.
o
=
g
&
B

= COS T =

(k) cos(jx), ha k péros
J

M-
[\
Tl
H

,
<
@Q
o
=)
12]

J=0 )
1 < [k .
= Qi <j) (—1)k (cos((2j — k)x) +isin((2) — k)z))
=0
( i 2 (k> (—1)% sin(jx), ha k pdratlan
= (20F\J
: j paratlan
= sinfzr= g t 5
Z - ( ) (—1)2 cos(jx), ha k péaros
=R CRY
\ J péros
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4. Feladat. Szdmitsuk ki az aldbbi integrdlt!

o0

- / sinjx i
x

—00

Megoldas: A g(z) segédfiiggvénytink itt a kovetkezd:

iz __ lei3z

9(2) = ——5—,

W~

amelynek csak a ¢ = 0 ponban van izoldlt szingularitasa, igy a ~ pozitiv irdnyitasu R-sugari
felsé félkorivet gy maédositjuk 4/-vé, hogy a valés polust egy kis e-sugart negativ iranyitasu

félkorivvel kikeriiljiik.

Im 2z

f\ Rez

Mivel nincs t6bb szingularitdsa g(z)-nek:

3 iz _ 1,3z
Je” — e
O:/#dz:

23
G

—€

R

3 iz _ 1 i3z 3 iz 1 i3z 3 iz _ 1 i3z 3 iz 1 i3z

_ [ 2€ 1€ 1€ 1€ 1€ 1€ 1€ 1€

= | == dz+ | =—"Fdo+ | =¥—tF—dz+ | =—"dx
23 3 23

T “R I. €
A T félkdriven R — oo esetén eltiinik a g(z) vonalintegralja

1
lim /g(z) dz| < lim —Rr =0 = g(z)dz=0

R—00 R—oo R3 Fgg%o
T T
A T, félkoriven g(z) helyett a g(z) 0 koriili Laurent-sorat integraljuk ki, ami a szamlélé

rendezése utan:

3., 1. (3 1 3.3 3 ()7 1 (3N 3

a kovetkezo alakot 0lti:

%612 _ lez3z 1 3



ahol h(z) holomorf fiiggvény. A Laurent-sort hasznéalva:

31z_1 zdz 3
/ dz—/—dz%—/zdsz/h(z)dz
I'e I'e

re

Parametrizacio segitségével azt kapjuk, hogy:

™

1 1 o 1
2.8 dz = ~5m / e 3cie do = 52 /00320 —sin20d0 =0
. 0 0

RI%8
1df = ———
[ ;

0

Valamint a 0 egy kis kornyezetében h(z) < K konstans, amib6l adédik, hogy:

lim /h(z)dz <limKrme =0 = lim [ h(2)dz=0

e—0 e—0 e—0
I I
Vagyis:
i =0 - — -
lim g(z)dz T 0 1
Ie

Mindezekbdl kovetkezik, hogy € — 0 és R — oo esetén:

—€ R
3 ix 1 i3z 3 ix 1 i3z
e 1€ J e 1€ d i
3 T + —_—ar — ——
x 4
R €

3 o 1 i N
1¢ e = sinx— = sin 3z .
Ami azzal ekvivalens Im ( — ) =4 miatt, hogy:

—E3 . 1 .- R3 . 1 .
Zsm:n—zsm?)x Zsmx—l—lsm?)x 3T
3 dx + 3 de — —
T T 4
—R €
Azaz:
® 3. 1. T 3
Jsinz — Zsm3m sin® 3T
3 dr = 3 de = —
T T 4
— 0 —00
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1.3.3. Harmadik metédus: szogtartomanyon vett integral
A harmadik metédusban az aldbbi alaki integralokkal dolgozunk:

o)
\/xa.
0

X

b(
Q(x

idx

ahol:
(1) =1 < a < 0 valés szam
(2) P(x) és Q(x) polinomok, valamint deg(Q) > deg(P) + 1

A metodusal egy konkrét példan keresztiil ismerkediink meg. Fontos észben tartanunk,
hogy az argumentumot nem tudjuk az egész komplex sikon folytonosan értelmezni, igy a
komplex logaritmus értéke fiigg az adott nullat nem tartalmazd, egyszeresen Osszefiiggod

tartomanytol.

5. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi integrdlt!

-
I = d
/1+x2 o
0

ot

Im(z) Im(z2)
R-e® R-e®
D Re(z) (17 Re(z)
~1/5 ~1/5
filz) = ﬁ <—g < arg(z) < 3;) falz) = 1z+ = (g <arg(z) < 5;)

18



Reziduumtétel alapjan:

A ® szoget gy valasztjuk, hogy a 0-bdl indulé R - e*®-be érkezd szakasz ne menjen &t
a nevezo zérushelyein. Jeloljiik a baloldali gorbét ~;-gyel, a jobboldali gorbét pedig ~o-vel.

/fl(z) dz = 2mi - Res( 1) = 2mi'=

- Wefé(lmﬂg)
21
71

;T

= e 10

/fg(z) dz = 2mi - Res(f, —i) = 2mi

(=)~

S

= —ﬂ@_%(lnl"’_i%) = —W@_i%
—21

Legyen I'q, illetve I'y a gorbék ferde egyenes részei, a kovetkezo Gsszefiiggésbol:

Iy
kovetkezik az alabbi egyenlGség:
R R
[h@ds [pei= [nE@de- [ i [feas [ e
7 Y1 € € F}% !

Az eddigiekhez hasonléan a trividlis becslés segitségével beldthatd, hogy a 'k, I'%, T'L és T'2
gorbéken az integralok eltiinnek, amint R — oo vagy ¢ — 0. Ez azt jelenti, hogy:

R R
]%i_{r;oli_r% /fl(x)dx—/fg(x)dx

= lim lim

R
R—300 -0 /fl(w)_fz(iv)dx

R
1 .
= lim lim (6 sinz _e—%(lnx+2m)> dx
R—00e—0 1+ 22

R

. . 775 _2mi i
= lim lim / de| - (1—e 5 ) =me "0 4+
R—00e—0 14 22

—me” ' 10

Majd az utolsé egyenloségbdl egy osztas és egy technikai szorzdtényezo odacsempészése utan:

o0 _1 i _ 437 jus’ . T
/ 75 d me 'l + —we "0 e T sin (E)
2 .
L+ a? 1—e % e5  sin(f
0
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1.3.4. Negyedik metdédus: kulcslyukon vett integral

A negyedik metodus az alabbi tipusu integralokra alkalmazhato:

7f(£€)d:lf, 7f(a:)-logk(:z:)dx k=1,2,...

ahol:

(1) Véges sok izolalt szingularitas kivételével, melyek egyike sem fekszik a nemnegativ

valds félegyenesen, f(z) holomorf az egész komplex sikon; és

(2) z — oo esetén:
f(z) =0(z7%)
Ez a két feltétel garantalja az integral abszolut konvergciajat.
6. Feladat. Szdmitsuk ki az aldbbi integralt!
I = / log™(z)
(1.2 + 1)2
0
Megoldasa: Az abran lathato + kuleslyuk gérbén fogunk integralni, amely vélasztasra

azért keriil sor, hogy a logaritmus fliggvényt folytonosan tudjuk értelmezni. A ~ kulcslyukgorbe

négy egymas utan illesztett gorbébol all:

I,(t) =t, € e, R] (pozitiv valds tengely mentén kifelé)
Cr(t) = R-e", € [0, 27] (nagy koriv az orig kortil)
I,.(t)=R—t, €[0,R— ¢ (vissza a valés tengely alatt)

C.t)=¢c-e ™, € [0, 2x] (kis koriv, visszaindulds az dtvagds alatt)

1N

Re(z)
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Nézzik meg a k = 1 esetet, majd annak altalanositasra vonatkozé megérzésiinket csak
utana igazoljuk. Ebben az esetben az integrandus komplex kiterjesztésére a reflexszeri

jelbltiink: o
_ log(z
1=y

fliggvény, amivel ha a I', és I',, gorbéken vett vonalintegral osszeget nézziik, akkor nem jelenik
meg benne a valds integrandus szamlaldja:

log(2) log(2) [logle) . [logla)+i-2 [ 2
og(z og(z og(x og(r)+1-2m ) 7
———=d ———dz= | ———=d ————dr=—i | ————d
[ g e - e | S G

Iy I'n € R €

fgy 4j jelolt utan kell nézziink. Az nem kérdés, hogy amentén kell 6tletelniink, hogy a log(z)
valamilyen jol kezelhetd formaban jelenjen meg a szdmldléban, amikor I', és I';, gorbéken vett
vonalintegralokat osszeadjuk. fgy jon széba tehat az:

_log?(2)
f(z) = G

integrandus jelolt, amellyel tehat megjelenik a log(x) a szdmldloban:

€

/(logQ(z)2 dz+/ (log2(z)2 Dy — /RMCZQH—/ (log(x) + 1 - 2m)? dp —

224 1) 2 4+1) 22+ 1)2 (% + 1)2
'y Iy € R
T log(x) o
. og\x 2
= —4 ————d —4 —d
m/ (x2—|—1)2 X + ™ /(x2+1)2 x

Miel6tt ratérnénk a reziduum kiszdmitésara, lassuk be, hogy a Cg és C kontirokon eltiinik a
vonalintegral, amint R — oo és € — 0. Mert ha ez igaz, akkor:
log? log? log?
lim lim L(z) dz = lim lim L(Z) dz + }%im lim °9 (2)2 dz =

R—ooe—0 | (224 1)2 R—ooe—0 | (224 1)2 —o0e—=0 | (22 +1)
v Iy I'n

= 2mi - (Res(f,i) + Res(f, —1))

Kezdjiik a C'r konturral. Keresiink egy M (R) konstanst, ami C'z kontir pontjaiban majorélja

az integrandust.

< M(R) = /%dz < M(R) - 27R

R

log?(2)

VZECRZ m
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A szamlélé szuprémumat és a nevezo alsobecslését véve kapjuk:

) - )

rdadasul R — oo esetén 2m R - M (R) — 0, amibél kovetkezik az elttinés. A C. kontiron vald
eltiinés belatasa teljesen mechanikus. Akarjuk, hogy:

2
lim [ 129°(Z)

e—o0 (22 —+ ]_)2
Ce

dz =10

Ami az aldbbi becslésbdl azonnal 1atszik:

log?(e - e ™)

—it

(—ig) - e

2 2 _+\2
e [TUBTE) g o
0

; (82.6—z‘2t+1)2' |1_|_52€2it|2 =
27 1 9 9
t
Sg./wdt_)() hae— 0
(1 —¢e2)2

Az f(z) izoldlt szingularitdsai i és —i, mindketten mésodrendi pélusok, igy a mér megismert

képletiinket hasznalva:

1

9 2-1 . 2 log*(z !
Res(£.0) = gy -l (G2 = - 1) | =i |G — | =
(e (o)) A —logle) _ (i5 \ bl g
- ((m)) Li?((zm) EEE 2(<m>) TP
=7 titg

Ugyanezzel a képlet segitségével megkapjuk a masik reziduumot is:

~ 3T 97
Res(f, —Z) = Z —l— ’LE
Vagyis:

,OO log(x) 270 1 , T 3r 972
i [ ) g 4 [ dr=omi- (D i) (i
7TZ/<I2+1)2 x4+ —4m e x=2mi-|( 4—|—zl6)+(4—|—216)
0 0

Két komplex szam egyenld, ha a valds és a képzetes résziik megegyezik:

r log(x) o
/(x2—|—1)2 do ==
0
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Térjiink ra a feladat k szerinti altalanositasara. Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

/ logk(x
x2+1
0

Ha az I; valés improprius integralt szeretnénk kiszamolni, akkor az

log (k+1) ( )

fz) = (24 1)2

fiiggvényre lesz sziikséglink. Azaz a szamlaloban 16v6 log(z) kitevéje k + 1 kell legyen, ha Iy,

értékét akarjuk kiszamolni.

2mi (Res(f,4) + Res(f, —i)) = lim lim —l(ozgkri))

g
logh+1(z r (log(w) + i2m)k+1 S+ 7 log(z)k+1=
- _ oriy | 282
/(:c2+1 / G drroro=-33 (" (m)/ T
0 0 7j=1 0
Amibol a kovetkezd rekurzids képletet nyerjiik:
k+1 o0 i
-1 : : . k+1\ ., . [ log(x) 1=
Iy=———- |2 — 2mi)! | ————d
= 0
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1.3.5. Fresnel-integralok

Azonban vannak olyan integralok, amelyeket az eddig megismert metdédusok egyikével sem
tudunk kiszamitani. A koévetkezo integralpar ilyen lesz, amely rdadasul a fényinterferencia

jelenség vizsgalatakor is elébukkant. Nevét Augustin-Jean Fresnelrdl kapta.

7. Feladat. Szamitsuk ki a hires Fresnel-integrdlokat!

I = /cos(xQ) dx I, = /sin(xz)dx
0 0

A komplex sfkon azok a z =t - (cosa + i sin ) pontok, amelyekre teljesiil, hogy 22 = it?
a 45 fokos egyenesen helyezkednek el.
Hasznéljuk az f(z) = e egész sikon holomorf fiiggvényt! A ~ gérbe v, 72 és ;5 egymas

utan flizésébol alljon, ahol:

7(t) =t, t €0, R],

Im 2z

Reiﬂ'/4

Rez

Bontsuk fel a vonalintegralt:

/f(z)dzz/f(z)dz—{—/f(z)dz—/f(z)dz.

A Cauchy-alaptétel szerint:
/ f(z)dz=0

Y
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Szamoljuk ki a harom integralt, majd tartsunk R-rel a végtelenbe! A ~i-re vett integral

R — 00 esetén a Gauss-integral:

Jm [ 52z =
7

Szamitsuk ki vyo-re vett integrélt:

z z
/f(Z) dz = /6—(7 2(t)) / (cos(2t)+isin(2t)) | iR dt =
Y2 0 0

e~ R cos(2t) | Gi(—RZsin(2)+t) i p gy

I
S
ENE]

Az abszolutérték-becslés:

/ 2 cos(2t) ( 2 sin(2t)+t) R dt / R? cos(2t) | i(—R2 sin(2t)+t) dt
0 0

/ cos (2t) dt.
0

Habar kinalkozik a L’Hospital szabaly, de vegyiik észre, hogy nem lehet a hatarértéket az
integréllal felcserélni, mivel az integrandus nem egyenletesen folytonos a [a, ] intervallumon.

A kovetkezot becsléssel orvosoljuk a fennallé problémat:

O\M:‘
[\

bl
R- 6_R2 cos(2t) dt = 1/R . 6_R2 cos(x) dr = 1/R . 6_R2 sin(6) do <
5 >
0

% 2 2
1 220 1 (R s s R ™
<— | R-e®%di= - R-e™ —du=—— =
—2/ c 2/0 < op™ 4R/0 < M=YR
0

igy:

R-e f2eos?) gy — Jim & —0

O\Mﬂ
oy
i)
3

1i < i
Al /f<z)d2 < im

ami azt jelenti, hogy:
li dz =
dm [ 1)
Y2
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Szamitsuk ki ~ys-re vett integralt:

R
/ F(2)dz = / e~ L (1) gt = / et L if gy = (%
0

Hatarértéket véve:
lim /f(z) dz = €'% . /e—it2 dt
R—o0
3

0

e*”’2 dt

Cauchy-alaptételt és a gorbe menti integralokat osszerakva:

lim /f dz—hm /f dz+hm /f z—hm f(z)dz=0

R—o0
“/3
o0
fw:eil -/e‘itzdt
0
Egy osztds utan a Fresnel-integrédlok értéke:

00 0o

/cos(tQ) dt = VT /sin(tQ) dt = VT

0 2v2 0 2v2
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1.4. A Reziduumtétel kovetkezményei

1.12. Definicié. (Logaritmikus derivdlt)
Legyen f(z) meromorf egy D tartomdnyon. Ekkor az f logaritmikus derivaltja alatt a kovetkezdt

értjuk:
f'(2)
f(2)

1.13. Megjegyzés. A logaritmikus derivalt jol kezelhetd.

e Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor J;((j)) holomorf c-ben, igy Res(f%, c)=0
e Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor J;:((j))—nek c-ben elsérendii pélusa van, és Res(’%, c) =

m

e Ha f-nek m-szeres pdlusa van c-ben, akkor %—nek c-ben elsérendil pélusa van, és Res(fTI, c) =

—m

1.14. Tétel. (Argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf a D tartomdnyon, és legyen v pozitiv iranyitdsi, szakaszonként C1 egyszerd
zdrt gorbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik gy, hogy nem megy dt f(z) gyokein és polusain.
Jeloljik Z-vel és P-vel f(z) gydkeinek és polusainak szamdt ~y belsejében multiplicitdssal.

Ekkor: ) )
z
25 ) e

Y

dz

Bizonyitds. A logaritmikus derivélt szép tulajdonsiga miatt Z — P semmi mé&s, mint v belsejében

1év6 pontokban vett reziduumok Osszege, amivel az integral is egyenl6 a Reziduumtétel miatt. [

1.15. Tétel. (Lokélis értékeloszlds tétel)

Legyen f(z) holomorf az a pontban, és tegyiik fel, hogy f9)(a) = 0 minden j =0,1,...,k—1
esetén, tovabbd f(k)(a) # 0. Ekkor létezik 69 > 0 ugy, hogy minden 0 < & < §y esetén létezik € > 0,
amelyre teljesiil, hogy az f(z) = b egyenletnek pontosan egy megolddsa van a B(a,d) kérnyezetben,
mégpedig z = a, és ez k-szoros gyok, és barmely w € B(b7 g) esetén az f(z) = w egyenletnek pontosan

k kilonbozé megolddasa van a B(a,d) kérnyezetben, és ezek mind egyszeres gyokok.
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2. Schwarz-Christoffel formula

Az alébbi jegyzetekre tdmaszkodunk: [7], [8], [9]

A Riemann-alaptétel kovetkezménye, hogy barmely két, a teljes komplex siktél kiillénboz6,
egyszeresen Osszefiiggd tartomany konform ekvivalens, azaz konform moédon leképezhetd egyik a
masikra. Sok tartomany elemi fliggvények kompozicidjaként raképezhet6 az egységkdrre, ellenben a
sokszogtartomanyra vald leképzés mér 6sszetettebb konstukeidt igényel. A most kovetkezékben megis-
merkediink a Schwarz-Christoffel formuldval, melynek segitsével a felsd félsik egy sokszogtartomanyra
képezhetd le komform mddon.

f(2)

Im(z

An Re(z)

A formula részletes leirdsa megtaldlhaté Halasz Gabor Bevezetd a komplex fliggvénytan jegy-
zetében, igy célunk nem egy preciz mésolat, hanem annak nagyvonalakban torténé osszefoglalasa,
ralatast segité értelmezése. A Schwarz-tiikrozési elv kozponti szerepet jatszik majd a formula

meghatirozasaban, ezért elevenitsiik fel, miel6tt belevagnank a levezetésbe.

2.1. Tétel. (Schwarz-tikrozési elv)

Legyen D tartomdny a felsd félsikban, amelynek a hatdra tartalmazza az I intervallumot, és
legyen D' a D tikorképe a valds tengelyre. Tegyiik fel, hogy f holomorf D-n, folytonos D U I-n, és
I pontjaiban teljesiil, hogy Im f = 0. Ekkor f holomorf médon kiterjesztheté a Dy := DU I U D’
tartomdnyra gy, hogy Vz € D’ esetén

f(2) = f(2).

Azt az esetet nézziik, amikor az f(oco) nem csicsba megy, tehét ekkor a sokszogtartomény
csucsainak f(z) altali 6sképei mind valds szdmok, melyek a valds tengely egy felosztasat adjak. A
felosztds tetszOleges nyilt intervallumat jeloljiik I-vel. Az f(z) figgvény a tiikrozési elv természetes
altalanositasa segitségével holomorfan kiterjeszthetd az alsd félsikra kiilon-kiillon mindegyik [
intervallumon &t a sokszog pontjainak f(I) egyenesére valé tiikrozésével. Majd a kiterjesztést az
also félsikra megszoritva ujra kiterjesztjiik barmelyik mésik I intervallumon at a felsé félsikra, és ezt
az eljarast addig folytatjuk, amig meg nem kapjuk a kiilénboz6 bemetszett sikokon holomorf f;(z)
fliggvények mindegyikét.

Az f;(z) fliggvények legyartdsa utdn tesziink egy kulcsfontossdgui észrevételt, miszerint az fj’»(z)

fliggvény logaritmikus derivaltja a fels6 félsikra szoritkozva - és ezzel analdég mdédon az alséra
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szoritkozva is - egyetlen kozos g(z) fiiggvényhez vezet, amely az egész sikon holomorf leszédmitva a
végtelent és a sokszog csicsainak Gsképeit.

Ezt kovetden lokdlisan vizsgalodunk egy tetszélegesen valasztott o szogli B csucs és annak
A 6&sképe koriil. Az f-nek A pont §-sugaru felsd félkornyezetére vett megszoritasara latszolag
tilbonyolitva gondolunk, azonban a késébbiekben ezt fel tudjuk haszndlni. A fiiggvény képét eltoljuk
— B-vel, majd egy hatvanyozdassal az o nyilasszogi szogtartomédnyt kiegyenesitjiik egy félsikka, majd
megint ”visszanyomorgatjuk” szogtartoméannyd és visszatoljuk B-vel a helyére. (A hatvényozés
egyértelmii értelmezéséhez sziikkségiink van a szogtartomanyon holomorfan értelmezett komplex

logaritmusra.) Mindezt képletbe siiritve:
f(z) = (eF9UGP) T 4 B = h(2)7 + B
A h(z) fuggvény az A teljes 6 sugaru kornyeztére kiterjed holomorfan. A derivélasok utan azt

kapjuk, hogy:

) e NHGE) WG .
o) = 55 =(5-1) o) T (2 € AN {Im() > o))

Mivel a jobb oldal és a baloldal holomorfan értelmezett a B(A, d) pontozott kornyezeten is, az
Unicitas tétel szerint a képlet az egész pontozott kornyezeten is igaz lesz. A lokdlis vizsgalodds soran
lathato, hogy g(z)-nek elsérendli pélusa van az A pontban, amely megfigyeléssel teljesen leirtuk a
fliggvény szingularitasait.

Ha talalnank egy olyan fliggvényt, amelynek pontosan ugyanazokon a helyeken ugyanilyen
szingulaitdasai vannak és korlatos, akkor a két fiiggvény kiilonbségét véve, egy egész sikon holomorf,

korlatos fiiggvényt kapnénk, ami Liouville tétele szerint konstans fiiggvényt eredményezne.

g(z) — Zn: (% - 1) . _1Ai = konstans

i=1
mivel mindkét fiiggvény co-ben vett értéke nulla, igy a konstans értéke is nulla, ami szerint;:

g(z):i<o7[:_1>z—lj4i

i=1

Ha ezt a " frissitett” g(z) fiiggvényt a fels6 félsikra szoritkozva vizsgéljuk, akkor bel6le két integralassal

visszafejthetd a formula.

fly=e [ T](e - A)= tde+b
o =1

z

2.2. Megjegyzés. Ha az egyik A; = 0o, akkor a képletiinket azzal kell médositanunk, hogy kivessziik
azt a tényezdt a szorzatbdl. A képlet hidnyossidga mindossze annyi, hogy az A;-ket nem ismerjik. A

hataron 3 pontot akarhogyan el6irhatunk.
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2.1. Téglalap esetén az inverz kiterjesztése

Az egyszeriiség kedvéért a fels6 félsikot az abran ldthatd téglalap belsejébe szeretnénk leképezni

az f(z) Schwarz-Christoffel formula segitségével, melyre:

flo0) =0, [f(A2) =C, [f(A3) =C+iD, [(A4)=iD

f(z)
T

C+1iD

A As Ay Re(z) C Re(w)

Ekkor az f leképzés inverz fliggvénye, g(w) holomorfan definidlhaté nem csak a téglalap belsejében

hanem annak hataran is az origd kivételével.

) me)

C+1iD

C Re(w) Az Az Ay Re(z)

Jeloljiik az eredeti g fiiggvényt goo-val és a hozzatartozé nyilt téglalapot Tp o-val. Terjesztjiik ki a
To,0 téglalapot a (0, C) szakasz mentén a valds tengelyre vett T —; titkorképére holomorfan, ami a
Schwarz-tiikrozési elv szerint megtehetd és a goo fliggvény g o holomorf folytatdsanak értelmezése

az aldbbi:

Vw € To -1 goolw) = goo(w)

A g5 kiterjesztés Tp —1 nyilt téglalapra torténd megszoritaséat jeloljik go,—i-val, ami tehat az alsé
félsikra képez. Ezt kiveten a Schwarz-tiikrozési elv dltaldnos alakjat haszndlva legyarthaté az 6sszes

ilyen gpn m és Ty par. Ahol az index elsé koordindtdja azt mondja meg, hogy a vizszintes iranyu
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titkrozések Osszegzéseként (pl 3 jobbra tiikrozés és 1 balra titkkrozés Osszegzése 2 jobbra tiikrozés)
Tp,0-t6l balra vagy jobbra lesziink, a mésodik index pedig azt mondja meg, hogy a fiiggdleges
tilkrozések osszegzéseként T o-tol feljebb vagy lejjebb lesziink. Egyszerti geometriai meggondolds
utan lathatjuk, hogy szét lehet szedni a tiikkrozések sorozatat vizszintes és fliggoleges esetekre, és
valéban csak a kétféle eset Osszegzése a mérvadd egy pont tiikrozésének tekintetében.

A jéldefinidltsdg meggondolasa utédn adjunk formulat a T, ,, téglalapokon értelmezett gy

fliggvények kiszamitasara:

Inm(w) = goo(w —nC —miD) - Lppim=02)} + go,-1(w —nC — (m +1)iD) - 1y ym=1(2)}

Az aldbbi dbran kék satirozassal jeloltiik azokat az indexii téglalapokat, melyeken értelmezett g
fuggvények a fels6 félsikra, és fehéren hagytuk azokat, amelyeken értelmezettek az alsé félsikba

képeznek.

Jeloljiikk G-vel az egész sikra kiterjesztett g fiiggvényt, ami g, ,, fliggvényekre szorithaté meg.
Az abran jol lathaté G fiiggvény kettds periodikusssdga. Periodikus egyrészt vizszintesen a vy =
2C vektor szerint, masrészt pedig fiiggblegesen a vy = i2D vektor szerint is. Ami az izolalt
szingularitasokat illeti, a ki - v + ko - vo alakil pontokban vannak masodrendi pdlusai G-nek,

(k1, ko € Z) melyek altal alkotott téglalapracsot a lenti dbran piros szinnel emeliink ki.
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A G figgvény reziduumai a masodrendii pélusokban zérusak, valamint megfigyelhetd, hogy a
piros téglalap kozéppontjara szimmetrikus pontparokon ugyanazt az értéket veszi fel a G, amibol
kovetkezik a fliggvény parossaga. Ha egy piros téglalapba belevessziik a baloldalt és az alsé oldalt is,
akkor azt mondhatjuk, hogy hiarom olyan hely van, ahol a fiiggvény kétszeres értéket vesz fel: a
baloldal felezépontja, az alsé oldal felezGpontja, illetve az atlok metszéspontja. Azaz G fliggvény egy
olyan meromorf egészfliggvény, amely periodikus a récsot generdlé v, vo komplex szamok szerint, és
csak a racspontokban van méasodrendi polusa.

Ha a G(z) figgvényt megfelelé paraméterekkel latjuk el, azaz ha az origé mellett még két
masik csicsnak jol valasztjuk meg az 6sképét, akkor egy nevezetes fiiggvényt kapunk, a Weierstrass-
féle p fliggvényt, amit majd a kovetkezo fejezetben vizsgalunk meg alaposabban. Viszont igen
értékes Osszefliggést nyeriink a Weierstrass-féle p fiiggvény és derivaltja kapcsolatara az aldbbi
gondolatmenettel.

Mivel A; = oco-nek valasztottuk, és a téglalap minden szoge derékszog, igy az f(z) Schwarz-

Christoffel formula ebben az esetben a kovetkezd alakba irhaté fel:

/ 1
ﬂ@_”;[vk—A@@—A@@—A@%’

amit ha derivdlunk:
1

V(€= A2)(€ = A3)(€ — Ay)

Je) =c

majd felirjuk f~!(z) = G(z) derivaltjat:
1

1
e = V@@~ A)GE) ~ 4G — A

G'(2) =
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akkor egy fontos Gsszefiiggést kapunk, miszerint:

(G'(2))? = =

c2

(G(2) — A2)(G(2) — A3)(G(2) — A4)
Azaz j6 paraméterezés mellett:

(¢/(2))" = konstans - (p(z) — A2) (9(2) — 4s) (p(z) — Ax)
2.2. Szabalyos haromszog esetén az inverz kiterjesztése

Az origb 6sképe ebben az esetben is legyen végtelen. A Schwarz-tiikrozési elvet haszndlé iterativ
eljaras teljesen anal6g moédon torténik, mint az el6z6 esetben. Végeredményeként egy szabdlyos
haromszog racsot kapunk, amelynek satirozott haromszogei mennek a felsé félsikba, az liresek
pedig az alséba. A racsszerkezet 120°-ra forgdsszimmetrikus, azaz a harmadik egységgyokokkel vald
szorzasra érzéketlen a racs. Ennek a szimmetridnak az a kdvetkezménye, hogy az dbran pirossal
jelolt izolalt szingularitasokbdl allé parallelogrammaracs egy parallelogrammajaban minden érték
multiplicitdssal véve haromszor vétetik fel. Az izoldlt szingularitdsok ennek értelmében harmadrendii
polusok. Az inverz egészsikra vald kiterjesztése ebben az esetben is egy dupldn periodikus meromorf
fliggvény, amelynek csak a pirossal jelolt racspontokban vannak pdlusai.

Megfelel6 paraméterek mellett a kiterjesztett inverz fliggvény itt nem mas lesz, mint a Weierstress-
féle p fuggény derivaltja. A kovetkezd fejezetbdl visszatekintve lathatjuk majd, hogy ez annak

koszonhetd, hogy itt a racsszerkezet invarians a harmadik egységgyokokkel valo szorzasra.

Im(w)
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Tehat az izolalt szingularitasok altal alkotott parallelogrammaracs ebben az esetben olyan
rombuszokbdl all, melynek szbgei 60° és 120°. Azt mar lattuk az el6z6 esetben, hogy téglalapok is
alkothatjak a racsot. Viszont ezeken kiviil szimmetriai okokbdl semmilyen mas parallelogramma
tipusra nem épiilhet rics az inverz kiterjesztés soran.

A megérzésiink azt sugallja, hogy a kiterjesztett inverz fliggvénnyekkel ratapintottunk a dupldn
perodikus egészfiiggvények épitOkoveire. Azonban ez egybdl felvet két kérdést:

Az els6 kérdés, hogy létezik-e nemkonstans holomorf, tetszoleges wi és wo az egész komplex
sikot kifeszité komplex szampar szerint periodikus egészfiiggvény. Ez esetben az egészfuggvény
korlatos lenne, hiszen a periodusparallelogramman, ami egy kompakt halmaz, felvenné a fliggvény
az értékkészletét. Liouville tételébdl kovetkezik, hogy ekkor konstans lenne a fiiggény, ami nem
lehetséges.

A misodik kérdés, hogy létezik-e olyan meromorf duplan periodikus fiiggvény, amelynek csak
a racspontokban van elsérendi polusa. Nézziik az origéra szoritkozva az esetet. Legyen v az
eltolt periodusparallelogramma, aminek belsejében van az origé. Ekkor a Reziduumtétel alapjan a
Res(f,0) = 0 egyenl6ség kéne fennalljon, mivel mindkét oldal egyenld a f(z) fliggvény ~ gorbén
vett vonalintegraljaval. Tehat ilyen sem létezik.

A kérdések megviélaszolas utan kanyarodjunk ré a megérzésiink helyességének kideritésére.
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2.3. Elliptikus fuggvények

2.3. Definicié. (Parallelogrammardcs)
Legyen w1 és wo két olyan komplex szdm, melyek hdnyadosa nem tisztdn valds szam. Ekkor az
dltaluk kifeszitett rdcs:

Q = {mwi + nwy | m,n € Z}

Két szamot kongruensnek neveziunk €2 modulo szerint, ha a kulonbségiik ) eleme. Egy zo ponthoz

llesztett racsparallelogrammdn pedig a kévetkezd halmazt értjiik:
Q = {20 + wiw1 + ugwa | ur, ug € [0,1)}

2.4. Definicié. (Elliptikus fiiggvények)
Az egész sikon meromorf f(z) fiigguényt elliptikus fiiggvénynek nevezzik az ) rdcsra nézve, ha

periodikus a rdcsot generdld wy €s wo szerint.

2.5. Tétel. (Torusz Reziduum Tétele)

Elliptikus fiigguény reziduumainak a pélusaira (mod Q) kiterjesztett dsszege 0.

Bizonyitds. Vélasszunk olyan zp-t. hogy a hozzd illesztett racsparallelogrammma hatdra ne menjen

at f(z) izolalt szingularitdsain. Jeloljiikk ezt a hatart y-vall
A Reziduumtétel szerint a széban forgd Gsszeg nem mds, mint f(z) v gérbén vett vonalintegréilja.
Azonban ha ~ gérbére ugy gondolunk, mint 1, v2, 3 és 4 gorbék egymads utan fiizése, ahol ezek a
gbrbék a racsparallelogramma oldalai, és a periodikussagot sem feledjiik, akkor egybdl latszik, hogy
a szemkozti oldalakon vett vonalintegralok egymas ellentettjei, igy valoban 0 a reziduumok Osszege.
O

2.6. Megjegyzés. Ha a racsparallelogramma ekvivalens oldalpérjait Osszeragasztjuk, akkor to-

poldgiailag egy téruszfeliiletet kapunk, innen az elnevezés.

Ha f(z) elliptikus fliggvény és nem tiinik el azonosan, akkor a logaritmikus derivéltja is elliptikus

figgvény. A periodicitds és a meromorfsag megérzédését kell hozza meggondolni.

2.7. Tétel. (Fiiggvény rendje)
Nemkonstans elliptikus fiiggvény minden véges vagy végtelen értéket multiplicitdssal szamolva

‘(mod Q) ugyanannyiszor vesz fel. A kozds értéket a fiiggvény rendjének nevezziik.

Bizonyitds. Az f(z) logaritmikus derivaltja segitségével, az Argumnetumelvet hasznalva kihozzuk,
hogy a periodusparallelogrammaéban a gyckok és a polusok szama multiplicitdssal véve megegyezik.
Kénnyen beldthat6, hogy minden f(z) = a fiiggvényérték multiplicitdssal vett szdma is megegyezik
a polusok multiplicitassal vett szdméval. A g(z) = f(z) — a fiiggvény segitségével visszavezetjik a
problémat az el6z6 esetre. Tehat a kozos érték nem mads, mint a pélusok multiplicitdssal vett szama.

O
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2.4. A Weierstrass-féle ¢ fiiggvény

2.8. Definicié. (Weierstrass-féle o fiiggvény)

2.4.1. Konvergenciaja

Két részben fogjuk belatni a konvergenciat. Els6 korben bevezetjiik az S segédszummaét, aminek a

konvergencidja egyszeriibb geometriai meggondoldst igényel [5]. Majd S-sel majorédljuk a e fiiggvényt.

=3 1

Legyen S az alabbi segédszumma:

we
w#0
Szeretnénk S-et olyan szummara cserélni, ami 0-tél oo-ig fut, ezért minden racspontot az origd
kivételével jeloliink valamilyen sorrendben. a1, as, ..., ag, ... Tehat a szummaénkat ”frissithetjik”:
> Z 3
G
218 T 2]
w#0
Valasszuk azt a sorrendet, hogy a legkisebb racsparallelogramma az ai, as, ..., ag, a masodik
racsparallelogramma az ag, aig, ..., a24, és ezt a mintat kovetve az r. racsparallelogramma az
Ajp1, Gjy2, - Qjygp  ahol j=SU=DF8 (1)

pontokbdl rajzolédjon ki. A béviilé récsparallelogramma sorozat particiénédlja az (ay,) sorozatunkat.
Az r. particidhoz tartoté szelet feliilrol becstilheto a kovetkezEképp:
J+8r

1
Z W < 8r - W ahol d=min{|w1|,|w2|}
k=j+1

Ezt felhasznéalva:

8 72
%| 3] Z’an3‘<28r d3-€<00,
w#0

amivel az S segédszumma konvergencidjat belattuk.
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Hétra van még a majoralds, ami nagyobb falat lesz. Legyen zy € C\ €2, és vélasszunk hozza gy
€ > 0 szamot, hogy:
B(zp,e) C C\ Q.

Ha rogzitiink egy z € B(zp, ) pontot, akkor egyenletesen konvergens lesz a B(zg, ¢) zart kérlemezen

az alabbi szumma:

I

e

w#0
Ennek belatasahoz tagonként nézziik a szummét. Vagyis adott w € '\ {0} esetén becsiiljiik feliil a
tagjainkat:

1 1] |w?—(z—w)?| |-22+2zw —2z2 2z
(z—-w)? w?| | (z—w)2w? (z — w)?w? (z — w)2w? (z — w)w
2
< | Uzl +2) 2(z0l +o) | _
(2 — w)2w? (z — w)?w

A nevezében zavaré a (z — w)? tényezd, sokkal kezelhetébb lenne, ha w? 4llna. Ha van olyan L > 0

konstans, hogy
1 L

<
|z = w)?| 7~ w2

akkor a becslésiink tovabb ”tisztulna”. Szerencsére van ilyen L > 0 konstans. Ezt két esetre bontva

fogjuk igazolni.
Els6 esetben tegytik fel, hogy |w| > 2(]z0|+¢), amibél kévetkezik, hogy: Vz € B(zp,¢) : |w| > 2|z|
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy:
2
2= wf? > (] — |22 >
Reciprokot véve latjuk, hogy L > 4 j6 valasztas ebben az esetben.
Maésodik esetben tegyiik fel, hogy |w| < 2(|z9| + €). Ez véges sok w-ra teljesiil. Nézziik egy ilyen
w-ra a |z — w| figgvényt a B(zp,e) zart korlemezen! Mivel a fiiggvény folytonos, a zart korlemez
pedig kompakt, ezért Weierstrass tétele szerint a fiiggvény felveszi a minimumértékét, ami legyen

d,. Vegyiik ezek minimumat és jeldljiik d-vel!
d = min{dy, : |w| <2(Jz0| +€)} >0

Ekkor a szamlalot feliilrdl, a nevezot pedig alulrdl becsiilve egy konstans értéket kapunk.

w2

(2 —w)?

(2’ZO| + 26)2
d2

<

2
Ebben az esetben L > % j6 valasztas.
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Most mar tudunk adni olyan L > 0 konstans, ami mindkét esetben jé valasztas:

2 2¢)?

Vagyis a nevez6ben zavar6 (z — w)? tényezét kiiktatva a becslésiink:

af = | Uzl +2)7 | 2020l +2)| _ (20l +2)*- L | 2(20 +2)L
(z-w)w?| | (z-w)w jw!* jwl?
Azaz: )
1 1 zol+€)*- L  2(|z0| +€)L
> ——- _Z((I 0|w|4) 4 A TL!3 ) ):
weN wel
w#0 w#0
1
= (|20| +¢)2L Z| |4 2(|z0| +€)L ZW<OO
we we
w#0 w#0
Mivel a kobos valtozattal analég médon belathatd, hogy:
wEQ
w;ﬁO
fgy azt kapjuk, hogy:
1 1
e R
—w)2 2
= (z —w) w
w#0

2.4.2. Periodikussaga

A p(z) figgvény periodikussdgat két megfigyelés kovetkezményeként latjuk be. Az egyik, hogy
p(2) paros fliggvény, a mésik, hogy ©'(z) periodikus. Ha mindkét megfigyelésiink helytélls, akkor
definidljunk egy f(z) = p(z +w) — p(z) segédfiiggvényt, amirdl ha beldtjuk, hogy azonosan 0, akkor
készen vagyunk.

Mivel '(z) periodikus, azonnal adédik, hogy:
f'(z) = /(2 +w) = ¢(2) =0,

amibél az kovetkezik, hogy f(z) egy konstans fiiggvény, tehat mindeniitt ugyanazt a c értéket veszi

fel. Azzal safarkodhatunk, hogy olyan pontot vélasztunk, hogy azzal p(z) parossagat ki lehessen

haszndlni. A —% ilyen:

azaz ez a konstans ¢ érték semmi mas nem lehet, mint a 0.
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A két megfigyelésiink beldatasdval addsak vagyunk még. A parallelogrammaracs origéra vald szim-
metrikusséga kovetkeztében a p(z) fliggvény pdrossiga és a ©'(z) derivalt fliggvény periodikussdga
lathaté. Amikor p(—z)-t vetjiik Gssze p(z)-vel, vagy amikor ¢'(z 4+ w)-t ©'(z)-vel, akkor ugyanazt a
sort kapjuk, csak mas sorrendben, ami az abszolit konvergencia miatt nem okoz problémat.
2.4.3. Differencialegyenlete

A pérossdg és periodikussdg alapjan: p(z) = p(—2z) = p(—2+w), amibdl z = § +t helyettesitéssel

o(54) -0(5-)

Tegyiik fel, hogy & ¢ Q. A p(z) fiiggvény rendje 2, ezért ilyen (%) értéket a fiiggvény csak egy

a kovetkezot kapjuk:

helyen vesz fel (mod ) 2 multiplicitdssal. Harom darab ilyen pont van, ezeket kritikus pontoknak
nevezziik:

w1 = w2 . w1 + wag

97 2 = 9 3 — 2

Tegytink egy észrevételt p(z) kritikus pontokban felvett értékeirél. Mindharom kritikus pontban

Z1 =

felvett kétszeres érték kiilonb6z6 és sehol méshol nem vétetik fel (mod €2). Az, hogy a kritikus
pontokban ©/(z) = 0, egyensdgon kovetkezik abbdl, hogy a parallelogrammaréacs kézéppontosan
szimmetrikus ezekre a pontokra. Viszont ezzel a harmadrend(l p'(z) mindhdrom zérushelyét
megtaldltuk a periodusparallelogramméban.

Nézziik az alabbi fiiggvényt:

) (/)"
H&) = O e o) = ) o) — <)

Az f(z) fuggvénynek minden pontban megsziintethet szingularitdsa van. A kritikus pontokban a

szamlal6 és a nevezd is méasodrendben tiinik el. Ha p(z) fliggvényt Taylor-sorba fejtjiik az adott

kritikus pont koriil és nem feledjiik, hogy ¢’(2) = 0 minden kritikus pontban, akkor jél latszédik ez:

9(2) = pla0) = pla) — pla) + 9 (0) (2 = 2) + 568 ()= = 5 + (i) (s = 2) 4 oo =

2 6
1 1
=04 ¢'(z)(z = zi) + 59" (zi) (= - zi)’ + 6@”’(2‘1‘)(2 —z) 4=
1 1
= 59"(2)(z = %) + 59" ()=~ zi)° 4

A récspontokban a szdmldlénak és a nevez6nek is hatodrendii pélusa van, tehat azokban a pontokban
is megsziintethet6 a szingularitds. Vagyis f(z) mindentitt holomorffd tehetd elliptikus fliggvény, ami

azt jelenti, hogy konstans. Ha konstans, akkor viszont csak 4 lehet az értéke, mivel z — 0 esetén

p(z)~ % s p'(2) = — 5.

Ezzel ravilagitottunk p(z) és ¢'(z) kozotti Osszefliggésre, amit rendezve az alédbbi differen-

cidlegyenletet kapjuk:



Az el6z6 fejezetben mér taldlkoztunk ezzel az Gsszefliggéssel, de ott még nem tudtuk, hogy a konstans

értéke 4.

2.9. Tétel. (Generdtorsdg)

Adott Q) racsra nézve az f(z) elliptikus fiigguények testet alkotnak, és minden f(z) elliptikus
figgvény egyértelmiien elddllithato f(z) = Ri(p(z))+¢'(2)Re(p(2)) alakban, ahol Ry és Ry raciondlis
tortfigguények
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2.5. Kitekintés

A Schwarz-Christoffel formula inverzének kiterjesztésénél mindkét esetben volt egy feltételiink,
méghozzd, hogy az f(oco) = 0, aminek kovetkezményeként a parallelogrammarécs izolélt szingu-
laritdsai épp a racspontokba estek. Ezen az eseten keresztiil jutottunk el a Weierstrass-féle p
fliggvényig. Az elliptikus fliggvények kapcsan természetes médon jonnek el a komplex elliptikus
gorbék. Az elliptikus gorbéknek, kiilonosképpen a raciondlisoknak igen komoly elméletiik van.

Andrew Wiles 1994-ben az elliptikus gorbék felhasznalasaval latta be a modularitasi tételt vagy
mas néven Taniyama—Shimura—Weil sejtést, amibdl mar kévetkezett a nagy Fermat-tétel.

Ha a nagy Fermat-tételben szerepl6 egyenloség megoldhato lenne, akkor azzal tudnank konstrudlni
egy olyan elliptikus gorbét, amely nem moduléris. Azonban a modularitési tétel szerint minden

raciondlis egylitthatos elliptikus gérbe modularis. [10]
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