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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Hoffmann Balézsnak, aki folya-
matosan iranyt mutatva, paratlan segitékészséggel kisérte végig szakdolgozatom el-
készitését. Témakorben valo jartassaga, felém gyakorolt tiirelme és lelkesedése nagy-
ban hozzajarultak munkam sikeréhez.

Halas vagyok tovabba a csaladomnak, akik tanulmanyaim soran mindvégig tamo-
gattak; a paromnak, aki minden nap motival; és nem utols6é sorban a barataimnak,

akiknek egyetemi éveim alatt barmikor szamithattam a szakmai segitségére.
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1. fejezet

Bevezetés

A gazdasagi matematika célja a pénziigyi piacok leirasa és elemzése matematikai
modszerekkel. Napjaink legfontosabb pénziigyi termékei kozé tartoznak az értékpa-
pirok, amelyekkel valo kereskedés egészen 1531-ig nyulik vissza - ekkor jelent meg
ugyanis az elsé tézsde Antwerpenben. Ezt kévetGen azonban még évszazadokat kel-
lett varni az els6 pénziigyi matematikai modellek felallitasara. A XX. szazad elején
Bachelier és Wiener munkaikban a Brown-mozgést alkalmaztak gazdasagi trajek-
toriak lefrasara. Az 1930-as években Kolmogorov megreformalta a valoszintiségsza-
mitast, és olyan 1j fogalmak bevezetésével, mint példaul a feltételes varhato érték,
lefektette a szarmaztatott iigyletek arazésanak alapjait. Az amerikai pénziigyi pia-
cok deregularizaciojat kovetSen a ’80-as és '90-es években a gazdasigi matematika
rohamos fejlédésnek indult. Ezt tovabb gyorsitotta az adattudoméany parhuzamos
térnyerése és a komplex modellek gyors futtatasara képes szamitogépes platformok
megjelenése.

Amint arrol Robert Engle is beszamol [1], az alkalmazott matematika egyik igas-
lova gazdasagi tertileteken minden bizonnyal a legkisebb négyzetek modszere (least
squares method). Ez egy természetes valasztas, hiszen a szakemberek feladata leg-
tobbszor megjoésolni, hogy egy valtozo értékének megvéltozasa milyen hatassal van
kiilonb6z6 mas valtozokra. Azonban a teriilet fejlédésével egyre tobbszor meriilt fel
az igény, hogy a modell hibajanak nagysagat elérejelezzék és elemezzék. Ebben az
esetben a kérdések a volatilitasra iranyulnak, amelynek vizsgélatakor a standard
eszkozokké a Robert Engle és Tim Bollerslev altal bevezetett ARCH (autoregressive
conditional heteroskedasticity) és GARCH (generalized ARCH) modellek valtak. Bar

jelen dolgozat célja éppen ezen modellek bemutatasa, ha az olvaso részletesebben
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szeretne tajékozodni els6 megjelenésiikrsl, akkor javasoljuk a [2] és [3| cikkeket.

A least squares modell feltételezi, hogy a hibatagok négyzeteinek varhato érté-
ke minden pontban azonos. Ezt a feltételt homoszkedaszticitasnak hivjuk, és ennek
kikiiszobolése az ARCH/GARCH modellek {6 célja. Azon adatsorokat, ahol a hiba-
tagok szoérasa nem azonos; amelyekben észszerten elvarhato, hogy egyes pontokban
vagy intervallumokban nagyobb hibék fordulnak els, heteroszkedasztikusnak nevez-
ziik. Heteroszkedaszticitas jelenlétében az OLS regresszio becsiilt regresszios egytitt-
hatoi tovabbra is torzitatlanok, de a standard hibak és a konfidenciaintervallumok til
sziikek lesznek, igy hamis pontosségérzetet keltenek. Az ARCH és GARCH modellek
azonban nem problémaként tekintenek a heteroszkedaszticitasra; céljuk modellezni
azt. Ezzel nemcsak kijavitjak az OLS modell hidnyossagait, de predikciot is adnak
minden hibatag szorasara. Mitébb, ez az elérejelzés sokszor 6nmagaban is kiilénosen
érdekes, f6ként pénziigyi teriileteken. Ilyenkor ugyanis kulcskérdés a modelliink pon-
tossdga; mekkora a hibatagok szorésa, és mi okozza ezt. Sokszor ez a helyzet all el6
gazdaséagi alkalmazasokban, amikor a széban forgo valtozo egy joszag vagy portfolio
hozama, és a hozamok szoérasa a kockazatot jelenti. Ezekben az idGsoros alkalmazé-
sokban is gyakran megfigyelhetd a heteroszkedaszticitas jelenléte. Pénziigyi adatokra
csupan egy futo pillantast vetve is konnyedén megallapithatjuk, hogy vannak idGsza-
kok, amelyek sokkal kockazatosabbak méasoknal, vagyis a hibatagok nagysaga id6ben
valtozik. Raadasul ezek a kockazatosabb id&szakok nem véletlenszertien helyezked-
nek el az adatsorunkban. Ehelyett bizonyos mértéki autokorrelaciot vehetiink észre
a hozamok kockazatdban. A hozamok nagysidgabanban idékézonként megfigyelt ki-
lengéseket volatilitas-klaszterez6désnek nevezziik. Az ARCH és GARCH modellek
pontosan ezen problémak megoldéasara hivatottak. Ezek méara a legelterjedtebb esz-
kozokké valtak a heteroszkedasztikus idGsorok kezelésére. A modellek célja egyfajta
volatilitds-mutato biztositasa (akarcsak a szoras), amely felhasznalhaté pénziigyi
dontések soran, példaul kockazatelemzésben, portfolié valasztasidhoz vagy termékek
arazéasakor.

Jelen dolgozat célja a GARCH modell bemutatasa és tulajdonsidgainak vizsgé-
lata. A 2. fejezetben megismerkediink a sztochasztikus folyamatokkal kapcsolatos
alapfogalmakkal. A 3. fejezetben foglalkozunk id&sorokkal, illetve a GARCH folya-
matokkal szorosan Osszefiiggd alapveté modellekkel, majd ratériink kozvetlen eléd-
jére és egyszertibb alakjara, az ARCH folyamatra, amelynek egy specialis esetérdl

allitasokat fogalmazunk meg [4] alapjan a 4. fejezetben. Az elmélet felépitését kove-
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téen az 5. fejezetben végiil ratérhetiink a GARCH modellekre. ElGszor a gyakorlati
alkalmazasoknél széles korben elterjedt GARCH(1,1) folyamatot vizsgaljuk meg, fel-
dolgozva [5] ide vonatkozo részét, ezutan pedig tételeket mondunk ki a GARCH(p,q)
folyamat gyenge és erds stacionaritasaval kapcsolatban, bemutatva az [5] és [6] cik-
kek eredményeit. Az utolso, 6. fejezetben, a GARCH modell néhany specialis tipusat

és ezek gazdasagi alkalmazasat ismertetjiik [7] gondolatmenetét kovetve.



2. fejezet
Definicidk

Ebben a fejezetben megismerkediink a dolgozat téméjaval kapcsolatos alapve-
t6 fogalmakkal, egyszerd allitasokkal. Altalanossagban targyaljuk a sztochasztikus
folyamatokat, és vizsgalodunk a stacionaritas fogalmaval kapcsolatban. Ezutan ki-
mondjuk a dolgozat lényegi részét képezd specialis sztochasztikus folyamatok de-
finicioit, amelyekre vonatkozo tételeket késébbi fejezetekben majd részletesen tar-
gyalunk. Jelen fejezet szdmos késébb emlitett cikk, valamint az egyetemi tananyag

alapjan megfogalmazott definiciokat, allitdsokat tartalmaz.

1. Definicio. Legyen (92,4, P) valoszintségi mezs. Ekkor az (X;)ier folyamatot
sztochasztikus folyamatnak nevezziik, ha Vi € T esetén X, valosziniiségi valtozo.
Diszkrét paraméterii sztochasztikus folyamatrol beszéliink, ha T = Z; N.

Folytonos paraméterii sztochasztikus folyamatrol beszéliink, ha 7= R; R™.

2. Definici6. Az X : Q — T® folyamatnak az eseménytér egy fix w € Q eleméhez

tartoz6 megvaldsulasat trajektorianak nevezziik.

3. Definici6. Legyen T' = Z vagy R. Az (X});er folyamat erésen stacionarius, ha
teljesiil ra az ugynevezett iddinvaridns tulajdonsdg, azaz tetszéleges s, t1,ta, ..., t, €

T, értékek és Vn € N esetén az

(Xt17Xt27 s 7th)

egyiittes eloszlasa megegyezik

egyiittes eloszlasaval.
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4. Definicid. Legyen T = Z vagy R. Az (X)er folyamat gyengén stacionarius,
ha teljesiti az alabbi feltételeket:

1. E[X?] <ooVteT.
2. E[Xy,] = E[X,,] Vi, t, € T.
3. cov(ty, ty) = cov(ty + s,ta + 8) Vs, t1,ty € T.
5. Definicio. Az (X;)er gyengén stacionérius folyamat kovariancia fiiggvénye:

R, (t — s) = cov(Xy, X,),

ahol s,t € T.
1. Tétel. Legyen T = 7Z. Ekkor:
1. Ry(k) = cov(Xo, Xi) Vk € Z.
2. R.(k) = R.(—k) Yk € Z. Azaz a kovariancia fiigguény pdros.
3. R,(0) = D*(X,) Vt € Z.
Bizonyitds. A harom allitas bizonyitasai a kévetkezdk:
1. R.(k) = cov(Xpyx, Xi) = cov( Xy, Xiyx) = cov(Xo, Xi).
2. R.(k) = cov(Xo, Xy) = cov(Xo—, Xp—x) = cov(X_y, Xo) = R.(—k).
3. R.(0) = cov(Xo, Xo) = cov(Xois, Xort) = cov(Xy, Xy) = D*(Xy).
O

2. Tétel. (Xy)iez gyengén staciondrius folyamat kovariancia figguénye korldtos.

Pontosabban Vk € Z esetén |R,(k)| < R.(0).
Bizonyitds.

|Ra (k)| = [eov(Xo, Xi)| < D(Xo)D(Xy) = D*(Xo) = Ra(0)
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3. Tétel. (X,)iez gyengén staciondrius folyamat kovariancia fiigguénye pozitiv sze-
midefinit. Azaz ¥Yn € N esetén, tetszdleges ki, ko, ...k, € Z és uj,us,...,u, € C

értékekre:

ZR kj)ziz; > 0.

4,j=1

Bizonyitds. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy E(X;) = 0. Ekkor:

Z R.( NEES Z cov(Xy,, Xy, ) 2% =

3,j=1 1,5=1

= ( ZZXk %Xy, %) = |ZX;€ZZ

=1 j=1
0

6. Definicio. Jelolje (X;);cz gyengén stacionarius folyamat kovariancia fiiggvényét
R.(k) (k € Z). Ekkor a ®,(u) = Y,z Ro(k)e ™ sort a folyamat spektralis st-

riiségfiiggvényének nevezziik, amennyiben ez a sor konvergens.

4. Tétel. A spektrdlis siriségfigguény rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal:
1. ®,(u) > 0. Azaz a spektrdlis striségfigguény nemnegativ.
2. ©,(u) = ®,(—u). Azaz a spektrdlis siriségfigguvény pdros.

Bizonyitds. A tulajdonsagok bizonyitasai a kovetkezdk:

1. Ry(k) ~0%>0és e ™ >0, tehat Y., _, R.(k)e ™k > 0.

UEZ

2. @yp(u) = 3 ,cp Ra(k)e™™ =3 ) Ro(—k)e ™ =
= Duez Ro(=k)e TN = 0 (—u).

O

7. Definicié. Egy (X;)icz gyengén stacionérius folyamatot ergodikusnak neve-

ziink, ha B2t tart E(zg)-hoz L* értelemben, azaz

2
lim E ((x1+x2+”'+xt —]E(xo)) > 0.
t—o0 t
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8. Definici6. Egy { X, }ier szamsorozatot idésornak neveziink, amennyiben az id6
fiiggvényében rogzitett adatokat tartalmaz. T' = Z, Ny esetén diszkrét, T' = R, R,

esetén folytonos idGsorrél beszéliink.

9. Definici6. Fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok altal alkotott
(wp)nez sorozat fehér zaj, ha a sorozat tagjai korrelalatlanok, illetve tetszéleges

n € N esetén Ew,, = 0 és D*(w,) = 02 < oo allando.

10. Definicié. Az (Xi)iez gyengén stacionarius folyamatot p-ad rendid autoreg-

ressziv folyamatnak nevezziik, ha elgall
p
Xy = wy + Z i X
i=1

alakban, ahol ¢; € R a sorozat paraméterei, és w; fehér zaj folyamat.

Jelolése: AR(p) folyamat.

11. Definicié. Az (X;)icz gyengén stacionarius folyamatot g-ad rendd mozgddtlag

folyamatnak nevezziik, ha elgall
q
Xt = Wt + Z int_j
j=1
alakban, ahol #; € R a sorozat paraméterei, és w; fehér zaj folyamat.

Jelolése: MA(q) folyamat.

12. Definicié. Az (X;)iez gyengén stacionarius folyamatot ARMA (p, q) folya-
matnak nevezziik, ha el6all egy AR(p) és egy MA(q) folyamat kombinécidjaként,

azaz

P q
Xy =w + Z OiXi—i + Z 0w,
i=1 j=1

alakt.

13. Definicid. Legyen (X)icz sztochasztikus folyamat. Ekkor azt a B operatort,
amely a sorozat egy adott eleméhez az azt megel6z6 elemet rendeli hozzé, backshift

operatornak nevezziik. Azaz B backshift operator, ha:

BXt - Xt—l Vt c Z
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14. Definici6. Legyen (X;)icz sztochasztikus folyamat. Ekkor azt a F = B~!
operatort, amely a sorozat egy adott eleméhez az azt kovetd elemet rendeli hoz-
zd, forward-shift operatornak nevezziikk. Azaz F forward-shift operator, ha

FB = BB =1, azaz:

FX, =B 'X, =B 'BX, =X, VteZ.

15. Definicié. Az (X;)cz folyamat d-ed rendii differencialtja: A?X; = (1 — B)%X,.

16. Definici6. Az (X;);ez folyamatot ARIMA (p, d, q) folyamatnak nevezziik,

ha a
A’X, = (1 - B)'X,

folyamat ARMA(p, q).

17. Definicié. Egy z; folyamatot GARCH(p, q) folyamatnak neveziink, ha létezik

az elsG keét feltételes momentuma, valamint teljesiti a kovetkezd két feltételt:

E (x| zy,u<t) =0

Vt € Z esetén, és léteznek olyan w, oy, @ = 1,...,p, valamint 3;, 7 = 1,...,¢

konstansok, melyekre

p q
ol =Var (v, | vy,u<t)=w+ Za,w?_i + Zﬁjaf_j.
i=1 j=1
Vegyiik észre, hogy a fenti egyenletet egyszertibben is leirhatjuk:
o} =w+a(B)x; + B(B)o; (t € Z),

ahol B az ismert backshift operator, azaz Biax? = 2?2 , és Blo? = o2 ,, tovabba

a(B)=> B, BB)=> BB
i=1 j=1
Ha g(z) = 0, akkor

P
2 _ 2
o =w+ E Ty
i=1

Ekkor ARCH(p) folyamatot kapunk.
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18. Definici6. Legyen (¢;) fliggetlen, azonos € eloszlasi sorozat.

Ekkor (z;) er6s GARCH(p, q) folyamat, ha x; = oy¢;, valamint

p q
2 2 2
Oy =W + g Gy, + E ﬁjat—jv
i=1 j=1

ahol «;, B; nemnegativak és w pozitiv.
Mivel a két kiillonbo6z6 fogalom bevezetése csupan a preciz elméleti hattér fel-
épitését szolgalta, innent6l a GARCH folyamatok alatt er6s GARCH folyamatokat

értink.

19. Definicié. Egy GARCH(p, q) folyamatot kauzalisnak neveziink, ha o, mér-
hets az {€;_p}tnen altal generalt o-algebrara. Azaz kauzéalis GARCH folyamatrol

beszéliink, ha az aktualis érték csak a multbeli informécioktol fiigg.

20. Definicio. Egy (X;)icz folyamat homoszkedasztikus, ha

Var(X,) = o® VteT,

2

ahol ¢ > 0 &llandé. Ha egy folyamat nem homoszkedasztikus, azaz idGben

valtozo szoréssal rendelkezik, akkor heteroszkedasztikusnak nevezziik.

21. Definicié. Egy (X;)cz folyamat feltételesen homoszkedasztikus, ha F; | =
0 ({Xs}s<t—1) esetén

Var(X;|Fi1) = 0® VteT,

ahol 02 > 0 alland6. Ha egy folyamat nem feltételesen homoszkedasztikus, azaz
idében valtozo feltételes variancidval rendelkezik, akkor feltételesen heteroszke-

dasztikusnak nevezziik.

10
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AR, MA, ARMA és ARIMA
folyamatok

Ebben a fejezetben bemutatjuk az ARCH és GARCH folyamatok megértéséhez
sziikséges alapveté modelleket. Mivel jelen dolgozat kiemelt téméja sztochasztikus
folyamatok stacionaritasanak vizsgalata, megmutatjuk két egyszerti folyamat gyenge
stacionaritasat, és ezek feltételeit. A kovetkezé modellek és tételek kiemelt fontos-
saguk révén, szamos hivatkozott cikkben megtalalhatok, igy az attekinthetsség és a

precizitas céljabol 6sszehangolt bemutatasuk jelenik meg az alabbiakban.

3.1. Id&sorok

Egy {X;} szamsorozatot idGsornak neveziink, amennyiben az id§ fiiggvényében
rogzitett adatokat tartalmaz, és célja valamilyen valtozé alakulasanak nyomon ko-
vetése id6ben. A t idGindex lehet diszkrét vagy folytonos. JellemzGen diszkrét ids-
pontokban rogzitik ket (példaul 6ranként, naponta vagy havonta), ezért a dolgozat
tovabbi részében mi is erre az esetre fogunk koncentralni. IdGsorok elemzése soran
az a célunk, hogy megértsiik az id6beli mintazatokat, trendeket, és lényegretord
statisztikdkat vonhassunk ki bel6liik.

Egy id6sor viselkedését jellemzGen négy komponens befolyasolja; ezek a trend, a
szezonalitds, a ciklikussdg és a véletlenszeri ingadozdsok. A trend hossziutéava tenden-
ciat jelent az adatsorunkban, ez lehet novekedés, csokkenés vagy stagnaléds. Trendet
figyelhetlink meg példaul az élelmiszerarak novekedésében. Szezondlis hatdsnak ne-

vezzilk, ha az idGsorunkban rendszeresen ismétléds rovidebb idGszakhoz kothetd

11
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valtozasok vannak. Ez a rovidebb idGszak lehet egy honap vagy egy évszak, és a val-
tozast jellemzden a kornyezeti hatasok, az idGjaras vagy az idészakhoz fliz6d6 tradi-
ciok okozzak. Konnyen érthet§ példa erre egy gyogyszergyartd cég bevétele, amely
értelemszertien a hidegebb, nyirkosabb hénapokban megné. A ciklikussdg hosszabb
tavi, de nem szabdlyos ismétldésid mozgasokat ir le, amelyeket gyakran gazdasagi
ciklusok okoznak, és amelyek id6tartama nem kotott, de jellemz&en években mérhe-
t6. Amikor el6re nem lathato események kovetkeznek be (politikai valsagok, haborik,
természeti katasztrofak), akkor az idésorunkben véletlenszerd ingadozdsokat figyel-
hetiink meg. Az idGsorelemzés célja ezen komponensek felismerése, szétvalasztasa,
modellezése, és ezek alapjan a jovébeli értékek prediktalasa. Elérejelzésre altala-
nossagban két kiilonbo6z6 tipust modellt hasznélhatunk. Additiv modell esetén a
komponenseket 0sszegezziik, feltételezve, hogy fliggetlenek egymaéastol. Multiplikativ
modell hasznalatakor a komponensek szorzatat vessziik, azzal a feltételezéssel élve,
hogy az egyes hatasok erdsithetik vagy gyengithetik egymaést.

Tobbféle moédon is probalhatunk joslast adni idGsorokra, mi most a sztochaszti-

kus folyamatokat fogjuk erre a célra hasznalni.

3.2. AR modellek

Az autoregressziv modellek alapotlete, hogy egy sztochasztikus folyamat jelenlegi
tagja kifejezhets p darab multbeli érték és egy véletlen hibatag linearis kombinacio-
jaként. Emlékezziink vissza az el6z6 fejezetben definialt backshift operdtorra, amelyre
BX, = X;_1. Ezzel tetszbleges X, el6tti tagot fel tudunk irni, az X,_, = B*X, kife-
jezés segitségével.

Elevenitsiik fel az AR(p) modell definiciojat:

Xi =01 Xe1 + 0o Xp o+ -+ 0 Xy p +wy

Irjuk fel ezt a formulat a backshift operatort hasznélva:

Xi =01 Xyo1 — P Xy g — o0 — ¢pthp = Wg.
(1= ¢1B—¢B* — - — ¢,B") X, = w,.

12
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Vezessiink be egy autoregressziv operéatort a kivetkezs definicioval:
p .
¢(B):=1—¢1B— B> = —¢,B" =1-> ¢;B.
j=1

Ennek segitségével egy sokkal tomorebb alakban is felirhatjuk az AR(p) modellt:

o(B)X; = wy.

A legegyszertibb AR folyamat az AR(0), amelynek tagjai fiiggetlenek egyméastol,
ezért lényegében ez csak egy fehér zaj folyamat. Az AR(1) folyamat X; = ¢ Xy 14wy
alakban 4ll el6. Amennyiben |¢;| 0-hoz kozeli érték, a folyamat tovabbra is csak fehér
zajnak tinik. Ha ¢; < 0, akkor X; legtobbszor pozitiv és negativ értékek kozott
oszcillal. Tovabba ha ¢, = 1, egy véletlen bolyongast kapunk, ami nem stacionarius.

Az AR(1) folyamatot az alabbi modon is reprezentalhatjuk:

Xy = 1 Xoo1 + wy
= ¢1(01 X0 + wi1) + wy
= (b%thz + Prwp—1 + wy

k—1
= X+ Z PLwi— .-
j=0

Latjuk, hogy ha k — oo és [¢1] < 1, akkor X; =37 lwy_;.

5. Tétel. Ha |¢p1| < 1, akkor az (Xi)iez AR(1) folyamat gyengén staciondrius, és

kauzdlis megolddsa:
Xt = Z (b{wt_j.
5=0

Bizonyitds. Nézziik meg, miért teljesiti a gyenge stacionarités feltételeit az X; AR(1)

folyamat:

EX,=E (Z qs{wt_j) => ¢E(w,_;) =0 VteZ
§=0 j=0

o0 o0 o0 2
A , ]
B(X7) =) 0VE(wl ) =) #lon=0l) o' =15 Vi€l
J=0 j=0 j=0 1

13



3. AR, MA, ARMA és ARIMA folyamatok

A maésodik sor végén szereplé hanyados véges, hiszen |¢1| <1 =0 < ¢? < 1, és
a fehér zaj definicioja alapjan o2 < oo. Ezzel belattuk, hogy az elss két tulajdonsag
teljesiil.

Az utolso tulajdonsig vizsgalatakor hasznaljuk fel a kovariancia linearitasat, il-

letve, hogy k > 0 esetén Cov(wy, X;_x) = 0:

COV(Xt, Xt—k) = COV((let_l + Wy, Xt—k) = ¢1 COV(Xt_l, Xt—k) = ...

0.2

1-ot

= ¢} Cov (X, Xi—x) = ¢} Var(X,) = ¢fE(X}) = ¢

Lathatjuk, hogy ez a kifejezés csupan k-tol fiigg, azaz a folyamat valéban gyengén

stacionarius. O

Megjegyezziik, hogy amennyiben |¢;| > 1, kiterjeszthetnénk a fenti jelolésrend-
szert, hogy az X; = — Z;’;l (bfj wyy; felirast kapjuk. Ez a gyakorlatban azonban nem
sok hasznot hordozna, hiszen jovGbeli értékeket kéne ismerniink, hogy a jelenlegit

kiszamoljuk, azaz ennek megoldasa semmiképpen sem lenne kauzélis.

3.3. MA modellek

Az AR modellek egy lényeges probléméja, hogy figyelmen kiviil hagyjak az eset-
leges korrelaciot a sorozat hibatagjai kozott, mikozben a valésagban ezek a tagok
gyakran fliggnek egymastol. Ezt orvosoljak a mozgddtlag modellek, amelyek egy vé-
letlen hibatag mellett, ¢ darab multbeli hibatag segitségével irjék fel a sztochasztikus
folyamat jelenlegi tagjat. Emlékezziink vissza az MA(q) folyamat korabbi definicio-
jara:

Xy = wy + 0wy + Owi_o + ... + Oqwi_y.

Hasonléan az autoregressziv operatorhoz, definialhatunk egy mozgddtlag operd-

tort is:
O(B) :=1+60,B+60,B>+...+0,B,
ahol B a backshift operator, azaz B(w;) = w;_1. Ekkor a kovetkezd modon is

felirhatjuk az MA(q) modellt:
Xt = w; + 91wt_1 + ngt_g + ...+ qut_q

=(1+6,B+0,B*+...+0,B)w,
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3. AR, MA, ARMA és ARIMA folyamatok

6. Tétel. Minden (X,;)iez MA(q) folyamat gyengén staciondrius.

Bizonyitds. Nézziikk meg, miért teljesiti a gyenge stacionarités feltételeit az X;

MA(q) folyamat:

q q
EX, =E (wt +) ejwt_j> =FEw, + Y 0;Ew,_;=0 VteZ
j=1 j=1
Mar latjuk, hogy a sorozat minden tagjanak megegyezik a varhato értéke. Most
vizsgaljuk meg, véges-e a mésodik momentumuk. Ehhez felhasznaljuk, hogy ¢ és a

0; egyiitthatok végesek, E(w;w;) = 0, ha i # 7, kiilonben pedig E(w;w;) = 02 < c0.

q
E(X{)=E ((wt Y 9th—]')2>
j=1
q q q
=E (wf + 2 Z ijt,jwt + Z Z 0j0kwtjwtk>
j=1

j=1 k=1

q
= E(w?) + Z O2E(w] )
j=1

q
:03}+0va9]2- < 00.

j=1

Mivel EX; = 0, a kovarianciat az alabbi alakban irhatjuk:

q q
COV(Xt, Xt+h) = E(XtXt+h) = ]E ((wt + Z ijt_j)(wt + Z kat+h—k)> .

j=1 k=1

Ismét felhasznaljuk, hogy E(w;w;) = 0, ha i # j, kiilonben pedig E(ww;) =
2

w?

o2, ezért a fenti Osszeghdl sok tag ki fog esni. Csupén azok fognak megmaradni,
amelyekre t —j = t+h—k, azaz k = j+ h. Ez hasznos lesz, amikor szeretnénk majd
egyindextivé alakitani az Osszeget, és azt is tartsuk fejben, hogy ¢ > k = j + h =

j < q— h. Igy végiil az alabbi formulat kapjuk a fenti egyenletbél:

q q
Cov(Xy, Xen) = E(wy) + Z Z 01— O n—rE(wi_jwiyn_)

j=1 k=1
q—h q—h

=05+ ) 0050, = o, (1 + 9j9j+h> :
=1 j=1

Latjuk, hogy ez a kifejezés csupan h-tol fiigg, azaz a folyamat valoban gyengén
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3. AR, MA, ARMA és ARIMA folyamatok

stacionarius. O

3.4. ARMA és ARIMA modellek

Az AR(p) és MA(q) modellek kombinélasaval egy ARMA (p, q) folyamatot kap-
hatunk:

p q
X = wy + Z GiXe—i + Z Oiwe_;.
i=1 j=1
Ezt a korabban bevezetett autoregressziv- és mozgoatlag operatorokkal sokkal

tomorebben is felirhatjuk:

Definicié szerint az ARMA modelleknek gyengén stacionariusnak kell lenniiik.
Ez problémakat vet fel, hiszen egy id&sor altaldban nem rendelkezik ezzel a tulaj-
donsaggal. Sok esetben viszont egy idGsor elgall egy nem stacionérius trendsorozat,
és egy nulla varhato értéki gyengén stacionérius folyamat osszegeként: X; = p; +Y;.
A trendsorozatot modellezhetjiik egy drifttel rendelkezd véletlen bolyongasként,
e = 0 + 1 + w; alakban. Ezt beillesztve az idGsor fenti alakjaba, az elséren-

di differencialtat tekintve, a trendsorozat tagjai kiesnek a kifejezésbdl:

AXy =X = Xpn = — e + Yy = Y1 = 0 +wy + AY,.

A differencialast gyakran a backshift operéator segitségével fejezziik ki. Példaul:

AX, =X, - X,.1 =X, - BX, = (1 - B)X,

A2X, = AAX) = AX, — X)) = (Xp — Xi1) — (X — Xi29)
=X; —2X; 1+ Xy o =X, —2BX, + B’X; = (1-2B+ B)X,
= (1 - B)*X,.

Es igy tovabb, altalaban egy folyamat d-ad rendd differencialtjat A4X, =
(1— B)4X; alakban frjuk. Emlékezziink vissza ra, hogy egy folyamatot akkor nevez-
tiink ARIMA(p, d, q)-nak, ha a d-ad rendi differencialtja ARMA(p, q) folyamat
volt. Ezért az ARIMA(p, d, q) modellt az eddigiek alapjan legegyszertibben a ko-
vetkezGképpen fejezhetjiik ki:

¢(B)(1 — B)*X, = 0(B)w,
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4. fejezet

ARCH folyamatok

Jelen fejezetben elkezdjitk az ARCH folyamatok bemutatasat. Az ARCH modellt
Robert Engle vezette be 1982-ben [2]. Hamar széles korben elterjedtté valt, hiszen ez
volt az els§ olyan modell, amely alkalmas volt heteroszkedasztikusnak feltételezett
folyamatok kezelésére. Az ARCH modellben a hibatagok szoérésnégyzete autoreg-
ressziv (AR) folyamatot kovet, kapcsolodési pontot teremtve az el6zd fejezetben
bemutatott egyszert- és a most kovetkezé fejlettebb idésoros modellek kozott. Mivel
az ARCH(p) a késébb tiizetesen megvizsgalt GARCH(p,q) modell specialis esete,
ebben a fejezetben a [4] cikket feldolgozva kifejezetten az in. ARCH(o0) folyamat-
tal foglalkozunk. Most emlékezziink vissza a korabban definialt ARCH(p) modellre:

Tt — €40¢ (413)
p

ol =w+ Z Tl (4.1b)
i=1

Giraitis, Kokoszka, és Leipus (1998) elégséges feltételeket talaltak az ARCH (o)
folyamat erds stacionaritasara [8|. Ebben szerepel a GARCH folyamatok legéltala-

nosabb felirdsa, amely a szorasnégyzetet az alabbi alakban fejezi ki:
o o
ol =171+ Z Yrr? ,,  mam., és Zwk < 00, (4.2)
k=1 k=1

ahol 7 > 0, illetve ¢, > 0. Ezt az ARCH(0c0) modellt Robinson (1991) vezette be
[9]. Ebb&l a GARCH(p, q) modellt ugy allithatjuk eld, ha exponencialisan viselkedd
Yi-kat valasztunk. Példaul GARCH(1, 1) folyamatot kapunk, ha 7 = w/ (1 — ;) és
Y, = o1 317" beallitasokkal dolgozunk. Az ARCH(p) modellt tgy nyerhetjiik ki a
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4. ARCH folyamatok

fenti felirasbol, ha 7 = w és ¢; = 0, amennyiben j > p. Habar az itt szerepld v,
egyttthatoknak megengedjiik, hogy hiperbolikusan viselkedjenek, Giraitis, Kokoszka

és Leipus erds stacionaritasra vonatkozo feltétele,

E ()Y <1, (4.3)

magéval vonja az x; folyamat méasodik momentuménak korlatossagat. A (4.3)
feltétel GARCH(1, 1) folyamat esetén ekvivalens az E (f; + aj€?) < 1 kifejezéssel,
amely jol ismert, Bollerslev altal adott feltétele a folyamat erds stacionaritasanak
[3], amint majd az ezuténi fejezetben azt latni fogjuk. A soron kovetkezs rész-

ben azonban azzal foglalkozunk, milyen feltételek mellett lesz erGsen stacionarius

az ARCH(o0) folyamat.

4.1. Az ARCH(0) folyamat erds stacionaritasa

Az ARCH(c0) folyamat szorasnégyzete a (4.1a) és (4.3) osszefliggések rekurziv

hasznalataval az alabbi alakra hozhat6:

of = TZ M;(t), m.m., (4.4)
1=0
ahol My(t) :=1 és
Ml(t) = Z w]l ...¢jl€?_jl ..‘63_‘7‘1_-“_‘”7 l Z ]_. (4.5)
Jiesqi=1

Vegytik észre, hogy M;(t) = M, (€;_1,€—9,...), hal > 1, azaz minden M;(t) elGall
az Gt megelGz6 Osszes €; fliggvényeként.

Azonban o2-nek létezik mas nemlinearis mozgoatlag reprezenticioja is. Ahogyan
azt kés6bb majd latjuk még, Nelson (1990) f6ként a GARCH(1, 1) folyamatot ku-

tatva [10], az alabbi Gsszefiiggést irta fel:

ol =w Z Ni(t), mm., (4.6)
k=0
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4. ARCH folyamatok

ahol i
H B+ ), k>0, (4.7)
7=1

azzal a megszokott feltétellel élve, hogy H?:a ¢; = 1, haa > b, barmely {¢;} soro-
zat esetén. Konnyen latszik, hogy ellentétben M;(t)-vel, Ny(t) = Ni (€1, ..., €—k),
ahol (k > 1), azaz Nj(t) az 6t megel6zs legfeljebb k darab e; érték fiiggvényeként
irhato fel.

Altalanositva a (4.6)-ot és (4.7)-et, az ARCH(co) modell egy 1j reprezentaciojat
kapjuk. Ezt adja meg a kovetkezé tétel.

7. Tétel. Tekintsik az ARCH(oo) folyamat (4.3) szerinti felirasdt. Ekkor amennyi-
ben 3 72, 1y < oo, akkor

of = wZNk(t), m.m., (4.8)
k=0

aholw =71/ (> 72 1), és k >0 esetén

Nk(t) = ¢k+1 + Vi. (49)

Itt a vy, jelolés alatt a

k k—I+1 k—14+2—7j; k—j1—..—ji—1
2 2
E E E R E Vi Wiy -+ V5 0k — 1€y - €G-,

=1 ]1=1 jg 1 jl:1

kifejezést értjiik, feltéve, hogy Z?:a ¢; =0, haa > b, barmely {c;} sorozat esetén.

Vegyiik észre, hogy ezzel ekvivalensen, amennyiben 1; > 0, valaszthatnank
No(t) == 1, és w := 17/ (D ;2 ¢;) beallitasokat, és a (4.9)-ben szerepl min-
den Ni(t)-t eloszthatnank ;-gyel (ha k& > 1). Ekkor visszakapnank a (4.7)-ben
GARCH(1, 1)-hez hasznélt Nelson-féle paraméterezést.

Kibontva (4.9)-et k =0,1,2,3,... esetén a kévetkezot latjuk:

No(t) =1

Ni(t) = ¥y + Ui

No(t) = thg + by (6] + €1 o) +Uier 167y
N3(t) = s + (¢1¢3€t |+ V36 4+ Yrise; 3)

2
+ iy (Et 165+ €16 5+ €1_o€F 3) + Vi€ 165 5613

Ny(t) =5+ ...
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4. ARCH folyamatok

Figyeljiik meg, hogy Ny (t)-ben szerepls tagok a kiovetkezGképpen néznek ki: az

2
t—1

majd kovetkeznek az egyes €2 . tagok, azutan

els6 egyiitthatd mellett nincs e
az € 6, ; (i # j) parok, és igy tovabb. Ha ezeket Osszeadjuk, majd elosztjuk
> 5=y ¥j-vel, akkor rendre a (4.4)-b6l ismert Mo(t), My (t), Ma(t), ... Gsszegeket kap-
juk. Egyediil ARCH(p) folyamat esetén esik egybe a (4.1b) és (4.8) reprezentacio,
ugyanis pontosan ilyenkor igaz 1; = 0, ha j > p, ami miatt M;(t) = N,(t) teljestil
minden [ > 1 esetén.

A megfelel6 nemlinearis mozgoatlag felirds hasznalata kritikusnak bizonyul az
ARCH(o0) tulajdonsagainak vizsgalatakor. A (4.9)-et hasznalva most felirjuk az

ARCH(c0) folyamat erds stacionaritasanak és ergodicitasanak elégséges feltételeit.

Tegyiik fel, hogy 7 := E (log ¢?) joldefinialt. Legyen

tetszleges 0 > 0 konstansra.

8. Tétel. Legyen 0 < 7 < 00 és Yy > 0 legaldbb eqy k > 1 esetén. Ha
AN <1, (4.10)
i=1

akkor a (4.3)-ben definidlt ARCH (oco) modellre teljesiil, hogy barmely t-re
T< af <oo  m.m.,

és o erdsen staciondrius és ergodikus eqy joldefinidlt, nem trividlis valdsziniségi

mérték szerint a [T,00) intervallumon.

Exponencialisan csokkend 1;-k mellett, példaul GARCH(p, q) folyamat esetén,

ahol .
v < AP (5=,

valamely 0 < A < 0o és 0 < p < 1 konstansokra, (4.10) az alabbi alakban irhato:

p+ Aet < 1.

Ekkor kihasznélva a 1);-k exponencialisan csokkend természetébdl adodo specilis

strukturat, akar (4.10)-nél gyengébb feltételt is adhatunk az erds stacionaritasra.
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4. ARCH folyamatok

9. Tétel. Legyen 0 < 7 < 0o és 1y < Ap’™' (j > 1) valamely 0 < o < A < 00 €5

0 < p <1 esetén, ahol ; ~ ap’™ ahogyan j — co. Ha

p+ Aet < 2,

illetve
Ellog(p + a€})] < 0,

akkor a (4.3)-ben definidlt ARCH(oco) modellre teljesiil, hogy barmely t-re

r<ol<oo m.m.,

és o erdsen staciondrius és ergodikus eqy joldefinidlt, nem trividlis valdsziniségi

mérték szerint a [T,00) intervallumon.
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5. fejezet

GARCH folyamatok

Jelen fejezetben réatériink a dolgozat kozponti témajaként feltiintetett GARCH
folyamatok elemzésére. A GARCH modellt Tim Bollerslev alkotta meg 1986-ban
[3], altalanositva az addigra népszertivé valt ARCH folyamatokat. A GARCH mo-
dellben, elédjével ellentétben, a hibatagok szérasnégyzete ARMA folyamatot kovet.
Elgszor megvizsgaljuk a gyakorlati alkalmazéasokban gyakran el¢forduldé ARCH(1)
és GARCH(1,1) modell stacionaritasat, majd karakterizaljuk a GARCH(p,q) modell
gyenge stacionaritasat. Mindezt az [5| cikk alapjan tessziik. Ezutan bizonyitassal
egylitt ismertetiink egy fontos, a [6] cikkben leirt eredményt, amely a GARCH(p,q)
folyamat erés stacionaritasara vonatkozik. Ebben a fejezetben a GARCH(p, q)
modell alabbi alakjat fogjuk hasznalni:

frzee -

2 _ p 2 q 2

Of =w+ ) i T + Zj:l ﬁjat—j?
ahol w > 0,a; > 0,5 = 1,...,p,8; > 0,5 = 1,...,q, {&} fiiggetlen, azonos
eloszlasu valoszintiségi valtozok sorozata, 0 varhato értékkel és 1 szorassal, és ¢

fliggetlen x;_,-t6l, s > 0.

5.1. Az ARCH(1) és a GARCH(1, 1) modellek erds

stacionaritasa

Tegyiik fel, hogy (p,q) = (1,1) vagy (p,q) = (1,0). Ekkor rendre egy
GARCH(1, 1) vagy ARCH(1) folyamatot kapunk, amelyekre teljestil, hogy:
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5. GARCH folyamatok

J? =w+ ﬁlof_l + alaf_lef_l =w+ (ﬁl + oqef_l) af_l, (5.2)

ahol B; = 0 ha ¢ = 0. Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

At = Bl + Oélﬁ?, Bt = w, }/t- - Ut2+1- (53)

Ebbdl felirhatjuk, hogy (Yi),e; = (0711),., Nem més, mint az

Y,=AY, 1+ B

véletlen rekurziv egyenlet megoldasa, ahol (A, By),e, i.i.d. Latni fogjuk, hogy
(5.2) minden (07);ez-vel jeldlt erdsen stacionarius megoldasa el6all (e,),., egy meg-
felels fiiggvényeként, igy (02);cz stacionaritiasabol kovetkezik (o2, e;)iez stacionari-
tasa, ezaltal (Xy, o0;) stacionaritasa is. Tehat a GARCH(1,1) modellekhez tartozo
ersen stacionarius megoldas létezésének kérdését visszavezethetjik a (5.2) egyenlet
erGsen stacionarius megoldasainak tanulmanyozasara.

Mivel késGbb sziikségiink lesz tobbvaltozos véletlen rekurziv egyenletekre a ma-
gasabbrendii GARCH folyamatok kezeléséhez, ezért mar most R%ben definialjuk
Sket. Legyen tehat d € N és tegyiik fel, hogy (A, By)iez 1.1.d. valoszintségi valtozok
sorozata, ahol A; egy (d x d)-es véletlen matrix, és B, egy d-dimenzios vektorvaltozo.

Ekkor a kovetkez6 egyenletet wvéletlen rekurziv egyenletnek nevezziik:

Yt - Ath_l "‘ Bt (t € Z) (54)

Ennek megoldasa, (Y;) d-dimenzi6s vektorvaltozok sorozata. Minden ilyen

teEL)

megoldas kielégiti az alabbi egyenletet:

}/:‘, = At}/;,—l + Bt
- AtAt—li/;f—Q + AtBt—l -+ Bt — ...

. ko ficl (5.5)
= (H At—i) Yi g1+ Z (H At—j) B
i=0 =0 \j=0

Vk € Ny esetén, azzal az altaldnos megjegyzéssel, hogy H;O Ay = 1,
amennyiben egy iires halmazon vessziikk a produktumot. Ha & — oo, akkor jog-

gal remélhetjiik azt, hogy az egyenlet stacionarius megoldast ad, illetve hogy
limy, o0 (Hf:o At_i> Y;_r—1 = 0 majdnem biztosan, és hogy Zf:o (H;;}) At_j> B,_;

majdnem biztosan konvergens, ha k — oo.
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5. GARCH folyamatok

A GARCH(1, 1) és az ARCH(1) esetekben valoban fennallnak ezek az allitasok.
Legyen A, By, Y; (5.3) szerint definidlva. Ekkor (5.5) alapjan:

k i—1
Ut+1 <HAt z) Ut k+WZHAt —j

=0 j=0
Mivel ez egy nemnegativ tagokbol all6 6sszeg, -2 H;;%) A;_j majdnem biztosan
konvergens Vi esetén, ezaltal H?:o A;_; majdnem biztosan konvergal a 0-hoz, amint
k — oo.
Ha (0}),., erésen stacionérius, akkor (Hf:o At_i> o2, konvergal eloszlasban,
emiatt sztochasztikusan is a 0O-hoz, amint & — oo. Tehat az ARCH(1) és
GARCH(1,1) esetekben legfeljebb egy erésen stacionarius megoldas, (07),., =

(Yi—1),ez, létezik, amit az alabbi médon hatarozhatunk meg:

_ i <ﬁ At_j> Bi i, teZ. (5.6)

i=0 \j=0
Masrészt egyértelmii, hogy ha (5.6) majdnem biztosan konvergal néhany, ezaltal
minden ¢ € Z-re, ahol (A;, By)sez i.i.d. Ré-beli egyiitthatok a (5.4) véletlen rekurziv
egyenletbdl, akkor a (5.6)-ben definialt Y; (5.4) egy erdsen stacionéarius megoldasat
hatarozza meg.
Ezzel belattuk, hogy a GARCH(1,1)/ARCH(1) folyamatok erdsen stacionarius
megoldasanak létezésébdl kovetkezik, hogy Hf:o A_; = 0 majdnem biztosan, amint

k — oo. Ezen allitas megforditasa is igaz, az alabbi tétel kovetkezményeként:

10. Tétel. Legyen d = 1 és (Ay, By)iez R X R-beli i.i.d. sorozat. Tegyiik fel, hogy
P(By =0) <1, P(4g = 0) =0, hogy [[;_, A—; majdnem biztosan konvergdl a 0-hoz,
ha n — oo, tovdbbd azt is, hogy
log q
————Pg,(dg) < o0, 5.7
/(1,oo> Ta(log q) 1501(4) (57)
ahol P, jeldlje | Bo| eloszldsdt, és Ta(y) := [} P(|Ao| < e™*)dx, minden y > 0.

Ekkor .2, (H oA J> B majdnem biztosan abszolit konvergens, bdrmely
t € Z esetén.

A GARCH(1,1)/ARCH(1) modellek esetén By = oy > 0, ezért (5.7) nyilvanvalo-
an teljesiil. Vegyiik észre, hogy Z;ZO(H;;B A,_;)B;_; trividlisan majdnem biztosan
konvergens, ha P(4y = 0) > 0, ebben az esetben [[;°, A4;—; = 0 majdnem biz-
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tosan. Ezért latjuk, hogy a GARCH(1,1)/ARCH(1) erdsen stacionarius megoldésa
pontosan akkor létezik, ha Hf:o A_; — 0 majdnem biztosan, amint k — oo. Ez
nyilvanvaloan fennéll, amennyiben P(Ay = 0) > 0, tehat tegyiik fel, hogy 51 > 0
vagy P(e > 0) = 1. Legyen W, := log A, [[;2, A—;. Ekkor W, = 0 majdnem biz-
tosan pontosan akkor, ha a S, := """  W_, véletlen bolyongas majdnem biztosan
divergal a —oo-be. Ha EW,5 < oo, akkor kéztudott, hogy S, — —oo akkor, és
csak akkor, ha EW," < EW, < oo; azaz vagy EW, = oo, vagy E |Wj| < oo, ahol
EW, < 0. Tovabba S,, nem tarthat majdnem biztosan a —oco-be n — oo esetén, ha
EW, < EW, = oc.

Vegytik észre, hogy a GARCH(1,1) modellnél 8; > 0, ezért Wy > log 1 > —o0,
tehat EW, < oo, amibdl kovetkezik, hogy a GARCH(1,1) folyamatnak pontosan
akkor létezik erésen stacionarius megoldasa, ha Elog (81 + a;€3) < 0.

ARCH(1) modell esetén azonban EW,;” = oo elallhat. Ebben az esetben Kesten
¢és Maller (1996), illetve Erickson (1973) munkai alapjan tudjuk, hogy S, — —oo

majdnem biztosan akkor, és csak akkor, ha

T
- dP + <
/(o,oo)E(Wo_/\ﬂU)d (WO _.75) < 00

Mivel Wy = loga; + loged, ez a feltétel konnyen latszik, hogy fiiggetlen
ag > 0-tol. A kovetkezSkben Gsszegzésképp latni fogunk egy tételt a GARCH(1,1)
és az ARCH(1) modellek erdsen stacionarius megoldasainak karakterizaciojara.
GARCH(1,1) esetén, illetve ha az ARCH(1) modellnél Elog™(€2) < oo teljesiil,
akkor Nelsen (1990) eredményére tamaszkodunk. Kliippelberg (2004) tette teljessé
a képet, és egészitette ki az 4llitast a Elog™ (€2) = oo esettel. A tételben szoka-

sos moédon x € R esetén a log™ (z) = log(max(1,)) jeldlést hasznaljuk, amivel

log* (e2) = (log )"

11. Tétel. (a) Egy GARCH(1,1) folyamatnak w, oy, 1 > 0 esetén pontosan akkor

létezik erdsen staciondrius megolddsa, ha

—oo0 < Elog(B; + ar€) < 0. (5.8)

Ez a megoldds eqyértelmi, és szordsnégyzetét az alabbi eqyenlet adja meg:
oo i—1

O'tQ = W Z H (51 + 06163717]-) . (59)

i=0 j=0
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5. GARCH folyamatok

(b) Egy ARCH(1) folyamat, melyben B; = 0 és w,aq > 0, pontosan akkor ren-

delkezik erdsen staciondrius megolddssal, ha az aldbbi feltételek valamelyike teljestil:
1. P(eg =0) > 0.
2. Elloge?| < oo és Eloges < —logay, azaz (5.8) fenndll.
3. E(loge2)" < oo és E(loged)™ = oo.

4. E(loge2)™ =FEloged)™ = oo és

0o x -1
/ x (/ P (log € < —y) dy) dP (log e < :z:) < 00.
0 0

Mindegyik esetben a kapott erdsen staciondrius megoldds eqyértelmi, és szords-

négyzetét szintén (5.9) hatdrozza meg.

Zarasként roviden tegyiink még emlitést a GARCH(1, 1) folyamat magasabb
momentumair6l. Az (5.2) altal meghatarozott GARCH(1, 1) modellnek akkor, és
csak akkor létezik 2r-edik momentuma, ha Z;ZO (;) aja{ﬂ{*j < 1, ahol ap =1
és a; = Hle(Zi — 1), ha j = 1,2,.... Bollerslev (1986) megadott egy rekurziv
formulat z; paros momentumainak meghatarozasara, ha p = ¢ = 1. A normalis
eloszlas szimmetridjanak kovetkezményeként, a paratlan momentumok értéke nulla,
ha léteznek. A GARCH(1,1) modell negyedik momentumat, amennyiben létezik, a

kovetkezd kifejezés adja meg:

4y SE2(2F) (1 — (a1 + B1)?)
Blwi) = 1 — (o + 1) =203

5.2. A GARCH(p, q) modell gyenge stacionaritasa

Bar a GARCH(p, q) modell erds stacionaritasaval egy késébbi fejezetben rész-
letesen foglalkozunk, most szeretnék a gyenge stacionaritas vizsgalatahoz egy, az
ottanitol kiilonbozs feltételeket tartalmazo tételt kimondani.

Ha a GARCH(p, q) modell ¢, zajsorozatdnak véges a szorasa, Bollerslev adott
egy praktikus elégséges feltételt arra, hogy a GARCH-folyamatnak létezzen erGsen
stacionarius megoldésa — ez a kovetkezs tétel (a) részében szerepel, és konnyen ellen-

6rizhets. Bougerol és Picard megmutattak, hogy ebben a feltételben a hatéresetek
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bizonyos koriilmények kozott szintén elérhetdk, és emellett adtak egy sziikséges fel-

tételt is az erdsen stacionarius megoldasok létezésére [11].

12. Tétel. Legyen (€;)iez egqy GARCH(p, q) folyamat zajsorozata, és teqyik fel, hogy
0 < E(e}) < oo. Ekkor teljesiilnek a kivetkezd dllitdsok:

(a) Ha B(e3) d°7_y i + 3 70_, B < 1, akkor a GARCH(p, q) folyamatnak létezik
erdsen stactondrius megolddsa. Sot, ez a megoldds egyértelmi.

(b) Ha P(eyp = 0) = 0, eg-nak nem korldtos a tartdja, p,q > 2 €s ay,...,a, >0,
Buy. By >0, dlletve B(eg) Y7y i+ 30, B = 1, akkor a GARCH(p, q) folyamat-
nak létezik erdsen staciondrius megolddsa. SOt, ez a megoldds egyértelm.

(c) Ha ;?:1 B; > 1, akkor a GARCH(p, q) folyamatnak nem létezik erdsen

staciondrius megolddsa.

Valos adatok esetén gyakran olyan a; és 3; paramétereket becsiiliink, amelyekre
teljesiil, hogy > 7, a;+>7_, B; kozel van az 1-hez, feltételezve, hogy a zaj szorédsa 1.
Az integrdlt ARMA, méasnéven ARIMA folyamatok analogiajara Engle és Bollerslev
azokat a GARCH folyamatokat, amelyekre > 7 | c; + > 7_, B; = 1 fennall, integrdlt
GARCH folyamatoknak, roviden IGARCH(p, q) folyamatoknak nevezték [12]. Egy
késébbi fejezetben az ehhez hasonlé specialis GARCH folyamatokkal majd részle-
tesebben is foglalkozunk. Egyelére figyeljik meg, hogy az iménti tétel (b) része azt
mutatja, hogy az IGARCH folyamatoknak lehet erésen stacionarius megoldasa, mig
egyébként az ARIMA folyamatoknal ez nem volt egyértelmiien megoldott probléma.

Idézziik fel, hogy egy (Z;)iez vektorvéltozokbol allo Re-beli idGsort gyengén sta-
ciondriusnak neveziink, ha E||Z;||? < co Vt € Z, E(Z;) € R? megegyezik Vt € Z

esetén, és a kovariancia méatrixok kielégitik az alabbi egyenl&séget:

COU(ZH-HM Zt2+h) = COU<Zt17 Zt2)7

Vti, 1o, h € Z. Nyilvanvalo, hogy minden erdsen stacionéarius megoldas, amelyre
teljesiil, hogy E||Zy||> < oo, egyben gyengén stacionarius is. Latni fogjuk, hogy
kauzéalis GARCH folyamatoknal ezen allitas megforditasa is igaz, azaz ekkor minden
gyengén stacionarius folyamat egyben erdsen stacionarius is.

Legyen (X;,0,) egy GARCH folyamat, ahol o, fiiggetlen €,-t6l, ami automa-
tikusan teljesiil, amennyiben kauzalis GARCH folyamatrol beszéliink. Ekkor ha
P(ep = 0) < 1, akkor az 5.1 egyenletbdl, illetve oy és ¢; fliggetlenségébdl kovetkezik,

hogy adott r € (0,00), E|X;|” < oo pontosan akkor, ha E|e|" < oo és Eo} < oo.
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Tegyiik fel, hogy EeZ € (0,00), illetve, hogy (X;,0;) egy GARCH(p, q) folyamat,

amelyre Eo? = Eo? < oo minden ¢, € Z esetén. Ekkor szintén 5.1 alapjan:

E(og) = w + Z a;E(03)E(e5) + Z BiE(0F).

Ebbdl 1atjuk, hogy egy kauzalis gyengén stacionarius megoldas létezésének sziik-
séges feltétele, hogy E(eg) Yo7 ci+> 7 B; < 1. Még tébbet mond ennél Bollerslev
(1986) kovetkezGkben ismertetett eredménye [3|, amely sziikséges és elégséges felté-

telt ad a keresett megoldas létezésére:

13. Tétel. Vegyiink egqy (5.1) szerint definidlt (X, 04)iez GARCH(p, q) folyama-
tot, és legyen (€)iez olyan, hogy E(e2) < oo. Ekkor a GARCH(p, q) folyamatnak

pontosan akkor létezik kauzdilis gyengén staciondrius megolddsa, ha

p q
E(eg) Y ait+ > i<l
i=1 j=1

Ez a kauzdlis gyengén staciondrius megoldds egyértelmi, és eqybeesik az eqyér-

telmi erdsen staciondrius megolddssal. Fenndll tovabbd, hogy:

w
E(Uf) = 1— E(G%) 120:1 o — Z?:l /Bj’ E(XE) - E(U?)E(Eg)

5.3. A GARCH(p, q) modell ergs stacionaritasa

Ebben az alfejezetben [6]-ot feldolgozva bizonyitéssal egyiitt megmutatjuk a jelen
dolgozatban szerepls egyik legerGsebb allitast, mely sziikséges és elégséges feltételt
ad az altalanos GARCH(p, q) modell ergsen stacionarius megoldasanak létezésére.

Vezessiink be 1j jeloléseket. Jelolje {x;} az (5.1) modellt. Legyen y; = 2, n; = €2,
he =02 Y= Y, -, Ytpi1, Nty - - - ,ht,qH)T, B; = (wn,0,...,0,w,0,... ,O)T, ahol

"T" egy méatrix transzponaltjat jeloli, tovabba legyen

arny o Qpaty ape By o Beeame Bee
1 . 0 0 0 o 0 0
A — 0 1 0 0 0 0
¢ a1 ap_1 ap B 5q—1 5q
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
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Az A, méatrix varhato értéke elemenként van definialva, ezért nyilvanvald, hogy

EA; egy konstans matrix, és

Qp o Qp1 O ﬁl e 6q—1 Bq
1 - 0 0 0 - 0 0
0 1 0 0 0 0
EA, = =A.
¢ aq Qp_1 Oy ﬁl ﬂqfl Bq
0 0 0 1 0 0
0 0 0 O 1 0

Hasonléan, EB;, = B = (w,0,...,0,w,0,...,0)". Ekkor az (5.1) egyenletbél a
kovetkezot kapjuk:

p q
$f:§<w+§:%ﬁi+§:@m1>
i=1 j=1

(5.10)
P q
=§:%§ﬁ4+§:@ﬁmﬁ+wé7
i=1 =1
ezt tovabbirva:
P q
Yt = Z QMY —i + Z Binghi—; + wn. (5.11)

i=1 j=1
Tehat {y;} akkor és csak akkor megoldasa az (5.10) egyenletnek, ha {Y:} meg-

oldasa a kovetkezs egyenletnek:

Yt - Ath_l + Bt. (512)

14. Lemma. Ha Y77 a;+ 71 | B <1, akkor a vektorvdltozokbol dllo

i (ﬁ Aw’) Bi—y

k=1 \j=0

sorozat majdnem biztosan konvergens. Tovdbbd, ha

o) k—1
Yi=B+)»_ ( At_j) By_y, (5.13)
k=1 \j=0

akkor {Y.} egy erdsen staciondrius folyamat, amely kielégiti (5.12)-t.
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Bizonyitds. Ay és By definiciojabol kénnyen latszik, hogy mind {A;}, mind {B;}
fiiggetlen, nemnegativ, vektorvaltozok sorozata, és A,_; fiiggetlen B,_j-t6l, ha k # j.

Ebbdl kovetkezik, hogy

k—1 k—1
E (H At_]) Bi_j, = (H EAt_j) EB;_, = A*B.

=0 =0

Konnyen igazolhato, hogy A karakterisztikus polinomja elGall a kovetkezs alak-

ban: det(AA —I) =1—>"", (ay + 3i) N, ahol m = max{p,q}, és oy = 0, Vi > p,

Bi =0, Vi > q. Legyen p(A) az A matrix spektralsugara, ekkor p(A) < 1 akkor, és

csak akkor, ha 377, a; + 371 B < L. Ha 377 i + 377, B; < 1, akkor tudjuk,
hogy:

o
Z AF < .
k=1

Ebbdl adodik, hogy:

o0 k—1
Y E (H Atj> By, < o0.
k=1 j=0

Tehat:

00 k—1
Z <H At_j> Bi_p <00, mm..

k=1 \j=0
Most méar nyilvanvalo, hogy a (5.13)-ben definialt {Y;} vektorértékd sztochasz-

tikus folyamat erésen stacionarius. Mitobb, latjuk, hogy

B oo k—1
Y, =B, +A, | B+ Z < At—j) By,
L k=2 \j=0

J

B oo -1
=B, +A, | B + Z ( At—l—j) Bi 1
L =1 \j=0

- Bt + Ath_l.

]

15. Lemma. Ha a (5.12) egyenletnek létezik véges elsé momentummal rendelkezd,
erdsen staciondrius megolddsa, akkor ), ai—f—zg:l B; < 1. S6t, ekkor ez az erdsen

stactondrius megoldds egyértelm.
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Bizonyitds. (5.12) alapjan:
Yo =A)Y_1 + By
:BO -+ AoB,I —+ AoAle,Q
: (5.14)
n—1 /k—1 n—1
=By+ Y ( A_j> B_j + (H A_j) Y_,.
k=1 \j=0 5=0
Vegytik észre, hogy A,,, B, és Y, nemnegativak; {A;} fiiggetlen, véletlen méatri-
xok sorozata; A,,_; és B, fiiggetlenek, ha k # j; tovabba EY < co. Most vegyiik
a 5.14 egyenlet mindkét oldalanak varhato értékét:

n—1

k—1 n—1
EY,>) E ( Aj> B_y=)» A'B.
k=1 j=0 k=1

Ebbdl latszik, hogy

ZA’“B < 0.
k=1
Ezaltal
lim A"B = 0. (5.15)
n—oo

Legyen {0;,i=1,...,p+q} az RPT? tér standard bézisa, azaz o; = (0;1,...,
(5l-7p+q)T, ahol 9;; = 0, ha i # j,0;; = 1. Ha be tudjuk latni, hogy 1 < i < p+q esetén

lim A"S; = 0, (5.16)

n—o0

akkor (5.16)-bol kovetkezik, hogy lim,, ,,, A™ = 0, amibdl tovabb kovetkezik,
hogy p(A) < 1. Ahogyan korabban megmutattuk, ez utobbi allitas ekvivalens azzal,
hogy D70, a; + 379, B < 1, ami jelen lemma els§ allitésa.

Torténetesen, mivel B = w (01 + dp41) €8s 0 < w < 00, igy (5.15) és az A matrix
definici6ja alapjan, (5.16) fennéll i = 1 ési = p+1 esetén. Szintén A és B, definicidja
alapjan: Ad,, = B, (61 + 0p11). Ha B, = 0, akkor Ad,, = 0, tehat (5.16) teljesiil.
Ha 3, > 0, akkor a fenti egyenlGségek alapjan

lim A"0, = nh_>HOlo Anilﬁq (01 + dps1) = 0.

n—o0

Koénnyen latszik, hogy 2 < i < p esetén:
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1A(5z = Oti(sl + 5i+1 + ai5p+1.

Mivel (5.16) teljesil ¢ = 1 és @ = p + 1 esetén, rekurzioval (5.16) fennall i =
p,p—1,...,1, esetén is. Hasonléan, hap+1 <1< p+ ¢

A(Sl = ﬁz (61 + (5p+1) + 5i+1-

Vegytik észre, hogy (5.16) teljesiil, ha i = p+q, igy szintén rekurziéval megkapjuk,
hogy (5.16) fennéll i = p+q—1,p+q¢—2,...,p+2 esetén is. Ezzel bebizonyitottuk,
hogy (5.16) igaz Vi = 1,2,...,p+q.

Az egyértelmiiség bizonyitasa indirekt modon torténik. Legyen {U,} az (5.12)
egyenlet egy {Y,;}-t6l kiilonb6zs erdsen stacionarius megoldéasa. Ekkor {U;} szin-
tén kielégit egy (5.14)-hoz hasonld egyenletet. Itt az utolsé sor jobb oldalan lévd
harmadik tag sztochasztikusan tart a 0-hoz. Ebbél az egyértelmiiség azonnal kovet-

kezik. ]

16. Tétel. Az (5.1)-ben ismertetett GARCH (p, q) modellnek pontosan akkor lé-

. 2 - s - - < . e P q
tezik erdsen staciondrius megolddsa véges variancidval, ha » ,_, c; + ijl B < 1.

Ez az erdsen staciondrius megoldds egqyértelmi.

Bizonyitds. A kivant eredményt a (14) és (15) lemmak kombinélasaval kapjuk. [
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6. fejezet

Specialis GARCH folyamatok

Zéarofejezetiinkben emlités szintjén ismertetni fogjuk a GARCH modell egyes val-
tozatait, melyek megjelenését kiillonboz6 gazdaséagi jelenségek motivaltak. A fejezet
szerkezete a |7| cikket koveti, a szoban forg6 modellek bevezetésénél megjeldlve azok
eredeti forrasat, ahol részletes bemutatasat is megtalalhatjuk ezen folyamatoknak.

A GARCH folyamatokat azért alkottak meg, hogy modellezni tudjék veliik a
gazdasagi adatokban megfigyelt empirikus torvényszertiségeket. A pénziigyi adato-
kat tartalmazo iddsorok rengeteg kozos tulajdonsaggal rendelkeznek. ElsGként, a
joszagok ara altalaban nem stacionarius, gyakran rendelkeznek egységgyokkel, mi-
kozben a hozamok jellemz&en stacionariusak. Masodszor, a hozamsorozatok legtobb-
szOr nem vagy alig mutatnak autokorrelaciot. A tagok négyzeteinek sorozata azonban
sok esetben nem fiiggetlen, ami arra utal, hogy nemlineéris 6sszefiiggések allhatnak
fent az egymast kovets tagok kozott. A hozamok volatilitdsa klaszterez6dést mutat.
Hosszabb ideig tartanak a nagyobb ingadozasok, kis hozamokat jellemz&en szintén
kicsi értékek kovetnek. Ez a jelenség ramutat, hogy a feltételes variancia idGben
valtozo lehet. Harmadszor, a normalitést gyakran el kell vetni, és helyette valami-
lyen erételjesebb farokeloszlast kell favorizalni. A tualzott kurtozis jelenlétét szin-
tén magyarazhatjuk az idében valtozo feltételes varianciaval. Negyedszer, néhany
sorozatban megfigyelhet6 az tgynevezett leverage-hatés, azaz az arfolyamvaltoza-
sok negativan korrelédlnak a volatilitas valtozasaval. Egyes sorozatok feltétel nélkiili
empirikus eloszlasai ferdeséget mutatnak, amely szintén cafolja a normélis eloszléas
jelenlétét. Végiil pedig, a kiilonbozd értékpapirok volatilitdsa gyakran egyiitt mo-
zog, ami annak az indikatora, hogy a piacok kozott 1éteznek kapcsolatok, és néhany

koz0s tényez6 magyarazhatja a feltételes masodik momentumokban tapasztalt ide-
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iglenes valtozasokat. Ebben a fejezetben olyan modellekkel fogunk megismerkedni,
amelyek figyelembe veszik a feltételes variancia idGbeli fliggését, illetve kezelik az
idésor ferdeségét és tulzott kurtdzisat.

Mint mar korabban emlitettiik, amikor Y 7 | a; + 23:1 B; = 1, akkor integralt
GARCH, vagy rovidebb nevén IGARCH folyamatrol beszéliink [12]. Az (5.1)-beli
GARCH(p, q) modellt az alabbi alakra hozhatjuk a definicioknal bevezetett opera-

torok hasznalataval:

[1—a(B) = B(B)|z} =w+[1 - B(B)]v:,

ahol vy = a7 — o} é a(B) = YV a;B" and B(B) = Y71_, 3;B’. A fractionally inte-
grated GARCH (avagy FIGARCH(p, d, q)) modellt Baillie, Bollerslev és Mikkelsen
javasolta [13]. Ez akkor alkalmazhato, ha a B backshift operator fenti polinomja,

1 — a(B) — B(B), faktorizalhato a kovetkezd alakban:
S(L)(1— L),

és ¢(z) = 0 gydkei az egységkoron kiviilre esnek, tovabba 0 < d < 1. A FIGARCH
modell magaban foglalja a GARCH (p,q) modellt, amikor d = 0, és az IGARCH(p,q)
modellt is lefrja, ha d = 1. Amennyiben a d értéknek megengedjiik, hogy 0 és
1 kozotti értékeket is felvegyen, rugalmasabb modellt kapunk, amely a feltételes
variancia hosszutavia osszefiiggéseinek leirasara is alkalmas.

Az empirikus pénziigyi adatelemzések soran a GARCH(1,1) és GARCH(1,2) mo-
delleket rendszerint alkalmasnak talaltak a feltételes heteroszkedaszticitas megfeleld
kezelésére. Ez a megfigyelés hasonl6 ahhoz, miszerint az alacsonyabb rendid ARMA
folyamatok gyakran meglepGen jol irjak le a feltételes varhatd érték dinamikajat
gazdasagi idGsorokban.

Fontos észrevételezniink, hogy az eddig tekintett modellekben a sorozat korabbi
értékei, fliggetleniil attol, hogy pozitiv vagy negativ értékekrdl beszéliink, ugyan-
olyan hatast gyakorolnak a feltételes varianciara. A gyakorlatban azonban legtobb-
szOr nem ez a helyzet. Sok gazdasagi életbdl vett idGsor durvan aszimetrikus; a
negativ részvényhozamokat joval nagyobb volatilitdsnovekedés szokta kovetni, mint
az azonos értékd pozitiv részvényhozamokat. Black ezt a jelenséget 1976-os cikkében
leverage-hatdsnak nevezte [14]. Ertelmezése szerint a részvények nagy areséseit nem

koveti ardnyosan az adossag értékének csokkenése, ami noveli az idegen- és sajat
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téke aranyat (innentsl D/E ardny), ez pedig magasabb volatilitashoz vezet. Nelson
(1991) az exponencidlis GARCH (réviden EGARCH (p,q)) bevezetésével ezt probal-
ta orvosolni [15]. Az EGARCH mellett tovabbéa Sentana (1991) négyzetes (quadra-
tic) GARCH (avagy QGARCH), illetve Zakoian (1994) kiiszob (threshold) GARCH
(avagy TGARCH ) modelljei is figyelembe veszik az aszimetriat, és alkalmasak ilyen
tulajdonséggal rendelkezd idgsorok kezelésére [16] [17].

Nelson a kovetkezs alakban irta fel EGARCH modelljét:

q p
mof=w+ Y Bilnof ,+ Y (e + lei| — ¢E |ei]) , (6.1)
=1 =1

ahol az w,ay, B; paramétereknek nem kell nemnegativnak lenniiik, szemben a
korabbi modellekkel. A hozamokat érinté negativ sokk esetén néne a D/E arany,
ezaltal novekedne a jov6beli hozamok bizonytalansaga. Az EGARCH képes ezt leirni,
a; > 0 és p < 0 valasztasokkal.

A Sentanatoél szarmazé QGARCH modell a kévetkezd:

q
0t2 = 02 + Q/}yt—q + yt—qut—q + Z 62‘0-152_@‘7 (62)
i=1
ahol y;—q = (41, T4_a, ..., T1—y). A linedris kifejezés lehetdvé teszi az aszimetria

kezelését. A {64tlon kivili elemei felelnek a mualtbeli x; értékek kozotti interakciok
megjelenitéséért a feltételes variancidban. A (6.2) QGARCH modell képes a szak-
irodalomban megjelend kiilonféle négyzetes variancia fiiggvények leirdsara. A Bera
és Lee (1989) altal alkotott augmented GARCH modell feltételezi, hogy ¢ = 0 [18].
Az eredeti ARCH modellben v = 0, 3; = 0, tovabb4 azzal a megszoritassal is éliink,
hogy A diagonélis. Engle és Ng (1990) aszimetrikus GARCH modellje szerint A di-
agonalis [19]. Robinson (1991) linearis modellt készitett a szoras kiszamitasara |9,
ezért a B; = 0,02 = p?,1) = 2pp megkotéseket alkalmazta, tovabba feltételezte, hogy

A = pp! és rangja 1. Ekkor a feltételes variancia az alabbi alakban all eld:

ot =(p+¢Ty )"
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A TGARCH modellben Zakoian (1994) az alabbi formulat adta a szérasnégyzet-

re:

q p
of =w+ Y Biog i+ (afrl +air), (63)
j=1 i=1

ahol z" = max {z;,0} és x; = min{z;,0}. Ez a modell tigy veszi figyelembe az
+

elsforduld aszimetriat, hogy kiilon o) és a; egyiitthatokat vezet be.
Hentschel (1994) megmutatta [20], hogy a GARCH modellek csaladjéanak szamos

tagja (amikor p = ¢ = 1) bedgyazhato6 az abszolit GARCH (AGARCH) modell egy

c stz

(02 = 1) JA = wtaac) , f* (era) + B (04 — 1) /A, (6.4

ahol f (e;) = |e; — bl — ¢ (e, — b) a Pagan és Schwert (1990) altal bevezetett, ugy-
nevezett news impact curve [21]. Ha A > 1, a Box-Cox transzformacié konvex, ha
A < 1, akkor konkav. Amennyiben A = v = 1 és |c| < 1, a (6.4) kifejezés az AGARCH
modellt adja. Schwert (1989) altal javasolt feltételes szorast kifejezd modell akkor all
el6, ha A =v =1¢ésb=c=0]22]. A (6.1)-ben megismert exponenciilis GARCH
modell EGARCH(1,1) esete ugy fejezhetd ki (6.4)-b6l, ha A =0, v =1ésb=0. Az
eredeti (5.1) is felirhat6 (6.4) segitségével, A = v = 2 és b = ¢ = 0 helyettesitéssel.
Engle (1993) nemlineéris aszimmetrikus GARCH-jahoz a A = v = 2 és ¢ = 0 értékek
tartoznak. Glosten-Jagannathan-Runkle (1993) modelljérdl beszéliink, ha A = v = 2,
b =0 [23]. Higgings és Bera (1992) nemlinearis modellje A\ értékét nem specifikalja,
csupan a v = X és b = ¢ = 0 feltételeket tartalmazza [24]. A Ding, Gringer és Engle
altal bevezetett APARCH (asymmetrical power ARCH) modell szintén nem haté-
rozza meg A értékét, de v = A, b = 0 és |c| < 0 megkdtésekkel dolgozik [25]. Crouhy
¢és Rockinger (1994) terjesztették els a hysteresis GARCH (mésnéven HGARCH)
modellt, amely egy TGARCH tag mellett lehetdséget biztosit a hozamok rovidtava
(par nap) és hosszutavu (par hét) hatésainak megjelenitésére a volatilitas modellezé-
sében [26]. Sajnos, a fenti esetekkel ellentétben, példaul Santana (1991) QGARCH
modellje nem fejezhets ki (6.4)-b6l. Hentschel arrél is beszamol, hogy a meglévs
GARCH modellek bedgyazéasa egy (6.4)-hez hasonlo altalanos formuléaba kiemeli és
érthetébbé teszi a modellek kozotti kapcesolatot.
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