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Bevezetés

A diofantoszi egyenletek olyan egész egyiitthatds, altaldban tobbvaltozdés polinomiilis egyenletek,
melyeket az egészek vagy a raciondlis szamok korében szeretnénk megoldani. Ezek vizsgdlata mar
az Okori gorogoket is foglalkoztatta.

A kétvaltozos diofantoszi egyenletek megoldhatdsiagat linedris és masodfoku esetben mar ismerjiik: a
linedris ax+by = c a,b,c € Z, ab # 0 alaktiaknak pontosan ged(a, b)|c esetén vannak egész megoldasaik,
a masodfokiak raciondlis megoldhatdsagat pedig a Hasse-Minkowski tétel karakterizalja (1d. [1] Serre:
A Course in Aritmetic, Ch. IV., Thm. 8). Vegyik észre, hogy a sikon ezek egyeneseket, illetve
kipszeleteket irnak le.

A magasabb dimenziés diofantoszi egyenletek vizsgdlata viszont mér jéval nehezebbnek bizonyult (az
altaluk leirt gorbék geometriailag bonyolultabbak), de a 20. szédzadban nagy eldrelépések sziilettek
ezek teriiletén is. A kutatdsok els6kdrben a harmadfoki, tn. elliptikus gorbéket leiré egyenletekre
irdnyultak, ugyanis az ezekhez kidolgozott mddszerek a magasabb foku egyenletekre is jo eséllyel
atiiltethet6k. Az elliptikus gorbék aritmetikdjanak vizsgdlata mar komolyabb algebrai geometriai
megfontolasokat is megkivant, aminek hatasdra megsziiletett a diofantoszi geometria.

A Hasse-Minkowski tétel nyoméan az elliptikus gorbék esetén is a f6 gondolat az, hogy egyet hatralépiink,
és el6szor is csak  mod p keressiik a megolddsokat. Azonban mig a négyzetes egyenletek esetén ez
mér elég ahhoz, hogy Q2 felett is ismerjiik a megoldhatésdgot, a harmadfoki esetben még tovabbi
vizsgalodasok sziikségesek.

Hasse tétele a harmadfoku egyenletek mod p megolddsainak szamara fog becslést adni.

Az allitds bizonyitasa soran kozponti eszkozeink lesznek a gorbék fiiggvénytestje, divizorcsoportja,
differencidlformai, amelyek segitségével az algebrai strukturdjuk lesz vizsgdlhato. Emellett idénként
nem fogjuk tudni megkeriilni az algebrai geometria hasznalatat sem, az ehhez tartozé allitasok koziil
viszont nem fogjuk belatni azokat, melyek tilsdgosan atlépnék a téménk kereteit.

Alapvetéen [2] Silverman: The Arithmetic of Elliptic Curves cim{i kényve nyomén fogunk haladni.

1 Alapfogalmak

Az egész dolgozatra vonatkozolag feltessziik, hogy K egy tokéletes test, ami azt jelenteni, hogy
char(K) = p (p prim) esetén minden eleme felirhat6 egy p. hatvanyként. Ennek egy kovetkezménye,
hogy minden irreducibilis polinom szepardbilis. Ugyanis tegytk fel, hogy f(z) = ana™+...+ag € K|x]
irreducibilisnek van tobbszords gyoke. Ekkor a formédlis derivéltjdnak 0-nak kell lennie, azaz f(z) =

bpzP* + ... + biaP + by € K|x] alaki. Mivel K perfekt, minden i = 0, ..., k-ra létezik ¢; € K, hogy



bi =, igy f(z) = (ckz®)P + ... + (c12)P + c§ = (ckx® + ... + 17 + ¢)P char(K) = p miatt. Ez pedig
ellent mond annak, hogy f irreducibilis.
K algebrai lezartjat K fogja jeldlni.

K|K pedig egy Galois-bvités, ugyanis ezzel az ekvivalens, hogy normalis és szeparébilis:
1. szeparabilis, mivel K perfekt, igy minden irreducibilis polinom szeparabilis.
2. normalis, mivel K K-nak algebrai lezartja.

K|K Galois-csoportjat Gal(K|K) fogja jelolni.

1.1 Affin varietasok

Mivel a varietasok algebrai struktirajat fogjuk vizsgélni, az algebrai zartsag miatt elényosebb a va-
rietdsok projektivizaltjat tekinteni. A projektiv varietdsokhoz tartozé fogalmak azonban erésen az affin
esetben bevezetetteken alapszanak, igy azokat kihagyni nem tudjuk. Az affin definicidk tehat csak a

projektivek értelmezéséhez kellenek majd, a tovabbi fejezetekben végig projektiv terekben dolgozunk.

1.1 Definicié. A K feletti n-dimenziés affin tér A"(K) = {P = (x1,...,7,) : ; € K}. Réviden
csak A"-nel fogjuk jelolni.

A™ K-raciondis (roviden raciondlis) pontjai A(K) = {P = (21,...,x,) : ¢; € K}.

1.2 Definicié. Legyen I C K[X] = K[Xj, ..., X,;]-ben idedl. Ekkor ez meghatdroz egy ponthalmazt
A™ben: Vi :={P € A" : f(P) =0 minden f € I —re}. A V; alaku részhalmazait A"-nek (affin)
algebrai halmazoknak nevezziik.

Ha V egy algebrai halmaz, akkor az dltala meghatérozott idedl I(V) := {f(X) € K[X] : f(P) =

0 mindenP € V — re}.

1.3 Definicié. Azt mondjuk, hogy V K felett definialt, ha I(V) generdlhaté K[X]-beli poli-
nomokkal. Ezt V|K-val jeloljik.

Ha V' K felett definidlt, akkor a K-raciondlis (vagy roviden csak racionalis) pontjai V (K) := VNA"(K).

1.4 Definicié. Az (affin) varietés olyan algebrai halmaz, melyre I(V) C K|[X] primidedl (azaz ha
f,g € K[X]-re fg € I(V), akkor f € I(V) vagy g € I[(V)).

1.5 Definicié. Legyen V|K egy varietés. ekkor V|K (affin) koordinata gyitiriije K[V] := K[X]/I(V|K).
K[V] hédnyadosteste K(V'), amit V fliggvénytestjének neveziink.

K[V],K(V) hasonléan definidlhaté, ha K-t K-ra cseréljiik.

1.5.1 Megjegyzés. Ahhoz, hogy a hdnyadostestérél beszélhessiink, K[V ]-nek integritdsi tartomanynak

kell lennie. Mivel K[X] kommutativ gy(ir(i, K [V] is automatikusan az lesz. Csak a nullosztémentességet

kell ellendrizni, de az pedig kovetkezik abbdl, hogy I(V|K) primide4l.



1.6 Definicié. Egy V varietds dimenziéja dim(V) := trdeg(K(V)|K).

1.7 Definicié. Legyen V egy varietds, P € V, {f1, ..., fx} € K[X] pedig I(V') generatorhalmaza. Azt
mondjuk, hogy V sima P-ben (P sima pontja V-nek), ha F = (f1,..., fr) € K[X]* Jacobi métrixédnak

n — dim(V') a rangja.

V sima, ha minden pontjiban az.

1.8 Definicié. A V varietds lokalis gyftirtije P € V-ben K[X|p = {F € K(V) : F = f/g valamely f,g €
K[X] — re, ahol g(P) # 0}.

Azt mondjuk, hogy K[X]p elemei regularisak P-ben.

1.9 Definicié. Legyen V egy affin varietds, P € V. Mp = {f € K[V]: f(P) =0} C K[V] ideal.

1.9.1 Megjegyzés. Mp maximélis idedl, mivel ¢ : K[V]/Mp — K, o(f) = f(P) izomorfizmus.

1.2 Projektiv varietasok

1.10 Definicié. (x¢,...,70), (Y0, .-y Yn) € A" (20, ..., 20) ~ (Yo, .., Yn), ha létezik X € K — {0}, hogy
x; = Ay; minden i-re. Ez nyilvdn egy ekvivalencia reldcid, (xo, ..., z,) ekvivalencia osztélya [z, ..., T,].
A K feletti n-dimenziés projektiv tér P"(K) = {P = [z¢, ..., x,] : 2; € K, létezik j tgy, hogy z; #
0}. Roviden ezt is csak P"-nel jeloljiik.

P™ raciondlis pontjai P"(K) = {[zg, ..., x,] € P" : 2; € K minden i-re}.

1.11 Definicié. f € K[X]| = K[Xo,..., X,,] egy n-foki homogén polinom, ha minden \ € K-ra
F(\Xo, s AX,) = X" (X, o Xo0).

I C K[X] homogén idedl, ha homogén polinomok generaljak.

1.11.1 Megjegyzés. A projektiv térben homogén polinomokkal van értelme foglalkozni, ugyanis

ezeknek értelmes gyokét keresni a ~ ekvivalenciareldcid szerint (egy osztélynak vagy minden eleme

gyoke egy adott polinomnak vagy egyik sem).

1.11.2 Megjegyzés. Altalaban a P"-beli varietdsokat is K[Xo, ..., X,,_1]-beli polinomokkal adjuk
meg, a homogén polinomokban X,, = 1-et allitva, és mindig észben tartjuk a varietds [xq, ..., Zn—1,0]

alaki pontjait.

1.12 Definicié. A V;, a (projektiv) algebrai halmaz, az I(V) a V(K), a K feletti definidltsig
és a (projektiv) varietds ugyanigy definidlhaté, mint affin esetben, azzal a kiilonbséggel, hogy

polinomok és idealok helyett most mindig homogén polinomokat, illetve -idedlokat kell érteni.
1.1 Allitas. Ha V egy projektiv varietds, és A" C P", akkor V N A™ egy affin varietés.

Bizonyitis. Nem bizonyitjuk (1d. [3] Hartshorne: Algebraic Geometry, Ch. I., Coll. 2.3).



1.13 Definicié. Legyen V|K egy projektiv varietds és legyen A™ C P™ olyan, hogy V N A™ £ ().
Ekkor V dimenziéja (dim(V)), fiiggvénytestjei (K(V), K(V)), simasaga egy P € V pontban,
illetve simasdga, és végiil Mp, K[X]|p V N A™ megfelel§ attributuméval definidhaté (ha V' egy

adott P pontjdra vonatkozik a tulajdonsdg, akkor P € A" is felteendd).

1.13.1 Megjegyzés. K(V) = {f/g : deg f = degyg;f,g homogén, g & I(V)}/ ~, ahol f/g ~ f'/¢
pontosan akkor, ha fg' — f'g € I(V). (Azért elég, azokat az f/g-ket nézni, amelyek esetén deg f =

deg g, mivel I(V)-beliek hozzdaddsdval ez elérhetd.)

1.14 Definicié. Gal(K|K) hatdsdt P"-n tgy definidljuk, hogy o € Gal(K|K)-ra o([zg,...,x,]) =
[, .., z7].

1.14.1 Megjegyzés. V(K) = {P € V : ¢(P) = P minden o € Gal(K|K)-re}, hiszen nyilvan ha

P € V(K), o € Gal(K|K), akkor o(P) = P, ha pedig o(P) = P minden o-ra, akkor P minden
koordintéja benne van Fix(Gal(K|K)) = K-ban (K|K Galois-bévités), azaz P € V(K).

1.15 Definicié. Gorbének fogjuk nevezeni és C-vel fogjuk jelolni az 1 dimenzids projektiv va-

rietasokat.

1.15.1 Példa. Egy igen kézenfekvs gorbe: a P! C P!,

Ez tényleg gorbe, hiszen

1. varietds, mivel az I = O-ra P! = V(1) és I = 0 primideal, hiszen ez éppen K [X] nullosztémentességével

ekvivalens.
2. gorbe is, mivel P! lokélisan A'.

A hanyadostetstje pedig éppen a raciondlis fiiggvények testje lesz: K (P') = Quot(K[X]/0) = K(X).

2 A rend

Ebben a fejezetben bevezetiink egy diszkrét értékelést a gorbék lokalis gyliriiin, ami a késObbiekben

egy eléggé hasznos eszkoze lesz az algebrai struktira vizsgalatanak.

2.1 Definicié. Legyen C egy gorbe, P € C sima pont. Ekkor definidlhatunk egy ordp : K[C]p —
Z>oU{oo}, ordp(f) = max{d: f € M&} fiiggvényt.
Ezt K(C) — Z>o U {oo}-re kiterjeszthetjiik ordp(f/g) := ordp(f) — ordp(g)-vel. ordp(f) f rendje

P-ben. Azt mondjuk, hogy

e f-nek gyoke van P-ben, ha ordp(f) > 0,



e f-nek pdSlusa van P-ben, ha ordp(f) < 0, ilyenkor f(P) := oo,

e f reguldris P-ben, ha ordp(f) > 0.

2.1.1 Megjegyzés. Szemléletesen a rend f gyokeinek multiplicitasat méri az adott pontokban.

2.1 Allitas. Tekintsink egy C = V((f)) (f € Kl[z,y, 2] homogén) P%beli gorbét és egy P € C
pontjit. Innentdl vehetjiik P egy affin kornyezetét, amirdl feltehetjiik, hogy az {[z,y, 1] € P?} = A2
affin altér és tekinthetjiikk C-t affin varietdsnak, f-et K[z,y]-belinek. Igy legyen P = (zq,10) € C.
Ekkor dimz Mp/M3 = 1 pontosan akkor, ha C' P-ben sima és ha K[C]p diszkrét értékelés gytirii

(DVR), akkor C' P-ben sima.

Bizonyitds. Hilbert nullhelytétele alapjan igy {f € K[C]: f(P) =0} = Mp = (x —z0+ (f(z,¥)),y —
yo + (f(z,y))) alakd, azaz maximum két elem generalja.

Mp/Mp = (x — xo,y — yo)/{(x — 20)*, (z — 20)(y — o), (¥ — v0)?, f(2,y)), azaz ez egy maximum
2 dimenzidés vektotér K felett ({x — xg,y — yo} biztosan generélja, hiszen Mp-ben konstans tagok
nincsenek) és pontosan akkor lesz 1-dimenziés, ha f(z,y) & (x — x0,y — y0)° = ((z — 20)2, (z — 20) (y —
Y0) (¥ — 40)?)-

f Taylor sora alapjén f(x,y) = £- f(x0,0)(z — x0) + %f(l’myo)(y —y0) mod (z — z,y — y0)*. Igy
f(x,y) € (x — 20,y — yo)> ekvivalens azzal, hogy C' P-ben sima. Ezzel az llitds elsé részét belattuk.
A miésodik részéhez eldszor megmutatjuk, hogy ha Jp := MpK[C]p (a maximélis ideal a lokélis
gyfiriben), akkor Mp/M% = Jp/J3:

K[C]/M} = K[Cp/Jp tetszbleges n = 1,2, ..-re, a ¢ : K[C]/Mp} — K[Clp/Jp, a+ Mp— %+ J}
izomorfizmus miatt.

1. ¢ jéldefinidlt, hiszen ha a + MB = a’ + MR, akkor a —a’ € MR = {f € K[C] : f(P) = 0}, igy

’

aza! — o _d ¢ \rK[C]n = (MpK[C)p)", azaz & + Jpp = & 4 Jp.

2. Az, hogy ¢ gylrithomomorfizmus és injektiv trividis.

3. Sziirjektivitds: legyen ¢+ J3 € K[C]p/Jp, ahol s € K[C]\ Mp, azaz s € K[C]/Mp invertalhato.
Ekkkor K[C]/MB2-ben is az lesz:
Tudjuk, hogy K[C]/Mp egy test, igy a 0-t kivéve minden eleme invertdlhaté. Ha s € K[C]\ Mp,
akkor tehat létezik 7 € K[C], hogy sr =1 mod Mp. Igy t := 1 —sr € Mp, t" € M}, Mésrészt
sr=1—tfgyl=1-t"=1-t)Q+t+..+c" ) =sr(l+t+..+t""') mod MR
Ezt hasonléan 1 = rs-sel is megesindlhatjuk. Tehdt s-nek mod MP is van inverze. Ennek a

-szorosdnak ¢ szerinti képe pedig éppen ¢ + Jp lesz.

Tehiat K[C]/M3 = K|[C|p/J?. Ezeknek a maximélis idedljai rendre Mp/M3 és Jp/J3, amik gy

szintén izmorfak lesznek.



Egy lokélis gyiirii ponotosan akkor DVR, ha féidealgy{irti és nem test. Ha C-nek P szingularis pontja
lenne, akkor K[V]p nem lehetne DVR, mert Jp = MpK[C]p nem lenne féidedl (ha az lenne, Jp/J%

is egy elemmel generalhat6 lenne, pedig & Mp/M%, ami 2-dimenziés P szingularitdsa miatt). O
2.2 Definicié. Azt mondjuk, hogy tp € K(C) primeleme C-nek P-ben, ha ordp(t) = 1.

2.2.1 Megjegyzés. Ha P € C sima, akkor létezik P-ben primelem: ugyanis a 2.1 Allités alapjan
ekkor dims Mp/M3 = 1, azaz Mp \ M? nem lehet iires, definici6 alapjan pedig Mp \ M3 éppen a

P-beli primelemeket tartalmazza.

2.2.2 Megjegyzés. Ez pontosan azt jelenti, hogy ¢ generatora M p-nek.

Ugyanis ha g € Mp generdtor, akkor minden Mp-beli elem rendje ordpg(> 1 mivel g Mp-beli)
tobbszorose, azonban tudjuk, hogy létezik P-beli primelem, igy sziikségképpen ordpg = 1, azaz g is
primelem.

Ha pedig tp € Mp primelem, akkor legyen g generdtora Mp-nek (K[C]p DVR, és igy f6idedlgyfirti),
igy tp = ug® valamely k € Z>o-re és u egységre (ordpu = 0). Mivel tp primelem, igy k = 1-nek kell

lennie. Tehdt g = u~'tp, azaz tp is generator. O

2.2 Allitas. Ha P € C egy sima pont, akkor K[C]p DVR, a diszkrét értékelést a rend adja:
1, ordp(fg) = ordp f + ordpg.

2, ordp(f + ¢g) > min(ordp f, ordpg).

3, ordp(f) =0, ha f € K — {0}, és ordp0 = co. S6t, ezek a tulajdonsdgok K (C)-n is igazak.

Bizonyitas. 1, Ha f,g € K[C]p, akkor ordp(fg) = max(d : fg € M%) < max(d : f € M%) +
max(d : g € ME) = ordpf + ordpg, mésrészt ha f = m; € M?,rde, g = msg € Mgrdpg, akkor
fg=mimg € M;rdpf+°rdpg, azaz ordp(fg) > ordp f + ordpg.

f,g € K(C) esetén legyen f = fi/f2,9 = g1/g2, ahol f1,91, fo,92 € K[C]p. Ekkor ordp(fg) =
ordp(£4) = ordp(f1g1) — ordp(f2g92) = ordp(f1) +ordp(f2) —ordp(fa) —ordp(f2) = ordp(f1/f2) +
ordp(g1/92) = ordp(f) + ordp(g).

2, f,g € K[C]p. Ha f € M}’,rdp'f7 akkor f =" ai1ai2...0i0rdpf, ahol a; ; € Mp,

és hasonléan g = Y b;1D;2...0j ordpg-

fgy ha az altaldnossag megsértése nélkiil feltessziik, hogy ord, f > ordpg, akkor

f49= 01 Godpg 1 (Giodp-iodpf) + 3 bj1bjo-bjorapg € MY tehat ordp(f + g) >
min(ordp f,ordpg).

f,g € K(C) esetén legyen f = f1/f2,9 = g1/g2, ahol f1,91, f2,92 € K[C]p. Ekkor ordp(f + g) =
ordp(fi/fa + g1/92) = ordp(LLELL) — ordp(figs + g1 f2) — ordp(faga) = ordp(figs + g1f2) —
ordp(f2) — ordp(g2) = min(ordp(fig2) — ordp(f2) — ordp(g2), ordp(g1f2) — ordp(f2) — ordp(g2)) =
min(ordp(f1/f2), ordp(g1/92)) = min(ordp(f), ordp(g)).



3, Trivialis.

A 2.1 Allités alapjan P simasdga sziikséges feltétele annak, hogy K[C]p DVR legyen. O

2.2.1 Példa. Tekintsiik az E: Y2Z + a1 XY Z +a3Y Z% — (X3 + a2 X2Z + a4 X Z? + ag Z3) egyenlettel
megadott P2-beli gérbét és az O =[0:1:0] € E pontot.

Ekkor ordp(Z) = 3:

Mivel Z = prrsyrov sz (V2 + XY +a3YZ — a2X? — a,XZ — ag 2% € K[Eo,

hiszen Y2 + a1 XY + a3YZ — as X? —ay X Z — a6Z2’O = 1), amiben O hdromszor tlinik el, azaz ordp(Z) >

3.

Az, hogy a rend 3-ndl tobb nem lehet, onnan 14tszik, hogy X/Y primelem O -ban, ugyanis generdlja
Mo -t:

O-ban E egyenlete x := X/Y,z := Z/Y bevezetésével z + a1z2z + azz? = 2° + a2y + a422? + ag2>
alakba frhat6. Ekkor Mo = (x, z), z viszont z-szel kifejezhetd, ugyanis F egyenlete z-re 3.foku polinom
x paraméterrel. Tehdt Mo = (z), ami pedig ekvivalens azzal, hogy = X/Y primelem. Tudjuk azt
is, hogy K[E]o DVR, amibél kovetkezik, hogy UFD és van egy egyértelmii irreducibilis elem egységgel

val6 szorzas erejéig. Ezek alapjan a

_ X3 _ 3 Y3 212 14 ‘
AR TS & ST o ey cmyy o sy 2 B (X/Y) VI XY TV 7 e XT—a X7 —aqz7 lelirdsbdl lathato,

hogy Z-nek pontosan 3 lesz a rendje.

2.2.2 Példa. A jelolések ugyanazok, mint az el6z6 példdban. Most szdmoljuk ki ordp (X/Z)-t:
Definicié alapjan ordp(X/Z) = ordp(X) — ordp(Z) = ordp(X) — 3.

Az €l6z6 alapjan 1 = ordp(X/Y') = ordo(X), hiszen Y|, =1

lgy ordo(X/Z)=1—-3=—2.

2.2.3 Példa. Szintén az el6z8 jelolésekkel végil ordp(Y/Z) = ordp(Y) —ordp(Z) = 0 —3 = -3,

mivel ordp(Y') = 0, hiszen Y|, = 1.

2.3 Allit4s. Legyen C' egy sima gorbe, f € K(C). Ekkor C-nek csak véges sok pontjaban van f-nek
gyoke vagy pélusa (azaz véges sok kivételtdl eltekitve ordp(f) = 0). Ha f-nek nincsen se gyoke, se

polusa, akkor f € K.

Bizonyitds. f € K(C) fi/f2 alakd, ahol f1, fo € K[C] ( mod I(C)). f = f1/fs-nek gydke pontosan
ott van, ahol fi-nek, ami egy polinom, igy véges sok gyoke van. Hasonléan f = fi1/f2-nek pdlusa
pontosan ott van, ahol fs-nek gyoke, amibdl véges sok van.

Mivel K felett tekintjitk a polinomokat, igy ha 0-ndl nagyobb a fokuk, akkor biztosan lesz gyokiik.
fgy az, hogy f-nek se gydke, se pélusa nincsen, azt jelenti, hogy f = f1/f2 felirdsban fi-nek és fo-nek
sincsen gyoke, azaz O-fokiak ( mod I(C)), azaz K-beliek. O



2.4 Allit4s. Legyen C|K gorbe, t € K(C) primelem egy sima P € C pontban. Ekkor K(C)|K(t) egy

véges, szeparabilis bovités.

Bizonyitas. Végesség: A K(C)|K bovités végesen generalt, hiszen ha C C P", akkor X, ..., X,, (a ko-
ordindta fliggvények) biztosan generaljak. Mdsrészt definicié alapjén, mivel C egy gorbe, trdeg(K (C)|K) =
1. Ezek alapjén étezik egy a € K(C) transzcendens elem, melyre K(C) = K(«). Mivel t € K, igy
t = p(a) valamely p € K[z] — {0} polinomra. Igy K(C)|K(t) véges bbvités, hiszen K(t) felett (a
algebrai és) deg a = degp.
Szepardbilitds: Mivel [K(C) : K] < oo, igy K(C)|K(t) algebrai bovités. z algebrai K (t)felett igy
Ja;; € K )2 a; jt'z? = 0 (beszorozva az esetleges nevez6kkel). Legyen ®(X,T) = ZXiTj € K[X,T],
és tegyiik fef hogy ®-t X-ben miniméis fokszdmunal vélasztottuk, azaz ®(X, ) xlﬁrlinimélpolinomha
K(t) felett.
Legyen p = char(K) (p prim). Ha ®(X,T)-nek van oyan a; ;7°X’ tagja, amie j # 0 mod p, akkor
d®/dX #0 (X7 = XU mod P+l mod p), azaz ®(X,t) és igy « K (t) felett szepardbilis.
Igy mostantél tegyiik fel, hogy ®(X,T) = W(X?,T). Ha F(X,T) € K[T, X] tetsz8leges polinom,
akkor F/(XP TP) egy p-hatvany, mivel K tokéletes, {gy minden eleme egy p-hatvény, azaz F(XP,TP) =
> (bi ;X'T7)P alakd, ami p karakterisztikdban (3" ¢; ; XT7)"-vel egyenls.

—1

. P . .
Igy T kitevéjének mod p maradéka szerint osszegezve ®(X,T) = U(XP,T) = > Y ¢ j kTP XIPTF =
k=0

N o (X, TP,

fg(?v, t) = 0, mivel igy vettiik fel ®-t, igy ordp(P(z,t)) = oco.

Miésrészt mivel ¢ primelem P-ben, ord p(®(z, t)Pt*) = p-ordp (P (x,t))+k-ordp(t) = p-ordp(Pr(x,t))+
k = k mod p, azaz pz_:l @y, (z,t)PtF-ban a tagok rendjei paronként kiilonbozéek. fgy sziikségképpen
O (x,t) = 0 minden Zzi 0,1,...,p — l-re, hiszen kiilénben ha j a legkisebb index, amire ®,(x,t) # 0,
akkor ordp(®(z,t)) = j lenne, ami ellentmondés.

Valamely k-ra @ (X, T)-ben szerepel X nem nulla kitevével, igy ekkor degy @) < degy @ < degx P,

ami ellentmond ® valasztasanak. O

3 Leképezések gorbék kozott

3.1 Szeparabilis és tisztan inszeparabilis testbdvitések

A gorbék kozotti leképezések vizsgdlata el6tt néhany technikai allitast be kell latnunk a szeparabilitasrol,

ugyanis ezek elég gyakran el§ fognak fordulni a leképezések jellemzésekor.

3.1 Definicié. Legyen E|F egy algebrai testbvités.

a € F szepardbilis, ha a minimdlpolinomja szeparabilis, azaz nincs t&bbszords gyoke (ekvivalensen,
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a derivaltja nem azonosan 0). E|F szeparébilis, ha E minden eleme az.
a € E tisztdn inszepardbilis, ha minimélpolinomja (z — o)™ valamely m € Z -ra. E|F tisztdn

inszeparabilis, ha ¥ minden eleme az.

3.2 Definicié. Legyen F|E algebrai bévités. E szeparabilis lezartja F-ben S = {a € F :
« szepardbilis E felett}. Ekkor [S : E] az F|E bdvités szepardbilis foka, amit deg, (F|E) =
[F' : Es-sel jelolink, [F : S] pedig F|E inszeparabilis foka, amit deg,(F|E) = [F : E];-vel jeloliink.

Persze deg, deg; = deg.

3.2.1 Megjegyzés. Az F|K bévitésben o € F tisztdn inszepardbilis pontosan akkor, ha o minimépolinomja

2P" — a € K[z] valamely r € N-re.

Bizonyitis. Ha « tisztdn inszepardbilis, akkor minimélpolinomja (z — a)™ alakid, ahol m € Z,.
Legyen m = np", ahol (n,p) = 1. EKkor ((z —a)™ = ((z — a)?" )" =. Kibontva zP" (*~1 egyiitthatéja
+na?’ € K, igy mivel (n,p) =1, n # 0, 1/n(na?’) = o € K. Igy ((x —a)?" )" = (" — o’ )" «
minimalpolinomja, azaz n = 1-nek kell lennie.

A vissza irdny K tokéletessége miatt trividlis. O

3.2.2 Megjegyzés. Ha F|K véges, tisztdn inszepardbils bévités, akkor [F : K| = p™ valamely n € N-

re.

Bizonyitas. F' = K(aq, ..., ap,) Ugy, hogy minden i-re o; tisztén inszepardbilis K felett, igy K (o, ..., ;1)
felett is. Igy az el6z8 megjegyzés miatt K (o, ..., )| K (01, .., tm—1)|...| K (a1)| K-ben minden bévités

foka p” (r € N), igy [F' : K] is p-hatvéany. 0

3.2.3 Megjegyzés. Legyen S K szeparabilis lezartja F-ben. Ekkor
1, S|K szepardbilis bovités

2, F|S tisztén inszepardbils bévités

Bizonyitas. 1, Ha o, 3 € S, akkor K(a,3)|K is szeparabilis, igy K(a,8) € S, a £ B,a87! € S,
igy S test és nyilvan szepardbilis K felett. 2, Ha a € F algebrai K felett, akkor a?  szeparabilis K
felett valamely r € Z,-ra, ugyanis degy o = 1-re trividisan teéjesiil, degy a > 1-re pedig indukciéval
visszavezethet$ kisebb esetre: ha a nem szepardbilis, akkor az m, minimalpolinomjara m/, = 0, igy
me = f(2P) alakd, vagyis aP algebrai, degy o < degy a.

Igy, ha o € F, akkor létezik 7, hogy a? € S, igy o gydke (z — )" = 2#" — o € S[z]-nek, vagy
F|S bévitésben a minimélpoinomja (z — )P divizorja, azaz maga is (x — a)™ alaki. Tehdt o tisztan

inszerparabilis S felett. O

3.1 Lemma. Legyenek F|E|K, N|K testbovitések. Ekkor #{F — N E-monomorfizmusok}-#{E —

N K-monomorfizmusok} = #{F — N K-monomorfizmusok}
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Bizonyitas. Legyen {F' — N E-monomorfizmusok} = {01, ...,0,} és {E — N K-monomorfizmusok} =
{71,y Tm }

Mindegyik 7; kiterjed egy 7; : N —+ N K-automorfizmussé. 7;00; egy F' — N K-automorfizmus. Ezek
paronként kiilonbozbéek lesznek:

Ha 7i0; = 70y, akkor %k_lﬁoj = 0y. Mivel 04|, = oi|p = idg, igy %,C_lﬂ p = idg, azaz 7, = 7,
vagyis ¢ = k.

Mivel 7; injektiv, igy T;0; = T;0,-bél 0; = 0y, azaz j = b kovetkezik.

Mésrészt ha 7 : F — N egy K-monomorfizmus, akkor 7|, egy £ — N K-monomorfizmus, vagyis
7| = 7 valamely i € {1,..,n}re. 7 ' 7|, egy E — N K-monomorfizmus, azaz 7, ' 7|, = 0;
valamely o € {1,...,m}-re. Azaz 7 = 7,0, minden F' — N K-monomorfizmus el64ll ilyen alakban.
Tehat #{F — N K-monomorfizmusok} = #{70 : 7 € {E — N K-monomorfizmusok},c € {F —
N E-monomorfizmusok}} = #{F — N FE-monomorfizmusok} - #{F — N K-monomorfizmusok}.

O

3.2.4 Megjegyzés. Legyen N|F|K olyan, hogy N|K normadlis, F'|K véges. Ekkor #{F — N K-monomorfizmus}| =
deg,(F|K).

Bizonyitas. Legyen S K szepardbilis lezartja F-ben.

El6szor megmutatjuk, hogy #{F — N K — monomorfizmusok} = #{S — N K-monomorfizmusok}:
Tegyiik fel, hogy o,7 € {F — N K-monomorfizmusok} olyanok, hogy o|s = 7|g. Tetsz6leges
a € F esetén valamely n-re a?" € S (hiszen F|S tisztén inszeparabilis). Igy o(a)?" = o(a?") =
7(a?") = 7(a)?", ahonnan ¢(a) = 7(a) (mivel F|S bSvitésben o(a) minimalpolinomja z?" — 7(a)?" =
(z — 7(a))?"). Tehdt o|g = 7|4-b8l o = T kovetkezik, azaz az S-re valé megszoritds egy injekcié
{F - N K — monomorfizmusok}-b8l {S — N K-monomorfizmusok}-be. A mdsik irdnyba injekcié:
egy S — N K-monomorfizmus kiterjesztheté egy N — N K-automorfizmussa, ami pedig egy F' — N
K-monomorfizmussa.

Igy feltehetd, hogy F|K szeparébilis, azaz S = F. Ekkor [F : K] = [F : K], és minden F|E|K
kozbiilsé testre F|E, E|K is szepardbilisak, azaz [F : E] = [F : Els, [E: K] = [E : K|s.

Ezt felhasznalva [F : K] szeriniti indukciéval bizonyitjuk az 4llitast:

1,Ha [F:K]=1,akkor F=K és [F: K| =[F: K] =1={K — K K-monomorfizmusok} = {F —
N K-monomorfizmusok}.

2, [F: K| > 1 esetén legyen a € F'\ K, ekkor [K(a) : K| > 1.

Ha [K(a) : K] < [F : K], akkor az indukciés feltevés alapjan [K (a) : K]y = {K(a) = N K-monomorfizmusok}.
A 3.1 Lemma alapjan pedig #{F — N K-monomorfizmusok} = #{F — N K (a)-monomorfizmusok}-
#{K(a) - N K-monomorfizmusok} = [F': K(a)]s-[K(a) : K]s = [F : K(a)]-[K(a) : K] = [F : K] =
F - K],
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Ha pedig [K(a) : K] = [F : K], akkor F' = K(a) és [F : K(a)] = degmg,. Ha o egy F - N
K-monomorfizmus, akkor azt o(a) egyértelmtien meghatarozza. o(a) gyke mg o-nak, igy maximum
degmg o = [F : K(a)] ilyen monomorfizmus van. Masrészt mivel mg ,, felbomlik N-ben és szeparabilis

is, igy pontosan ennyi F' — N K-monomorfizmus lesz. O

3.2.5 Megjegyzés. Tekintsiik a kovetkezd bévitést: M|L|K. Ekkor [M : L|;[L : K]s = [M : K], és

Bizonyitds. Az el6z6 megjegyzés alapjan az K| M |L b6vitést tekintve [M : L]y = #{M — K L-monomorfizmusok},
az K|L|K bévitést tekintve [L : K]s = #{L — K K-monomorfizmusok}, és végiil az K|M|K bévitést

tekintve [M : K|, = #{M — K K-monomorfizmusok}.

A 3.1 Lemma alapjén pedig #{M — K L-monomorfizmusok} - #{L — K K-monomorfizmusok} =

#{M — K K-automorfizmus}, azaz [M : L|s[L : K]s = [M : K],. Ebbél és a trivialis [F : E|s[F :

El; = [F : E]-b8l bérmilyen F|E bévitésre, adédik [M : L|;[L : K]; = [M : K. O

3.2.6 Megjegyzés. deg, = deg és deg; = 1 pontosan akkor, ha E|F szepardbilis:

Ha E|F szepardbilis bovités, akkor nyilvin S = F és deg = deg,, és igy deg; = 1. Ha pedig [E : F] =
deg = deg, = [E : F]; =[S : F|, akkor sziikségképpen E = S, vagyis E|F szeparabilis.

Hasonléan E|F tisztan inszepardbilis pontosan akkor, ha deg, = deg és deg, = 1:

Ha E|F inszepardbiis, akkor P = E, azaz deg; = deg, visszafele pedig ha [E : F| = deg = deg; = [E :
F); =[P : F], akkor E = P, vagyis E|F tistan inszeparabilis. O

3.2.7 Megjegyzés. Ha L|K és M|L is szepardbilis, akkor M|K is az.

Bizonyitas. Az el6z6 megjegyzést alitdsa alapjan:

Mivel L|K szepardbilis, igy [L: K] =[L: K]s és [L: K]; = 1.

Mivel M|L szeparébilis, igy [M : L] =[M : L]s és [M : L}); = 1.

fay [M: K] = [M: LJ[L: K] = [M: L)J[L: K], = [M: K], é [M: KJ; = (M IL[L: K], = 1.1 =1,

azaz M|K szeparébilis. O

3.2 Morfizmusok

A morfizmusok lesznek most nekiink a ”szép” leképzések, amiket algebrailag vizsgalni tudunk.

3.3 Definicié. Legyen Cy,Cy C P™ két gorbe. ¢ : Cy — C5 egy (raciondlis) leképezés, ha
& = [fo, .-, fn] alakd, ahol i = 0,...,nre fi € K(C1) és ¢(P) = [fo(P), ..., fa(P)] azon P € Vj-ekre,

melyekre fy, ..., f,, mindegyike reguldris.

3.4 Definicié. Egy ¢ = [fo,..., fn] : C1 — Cs raciondlis leképezés regularis P € C;-ben, ha

létezik g € K(C), amire
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1. gf; regularis P-ben minden i-re
2. van oyan 4, amire gf;(P) # 0.

Ekkor ¢(P)-re [gfo(P), ..., gfn(P)]-ként tekintiink. Ha létezik A € K — {0} dgy, hogy Afo,..,\fn €
K (V1), akkor ¢ K felett definidlt.

3.5 Definicié. Azt a racionalis leképezést, mely C; minden pontjaban reguldris, morfizmusnak

nevezzik.

3.1 Allit4s. Legyen C egy gorbe, V C PV egy varietds, P egy sima pont C-n és ¢ : C — V egy
racionalis leképezés. Ekkor ¢ regularis P-ben.

Specialisan, ha C' sima, akkor ¢ morfizmus.

Bizonyitas. Legyen ¢ = [fo,..., fn], fi € K(C) és legyen t € K(C) egy primelem P-ben. Legyen
n = minOSiSN Ordp(fi).
Ekkor ordp(t~"f;) > 0 Vi =0,..., N-re és, ha j-n vétetik fel a minimum, akkor ordp(t~"f;) = 0.

Tehat Vi-re t~" f; regularis P-ben és (=" f;)(P) # 0, igy ¢ reguldris P-ben. O

3.1.1 Kovetkezmény. Egy morfizmus, amit gyakran fogunk hasznalni:
Legyen C|K egy sima gorbe, f € K(C).

. . [f(P),1]  ha f P-ben reguldris
Ekkor f indukél egy f : C — P!, f(P) := leképezést, ami

[1,0] = o0 ha f-nek P-ben pdlusa van

az allitds miatt morfizmus.
Mésrészt ha ¢ : C — P, ¢ = [f,g] egy K felett definidlt racionalis leképezés, akkor g = 0 esetén
¢ = oo konstans leképezés, killonben ¢ az f/g € K(C)-hez tartozé leképezés.

Ezek alapjan kaptunk egy 1 : 1 megfeleltetést K(C)Uoo és {¢: ¢ : C — P! K felett definidlt} kozott.

3.2 Allitas. Legyen C7,Cy két gorbe, ¢ : C7 — Cy morfizmus kozottiik. Ekkor ¢ konstans vagy

sziirjektiv.
Bizonyitds. Nem bizonyitjuk (Id. [3] Hartshorne: Algebraic Geometry, Ch. II., Prop. 6.8).

3.6 Definici6. Legyen C1|K, Co|K két gorbe, ¢ : C; — Cy K felett definidlt nem konstans raciondlis
leképezés. Ekkor ¢ egy K-t fixald ¢* injekcidt indukédl K (Cq) és K (Ch) kozott: ¢* : K(Ce) — K(Ch),

¢*f = fo¢. Ezt aleképezést ¢ dudlisanak nevezziik.

3.6.1 Megjegyzés. Ez tényleg injekcid, ugyanis a 3.2 Allitas alapjan ¢ sziirjektiv, igy ha ¢* f = ¢*g,

akkor f = g C; minden pontjaban.
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3.3 Allitas. Legyen C|K, Co| K két gorbe.

1,Ha ¢ : C1 — Cs egy K felett definidlt, nemkonstans leképezés, akkor K (C7) véges bovitése ¢* K (Co)-
nek.

2, Legyen ¢ : K(Cy) — K(C1) K-t fixdlé injekci6. Ekkor egyértelmiien létezik egy ¢ : C1 — Cy K

felett definidlt, nem konstans leképezés, amire ¢* = ¢.

Bizonyitas. 1, Mivel ¢* injekcid, és K(C1), K(C2) véges bévitései K-nak, igy C(K1)|¢*K(Cy)|K, és
szitkségképpen K (Cy) véges bovitése ¢* K (Cy)-nek.

2, Tekintsiik Cyp PN-beliként,és tegyiik fel (esetleg koordinatacserével), hogy Cy N {Xy = 0} = 0.
Legyen g; € K(C5),g; : [Xo, ..., Xn] — Xi/Xo.

Ekkor ¢ := [1,t91,...,tgn] : C1 — C2 és ¢* = «, mivel ¢*f([xo,...,xzn]) = f o &([xo,....,zn]) =
F(L,e91, s tgn]([Toy -y 20])) = (1,91, -, tgn]([1, 21 /20, Tn /20])) = tf, hiszen ¢ polinomidlisan
terjed ki K(Cy) egy K feletti bazisardl, azaz példaul {X;/Xo, ..., Xp/Xo}-16l

Ha ¢ = [fo,..., fn] is olyan, hogy ¥* = ¢, akkor minden i-re f;/fo = ¥*g; = ¢*¢; = tg;, ahonnan
V=9 O

3.7 Definicié. Legyen C7,Cy két gorbe, ¢ : C7 — Cy K felett definidlt leképezés kozottiikk. Ha ¢
konstans, akkor deg¢ = 0, kiilonben deg¢ = [K(Cy) : ¢*K(Cs)] a ¢ leképezés foka. Az utébbi
esetben azt mondjuk, hogy ¢ véges.

¢ szeparabilitdsa, inszepardbilitasa, tisztan szeparabilitdsa, valamint szeparabilis-, inszepardbilis foka

K(Cy)|¢p* K(C5) megfeleld jellemzbjének felel meg.

3.3.1 Kovetkezmény. Legyen C, Cs két sima gorbe, ¢ : C; — Co morfizmus kozottiik és deg ¢ = 1.

Ekkor ¢ izomorfizmus.

Bizonyitas. 1 = deg¢ = [K(C1) : ¢*K(Cy)], igy K(C1) = ¢*K(C2). Tehét ¢* izomorfizmus K (Ch)
és K (Cy) kozott (tudjuk, hogy ¢* injektiv, és az elézdek alapjan sziirjektiv is). Tehét létezik (¢*)~! :
K(Cy) — K(C3) injekcié (valéjdban izomorfizmus).

Igy a 3.3 Allités 2, része miatt 1étezik egy ¢ : Co — Oy leképezés, melyre % = (¢*)~L. Mivel Cy sima,
igy a 3.1 Allitds miatt 1 morfizmus.

(porp)* =" 0™ = (¢") 7' 0" = idg(c,, 6s hasonlban (Yo d)* = ¢* 0y)* = idgc,,. lgy a 3.3 Allftds
2, részének egyértelmiiségre vonatkozo része miatt ez azt jelenti, hogy ¢ o¢ = idc, és poyp = idg,. fgy

@ és 1 is izomorfizmus, mert egymds inverzei (azaz injektivek és a 3.2 Allitas alapjan sziirjektivek). O

3.3 Az elagazasi index

Az eldgazasi index alapvetden geometriai intuicién alapszik, de algebrailag formaélizdlva szintén egy

hasznos eszkozink lesz.
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3.8 Definicié. Legyen C1, Cs két sima gorbe, ¢ : C; — Cs nem konstans leképezés kozottik, P € Cy.
¢ elagazasi indexe P-ben ey (P) = ordp(¢*ty(py), ahol typy € K(C32) primelem ¢(P)-ben.
Azt mondjuk, hogy ¢ nem eldgazé P-ben, ha e4(P) = 1, és ¢ nem eldgazé, ha C1 minden pontjadban

az.

3.8.1 Megjegyzés. Szemléletesen az eldgazdsi index azt méri, hogy az adott pontban ¢ hanyszorosan

képezi rd Cq-et Cy-re.

3.8.2 Megjegyzés. Lathat6, hogy es(P) > 1, hiszen ordypytypy = 1, azaz typy € Mgy(p, igy

¢*t¢(p) € Mp, tehét ordp(<b*t¢(p)) > 1.

3.4 Allitas. Legyen C,C, két sima gorbe, ¢ : C; — C5 nem konstans leképezés kozottik. Ekkor

1L,VQeCy: > ey(P)=dego.
Pep=H(Q)
2, véges sok kivétellel VQ € Cy : #¢71(Q) = deg, ¢.
3, ha ¢ : Cy — C3 egy madsik nem konstans leképezés, akkor VP € C1 eyop(P) = ey (P)ey(d(P)).
Bizonyitas. 1, 2, Nem bizonyitjuk (1d. [3] Hartshorne: Algebraic Geometry, Ch.IL., Prop. 6.8, 6.9).
. e P
3, Legyen ty(p), tyog(p) Primelem az adott pontokban. ord¢(p)(t¢”(’1(f§( ))) = ey (d(P))ordyp)(tepy) =
ey (@(P)), valamint ordg p) (Y tyoeg(p)) = €y (¢(P)) definicié alapjan.
fay es(P)ey(6(P)) = ordp(¢7t5 15") = ordp (6"1 tyos(p)) = 0rd p(46) Liop(p)) = €yop(P). O

3.5 Allitas. C1,Cs két sima gorbe, ¢ : C; — Co nem eldgazé pontosan akkor, ha #¢~1(Q) = deg ¢
VQ € Cy

Bizonyitds. A 3.4 Allitas 1, részébdl degp = ) e4(P). Ez pontosan akkor egyenls #¢~(Q),
Peg~1(Q)
ha VP egs(P) =1 (mivel es(P) > 1), azaz ¢ nem eldgazé. O

3.4 A Frobenius homomorfizmus

Szamunkra a legfontosabb morfizmus az in. Frobenius homomorfizmus lesz, ugyanis ennek a gorbe
K-raciondlis pontjai fixpontjai lesznek.

3.9 Definicié. Legyen char(K) = p > 0, ¢ = p", f € K[X]. Ekkor f@ az a polinom, amit f
egyitthatdinak g-adik hatvanyra emelésével kapunk.

Ha C|K egy gorbe, akkor beldle a C(9|K j gérbe az a gorbe lesz, amelyre I(C(@9) a {f@) : f € I(C)}
altal generalt ideal.

Ag¢:C — CD ¢(xg,.., 1)) = [zd,...,2%] leképezést a g-adik Frobenius homomorfizmusnak
nevezzik.

3.9.1 Megjegyzés. C@ tényleg gorbe lesz: az vildgos, hogy varietds, a dimenzidja pedig dim(C(9)) =
trdeg(K (CD)|K) = trdeg(K (C)|K), mivel I(C@) = I(C).
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3.9.2 Megjegyzés. A g-adik Frobenius homomorfizmus tényleg C(9-ba képez:
Ehhez elég belétni, hogy VP = [z, ..., z,] € C ¢(P) gyoke I(C@) generatorainak. Ez pedig char(K) =
p miatt valoban teljesiil:

fO(p(P)) = fD(2,...,20) = (f(w0, ..., 7,))? = 0.

3.6 Allitas. Ha char(K) =p >0, ¢ = p", C|K girbe, ¢ : C — C? a g-adik Frobenius homomorfizmus.
Ekkor
L g K(CW) = K(C) = {f9: [ € K(C)}.

2, deg ¢ =q.

Bizonyitas. 1, K(C) ={f/g: f,g € homogén, P" — beli,deg f = deg g}.

K(C) > g"K(CW) = {¢"(f@ /9) : f,g & homogén} " FLHE

{¢*(f/9) : f,g € homogén, P" — beli,deg f = deg g} = {f(z{, .., z%)/g(xf, ..., zL)}.

K(C)> K(C) = {f(xo,.,xn)?/g(x0, ... xpn)?}.

Mivel K tokéletes és char(K) = p, igy (K[Xo, ..., X,,])? = K[X{, ..., X{], azaz ¢*K(C@) = K(C)q.
Ezzel azt is nyertiik, hogy ¢, azaz K (C)|¢*K(C(9) tisztan inszeparabilis, azaz K (C') minden eleme
egy 29 = a, a € ¢*K(C9) alaki egyenlet gyoke.

2, Legyen t € K(C) egy P-beli primelem. Ekkor K(C)|K(t) szeparabilis a 2.4 Allités alapjén,
K(C)|K(C)? tisztan inszeparabilis.

K(O)[K(C)()|K(C)e

K(O)|K(C)(t)|K(t)

Legyen f € K(C) és jeldlje mg (o) r a K(C)|F bévitésbeli minimédlpolinomjat. m gy k(o) (r) =
27 — a alaki, ahol a € K(C)9, azaz 3b € K(C) : a = b?. Igy my(c)r(cye(@) = 29— b? = (x — b),
mivel char(K) = p.

M (0K (+) () szepardbilis.

Igy mroyr(cyan (@) | (2 —b)T és my o) r ey (@) | mi(e)x@ (@), ami miatt mgc) x )i (@) is
szeparabilis. Ez csakis tigy lehetséges, hogy m g oy k(cya(r) (%) = v — b, azaz K(C) = K(C)(t).

Az 1, rész miatt deg¢ = [K(C) : ¢*K(CD)] = [K(C)4(t) : K(C)7]. Mivel t¢ € K(C)?, az elébbi
gondolatmenethez hasonléan ekkor ¢ K (C)4(t)|K (C)%-beli minimélpolinomja (x — t)? divizorja. Ha a
minimél polinom (x — ¢)® lenne, ahol 1 < s < ¢, akkor a konstans tagot tekintve t* € K(C)4, azaz
Jdg € K(C) : t* = g1. Ekkor s = ordp(t®) = ordp(g?) = gordp(g), azaz ¢|s, ami csakis ¢ = s esetén
allhat fenn. ]

3.7 Allitas. Legyen Oy, C, két sima gorbe, ¢ : C1 — Cy leképezés kézottiik, char(K) = p > 0. Ekkor
¢ felbonthaté C LN Cf’J) 22, Ca, ahol ¢ = deg, ¢, és ¢1 a g-adik Frobenius homomorfizmus, ¢

szeparabilis.
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Bizonyitas. Legyen L ¢* K (C2) szeparébilis lezartja K (Cq)-ben. Ekkor K (C1)|L tisztan inszeparabilis
és [K(Ch) : L] = q, igy K(C1)? C L.

A 3.6 Alftast felhaszndlva K (C1)? = ¢1 K (C\?), [K(Cy) : ¢2 K (C\?)] = q.

Ekkor a bévitések fokait dsszevetve azt kapjuk, hogy L = ¢ K (C\V), azaz K (C1)|¢1 K (C\V)|¢* K (Cy).
Emiatt 16tezik ¢ : K(Cy) — K(C'?) injekei6 (1 := (¢7)~L oid g k(cly © @), ami fixen hagyja K-t. A
3.3 Allités 2, része alapjan gy létezik egy ¢o : C\? — Cy leképezés, amire ¢} = 1. Ekkor tetszéleges
f € 6" K(Ca)re (620 61)" f = (6 0 65)f = 61(61) " 0id, oy 0 67 ) = 67

Tehét ¢ = ¢ o ¢y 0

4 A divizorok

A Hasse becslés bizonyitasaban kozponti szerepet toltenek be ezek a gorbékhez asszocidlt fromaélis
Osszegek. Ahogyan kés6bb latni fogjuk, tobbféle felirasukkal informaciékat tudunk kinyerni példaul a

gorbe struktiirdjardl vagy egy K (C)-beli fiiggvényrdl.

4.1 A divizor- és a Picard csoport

4.1 Definicié. Egy C gorbe divizor csoportja a pontjai dltal generalt szabad Abel-csoport, amit
Div(C)-vel jeloliink, elemeit divizoroknak hivjuk. A P ponthoz tartozé divizort (P)-vel jeloljiik.

Tehét Div(C) = { > np(P): np € Z és csak véges sok nem 0}.
PeC

4.2 Definicié. Egy D € Div(C) divizor foka alatt deg D = > np-t értjik.
PeC

4.2.1 Megjegyzés. A 0-foki divizorok Div’(C) < Div(C') részcsoportjat alkotjék az divizoroknak.

4.3 Definicié. Ha C|K, o € Gal(K|K), és D € Div(C), akkor D° := Y np(P?).
pPeC
D K felett definiélt, ha D° = D Vo € Gal(K|K).

4.3.1 Megjegyzés. A K felett definidlt divizorok is csoportot alkotnak, amit Divg (C')-vel jeloliink.

4.4 Definicié. Legyen 0 # f € K(C). Az f-hez rendelt divizor div(f) = Y. ordpf(P).
PeC

4.4.1 Megjegyzés. A 2.3 Allités miatt csak véges pont egyiitthatdja nem O.

4.5 Definicié. Egy D € Div(C) divizor fédivizor, ha el8éll D = div(f) alakban, valamely 0 # f €
K(C)-re.
Dy, D, € Div(C) linedrisan ekvivalens, D; ~ Dy, ha Dy — Dy fédivizor.

Pic(C) := Div(C)/ ~ C Picard-csoportja.
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4.6 Definicié. Duadlis leképezést divizor csoportok kozott is definidlhatunk:
Legyen C, Cy két sima gorbe, ¢ : C1 — Cy nem konstans leképezés kozottiik. ¢ indukal egy leképezést
az divizor csoportok kozott: ¢* : Div(Ca) — Div(Ch), (Q) = > es(P)(P), tetzleges divizorokra

Pep=1(Q)
pedig linedrisan terjed ki.

4.1 Allitas. 1, deg(¢*D) = deg ¢ - deg D VD € Div(Cy)
2, ¢*div(f) = div(¢* f) minden f € K(Cs) — {0}-ra

3, Ha ¢ : Cy — C3 egy mésik nem konstans leképezés, akkor (¢ o ¢)* = ¢* o ¢*.

Bizonyitas. 1, Legyen D = )" ngQ.

QeCs
Ekkor deg(é° D) = deg( ) nge*(Q)) —deg( X ng Y eoPYP) = X X nges(P).
QEC: QeC2  Pedp=1(Q) QEC2 Peg~1(Q)
A 3.4 Allitds 1, része alapjan degp = > e4(P) tetszbleges R € Cy-re.
Pep~1(R)

Miésrészt deg D = > .

QeC:
Igy degD-degd = > ng- > e(P)= > ng Y e(P)= nqey(P) =

QEeC: Pep—1(R) QEC2  Peép—1(Q) QeC2 Peg=1(Q)

deg(" D).

2, Legyen P € () tetszOleges, typ) egy primelem ¢(P)-ben. Ekkor ordp(¢*f) = ordgpy(f) =
ord¢(p) (t¢(p))ord¢(p)(f) = ordp(¢*t¢(p))0rd¢(p) (f) = e¢(P)ord¢(p)(f).

Ezt felhasznalva ¢*(divf) = ¢*( > ordg(f)(Q)) = > ordgo(f) > es(P)(P)=

Q€EC, QeCs Peop~1(Q)

>, ordg(flep(P)(P)= 35 > ordp(¢"f)(P)= 3 ordp(¢”f)(P)=div(¢™f).

QEC: Pep—1(Q) QEC: Pep—1(Q) PeCy
3, A 3.4 Allitds 3, része alapjan eyo(P) = ey(Pey(¢(P)). Legyen R € (3, ekkor (¢* o v*(R) =

P (R) =0"( > ew@(@)= > e(@Q) > e(P)P)=

Qeyp—1(R) Qey~1(R) Peo—1(Q)
> ep(o(P)es(P)(P) = 3 > epoy(P)(P) = > epop(P)(P) =
QeyY~1(R) Peg~1(Q) Qey~1(R) Pep~1(Q) Pe(yog)*(R)
(Yo o) (R). O

4.2 Allitss. Legyen C egy sima gorbe, f € K(C) — {0}. Ekkor degdiv(f) = 0.

Bizonyitds. Az egyszeriibb {résmdd kedvéért a [0, 1]-et 0-ként frjuk a bizonyitds tovdbbi részében.

A 4.1 Allités 2, része alapjan f*div(id) = div(f*id) = div(id o f) = div(f), masrészt div(id) =

PZPI ordp(id)(P) = (0) + orde (id)(00) = (0) + ordg(1/z)(c0) = (0) — ordp(id)(oc0) = (0) — (00). Tehat
€

div(f) = £*((0) - (0)).

A 4.1 Aftas 1, részét felhaszndlva degdiv(f) = deg(f*((0) — (c0))) = deg f*((0)) — deg f*((0)) =

deg f - deg((0)) — deg f - deg((00)) = deg f — deg f = 0. O

4.2 2(D)

4.7 Definicié. C egy gorbe, a D = > npP € Div(C) divizor pozitiv, ha np > 0 minden P-re. Ezt
pPeC
D > 0-bal jeldljiik.

Dq,D5 € DIV(C), D1 > Dy, ha Dy — Dy > 0.
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4.8 Definicié. C egy gorbe, D € Div(C). Ekkor legyen £ (D) := {f € K(C) — {0} : div(f) >
—D} U {0} véges dimenziés K-vektortér.
A dimenziéjét dimg Z(D) =: {(D)-vel jeloljiik.

4.3 Allitas. C egy gorbe, D, D' € Div(C).

1, Ha deg D < 0, akkor .Z (D) = {0} és ¢(D) = 0.

2, £ (D) valéban egy véges dimenziés K-vektortér.

3, Ha D ~ D', akkor .£(D) = Z(D’) (és £(D) = £(D")).

Bizonyitas. 1, Tegyiik fel, hogy f € Z(D) # {0}, f # 0. A 4.2 Allitas alapjan 0 = degdiv(f) >
deg(—D) = —deg(D), amibd deg(D) > 0, ami ellentmondés.
2, Legyen D = 5 npP.

pPec o
Z (D) vektortér: f,g € L (D), k € K, ekkor ordp(f + g) > min(ordp(f),ordp(g)) > —np, azaz
div(f+g) > =D, f+g € Z(D), valamint ordp(kf) = ordp(k) +ordp(f) = 04+ ordp(f) = ordp(f) >
—np, azaz div(kf) > =D, kf € Z(D).
Végesség: Mivel K (C)|K véges, és K(C)|-Z(D)|K, {gy sziikségszertien L(D)|K is az.
3, D ~ D', azaz létezik f € K(C), amire D — D' = div(f). Ekkor .Z(D) — Z(D'),g — gf egy
izomorfizmus, hiszen div(g) > —D <= div(gf) > —D’ (div(gf) = div(g) + div(f) = div(g) + D —
D). O

5 A differencialformak

A differencidlformak a derivaltfiiggvények algebrai megfelel6i, az analitikus jelentés helyett algebrailag
vizsgaljuk 6ket (Id. mdar csak definiciét is). Nekiink a szepardbilis leképezések vizsgdlatandl, a
gbrbék geometriai jellemzésénél, illetve kés6bb az elliptikus goérbék esetén bizonyos morfizmusok lin-

earizdcéjanal lesznek hasznosak.

5.1 Néhany alapveto fogalom és allitas

5.1 Definicié. Legyen C egy gorbe. A {dx : x € K(C)} szimbSlumok 4ltal generalt K (C)-vektortér,
melyre

1, d(z +y) = dx +dy Vz,y € K(C)

2, d(wy) = zdy + ydx Y,y € K(O)

3, da=0VaeK,

a C gorbe differencialformainak tere, amit Qc-vel jeldliink.

5.2 Definicié. Duadlis leképezések:

Legyen Cp,Cy két gorbe, ¢ : C; — Co nem konstans leképezés kozottiik. Ekkor a ¢* : K(Co) —
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K(C1) indukél egy leképezést a differencidlformék terei kozott: ¢* : Qc, — Qcy, ¢*(>. fidx;) =
i=1

(¢* fi)d(p* ;).

?

i:

5.1 Allitas. Legyen C egy gorbe. Ekkor Q¢ egy 1-dimenziés K (C)-vektortér, tovabbé x € K (C)-re

dx bézis pontosan akkor, ha K(C)|K(x) véges, szeparabilis bévités.
Bizonyitis. Nem bizonyitjuk (1d. [4] Shafarevich: Basic Algebraic Geometry 1, Ch.3, §5, Thm.3.17).

5.2 Allit4s. Legyenek C1, Cy gorbék. Ha ¢ : C7 — C5 nem konstans leképezés, akkor ¢ szeparabilis

pontosan akkor, ha ¢* : Qc, = Q¢, injektiv.

Bizonyitas. Legyen dy Q¢, bézisa, azaz az 5.1 Allitas miatt K (C)[K (y) szeparabilis.

gy ¢*K(Co)|¢*K (y) = K (¢*y) is szeparébilis.

¢* pontosan akkor injektiv, ha d(¢*y) # 0, ami az 5.1 Allitds miatt ekvivalens azzal, hogy d(¢*y) bazisa
Qc,-nek, ami pedig szintén az 5.1 Allitds miatt ekvivalens azzal, hogy K (C1)|K(¢*y) szeparébilis,
ami pedig a 3.2.7 Megjegyzés alapjan ekvivalens azzal, hogy K (C)|¢p*K(Cs) szepardbilis azaz ¢

szeparabilis. O

5.3 Allitas. C egy gorbe, P € C, t € K(C) primelem P-ben. Ekkor

1, tetszdleges w € Qo-re létezik egyértelmiien egy g € K(C) 1gy, hogy w = gdt. Ezt a g-t w/dt-vel
jeldljiik.

2, ha f € K(C) regularis P-ben, akkor df /dt is az.

3, ordp(w/dt) csak w-tdl és P-tél fiigg, t-t0l fiiggetlen. Ezt ord p(w)-val jeloljik.

4, ha x € K(C) olyan, hogy K(C)|K(z) szepardbilis és z(P) = 0, akkor minden f € K(C)-re
ordp(fdz) = ordp(f) + ordp(z) — 1.

5, legfeljebb véges sok kivétellel minden P € C-re ordp(w) = 0.

Bizonyitas. 1, 5.1 Allitasbdl azonnal kévetkezik.

2, A derivéldsi szabdlyokbdl (az analaizisben tanultakhoz hasonléan) konnyen adédik, hogy d(f) =

7”511;2”@ minden z, y € K(C)-re. Igy az f = %; f1, f2 € K[C] figgvényre df = d(%) = 7f2‘df1f;fl'df2 =
2

f2'(df1/dt)}:22f1~(df2/dt) f2'(df1/dt)f—22f1‘(df2/dt) _ f2-dj}122*.jt1-df2' Mivel dt

- dt, {gy az 1, rész alapjan df /dt =

bézisa Qc-nek, igy sziikségképpen nem lehet se gyoke, se polusa egyik pontban sem, az pedig, hogy f
P-ben reguldris, éppen azt jelenti, hogy fo & Mp, és igy f2 & Mp. Es a szamldlébél sem szdrmazhat
polus, mivel a derivdlasi szabdlyokbdl az is konnyen kovetkezik, hogy nem vezetnik ki K[C]-bdl. Tehét
ekkkor df /dt is reguldris P-ben.

3, Legyen t,t két primelem P-ben. Ekkor a 2, rész alapjan dt/dt’ és dt’'/dt reguldris P-ben, ami
ordp(dt/dt’) = —ordp(dt’'/dt) miatt csak ordp(dt/dt") = 0 esetén lehetséges.

Miésrészt w = gpdt’ = gy (dt' /dt)dt, azaz g = gy (dt’/dt).
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Igy ordp(w/dt') = ordp(gy) = ordp(gs) + ordp(dt’ /dt) = ordp(gy (dt' /dt)) = ordp(g) = ordp(w/dt).
4, Irjuk fel z-et 2 = ut™ alakban, ahol n = ordp(z) > 1, és igy ordp(u) = 0. ordp(z) > 1, mivel, ha
p|n, akkor t"/? = (x/u)*/? := o € K(C), mésfeldl ez azt jelenti, hogy o gydke £ — (z/u) € K (x,u)[£)-
nek, azonban ennek a p-szeres gyoke ((€P — (z/u))’ = 0), igy &P — (z/u) = (£ — a)P, viszont K(C)
szeparabilis K (z,u) felett, azaz o minimalpolinomja & — o, o € K (z,u), a = f(z,u)/g(x, u) valamely
fyg € K[¢,(]ra, z/u = f(x,u)?/g(x,u)? = F(xP,uP)/G(xP,uP), ami ellentmondés.

A differencidlasi szabélyok alapjan dz = du-t" +u-dt"™ = du-t" +u-nt" "1 dt = [(du/dt)t" +nut™~1]dt.
A 2, vész alapjan du/dt reguldris P-ben, {igy ha n # 0, akkor ordp(dz) = ordp([(du/dt)t" +nut™~1]dt) =
ordp(nut™'dt) = n — 1. Igy ordp(fdz) = ordp(f - nut" 'dt) = ordp(f) +n — 1.

5, Ezt az allitdst csak elliptikus gorbékre 1dtjuk be (kés6bb ezekre fogjuk haszndlni), azaz felteszziik,

2 — ayx — ag))

hogy C' = V(3% + a1y + azy — 23 — asx
A 2.2.2 Megjegyzés alapjdn © — xo primelem P = (xq,yo)-ban, ugyanis generdlja Mp-t: Mp =
(x—x0,y—1yo) generalja, masrészt most y2+a1zy+azy—(ya+a1xyo+aszyo) = v3+asx’ +asr+as—(r3+

a3 + a4z +ag), ahonnan (y —yo)(y+vo+a1x+a3) = (v —x0)(2? + 220 + 22 +az(x +x0) +ay), véges

z®+rxotritaz(ztao)tas
y+yo+taiztas ?

sok pont kivételével y + yo + a1z + a3 egység K[C]p-ben, igy y — yo = (x — x0)
azaz y — yo kifejezheté x — xy tobbszoroseként, igy = — x¢ generalja Mp-t.

A 4, rész alapjén pedig ordp(w) = ordp(fd(z —x0)) = ordp(f)+ordp(x—29)—1=0+1—-1=0. O

5.2.1 Megjegyzés. A 4, pont specidlisan azt mondja f = 1-gyel, hogy ordp(dz) = ordp(z) — 1

minden z € K (C)-re.

5.2 Differencialformak divizorjai

5.3 Definicié. Legyen w € Q¢. Az w-hoz asszocidlt divizor div(w) = ) ordp(w)(P) € Div(C).
PeC

5.4 Definicié. C kanonikus divizor osztilya div(w) osztdya Pic(C)-ben tetszdleges 0 # w € Qc-re.

Ezen osztaly barmely elemét kanonikus divizornak nevezziik.

5.4.1 Megjegyzés. A definicié értelmes, hiszen ha wy,ws € Q¢ nem 0 differncidlformak, akkor 5.1
Allitds miatt wy = fws valamely f € K(C)-ra. Igy ordp(wi) = ordp(fws) = ordp(f) 4 ordp(ws)
minden P € C-re, azaz div(wy) = div(f) + div(ws). Tehét div(w;y) ~ div(ws).

5.1 Tétel. Riemann-Roch tétel
Legyen C' egy sima gorbe, K¢ kanonikus divizor C-n. Ekkor 1étezik g € Z>(, amit C génuszanak

neveziink, hogy minden D € Div(C)-re £(D) — {(Kc — D) =degD — g +1

Bizonyitis. Nem bizonyitjuk (Id. [5] Lang: Introduction to Algebraic and Abelian Funtions, Ch. I,
§2).
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5.1.1 Kovetkezmény. Ha deg D > 2g — 2, akkor (D) = degD — g + 1.

Bizonyitis. A Riemann-Roch tételt fogjuk haszndlni.

1, 0ra: —g+1=deg0—g+1=100)—{(Kc—0) =dimpgK — {(Kc) =1—((Kc), {gy (K.) = g.
(£(0) = K, mivel a 4.2 Allitasbdl tudjuk, hogy degdiv(f) = 0 minden f € K(C)-re, igy div(f) > 0
csakis gy lehet, ha div(f) = 0, azaz ha f nem 0 konstans.)

2, Kg-re: deg Ko —g+1=4(K¢) —£(0) =g — 1, igy deg Ko = 2g — 2.

Tehat deg(K¢c — D) < 0, igy a Riemann -Roch tételt, illetve a 4.3 Allités 1, részét hazsnalva

deg(Kc — D) —g+1 = 4Kec— D) —4¢D) =0—4D), azaz {(D) = g — 1 — deg K¢ + degD =
g—1—29g+4+2+degD =degD — g+ 1. O

5.5 Definicié. Az w € Q¢ differencidlformat is reguldrisnak hivjuk P € C-ben, ha ordp(w) > 0, és

regularisnak, ha C' minden pontban az.
5.4 Allitas. A P! gorbe génusza 0.

Bizonyit4s. Elészor megmutatjuk, hogy P'-en nincsen reguldris differencidl forma. Legyen t ko-
ordindta fiiggvény Pl-en (azaz P' = {[t,1] : t € K} U oo, ha X,Y a homogén koordinatdk, akkor
t = X/Y). Ekkor tetszéleges w € Qpi-re az 5.3 Allités 1, része alapjan létezik g € K (P1), hogy w = gdt.
Ekkor tehét P = [tg, 1]-ben ordp(w) = ordp(g) (mivel dt = d(t—tg), és t —to primelem P-ben). co-ben
pedig 1/t lesz a primelem, a derivalasi szabalyokbdl d(1/t) = —dt/t?, igy w = gdt = —t?g(—dt/t?) =
—t2gd(1/t). Vagyis ords (w) = ordes (—t2g) = ordoo(g) — 2. Tehat degdiv(w) = degdiv(g) —2= -2 a
4.2 Allftast felhasznélva.

Azt is észre vehetjiik, hogy egy C' gorbére és a K¢ = div(w) kanonikus osztéra (w-t vélasszuk bédzisnak)
Z(K¢) = {Q¢ reguldris elemei}, ugyanis a ¢ : Z(K¢o) — {Q¢ reguldris elemei}, f — fw egy izomor-

fizmus:

1. értelmes, mivel ha f € Z(K¢), akkor div(f) > div(w), igy div(fw) > 0, ami éppen azt jelenti,

hogy fw regularis
2. ez trividlisan egy injektiv homomorfizmus

3. sziirjektivitds: minden {reguldris w € Q¢} eldall fw aakban, ahol f € K(C), az hogy reguldris,

éppen azt jelenti, hogy div(fw) > 0, vagyis div(f) > —div(w), azaz f € Z(K¢).

Igy {(K¢) = dimg{Qc reguldris elemei}. Ez most a mi esetiinkre nézve £(Kp1) = dimz{Qp reguldris elemei} =

dim#{0} = 0.
Az 5.1.1 Kovetkezmény bizonyitdsanak 1, pontjiaban beldtottak szerint pedig ¢(Kpi) = g, tehdt P!

génusza 0. O
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6 Az elliptikus gorbék

6.1 A Weierstrass-egyenletek és elliptikus gorbék

Bevezetjiik az algebrailag jol megfoghaté Weierstrass-egyenletek-, illetve a geometriailag jobban leirhaté
elliptikus gorbék fogalmat, majd megmutatjuk, hogy (legaldbbis a mi céljaink szempontjabdl) a kettd

lényegében ugyanazt jelenti.

6.1 Definici6. Weierstrass-egyenletnek nevezziik az Y2Z + a1 XY Z + a3Y Z? = X3 + ay X?Z +
as X Z? 4 agZ? alaki homogén egyenletet, ahol ay,...,as € K. Ha ai,...,a5 € K, akkor az &ltala
megadott gorbe definidlt K felett.

Ennek egyetlen idedis pontja a [0,1,0] := co. A tovdbbiakban az egyszeriliség kedvéért az egyenlet
inhomogén y? + a1zy + azy = 2 + axz? + ayx + ag alakjat fogjuk hasznalni, nem megfeledkezve a oo

pontjarol.

6.1.1 Megjegyzés. Ha f egy Weierstrass-egyenlet, akkor valéban gorbét ad meg: ha V jeloli az
dlatala megadott varietést, akkor trdeg(K (V)|K) = trdeg(Quot(K [z, y]/(f))|K) = 1, ugyanis {y} egy

transzcendencia béazis, hiszen x kifejezhetd y-nal, mivel f x-re egy harmadfoku egyenlet y paraméterrel.

6.2 Definici6é. Definidlunk néhany jellemzé értéket:

by = a% + 4as, by = 2a4 + aras, bg = a% + 4ag, bg := a%aG + 4dasag — araszay + 0,20% — ai,

A = —b3bg — 3b3 — 27b2 + 9babsbs az egyenlet diszkrimindnsa,

w:=dz/(2y + a1x + a3) = dy/(32% + 2a27 + a4 — a1y) az egyenlet invaridns differencidlja (a két

alakot a derivéldsi szabdlyoknak az egyenlet mindkét oldaldra valé alkalmazdsabdl kapjuk).

6.2.1 Megjegyzés. Definiciébdl kiszamolhatd, hogy A # 0 pontosan akkor, ha a Weierstrass-egyenlettel

megadott gorbe sima.

6.1 Allitas. Az w invarians differencial reguldris (ordp(w) > 0) és nincs gydke E-n (ordp(w) < 0),

azaz div(w) = 0.

2 — a4z — ag. Ekkor w =

Bizonyitds. Legyen P = (x¢,v) € E, F(x,y) = y*> + a12y + azy — v° — asx
d(z — x0)/0yF(x,y) = d(y — yo)/0zF(x,y). P nem lehet w pélusa, kiilonben 0, F(P) = 0,F(z,y) =0
lenne, azaz P nem lenne sima, ami ellentmondas.

Legyen ¢ : E — P', ¢([x,y,1]) := [z,1], deg¢ = [K(E) : ¢*K(P')] = 2 (mivel K(E) = ¢"K(P')(y)
és dimgpry 9" K (P')(y) = degy = 2, ugyanis 1,y,y” osszefiigg az E-t megad$ egyenlet mentén), igy

a 3.4. Allitds 1, része alapjan ordp(z — 20) < 2 (x — o vehetd primelemnek az eldgazasi index

definiciéjaban) és ordp(x — x9) = 2 pontosan akkor, ha F(zg,y)-nak 2-szeres gytke van. Tehdt

24



ordp(z — x9) = 1 vagy ordp(xz — x¢) = 2 és 0y F(x¢,y) = 0. Mindkét esetben az 5.3 Allités 4, része
miatt ordp(w) = ordp(z — 2¢) — ord, (9, F) —1 = 0.

Egy eset maradt: P = oco. Ekkor pedig legyen t., egy primelem oco-ban. Mivel a 2.1.2 és 2.1.3 Példék
alapjan orda.(7) = —2 és ordeo(y) = —3, igy z = t2f, y = t3g valamely f,g € K(FE)-re, amelyekre
£(00), g(00) # 0, 0.

Ezek alapjan w = dx /0, F(x,y) = d(t2f)/0,F (z,y) = (=2t 2 f+t72f")/(2t 39+ a1t~ f +a3))dt =
((=2f +tf") /(29 + artf + ast?))dt. (Vegyiik észre, hogy f' = df /dt 5.3 Allités 2, része miatt regularis
oo-ban).

Tehat, ha char(K) # 2, akkor ((—=2f +tf')/(29+ a1t f + ast®))dt co-ban reguldris, nem 0. char(K) = 2

esetén hasonlé gondolatmenetet alkalmazhatunk w = dy/0,(z, y)-ra. O

6.1.1 Kovetkezmény. Egy sima, Weierstrass egyenlettel megadott gorbe génusza 1.

Bizonyitas. Tekintsiik az w invarians differencidlt. Az 5.1.1 Kévetkezmény bizonyitasa soran belattuk,

hogy deg Ko = 2g — 2, igy ez alapjén 29 — 2 = degdiv(w) = deg0 = 0, ahonnan g = 1. O

6.3 Definicié. Az elliptikus gorbe egy (E, O) par, ahol E egy 1 génuszi sima gorbe P2-ben és O € E

egy kijelolt bazispont. Ha a bézispont egyértelmii (dltaldban O = 00), egyszerlien E-vel jeloljiik.

6.2 Allitas. 1, Minden sima, Weierstrass egyenlettel megadott gorbe elliptikus gorbe.
2, Forditva, ha E|K egy K felett definidlt elliptikus gorbe, akkor létezik x,y € K(F) dgy, hogy
¢ E — P2 ¢ = [r,y,1] egy izomorfizmus E|K-16l egy C C P? Y2 + a1 XY + a3Y = X3 + ax X% +

a4 X + ag € K[X,Y] Weierstrass egyenlettel megadott sima gorbére és ¢(O) = [0, 1, 0].

Bizonyitas. 1, Ezt az eléz6ek sordn mér beldttuk (6.1.1 Megjegyzés és 6.1.1 Kovetkezmény).

2, Az 5.1.1 Kovetkezmény miatt £(n(O)) = degn(O) —g+1=n—1+1=n minden n = 1,2, ...-re.
Belathat6 (1d. [2] Siverman: The Arithmetic of Elliptic Curves, Ch. II, Prop. 5.8), hogy ha C|K-nak D
egy K felett definidlt divizorja, akkor £ (D)-nek van K (C)-beli bazisa. Tehét létezik z,y € K(E) ugy,
hogy K felett {1, z} béazisa £ (2(0))-nak és {1, z, y} pedig bazisa £ (3(0))-nak. Ekkor sziikségképpen
ordp(z) = —2 és ordp(y) = —3, hiszen Z(n(0)) = {f € K(E) — {0} : divf > —n(0)}.

Mivel .Z(2(0)), Z(3(0)) C Z(6(0)), igy 1,z,y, 22, zy,y%, 2* € £(6(0)), masrészt viszont £(6(0)) =
6. Igy létezik Ay, ..., A7 € K, amire A\ + Aoz 4+ Asy + Az + Aszy + Agy® 4+ Ara® = 0 (Aq, ..., Ay azért
vélaszthaté K-belinek, mert a bézist kereshetjiik K (E)-ben az el6zéleg hivatkozott allitds szerint).
Ekkor A\g # 0, A7 # 0, kiilonben a kifejezés minden tagjdnak mas lenne O-ban a rendje, azaz a rendek
minimuma lenne a kifejezés rendje, holott co-nek kellene lennie, hiszen 0-val egyenld.

Az (z,y) = (—Xe A7, A6 A2y) cserével, majd AgA3-nel lenormélva a ¢ = [z,vy, 1] egy Weierstrass egyen-

let gorbéjére képez.
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#(0) = 10,1, 0], mivel ordp (y) > ordo(z), igy a projektiv koordindtakat beszorozhatjuk az y nevezdjével,
amitol az els6 és a harmadik koordinataban gyok lesz.

¢ morfizmus a 3.1 Allitds miatt és sziirjektiv a 3.2 Allitds miatt.

Most a 3.3.1 Kovetkezményt szeretnénk hasznélni, ahhoz, hogy megmutassuk, hogy ¢ izomorfizmus.
Ehhez az kell, hogy deg¢ = 1 legyen, azaz 1 = deg¢ = [K(FE) : ¢*K(P?)] = [K(E) : K(z,y)], ami
azzal ekvivalens, hogy K(F) = K (z,y).

Ehhez tekintsiik a [z,1] : E — P! leképezést. x-nek O-ban van 2-szeres pélusa (2.2.2 Megjegyzés),
més pontokban pedig nincs pélusa. Igy a 3.4 Allitas 1, része miatt 2 = deglz, 1] = [K(E) : K (z)).
Teljesen hasonléan, mivel y-nak O-ban 3-szoros pélusa van (2.2.3 Megjegyzés), mds pontban pedig
nincs pélusa, az [y, 1] : E — P! leképezés foka 3, igy [K(E) : K(y)] = 3.

Ezek alapjén, mivel 2 = [K(F) : K(z)] = [K(E) : K(z,y)][K(z,y) : K(x)], illetve 3 = [K(F) :
K(y)] = [K(E) : Kz p)[K(z,y) : K@), gy [K(E) : K(z,)] | 2,3, amibdl [K(E) : K(z,y)] = 1.

Az maradt hétra, hogy C sima (ami kell a 3.3.1 Kovetkezmény hasznédlhatésdgahoz is). Indirekt tegytlik
fel, hogy nem az. (z,y) — (x — o,y — yo) cserével feltehetjiik, hogy az (z¢,yo) = (0,0) pontban nem
sima (ekkor ag sziikségképpen 0), azaz

3

0= 0.(y*> + a12y + azy — 2 — asx® — aqx — ag)‘(oﬁo) = a1y — 322 — 2a9x — a4|(070) = —ay, és

0= 8y(y2 +ar1xy + azy — 2°

—a9z? — agr — ag)‘(o,o) =2y+air+ a3|(0’0) = qas.

gy a Weierstrass-egyenlet y2 + ajzy = 2® + aga?® alaki, vagyis a ¢ : C — PL, (z,9) — [z,y]ra
deg ¢ = 1, mivel 1étezik inverze: =1 : P! — E [1,#] — (t? + a1t — az, t® + a1t? — aot).

fgy po¢: E — P! egy 1 foki leképezés két sima gorbe kozott, igy a 3.3.1 Kovetkezmény alapjin
E = P!, ami viszont ellent mond annak, hogy F génusza 1, P'-é viszont 0 az 5.4 Allités alapjdn. (A
génusz izomorfizmus-invaridns, hiszen ha két gérbe kézott van egy izomorfizmus, akkor az a divizorcso-
portkaik ko6zott is indukal egy izomorfizmust, az 5.1 Tétel alapjan peidg a génuszt a divizorcsoportok

alapjan szadrmaztatjuk).

Tehat C sima és innen pedig mar azt is kapjuk, hogy ¢ izomorfizmus. O

6.2 Csoportstruktira az elliptikus gorbéken

6.4 Definicié. L4p-vel jeldljik az A, B pontokon atmené egyenest, ami A = B esetén az A-beli
érinto.

Gyakran lesz sziikségiink A, B € E esetén Lap N E harmadik metszéspontjara, igy erre bevezetjik
az Lap N3 E jelolést. (A metszéspontokat multiplicitassal szamoljuk, igy Lag N® E € {A, B}, illetve
A= B esetén Lap N3 E = A eléfordulhat.)

6.4.1 Megjegyzés. A Bézout-tétel (1d. [4] Shafarevich: Basic Algebraic Geometry 1, Ch. 3, §2.2)

alapjén, ha L egy egyenes, akkor #(L N E) = 3 multiplicitdssal szdmolva.
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6.5 Definicié. Legyen E C P? egy Weierstrass-egyenlettel megadott gorbe, O = [0,1,0] a kijelolt
pontja (in. bézispontja). F-n megadunk egy (E, @) csoport struktirit: P,Q € E, és legyen R :=
Lpg NM® E. Ekkor P & Q-t Lro N® E-ként definidljuk.

6.1 Lemma. Ha L egy egyenes és LN E = {A, B,C} nem feltétlen kiilonb6zé pontok, akkor (A @
B)yaC=0.

Bizonyitas. Lag M3 E =C, mivel LNE = {A,B,C}. igy A® B=Lco M E.

Liaap)cN*E = 0, mivel az elézbek alapjin LeoNE = {C, 0, A®B}. gy (A®B)®C = LooN*E = O,
mivel az O-beli érint6é 3 multiplicitdssal metszi E-t. Ugyamis, ha egy S # O pontban metszené, akkor,
mivel O idedlis pont, az O-beli érint6 sziikségszertien az idedlis egyenes, azaz ekkor S-nek is idealis
pontnak kellene lennie, de korabban mar lattuk, hogy a Weierstrass-egyenlet egyetlen idedlis megoldasa

az O pont. 0O

6.3 Allitas. (E,®) valéban (Abel-)csoport: P, Q, R € E tetszbleges, nem feltétlen kiilonboz6 pontok.
1,P0O=P

2, PeQ=QoP

3, Létezik ©P € E, hogy P ® (6P) = O.

4, (P2Q)®R=P3(QDR)

Bizonyitds. 1, Lpo M*E=:S, P®O = Lso N3 E = P, hiszen Lpo NE = {P,0, S}.

2,Lpg ME=S P®Q=LgoN>E=0Q® P, hiszen Lpg = Lgp.

3, Az €l6z6 lemma alpajén konnyen latszik, hogy Lpo N* E =: S esetén S j6 lesz ©P-nek hiszen ekkor

O=(P80)&S=P&S.

4, A 6.5 Allités 5, részébél azonnal kivetkezni fog. O
6.6 Definicié. Legyen P € E, m € Z ekkor [m]P := @™ P m > O-ra, [m]P := [-m](©P) m < O-ra,
és [0]P := O.

Mostantol, ha egyértelmii, elhagyjuk az @, © jeleket és egyszeriien a +, — jelolést hazsnaljuk helyettiik.

6.4 Allitas. Legyen E az F(x,y) = y* +a12y +azy — > — agx? — ayx — ag = 0 Weierstrass-egyenlettel
megadott elliptikus gérbe. Ekkor
1, Ha Py = (z0,y0) € E, akkor —Py = (29, —yo — a120 — a3).

2, Py = (z1,11), P2 = (v2,y2), P3 = (3,y3) € E tgy, hogy P, + P> = Ps.
i, Haxy =29 és y1 + y2 + a122 + ag = 0, akkor P3 = O.

1 — Y2—y1 4 — Y1Z2—Y221
ii , Ha o1 # 29, akkor legyen \ = e Gsv= S22

322 4-2a021 +as—a1y; és v = —z3tagxi +2a6—azy;
2y1+a1x1+as 2y1+ai1xi1+as ’

Ha z; = x5, akkor pedig legyen A\ =

Ekkor z3 = A% + a1\ —ag — o1 — o2, és y3 = —(\ + ay)x3 — v — az.
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Bizonyitas. 1, Ahogyan az eléz6 allitasban lattuk, —FPp-at Lp,o E-vel vett harmadik metszéspontja
adja, ez alapjan fogjuk tudni a koordindtékat is kiszdmolni: Lp o : © — xg, ezt F(z,y)-ba helyettesitve
egy y-ban 2.-foki egyenletet kapunk: F(zq,y) = y* + a170y + azy — 3 — asx? — ayro — ag = 0
Ennek az egyik megoldédsa nyilvan yo, a masik, y , pedig —Py mésodik koordindtédja lesz (tudjuk,
hogy az egyenes Py, O, — Py pontokban metszi F-t és az inhomogén egyenlet O = co-t "nem latja”, igy
ennek az egyenletnek a megolddsai Py és —Pp). A gyokok osszegére vonatkozd Viéte-formuldk szerint
Yo = —Yo — a1y — as.

2, Az 6sszeaddsra vonatkozé formulat is az Osszegzési szabély egyenletrendszerré alakitdsabdl nyerjiik:

i, Ha 21 = 29 és y1 + y2 + a122 + a4 = 0, akkor a —Fy-ra vonatkoz6 formuldbdl vilagos, hogy

P+P=0

ii , Kiilénben Lp, p, : y = Az + v alaki, ahol A\,v € K az allitdsban lefrt értékek. Ezt F(z,y)-ba
frva F(z, Az +v) = Az +v)? + arz( Az + v) + ag(A\z +v) — 23 — a2 — ayz — ag x-ben 3.-fokt
polinomot kapunk, melynek két gyoke persze x; és xo, a harmadik pedig — Ps els6 koordinatéja
lesz (az eléz6 éllitasban lattuk, hogy ha S a harmadik metszéspont, akkor Py + Py + S = O, azaz
P, + P, = =8, tehdt S = —P3). Ismét a gyokok Osszegére vonatkoz6 Viéte formuldk szerint,
illetve az elébb — Py-ra levezetett formula alpjan
23 =M+ Xay —ag — 1 — Tg és

—ys —a1x3 — az = A\r3 + v, azaz y3 = —(A+ a1)r3 — v — as. O

6.3 Elliptikus gorbék divizor csoportja

Azt fogjuk megmutatni, hogy egy F elliptikus gérbe izomorf a Pic’(E) = Div®(E)/ ~-vel, mégpedig

csoportstruktira-tarté médon.
6.2 Lemma. Legyen C egy 1 génuszu gorbe, P,Q € C. Ekkor (P) ~ (Q) pontosan akkor, ha P = @Q

Bizonyitds. Ha (P) ~ (Q), akkor létezik egy f € K(C) tgy, hogy div(f) = (P) — (Q). Ekkor
[ € Z((Q)),igy az 5.1.1 Kévetkezmény alapjin dimz 2((Q)) = £((Q)) = deg(Q)—g+1 =1-1+1 = 1.
MésfelSl, ha g egy nem 0 konstans fiiggvény K (C)-ben, akkor ordp(g) = 0 minden P € C-re, azaz
9€2(Q). ey K € Z(D).

Ezek alapjén K = .Z(D). gy 0 = div(f) = (P) — (Q), ami csakis gy lehetséges, ha P = Q.

A visszafele irdny trividlis. O

6.5 Allitas. Legyen (E,O) egy elliptikus gorbe. Ekkor
1, minden D € Div"(E)-hez létezik egyértelmiien egy P € E, hogy D ~ (P) — (O).

Legyen o : DiVO(E) — F az a leképezés, ami minden D-hez ezt a P pontot rendeli.
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2, 0 : Div’(E) — E sziirjektiv leképezés.

3, ha Dy, Dy € Div’(E), akkor o(D;) = o(D3) pontosan akkor, ha D ~ Ds.

Azaz o indukal egy & : Pic’(E) — E bijekciét.

4, & inverze  : E — Pic’(E), P~ [(P) — (O)].

5, ha E-t egy Weierstrass-egyenl6tlenség adja meg, akkor a méar bevezetett (E,®) csopotstruktira

megegyezik a ¢ altal Pic’(E)-bdl atorokitett csoportstruktiraval.

Bizonyitas. 1, F 1 génusz, {gy az 5.1.1 Kovetkezmény miatt £(D + (0)) = deg(D + (0)) —g+1=
degD +deg(O) —g+1=0+1-1+1=1.

Legyen f € K(E) Z(D + (0)) egy generdtora. Igy nyilvan div(f) > —D — (O), mésrészt a 4.2 Allitas
miatt deg div(f) = 0, és deg(—D — (O)) = —1, gy ez csakis gy lehetséges, hogy van egy olyan P € E,
hogy div(f) = =D — (O) + (P).

Az is vildgos, hogy ez a P egyértelmi, ugyanis ha P, P’ € E olyan, hogy —D — (O) 4+ (P) = div(f) =
—D —(0) + (P'), akkor (P) = D+ (O) + div(f) = (P’), azaz (P) ~ D+ (O) ~ (P'). Az eléz8 lemma
miatt ekkor P = P’.

2, Legyen P € E tetsz8leges. o((P) — (O)) = P, hiszen —((P) — (0)) — (O) + (P) = 0.

3, P, :=0(D;), P» :=0(D5). Ekkor ¢ definiciéja alapjan Dy ~ (Py) — (O), és Dy ~ (P2) — (O), azaz
Dy~ Dy~ (P) — (0) — (P2) + (0) = (Py) — (Py).

Ha P, = P,, akkor Dy ~ D (hiszen létezik f € K(F) tgy, hogy D; — Dy = div(f) + 0, vagyis
Dy = Dy + div(f)).

Ha pedig D ~ Dy, akkor (P;) ~ (P;) (hiszen létezik f,g € K(FE) gy, hogy D1 = Dy + div(f) és
Dy — Dy = (P) — (Py) + div(g). fgy (Pa) = —(Ds — Do) + (Py) + div(g) = (Py) — div(f) + div(g) =
(P1) +div(g/f) ), azaz az €l6z6 lemma alapjan P, = Ps.

Tehat o(D1) = o(D2) pontosan akkor, ha Dy ~ Ds, azaz & injektiv, és o sziirjektivitdsa miatt
sziirjektiv is, tehat bijektiv.

4, Az eléz6ekbdk trivialis.

5, Legyen P,@Q € E. Azt szeretnénk tehdt beldtni, hogy P ® Q = 6(k(P) + x(Q)), mindkét oldalra
alkalmazva k-t az ezzel ekvivalens éllitas, hogy k(P @ Q) = k(P) + x(Q).

Lpg : f(X,Y,Z) = aX + BY +vZ = 0 a P,Q-n atmend egyenes egyenlete P>-ben. Legyen S =
LpoM? E, ekkor Lso : f(X,Y,Z) = o/X 4+ B'Y ++'Z = 0 pedig az S, O-n dtmend egyyenes egyenlete
P2-ben.

div(f/Z) = div(f) — div(Z) = (P) + (Q) + (S) — 3(0), mivel Z = 0-nak O-ban 3 a multipicitdsa a
2.1.1 Példa alapjan.

div(f/Z) = div(f) — div(Z) = () + (P & Q) + (0) — 3(0).

A két egyenletet kivonva egymasbdl (P @ Q) + (O) — (P) — (Q) = div(f/f) ~ 0, atrendezve (P & Q) —
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(0) = ((P) = (0)) = ((Q) = (0)) ~ 0, vagyis k(P & Q) — k(P) — k(@) = 0. H

6.6 Allitas. Legyen (E,O) elliptikus gorbe, D = 3 np(P) € Div(E). Ekkor D fédivizor pontosan
PEE
akkor, ha deg D = 0 és @ p.p [np]P = O.

Bizonyitas. A 6.4 Allitésban lefrtak alapjdn D ~ 0 pontosan akkor, ha O = o(D) = o(D —

deg D(0)) = U(PZE npl(P) = (0)]) = @pcplnrlo((P) - (0) = @pcp [nrlP.

€
Masrészt a 4.2 Allitas alapjan ha D fédivizor, akkor deg D = 0. O

7 Az izogéniak
Ahogy lattuk, az elliptikus gorbéknél fontos szerepet jatszik a kitlintetett bazispont. Ezért olyan

morfizmusokat érdemes vizsgalni az elliptikus gorbék kozott, amelyek bazispontot bazispontba visznek.

7.1 Definicié. Legyen (E1,O), (Es, O) két elliptikus gorbe. A ¢ : Fy — Es morfizmus izogénia, ha
6(0) = 0.

7.1.1 Megjegyzés. A 3.2 Allités alapjan egy ¢ : Ey — E izogénidra vagy ¢(E1) = {O} vagy

@(E1) = E3. Az el6bbi esetet null-izogénidnak nevezziik és [0]-val jeloljiik.
7.1.2 Megjegyzés. A nem konstans izogénidk véges leképezések.

7.2 Definicié. Ha ¢ : £y — F5 egy nem konstans izogénia, akkor indukal egy ¢* : K(Es) — K(Fy)

injekciét a korabban méar megadott mddon.

7.3 Definicié. A ¢ nem konstans izogénia fokat, szepardbilis-, inszeparabilis fokat (deg, deg,, deg,),
illetve szepardbilitasat,inszepardbilitasat, tisztdn szepardbilitasat is hasonléan a K (E1)|¢* K (E2)
megfelel6 jellemzoje adja.

Adeg[0]-t 0-nak definidljuk.

7.1 Az izogéniak és az elliptikus gorbe csoportstruktiiraja

Latni fogjuk, hogy az izogénidk a csoportstruktirat megorzik illetve a késébb sokat hasznélt allitast,

ami szerint a ”szorzas leképezés” morfizmus.

7.4 Definicié. Legyen E|K egy elliptikus gorbe és Q € E. Ekkor a Q-val valé eltolds leképezése
79:E—-E, P—P+Q.

7.4.1 Megjegyzés. 7 izomorfizmus, hiszen 7_¢ inverze lesz.

T persze nem izogénia, ha @ # O.
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7.1 Allitas. Legyen ¢ : By — Eo egy morfizmus. Ekkor 7_y0) 09 egy Ey — E» izogénia.
Bizonyitas. (7_y0) 0 ¥)(0) = 7_y0)(¥(0)) = O. O
7.1.1 K6évetkezmény. Ezek szerint minden morfizmus el6all egy izogénia és egy eltolds kompozicidéjaként.

7.2 Allitas. Legyen E4, E5 két elliptikus gorbe, ¢ : By — Es izogénia kozottiikk. Ekkor ¢ homomor-

fizmus a csoportstrukturdik kozott, azaz ¢(P + Q) = ¢(P) + ¢(Q) miden P,Q € E; esetén.

Bizonyitis. Ha ¢ a konstans izogénia (¢(P) = O minden P-re), akkor az &llitas trividlis.

Kiilénben ¢ egy véges leképezés, ami indukél egy ¢, : Pic’(E;) — Pic’(Ey) homomorfizmust: [ 3> np(P)] —
PcE,

[ > np(oP)].

PeE;

Mésrészt tekintsiik a 6.4 Allitdsbél kapott w; @ E; — Pic?(E;), P — [(P) — (0)] i = 1,2 izomorfizmu-

sokat.

Tehat az alabbi kommutativ diagramot kapjuk:

B, 2 Pic’(Ey)

ﬂ l‘b*

Ey 2 Pic”(Ey)

K1, K2, @« csoporthomomorfizmusok és ko injektiv, igy ¢ is csoporthomomorfizmus lesz: k2 (p(P+Q)) =

¢+ (51 (P+Q)) = ¢+ (k1(P))+ ¢4 (£1(Q)) = r2(d(P)) +r2(4(Q)) = r2(¢(P)+¢(Q)), ami ks injektivitasa
miatt ekvivalens azzal, hogy ¢(P + Q) = ¢(P) + ¢(Q). O

7.2.1 Megjegyzés. ¢, k:FE — PicO(E) tényleg homomorfizmusok:
Lou([ X5 np(P)+[ X np(P)]) = ¢ X (np+np)(P) = X (np+np)(¢P)]=[ 3 np(dP)+

PeE, PeE, PeE, PeE,y PcE,
[ X2 np(@P)] = ¢ >0 np(P)]+¢.[ > np(P)]
PeE, PcE, PeE,

2, Az, hogy k homomorfizmus, éppen a 6.5 Allitas 5, része.

7.2.1 Kovetkezmény. Ha Fi, E, elliptikus gorbék, akkor Abel-csoportként tekintve rajuk {¢ | ¢ :
E, — E, izogénia} = Hom(E, Fs), ami szintén Abel-csoport (¢ + ¢)(P) := ¢(P) + ¥(P) cso-
portmiivelettel.

Tovabba Ey = Ey = E esetén Hom(F, E) = End(E) gyfiri is a kompoziciéval, mint szorzéssal. Ez
valéban disztributiv az Gsszeaddsra nézve az eléz6 éllitdas miatt: ((¢ + ¢) o A)(P) = (¢ + ¥)(M(P)) =
(@A) (P)+ (o A)(P) = (¢oA+1oA)(P), és (Ao(¢+1))(P) = M@(P)+1(P)) = (Aog)(P)+(Aot))(P) =
Ao+ Ao o)(P).

7.3 Allitds. +: E x E — E, (P1, Py) — Py + P,

—:F — E, P+— —P morfizmusok.
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Bizonyitis. A — leképezés (z,y) — (x,—y — a1z — a3) alakd, azaz raciondlis. Tudjuk, hogy F sima,
igy a 3.1 Allitds miatt morfizmus is.

A + leképezéshez, el6szor rogzitsiink le egy O # @ € E pontot és tekintsiik a 7 eltolast. A 6.3 Allitas
2, részében megadott formuldk alapjan ez is egy raciondlis leképezés, és hasonléan F simasdga miatt
igy morfizmus. S6t, izomorfizmus is, hiszen van invezre: 7_g.

A 6.3 Allités formuléi alapjan lathato, hogy +: ExFE — FE a (P, P),(P—P), (0, P),(P,O) morfizmus
(ugyanis ezek kivételével X és v biztosan értelmesek).

—1

A kivételek esetén legyen (Q1,Q2 € E tetszdleges és legyen ¢ : E X E 9 pxE S E TQ—1>
E @ E. + asszociativitdsa és kommutativitdsa miatt ¢ a kovetkez6t csindlja: (Py, Py) — (P +
Q1,Po+Q2) = P+ Q1+ Py+ Qo — P+ Po+ Q2 — P+ Py, tehdt ¢ = 4 azokban a pontokban, ahol
mindkettd értelmes. 7q,, 7o, izomorfizmusok, igy az elébbi gondolatmenetet hasznédlva ¢ morfizmus,
kivéve esetleg (P — Q1,P — Q2), (P — Q1,—P — Q2), (P — Q1,—Q2), (—Q1, P — Q2). Mivel azonban
Q1, Q2 testzbleges, igy taldlhatunk ¢q,...,¢, : E x E — E leképezéseket, amelyekre ¢; = + azokban

a pontokban, ahol értelmesek, valamint minden (P;, P») € E x E-re van olyan 4, hogy ¢; értelmes

(Pl, PQ)—ben. O
7.5 Definicié. [m]: F — E, P — [m]P az m-mel valé "szorzds leképezés”.

7.5.1 Megjegyzés. [m| izogénia (a 7.3 éllitds t6bbszori alkalmazdsabdl adédik, hogy morfizmus, és

persze [m]O = O).

7.5.2 Megjegyzés. Ha ¢ egy izogénia, akkor [m]od = ¢o[m], ugyanis a 7.2 Allitas miatt [m](¢(P)) =
DLy ¢(P) = d(DiLy P) = &([m](P)).

7.2 Kapcsolat az izogénidk tulajdonsagai és a gorbék algebrai struktaraja

kozott

Ebben az alfejezetben harom fontos allitast latunk be arrdl, hogy az izogéniak tulajdonsagaibdl milyen

informaciét nyerhetiink az elliptikus gorbék strukturajarol.

7.5.3 Megjegyzés. A kovetkezé allitasban a Galois-b6vités azon definiciéjat fogjuk hasznélni, hogy
E|F Galois bévités, ha Fix[Aut(E|F)] = F.

Ezzel ekvivalens, hogy #Aut(E|F) = [E : F] (ha Fix[Aut(E|F)] = F, akkor [E : F| = #Gal(E|F) =
#Aut(E|F), mésrészt ha #Aut(E|F) = [E : F] = #Gal(E|F) < #Awt(E|F), mivel Gal(E|F) <
Aut(E|F), igy Gal(E|F) = Aut(E|F), Fix[Aut(E|F)] = F).

7.4 Allit4s. Legyen E1, E5 két elliptikus gorbe, ¢ : £ — Fs nem konstans izogénia kozottiik. Ekkor
1, minden Q € Es-re #¢(Q) = deg, ¢ és minden P € Ej-re e,(P) = deg; ¢.
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2, ker ¢ — Aut[K(E1)|¢*K(FE2)], P+ 15 izomorfizmus.
3, ha ¢ szeparabilis, akkor nem eldgazé, # ker ¢ = deg ¢ és K(E;) Galois bévitése ¢* K (Eo)-nek.

Bizonyitds. 1, A 3.4 allitds 2, része alapjan mar tudjuk, hogy #¢ 1(Q) = deg, ¢ véges sok Q

kivételével.

Tetszbleges @, Q' € Es esetén legyen R € E; olyan, hogy ¢(R) = @ — Q’. Mivel ¢ homomorfizmus,

igy 671(Q) — 6~1(Q'), P> R+ P egy bijekcio. Tehit #¢~1(Q) = #61(Q).

Legyen P, P’ € E; olyan, hogy ¢(P) = ¢(P’) = Q és leygen R := P — P’. Ekkor ¢(R) = O, vagyis

born=06 (5(Q) = 4(Q) + 6(R) = 6@ + R) = (60 7)(Q) minden Q € Fy-ro).

A 3. 4 Allitas 3, része miatt e4(P) = eporp (P) = eg(Tr(P))ery (P) = e4(P') (mivel 7 izomorfizmus,

erp(S) = ords(Titr,(s)) = ordstr(tr,(s)) = ordsyr(tstr) = 1). Tehdt ¢~'(Q) minden elemének

azonos a eldgazési indexe. Igy a 3.4 Allités 1, része alapjén deg, ¢ deg; ¢ = degp= 5 es(P) =
Ped 1

(#071(Q))es(P) deg, ¢ - es(P), deg, ¢p-vel leosztva deg; ¢ = ey(P). e

2, Legyen P € ker ¢, f € K(E3). Ahogy az el6z6 részben is lattuk, ¢ = po7p, igy ¢*f = (po7p)*f =

75(¢* f), tehat 7 valéban fixen hagyja ¢* K (FEs)-t, vagyis 75 € Aut[K (E1)|K(Es)].

Tp OTp = Tpypr = Tp O Tp, To = id tehdt a leképezés homomorfizmus.

Az 1, 1észb8l #kerg = deg, ¢. Azt is tudjuk a 3.6.4 Megjegyzésbdl (N = F = K(E;), K = ¢*K(E»)

valasztdssal), hogy #Aut[K(E1)|¢* K (Es)] < deg, ¢ = #kerg.

Igy az izomorfizmushoz elég belétni az injektivitdst. Ha Tp = idgp,, akkor f(O) = (tp/)(0) =

f(P+0O) = f(P) minden f € K(E)-re, azaz specidlisan f = id esetén P = O.

3, Mivel ¢ szeparabilis, igy deg ¢ = deg, ¢. fgy az 1, részb8l minden Q € Eo-re #¢~1(Q) = deg, ¢,

igy a 3.5 Allitds alapjén ez azt jelenti, hogy ¢ unramififed.

Q = O vélasztassal #ker ¢ = #¢1(Q) = deg, ¢. A 2, részbdl #Aut[K(E1)|¢p*K(Ey)] = #ker ¢ =

deg ¢ = [K(E1) : 9*K(E»)], igy K(E1)|¢*K (Fs) Galois bovités. O

7.3 Az invarians differencial alkalmazasa

Az invarians differencial az elliptikus gorbe differencialforméinak kitiintetett eleme, aminek segitségével

belathatjuk a dudlis morfizmusok linearitasat és az abbdl kovetkezo szeparabilitdsra vonatkozo feltételt.

7.5 Allitas. Legyen E a y? + ayxy + azy = ° + ax2? + agx + ag Weierstrass-egyenlettel megadott
elliptikus gorbe, w € Qg pedig a 6.2 Definicéban mar megadott invaridans differencidlja. Ekkor minden

Q € E-re THw = w.

Bizonyitss. Az 5.1 Allitds alapjan Qp 1-dimenziés vektortér K (E) felett, igy létezik ag € K(E)—{0}
gy, hogy Hw = aqw (gq # 0, mivel 7¢ izomorfizmus).

Ekkor a 4.1 Allités 2, részét hazsnalva div(ag) = div(rjw/w) = div(rjw) — div(w) = 75div(w) —

33



div(w) =0a6.1 Allitas alapjén. Igy ag € K(E)-nak nincs pélusa, se gyoke, vagyis a 2.3 Allitds miatt
konstans, ag € K — {0}.

Legyen ¢ : E — P!, Q — [ag,1]. ag kifejezhetd 2(Q), y(Q) raciondlis fliggvényeként, ugyanis a 6.3
Allitasban bebizonyitott formula szerint tetszéleges P € E-re (P + Q)-t és y(P + Q)-t ki tudjuk
fejezni z(P), y(P), z(Q), y(Q)-val, majd Q-t lefixdlva (z(Q), y(Q)-t konstansként kezelve) dz(P + Q)-t
dz(P)g1, dy(P + Q)-t dy(P)gz alakba frhatjuk, ahol g1, g2 raciondlis fiiggvények, azaz aq = 7 w/w
(@), y(Q) raciondlis fiiggvényeként felirhatd.

Tehat ¢ egy raciondlis leképezés, ami nem sziirjektiv (pl. a oo-t nem veszi fel), igy a 3.1 és 3.2 Allitasok

alapjdn ¢-mek konstansnak kell lennie, igy ag = ap = 1 minden @ € E-re. O
7.5.4 Megjegyzés. Tehat w eltolds-invarians, innen a neve: invaridns differencidl.

7.6 Allitas. Legyen E, E’ két elliptikus gorbe, w E invaridns differencidlja, ¢, : E' — E pedig két
izogénia. Ekkor (¢ + ¢)*w = ¢*w + ¢*w.

Bizonyitis. Ha ¢ = [0] vagy ¢ = [0], akkor trividlisan igaz az &llitds (w(O) = 0).

Ha ¢+ = [0], akkor ¢* = (—¢)* = ¢* o [—1]* miatt elég azt beldtni, hogy [—1]*w = —w. [-1](z,y) =

K 1170 2 .y 4 o d o d o
(z,—y — a1z — az) a 6.3 Allitds alapjan. Igy, [-1]*w = [71]*(2y+a1€c+a3) = Tt =
—d _
2y+a1:f+aa =W

Mostantdl tehét feltehetd, hogy &, ¥, ¢ + ¢ # [0]:

Legyen (x1,y1), (z2,y2) fiiggetlen Weierstrass- koordindtdk, azaz kielégitik a Weierstrass-egyenletet,
és mas algebrai relédcié nem 4ll fenn kozottik (vagyis ([z1,y1,1], [x2,y2,1]) E x E C P? x P2-et ko-
ordindtazza).

Legyen (x3,y3) = (x1,y1) + (x2,y2), {gy, ahogyan az eléz6 4llitds bizonyitdsdban is lattuk, z1, y1, z2, yo

raciomalis kombindcidiként kifejezhetd x3,ys. w(x,y)-nak alakjat fogjuk hasznélni. Ezek

dz
2yt+aiz+as
alapjan tehét w(zs, y3) = f(z1, y1, 22, y2)w(1, y1)+9(x1, Y1, T2, y2)w (22, y2), ahol f, g raciondlis fiiggvények.
Tovéabba, mivel i = 1,2-re y? + a17;y; + azy; = T3 + aax? + asw; + ag, gy
d(y? + a12y; + azy;) = d(z3 + ax? + asx; + ag), azaz
2y;dy; + arzidy; + a1y;de; + azdy; = 3x2dx; + 2a02;dw; + asdy;, azaz
(2y; +a1x; +a3)dx; = (327 +2a22; +aq — ar1y;)dxr;. Ezzel egyiitt azt kapjuk, hogy w(w3,y3) kifejezhetd
dw1,dze K(z1,y1, T2, y2)-linedris kombinaciéjaként.
Kovetkez6 1épésként megmutatjuk, hogy f,g = 1: Fixdljuk le o, ys-t, azaz valamilyen Q € FE-
re x5 = z(Q),y2 = y(Q). Ekkor persze dzs = 0, igy w(za,y2) = 0 is. A 7.5 &llitdsbdl pedig
w(zz,ys) = Tow(T1,y1) = w(zr,y1), gy w(@, ) = wlzs,ys) = f(21,91,2(Q), y(Q))w(@1, y1) +
9(@1,y1,2(Q), y(Q))w(w2,y2) = f(z1,51,2(Q),y(Q))w(@1,51). Tehdt f(z1,y1,2(Q),»(Q)) = 1 mint

K (1, y1)-beli fiiggvény. Ez azonban minden Q € E-re igaz, {gy f(x1,y1,T2,%2) = 1 mint K(x1,y1, T2, y2)-
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beli fiiggvény is.

Hasonléan kapjuk, hogy g = 1.

Tehdt, ha (z3,y3) = (z1,y1) © (22, y2), akkor w(ws, y3) = w(z1, Y1) + w(@2,y2).

Legyen (z',y") Weierstrass-koordinatak E'-n és legyen (z1,y1) = ¢(2’, '), valamint (x2,y2) = ¥ (2',y').
Ekkor (z3,y3) = (¢+¢) (2, y/), ezt az eddigiekbe frva wo (¢+¢)(a,y') = (wod)(z',y') + (worp)(z',y),

vagyis (¢ + ¥)*w = ¢*w + Y w. O

7.6.1 Kovetkezmény. Legyen F elliptikus gorbe, w pedig az invarians differenciélja, valamint m € Z.

Ekkor [m]*w = mw.

Bizonyitas. m = O-ra tirivialis, a 7.6 Allitést felhasznalva pedig indukciéval lathatjuk be tetszoleges

m-re: [m+ 1J*w = [m]*w + [1]*w = [m]*w + w O

7.6.2 K6vetkezmény. Legyen char(K) =p > 0, ¢ = p” legyen E|F, elliptikus gérbe, ¢ : E — E a
g-adik Frobenius endomorfizmus, végiil legyen m,n € Z. Ekkor m+n¢ : E — FE szeparabilis pontosan

akkor, ha p { m. Specidlisan 1 — ¢ szepardbilis.

Bizonyitas. Legyen w invaridns differencidl E-n. az 5.2 Allitas miatt ¥ : E — E inszeparébilis
pontosan akkor, ha ¢* nem injektiv, azaz, ha *w = 0. (Qp 1-dimenziés K (E)-vektortér.)

A 7.5 és 7.6 Allitasok alapjan (m+ne¢)*w = mw+ne*w. ¢*w = 0, mivel ¢ tisztdn insze pardbilis (mivel
K(E)|¢*K(EW@W) = K(E)? a 3.6 Allitas 1, része alapjén, azaz minden f € K(E)-re f4 € ¢*K(E@),
vagyis a minimélpolinom (z — f)¢ osztGja). igy (m + né)*w = mw. mw pedig pontosan p|m esetén

lesz 0, azaz pontosan ekkor lesz (m + n¢)* inszepardbilis. O

7.4 A dualis izogénia
A dualis izogénia kapcsolatot teremt az izogénia és a fokaval val6 ”szorzas leképezés” kozott.

7.1 Lemma. Legyenek ¢ : Ey — F», ¥ : E1 — E3 nem konstans izogénidk, és legyen ¢ szeparabilis.

Ha ker ¢ C ker 1), akkor létezik A : Fs — E3 izogénia gy, hogy ¥ = X o ¢.

Bizonyitis. A 7.4 Allitas 3, része miatt K (E;) Galois bévitése ¢*K (Es)-nek.

Mivel ker ¢ C kert, igy a 7.4 Allitds 2, részében lefrt izomorfizmus alapjén Gal(K (Ey)|¢* K (E3))
fixalja ¢* K (F3)-at [Gal(K(E1)|¢* K (E2)) <+ ker ¢ C kery) — Gal(K (E)|v*K(E3)) izomorfizmusok,
azas Gal(R (E))|6* K (E3)) € Gal(R (Ey)| K (Es))]. Emiatt o* K (Ey) C ¢° K (Ez) C K(E)).

Tehat, kaptunk egy ¢ : K(FE3) — K(Es) injekciét (1 := (¢*) Lo id g () © ¥*), amire P* = ¢* 01).
Mivel ez K-t fixen hagyja, igy a 3.3 Allitds 2, része alapjan létezik egy A : Ey — Es, amire A* = ¢,
azaz P* = ¢* o \* = (Ao @)*, azaz ) = Ao ¢. A izogénia, mivel A(O) = A(¢(O)) = ¢¥(0) = O. O
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7.7 Allitas. Legyen ¢ : E1 — FE5 nem konstans izogénia, deg ¢ = m.
1, Létezik egyértelmiien egy & : Ex — F; izogénia, amire ¢ o ¢ = [m].

*

2, Mint csoporthomomorfizmus, (Z) a kovetkez6 kompozicidval egyezik meg: Fo BN DiVO(EQ) 7,

Div’(E;) Yz, Ey, ahol 91(Q) :== (Q) — (O) és %(ng npP):=@pcp, [np|P.

Bizonyitas. 1, Egyértelmiiség: tegyiik fel, hogy ¢, ¢’ két ilyen izogénia. Ekkor (¢—¢')og = [m]—[m] =
[0]. Mivel ¢ nem konstans, igy a 3.2 Allitas alapjén sziirjektiv, vagyis (¢ — ¢’)-nek kell konstansnak
lennie, azaz ¢ — ¢' = O, ¢ = ¢'.

Létezés: tegyiik fel, hogy v : Es — E7 egy mdsik nem konstans izogénia, degvy = n és tegyiik fel,
hogy 1, ¢ létezik. Ekkor (¢ o1h)o (ho¢) = do[m]od = [n]odod =[n]o[m] = [nm]. tehdt ¢ o)
alkalmas jelolt 1/J/o\¢>—re. A 3.7 allitas alapjan igy elég gZ)—t megtaldlnunk szepardbilis, illetve Frobenius

homomorfizmus esetén (ugyanis minden leképezés felbonthaté ezek kompozicidjara).

1. eset: ¢ szeparabilis.
Ekkor a 7.4 Allitds miatt m = deg¢ = deg, ¢ = #ker ¢, igy ker ¢ C ker[m] (hiszen ker ¢ < Ej-
ben részcsoport, igy elemeinek rendje osztja # ker ¢ = m-et, vagyis [m]-szeresiik biztosan 0).

A lemma szerint van egy ¢ : By — E; leképezés tigy, hogy ¢ o ¢ = [m)].

2. eset: ¢ a g-adik Frobenius homomorfizmus (¢ = p").

Ekkor ¢-re ugy tekinthetiink, mint a p. Frobenius homomorfizmus r-szer kompondlva 6nmagaval.
Emiatt az is elég, hogy QAS—t a p. frobenius homomorfizmushoz megtaldljuk. (Tehét feltehetjiik,
hogy r =1.)

deg ¢ = p a 3.6 allitas 2, része szerint.

Legyen w inavridns differencidlja Fy-nek. A 7.6.1 Kovetkezményb6l tudjuk, hogy [p]*w = pw =0
(mivel char(K) = p). Az 5.2 &llitds miatt igy [p] inszeparabilis. Igy, a 3.7 Allitdsban leirtak
szerint, illetve a 3.6.2 Megjegyzés &llitdsdt haszndlva [p]-t felbonthatjuk a deg,[p] = deg[p] = p'.
Frobenius homomorfizmus (¢ = ¢') és egy szepardbilis leképezés (¢2) kompozicidjara: [p] =

¢2 0 ¢, ahol t > 1, hiszen [p] inszeparabilis. Ekkor ¢ = ¢y 0 ¢!~ j6 lesz.

2, Legyen @ € F.

Ekkor ¢2[¢"(41(Q))] = ¥2[0"(Q) = (O)] =v2[ X2 eo(P)P)— 3. es(P)(P)] =
Peop=1(Q) Peg=1(0)

Dres-1q) [es(P)P S DBrey-1(0) les(R)]P.

A 7.4 Allitas 1, része alapjan ez [deg; ¢|( Dres-10) P © Drep-1(q) I)-rel egyenlé.

Rogzitsiink le egy Py € ¢~ 1(Q)-t. Ekkor Dres-10) P =Drep-1g) Lo+ (P —Fy) =

Dres1@) T E@Brey10) (P~ 1) =Ores1) o ®Bresr10) B =

[#6~H Q)P © Dres-10) B vagyis @pey-1(0) P © Brep-1(0) B = [#6~ Q) Po.

fgy [deg; o]( @P@—l(Q) Po @qurl(Q) R) = [deg, ¢][#6~(Q)| Po = [deg, ¢][deg, ¢] Py = [deg ¢ F.
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Mivel (Q) = ¢ o ¢(Po) = [deg ¢] Py, igy 2 0 ¢* 0 1)y. O

7.6 Definicié. ¢ : E» — E; izogénidt [0] # ¢ : E1 — Eo dudlis izogénidjanak nevezziik (konstans

izogénia esetén [0]-t [0]-nak értelmezziik).

7.8 Allitas. Legyen ¢ : Fq — FEy egy izogénia, m := deg ¢. Ekkor
1, o ¢ =[m] Er-en, po ¢ = [m] Eyn.
2, ha v : By — E3 (n:= deg) egy mésik izogénia, akkor w/o\qb =dor).

3, ha X : F; — FEs szintén izogénia, akkor qﬁ/—ﬁ = ¢E—|— A

Bizonyitas. Ha ¢, 1, A valamelyike konstans, akkor trividlis az allitas, igy innentdl feltehetd, hogy
nem konstansok.

1, pod= [m] ¢ definiciéja alapjan.

Mésrészt ($po d) o= do(pogd) = olm]=[m]og, azaz ((¢od)—[m])o¢ = [0], é mivel ¢ nem
konstans, igy ¢ o ¢ — [m]-nek kell annak lennie, vagyis ¢ o b= [m].

2, (poth)o(hog)=cdon]od =[n]odod=[n]o[m]=I[nm]. A7.7 Allités 1, része alapjin az
egyértelmiiség miatt m = g%o 1[)

3, Legyenek (z1,y1) € K(E1), (z2,y2) € K(FE,) Weierstrass koordinatak. Tekintslink Eo-re, mint
K(E)) = K(z1,y1) felett definidlt elliptikus gorbére. Ekkor ¢(z1,y1), AM(z1,91), (¢ + A)(x1,91) €
EsNK(x1,y1).

Legyen D = ((¢+ A)(z1,51)) — (8(1,51)) — (M1, 91)) + (O) € Divie(y, 41y (Ba).

A 6.5 Allitas alapjén D ~ 0, azaz létezik olyan f € K(z1,y1)(E2) = K(x1,y1,%2,y2), amire o, ya-beli
fiiggvényként tekintve div(f) = D.

Most tekintsiink f-re z1, y1-beli fiiggvényként, azaz K (z2,2)(E1)-beliként. Legyen P € EyNK (z2,2)
olyan, hogy ¢(P) = (z2,y2). Ekkor }ordpf-(P) = div(f) = D = ((¢ + A)(z1,91)) — (¢(z1,41)) —
(Ma1,91))+(0). A kétféle felirdst ésszpehasonh’tva, f-nek pélusa van P = (x1,y1)-ben, azaz f(x1,y1, T2, y2)-
nek pélusa van, ha (z2,y2) = é(z1,y1). Hasonldan f-nek pélusa van P-ben, ha A(P) = (z3,y2) és
gyoke, ha (¢ + A\)(P) = (z2,y2) (¢, A, ¢ + A nem konstansok, azaz sziirjektivek, {gy minden (z2,y2)
ponthoz van olyan P, ami rd képzddik).

Igy, mint 21, y;-beli fiiggvény,

div(f) = (0 + N)"(22,12)) = (¢"(22,92)) — (N"(22,92)) + 22 mi(Pr) =

P,eE1(K)
Yo esiaA(P)(P)— Y ep(P)P)— > ex(P)(P)+ Y. ni(P;) alakba irhaté
Pe(p+N)~t Pe(¢)~! pPe(n)~! P;€Ey(K)
(> niP) € Divg(Ep)). Itt tehat azt irtuk fel, hogy xa,ys-re paraméterként tekintve P =
PieEy(K)
(z1,y1)-bne f-nek pontosan akkor van gyoke vagy pdlusa, ha az (xa,y2)-re képzidik ¢, X vagy ¢ + A

szerint. Az utolsé tagot onnan kapjuk, hogy lehetnek ¢, A, ¢ + A szerint (O)-ba képz6dd pontok,

amelyek nem fiiggenek o, yo-t6l, mivel O € Eo(K). Az egylitthatok is miikodni fognak, hiszen az
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eldgazdsi index éppen azt mutatja, hogy hanyszor képzédik P (z2,y2)-re, azaz f-nek mint x1,y;-beli
fiiggvénynek P hényszoros pélusa (¢, A esetén) / gyoke (¢ + A estén) .
Mivel ez f divizorja, igy ((¢ + A)*(z2,y2)) — (¢*(w2,¥2)) — (A" (22, ¥2)) (22, y2)-t6] fiiggetlen, vagyis a

o —

7.7 Allitas 2, részében leirt felbontés szerint ¢ + A2, y2) 7(2%(1:2, y2) 75\(392, yo) is flggetlen (o, yo2)-t6l,

vagyis 1 (K)-beli.

-

(z2,y2) = O valasztéssal ez & + AO) — 3(0) —AN0) =0 -0 — 0 = O, vagyis s+ A=+ A O

8 Hasse becslése

Hasse becslése egy I, feletti elliptikus goérbe raciondlis pontjainak szamardl szél. Intuitivan, ha a
Weierstrass egyenletben lerogzitjiik z-et, amit ¢ féleképpen tehetiink meg, akkor kapunk egy y-ban
mésodfoki egyenletet, aminek ~ 1/2 eséllyel 1étezik két megolddsa, vagyis (még a oo pontot nem
elfelejtve) azt védrhatnénk, hogy ~ ¢ + 1 raciondlis pontja van a goérbének.

A tételbdl kideriil, hogy a heurisztika valdjdban egészen jé kozelitést ad.
8.1 Definicié. Legyen A egy Abel-csoport. Azt mondjuk, hogy d : A — R kvadratikus forma, ha
i. minden s € A-ra d(—a) = d(a).

ii. AxA—=R, (a,b) — d(a+b) —d(a) — d(b) bilinearis.

Ezen felil pozitiv definit, ha
ili. minden a € A-ra d(a) > 0 és d(a) = 0 pontosan akkor, ha a = 0.
8.1 Allitas. E,, B, elliptikus gorbék. deg : hom(E1, Es) — Z egy pozitiv definit kvadratikus forma.

Bizonyitds. i. deg(¢) = deg(—¢), mivel ¢* K (E3) = (—¢)* K (E»)

ii. (@,v) := deg(¢ + ) — deg(¢) — deg(v)) bilinedris:

[ ]:Z — End(E;) homomorfizmus injektiv (itt Z a szorzasra nézve csoport), emiatt elég [ ] o ( )-re
belatni a bilinearitast. [(¢, )] = [deg(¢ + )] — [deg @] — [deg )] = &+ Vo (¢ +¥) — pod—hor) =
(p+1)o(p+0)—dpodp—toth=gop+ipog. A 7.8 Allitss 3, része miatt ez linedris ¢-ben és ¥-ben
is.

iii. deg definiciéja alapjan teljestl. O
8.1 Lemma. Cauchy-Schwarz

Ha A Abel-csoport, d : A — R pozitiv definit kvadratikus alak. Ekkor tetsz8leges a,b € A-ra |d(a —

b) — d(a) — d(b)| < 2y/d(a)d(b).

Bizonyitas. Legyen L(a,b) := d(a — b) — d(a) — d(b). L bilinedris a kvadratikus alak definicidjanak

i., ii. pontja miatt. Mivel d pozitiv definit, {gy minden m,n € Z-re 0 < d(ma — nb) = m2d(a) +
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mnL(a,b) + n%d(b). Specidlisan, valasszunk m = —L(a,b), n = 2d(a)-t.
Ekkor 0 < L(a,b)?d(a) — 2L(a,b)?d(a) + 4d(a)?d(b) = d(a)[L(a,b)? — 2L(a,b)? + 4d(a)d(b)].
Ha a # 0, akkor d(a)-val leosztva és gyokot vonva a bizonyitandé egyenlétlenséget kapjuk, a = O-ra

pedig trividlisan teljesiil az allitas. O
8.1 Tétel. Legyen K =F, (¢ =p", p prim), E|K elliptikus gorbe. Ekkor |#E(K) —q — 1| < 2,/q.

Bizonyitas. Tekintsiik E-nek egy Weierstrass-egyenletét K-beli egyiitthatokkal és legyen ¢ a g-adik
Frobenius homomorfizmus. Tudjuk, hogy G?I x Galois-csoportot ¢ generdlja és P € F(K) pontosan
akkor, ha ¢(P) = P. gy E(K) = ker(id — ¢), és ezzel egyiitt #E(K) = #ker(id — ¢) = deg(id — ¢)
(a 7.6.2 Kovetkezmény miatt id — ¢ szeparabilis, és igy a 7.4 Allités 3, része alapjan #ker(1 — ¢) =
deg(1 — ¢)).

A 7.9 Allft4s miatt a deg End(E)-n pozitiv definit kvadratikus alak. A 3.6 Allités 2, része miatt pedig

deg ¢ =gq. fgy az eléz6 lemméban kapott Cauchy-Schwarz egyenldtlenséget hasznélva |[#E(K)—qg—1| =
|deg(id — ¢) — deg ¢ — degid| < 2y/deg ¢ degid = 2,/q. O
Hasse becslését bizonyos karakter-osszegek becslésére haszndlhatjuk véges testek felett:

8.1.1 Alkalmazds. Legyen K = F,, 21{qéslegyen f(z) = ax3+ba®+cx+d € K[z] kiilonbozé K-beli

1 ha létezik to € K — {0}, hogy t = t2

gyOkokkel. Legyen a karakter x : K — {1,0,—1}, x(!) =<0 hat=0

—1 kiilonben

(mint a Legendre-szimbdlum ¢ = p esetén).

Tekintsiik az E : y?> = f(z) elliptikus gorbét. Ekkor egy rogzitett z € K-ra
1. nulla darab (z,y) alaki pontja van F(K)-nak, ha f(z) nem négyzet
2. egy darab (z,y) alakd pontja van E(K)-nak, ha f(z) =0
3. ketté darab (x,y) alaku pontja van E(K)-nak, ha f(x) nem nulla négyzet.

Ezt x alapjan felirva #F(K) =1+ ;K (X(flx)+1)=1+qg+ > x(f(x)).

zeK
igy Hasse becslése szerint | > x(f())] <2,/q.
reK
p—1
q = p-re (p prim) ez éppen azt jelenti, hogy | > (f(x))| < 2,/p, ahol (%) a Legendre-szimbdlum.
x=0

p

9 Kitekintés: a Weil-sejtések

Hasse 1933-ban belatott becslése nyoman Weil 1949-ben fogalmazta meg projektiv varietdsokra vonatkozé

sejtéseit. FEzek a 20. szdzad masodik felében nagyban elérelneditették a az algebrai geometria fejlédését.
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A sejtések egy, a Riemann-féle zeta fiiggvény algebrai geometriai analégjanak tekinthet generatorfiiggvényrol

szolnak:

9.1 Definicié. Ha K egy ¢ elemii test, K, pedig ennek n-edfoki bdvitése (azaz |K,| = ¢"), akkor
Z:C—C, Z(VIK;T) = exp{ 3 #V(K,)L"} a V varietas zeta fiiggvénye, ahol exp{F(T)} =

n
j=o ’

n=1

Azért hasznos ez a fiiggvény, mert #V (K,,) leolvashaté beldle a kovetkezd fromuldval:

1 da" .
WW 10gZ(V|K, T) TZO.

9.1 Tétel. Weil sejtései

1, Racionalitas: Z(V|K;T) € Q(T)

2, Kielégiti a kovetkezé fiiggvényegyenletet: Z(V|K;1/q"T) = +¢"/?>T*Z(V|K;T) alkalmas e-ra (V
Euler-karakterisztikdja).

3, "Riemann-hipotézis”: Z(V|K;T)-nak létezik PEE,?%I)D?(Q%P?;E}? faktorizdcidja, ahol minden i-re

bi
P(T) € Z[T], Py(T) =1—T, Po,(T) = 1—¢"T, és minden 1 < i < 2n—1-re P(T) = [] (1 — ay;T)-re
j=1

bomlik C felett, ugy, hogy |a;;| = q/2.

Weil a sejtéseit gorbékre és Abel-varietdsokra (projektiv varietds csoport struktirdval) ldtta be. 1960-
ban Dwork a racionalitasra, 1965-ben Grothendieck a fliggvényegyenletre, és végiil 1973-ban Deligne
a ”Riemann-hipotézisre” vonatkozé allitdst bizonyitotta be, tobbek kozott, amiért kés6bb megkapta a

Fields-érmet, az Abel-dijat és a Wolf-dijat, a harom legrangossabb kitiintetést a matematikaban.

9.1 A varietas zeta fiiggvénye és a Riemann féle zeta fiiggvény

A fiiggvény elnevezése nem véletlen, ugyanis sok hasonlésag van kozte és a Riemann-féle zeta fiiggvény

kozott:

9.2 Definicié. A Riemann-féle zeta fliggvény

o0
>+ ha Re(s) > 1
(:C—C,((s) =< =1
ennek meromorf kiterjesztése ha Re(s) <1
o0
Koénnyen meggondolhatd, hogy > ni = ]I (ﬁ) (minden n € N-et felbonthatjuk primtényez6k
n=1 p prim
o0
szorzatéra, igy > ni = I 1+ pfls + p%s +.)= 11 1_;_5).
n=1 p prim p prim
S n
Ezzel parhuzamosan beldthatd, hogy egy V| K varietds zeta fiiggvénye Z(V|K,T) = exp 21 #V(K,) Tn =
n=
dos I\ —1 s:=—log, T 1 ; e 4
(1 —Tdse") = Ty alakba frhato (itt p = char(K) és
ICK(V) maximélis ICK(V) maximalis P

deg I = [F,[X]/I : F,)).
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A Riemann hipotézis alapjan a zeta fiiggvénynek Re(s) = 1/2 egyenesen vannak a nemtrividlis gyokei,
ami Z(V|K,T)-re nézve annak felel meg, hogy az a; gyokeire |o;| = ¢'/2. Err6l Hasse beldtta, hogy
ekvivalens a |#V(K,) — 1 — ¢"| < 2g¢"/? egyenlStlenséggel, ahol g a varietds génusza. Ez g = 1-re

éppen az altalunk belatott Hasse-becslés.

9.2 Véges testek feletti varietasok kohomolégiaja

Egy sokasag kohomologidjat hasonldéan szarmaztatjuk, mint a homoldgiajat, csak itt a lanckomplexusok
és hatarleképezések dudlisat kell venniink.

Ha ¢ jeloli a g-adik Frobenius homomorfizmust, akkor #V (K, ) = #Fix(¢™), azaz a varietds zeta
tiggvénye Z(V|K,T) = exp § #Fix(gﬁ")%n alakba is frhaté.

Ha X egy komplex sokaksgg: 1 ¢ : X — X pedig egy megfeleléen megvalasztott endomorfizmus,
akkor Lefschetz fixpont tétele nyoman exp{ § #Fm(gb")T—;} = f—n[ det (1 — To|H' (X, C))(*l)iﬂ, ahol
H*(X,C) X i. kohomolégia csoportja, ¢-re g:cllig most métrixkénltzgondolunk és det (1 —To|H (X, C))
pedig a ”karakterisztikus polinomja”. Tehat X kohomoldgidja meghatarozza a ”zeta fiiggvényét”.
Ennek nyomén mertlt fel a véges testek feletti varietdsok kohomoldgidjanak otlete, melynek kidol-
gozasa és kovetkezményei az algebrai geometriai fejlodésének mozgatérugdi lettek a 20. szazad masodik
felében.

T&bb sikertelen préobélkozas utan végiil M. Artin és Grotherdieck vezette be az tn. Etale—kohomolégiét

1962-ben.

9.3 Alkalmazasok

Weil (mdra mér beldtott) sejtéseinek fontos alkalmazdsi teriilete az analitikus szamelmélet, azon beliil
o0

is tobbek kozott az exponencidlis Osszegek vizsgdlata. Az exponencidlis Osszegek > a, exp (2mizy,)
n=0

alaki 6sszegek valamely (2, )neny € CN-re, amik az egészek eloszlasdnak vizsgélatara alkalmasak.

Egy ilyen 6sszeg becslését lattuk a 8.1.1 Alkalmazasban.
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Nyilatkozat MI alapu eszkozok hasznalatarol

alapu eszkozt.
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