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Szakdolgozat

Somogyi Dalma
Matematika BSc
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Bevezetés

A diofantoszi egyenletek olyan egész együtthatós, általában többváltozós polinomiális egyenletek,

melyeket az egészek vagy a racionális számok körében szeretnénk megoldani. Ezek vizsgálata már

az ókori görögöket is foglalkoztatta.

A kétváltozós diofantoszi egyenletek megoldhatóságát lineáris és másodfokú esetben már ismerjük: a

lineáris ax+by = c a, b, c ∈ Z, ab ̸= 0 alakúaknak pontosan gcd(a, b)|c esetén vannak egész megoldásaik,

a másodfokúak racionális megoldhatóságát pedig a Hasse-Minkowski tétel karakterizálja (ld. [1] Serre:

A Course in Aritmetic, Ch. IV., Thm. 8). Vegyük észre, hogy a śıkon ezek egyeneseket, illetve

kúpszeleteket ı́rnak le.

A magasabb dimenziós diofantoszi egyenletek vizsgálata viszont már jóval nehezebbnek bizonyult (az

általuk léırt görbék geometriailag bonyolultabbak), de a 20. században nagy előrelépések születtek

ezek területén is. A kutatások elsőkörben a harmadfokú, ún. elliptikus görbéket léıró egyenletekre

irányultak, ugyanis az ezekhez kidolgozott módszerek a magasabb fokú egyenletekre is jó eséllyel

átültethetők. Az elliptikus görbék aritmetikájának vizsgálata már komolyabb algebrai geometriai

megfontolásokat is megḱıvánt, aminek hatására megszületett a diofantoszi geometria.

A Hasse-Minkowski tétel nyomán az elliptikus görbék esetén is a fő gondolat az, hogy egyet hátralépünk,

és először is csak mod p keressük a megoldásokat. Azonban mı́g a négyzetes egyenletek esetén ez

már elég ahhoz, hogy Q2 felett is ismerjük a megoldhatóságot, a harmadfokú esetben még további

vizsgálódások szükségesek.

Hasse tétele a harmadfokú egyenletek mod p megoldásainak számára fog becslést adni.

Az álĺıtás bizonýıtása során központi eszközeink lesznek a görbék függvénytestje, divizorcsoportja,

differenciálformái, amelyek seǵıtségével az algebrai struktúrájuk lesz vizsgálható. Emellett időnként

nem fogjuk tudni megkerülni az algebrai geometria használatát sem, az ehhez tartozó álĺıtások közül

viszont nem fogjuk belátni azokat, melyek túlságosan átlépnék a témánk kereteit.

Alapvetően [2] Silverman: The Arithmetic of Elliptic Curves ćımű könyve nyomán fogunk haladni.

1 Alapfogalmak

Az egész dolgozatra vonatkozólag feltesszük, hogy K egy tökéletes test, ami azt jelenteni, hogy

char(K) = p (p pŕım) esetén minden eleme feĺırható egy p. hatványként. Ennek egy következménye,

hogy minden irreducibilis polinom szeparábilis. Ugyanis tegyük fel, hogy f(x) = anx
n+ ...+a0 ∈ K[x]

irreducibilisnek van többszörös gyöke. Ekkor a formális deriváltjának 0-nak kell lennie, azaz f(x) =

bkx
pk + ... + b1x

p + b0 ∈ K[x] alakú. Mivel K perfekt, minden i = 0, ..., k-ra létezik ci ∈ K, hogy
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bi = cpi , ı́gy f(x) = (ckx
k)p + ...+ (c1x)

p + cp0 = (ckx
k + ...+ c1x+ c0)

p char(K) = p miatt. Ez pedig

ellent mond annak, hogy f irreducibilis.

K algebrai lezártját K fogja jelölni.

K|K pedig egy Galois-bőv́ıtés, ugyanis ezzel az ekvivalens, hogy normális és szeparábilis:

1. szeparábilis, mivel K perfekt, ı́gy minden irreducibilis polinom szeparábilis.

2. normális, mivel K K-nak algebrai lezártja.

K|K Galois-csoportját Gal(K|K) fogja jelölni.

1.1 Affin varietások

Mivel a varietások algebrai struktúráját fogjuk vizsgálni, az algebrai zártság miatt előnyösebb a va-

rietások projektivizáltját tekinteni. A projekt́ıv varietásokhoz tartozó fogalmak azonban erősen az affin

esetben bevezetetteken alapszanak, ı́gy azokat kihagyni nem tudjuk. Az affin defińıciók tehát csak a

projekt́ıvek értelmezéséhez kellenek majd, a további fejezetekben végig projekt́ıv terekben dolgozunk.

1.1 Defińıció. A K feletti n-dimenziós affin tér An(K) = {P = (x1, ..., xn) : xi ∈ K}. Röviden

csak An-nel fogjuk jelölni.

An K-racionáis (röviden racionális) pontjai A(K) = {P = (x1, ..., xn) : xi ∈ K}.

1.2 Defińıció. Legyen I ⊆ K[X] = K[X1, ..., Xn]-ben ideál. Ekkor ez meghatároz egy ponthalmazt

An-ben: VI := {P ∈ An : f(P ) = 0 minden f ∈ I − re}. A VI alakú részhalmazait An-nek (affin)

algebrai halmazoknak nevezzük.

Ha V egy algebrai halmaz, akkor az általa meghatározott ideál I(V ) := {f(X) ∈ K[X] : f(P ) =

0 mindenP ∈ V − re}.

1.3 Defińıció. Azt mondjuk, hogy V K felett definiált, ha I(V ) generálható K[X]-beli poli-

nomokkal. Ezt V |K-val jelöljük.

Ha V K felett definiált, akkor aK-racionális (vagy röviden csak racionális) pontjai V (K) := V ∩An(K).

1.4 Defińıció. Az (affin) varietás olyan algebrai halmaz, melyre I(V ) ⊆ K[X] pŕımideál (azaz ha

f, g ∈ K[X]-re fg ∈ I(V ), akkor f ∈ I(V ) vagy g ∈ I(V )).

1.5 Defińıció. Legyen V |K egy varietás. ekkor V |K (affin) koordináta gyűrűjeK[V ] := K[X]/I(V |K).

K[V ] hányadosteste K(V ), amit V függvénytestjének nevezünk.

K[V ],K(V ) hasonlóan definiálható, ha K-t K-ra cseréljük.

1.5.1 Megjegyzés. Ahhoz, hogy a hányadostestéről beszélhessünk,K[V ]-nek integritási tartománynak

kell lennie. MivelK[X] kommutat́ıv gyűrű,K[V ] is automatikusan az lesz. Csak a nullosztómentességet

kell ellenőrizni, de az pedig következik abból, hogy I(V |K) pŕımideál.
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1.6 Defińıció. Egy V varietás dimenziója dim(V ) := trdeg(K(V )|K).

1.7 Defińıció. Legyen V egy varietás, P ∈ V , {f1, ..., fk} ⊆ K[X] pedig I(V ) generátorhalmaza. Azt

mondjuk, hogy V sima P -ben (P sima pontja V -nek), ha F = (f1, ..., fk) ∈ K[X]k Jacobi mátrixának

n− dim(V ) a rangja.

V sima, ha minden pontjában az.

1.8 Defińıció. A V varietás lokális gyűrűje P ∈ V -benK[X]P = {F ∈ K(V ) : F = f/g valamely f, g ∈

K[X]− re, ahol g(P ) ̸= 0}.

Azt mondjuk, hogy K[X]P elemei regulárisak P -ben.

1.9 Defińıció. Legyen V egy affin varietás, P ∈ V . MP = {f ∈ K[V ] : f(P ) = 0} ⊆ K[V ] ideál.

1.9.1 Megjegyzés. MP maximális ideál, mivel φ : K[V ]/MP → K, φ(f) = f(P ) izomorfizmus.

1.2 Projekt́ıv varietások

1.10 Defińıció. (x0, ..., xn), (y0, ..., yn) ∈ An+1, (x0, ..., xn) ∼ (y0, ..., yn), ha létezik λ ∈ K−{0}, hogy

xi = λyi minden i-re. Ez nyilván egy ekvivalencia reláció, (x0, ..., xn) ekvivalencia osztálya [x0, ..., xn].

AK feletti n-dimenziós projekt́ıv tér Pn(K) = {P = [x0, ..., xn] : xi ∈ K, létezik j úgy, hogy xj ̸=

0}. Röviden ezt is csak Pn-nel jelöljük.

Pn racionális pontjai Pn(K) = {[x0, ..., xn] ∈ Pn : xi ∈ K minden i-re}.

1.11 Defińıció. f ∈ K[X] = K[X0, ..., Xn] egy n-fokú homogén polinom, ha minden λ ∈ K-ra

f(λX0, ..., λXn) = λnf(X0, ..., Xn).

I ⊆ K[X] homogén ideál, ha homogén polinomok generálják.

1.11.1 Megjegyzés. A projekt́ıv térben homogén polinomokkal van értelme foglalkozni, ugyanis

ezeknek értelmes gyökét keresni a ∼ ekvivalenciareláció szerint (egy osztálynak vagy minden eleme

gyöke egy adott polinomnak vagy egyik sem).

1.11.2 Megjegyzés. Általában a Pn-beli varietásokat is K[X0, ..., Xn−1]-beli polinomokkal adjuk

meg, a homogén polinomokban Xn = 1-et álĺıtva, és mindig észben tartjuk a varietás [x0, ..., xn−1, 0]

alakú pontjait.

1.12 Defińıció. A VI , a (projekt́ıv) algebrai halmaz, az I(V ) a V (K), a K feletti definiáltság

és a (projekt́ıv) varietás ugyanúgy definiálható, mint affin esetben, azzal a különbséggel, hogy

polinomok és ideálok helyett most mindig homogén polinomokat, illetve -ideálokat kell érteni.

1.1 Álĺıtás. Ha V egy projekt́ıv varietás, és An ⊆ Pn, akkor V ∩ An egy affin varietás.

Bizonýıtás. Nem bizonýıtjuk (ld. [3] Hartshorne: Algebraic Geometry, Ch. I., Coll. 2.3).
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1.13 Defińıció. Legyen V |K egy projekt́ıv varietás és legyen An ⊆ Pn olyan, hogy V ∩ An ̸= ∅.

Ekkor V dimenziója (dim(V )), függvénytestjei (K(V ),K(V )), simasága egy P ∈ V pontban,

illetve simasága, és végül MP, K[X]P V ∩ An megfelelő attribútumával definiáható (ha V egy

adott P pontjára vonatkozik a tulajdonság, akkor P ∈ An is felteendő).

1.13.1 Megjegyzés. K(V ) = {f/g : deg f = deg g; f,g homogén, g ̸∈ I(V )}/ ∼, ahol f/g ∼ f ′/g′

pontosan akkor, ha fg′ − f ′g ∈ I(V ). (Azért elég, azokat az f/g-ket nézni, amelyek esetén deg f =

deg g, mivel I(V )-beliek hozzáadásával ez elérhető.)

1.14 Defińıció. Gal(K|K) hatását Pn-n úgy definiáljuk, hogy σ ∈ Gal(K|K)-ra σ([x0, ..., xn]) :=

[xσ0 , .., x
σ
n].

1.14.1 Megjegyzés. V (K) = {P ∈ V : σ(P ) = P minden σ ∈ Gal(K|K)-re}, hiszen nyilván ha

P ∈ V (K), σ ∈ Gal(K|K), akkor σ(P ) = P , ha pedig σ(P ) = P minden σ-ra, akkor P minden

koordinátája benne van Fix(Gal(K|K)) = K-ban (K|K Galois-bőv́ıtés), azaz P ∈ V (K).

1.15 Defińıció. Görbének fogjuk nevezeni és C-vel fogjuk jelölni az 1 dimenziós projekt́ıv va-

rietásokat.

1.15.1 Példa. Egy igen kézenfekvő görbe: a P1 ⊆ P1.

Ez tényleg görbe, hiszen

1. varietás, mivel az I = 0-ra P1 = V (I) és I = 0 pŕımideál, hiszen ez éppenK[X] nullosztómentességével

ekvivalens.

2. görbe is, mivel P1 lokálisan A1.

A hányadostetstje pedig éppen a racionális függvények testje lesz: K(P1) = Quot(K[X]/0) = K(X).

2 A rend

Ebben a fejezetben bevezetünk egy diszkrét értékelést a görbék lokális gyűrűin, ami a későbbiekben

egy eléggé hasznos eszköze lesz az algebrai struktúra vizsgálatának.

2.1 Defińıció. Legyen C egy görbe, P ∈ C sima pont. Ekkor definiálhatunk egy ordP : K[C]P →

Z≥0 ∪ {∞}, ordP (f) = max{d : f ∈Md
P } függvényt.

Ezt K(C) → Z≥0 ∪ {∞}-re kiterjeszthetjük ordP (f/g) := ordP (f) − ordP (g)-vel. ordP (f) f rendje

P -ben. Azt mondjuk, hogy

• f -nek gyöke van P -ben, ha ordP (f) > 0,
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• f -nek pólusa van P -ben, ha ordP (f) < 0, ilyenkor f(P ) :=∞,

• f reguláris P -ben, ha ordP (f) ≥ 0.

2.1.1 Megjegyzés. Szemléletesen a rend f gyökeinek multiplicitását méri az adott pontokban.

2.1 Álĺıtás. Tekintsünk egy C = V (⟨f⟩) (f ∈ K[x, y, z] homogén) P2-beli görbét és egy P ∈ C

pontját. Innentől vehetjük P egy affin környezetét, amiről feltehetjük, hogy az {[x, y, 1] ∈ P2} ∼= A2

affin altér és tekinthetjük C-t affin varietásnak, f -et K[x, y]-belinek. Így legyen P = (x0, y0) ∈ C.

Ekkor dimKMP /M
2
P = 1 pontosan akkor, ha C P -ben sima és ha K[C]P diszkrét értékelés gyűrű

(DVR), akkor C P -ben sima.

Bizonýıtás. Hilbert nullhelytétele alapján ı́gy {f ∈ K[C] : f(P ) = 0} =MP = ⟨x−x0+(f(x, y)), y−

y0 + (f(x, y))⟩ alakú, azaz maximum két elem generálja.

MP /M
2
P
∼= ⟨x − x0, y − y0⟩/⟨(x − x0)

2, (x − x0)(y − y0), (y − y0)
2, f(x, y)⟩, azaz ez egy maximum

2 dimenziós vektotér K felett ({x − x0, y − y0} biztosan generálja, hiszen MP -ben konstans tagok

nincsenek) és pontosan akkor lesz 1-dimenziós, ha f(x, y) ̸∈ ⟨x−x0, y− y0⟩2 = ⟨(x−x0)2, (x−x0)(y−

y0), (y − y0)2⟩.

f Taylor sora alapján f(x, y) = ∂
∂x
f(x0, y0)(x− x0) + ∂

∂y
f(x0, y0)(y − y0) mod ⟨x− x0, y − y0⟩2. Így

f(x, y) ̸∈ ⟨x− x0, y − y0⟩2 ekvivalens azzal, hogy C P -ben sima. Ezzel az álĺıtás első részét beláttuk.

A második részéhez először megmutatjuk, hogy ha JP := MPK[C]P (a maximális ideál a lokális

gyűrűben), akkor MP /M
2
P
∼= JP /J

2
P :

K[C]/Mn
P
∼= K[C]P /J

n
P tetszőleges n = 1, 2, ...-re, a φ : K[C]/Mn

P → K[C]P /J
n
P , a+Mn

P 7→ a
1 + JnP

izomorfizmus miatt.

1. φ jóldefiniált, hiszen ha a +Mn
P = a′ +Mn

P , akkor a − a′ ∈ Mn
P = {f ∈ K[C] : f(P ) = 0}, ı́gy

a−a′
1 = a

1 −
a′

1 ∈M
n
PK[C]nP = (MPK[C]P )

n, azaz a
1 + JnP = a′

1 + JnP .

2. Az, hogy φ gyűrűhomomorfizmus és injekt́ıv triviáis.

3. Szürjektivitás: legyen a
s +J

n
P ∈ K[C]P /J

n
P , ahol s ∈ K[C]\MP , azaz s ∈ K[C]/MP invertálható.

Ekkkor K[C]/Mn
P -ben is az lesz:

Tudjuk, hogy K[C]/MP egy test, ı́gy a 0-t kivéve minden eleme invertálható. Ha s ∈ K[C]\MP ,

akkor tehát létezik r ∈ K[C], hogy sr = 1 mod MP . Így t := 1− sr ∈MP , t
n ∈Mn

P . Másrészt

sr = 1 − t, ı́gy 1 = 1 − tn = (1 − t)(1 + t + ... + ctn−1) = sr(1 + t + ... + tn−1) mod Mn
P .

Ezt hasonlóan 1 = rs-sel is megcsinálhatjuk. Tehát s-nek mod Mn
P is van inverze. Ennek a

-szorosának φ szerinti képe pedig éppen a
s + JnP lesz.

Tehát K[C]/M2
P
∼= K[C]P /J

2
P . Ezeknek a maximális ideáljai rendre MP /M

2
P és JP /J

2
P , amik ı́gy

szintén izmorfak lesznek.
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Egy lokális gyűrű ponotosan akkor DVR, ha főideálgyűrű és nem test. Ha C-nek P szinguláris pontja

lenne, akkor K[V ]P nem lehetne DVR, mert JP = MPK[C]P nem lenne főideál (ha az lenne, JP /J
2
P

is egy elemmel generálható lenne, pedig ∼=MP /M
2
P , ami 2-dimenziós P szingularitása miatt).

2.2 Defińıció. Azt mondjuk, hogy tP ∈ K(C) pŕımeleme C-nek P -ben, ha ordP (t) = 1.

2.2.1 Megjegyzés. Ha P ∈ C sima, akkor létezik P -ben pŕımelem: ugyanis a 2.1 Álĺıtás alapján

ekkor dimKMP /M
2
P = 1, azaz MP \M2

P nem lehet üres, defińıció alapján pedig MP \M2
P éppen a

P -beli pŕımelemeket tartalmazza.

2.2.2 Megjegyzés. Ez pontosan azt jelenti, hogy t generátora MP -nek.

Ugyanis ha g ∈ MP generátor, akkor minden MP -beli elem rendje ordP g(≥ 1 mivel g MP -beli)

többszöröse, azonban tudjuk, hogy létezik P -beli pŕımelem, ı́gy szükségképpen ordP g = 1, azaz g is

pŕımelem.

Ha pedig tP ∈ MP pŕımelem, akkor legyen g generátora MP -nek (K[C]P DVR, és ı́gy főideálgyűrű),

ı́gy tP = ugk valamely k ∈ Z≥0-re és u egységre (ordPu = 0). Mivel tP pŕımelem, ı́gy k = 1-nek kell

lennie. Tehát g = u−1tP , azaz tP is generátor.

2.2 Álĺıtás. Ha P ∈ C egy sima pont, akkor K[C]P DVR, a diszkrét értékelést a rend adja:

1, ordP (fg) = ordP f + ordP g.

2, ordP (f + g) ≥ min(ordP f, ordP g).

3, ordP (f) = 0, ha f ∈ K − {0}, és ordP 0 =∞. Sőt, ezek a tulajdonságok K(C)-n is igazak.

Bizonýıtás. 1, Ha f, g ∈ K[C]P , akkor ordP (fg) = max(d : fg ∈ Md
P ) ≤ max(d : f ∈ Md

P ) +

max(d : g ∈ Md
P ) = ordP f + ordP g, másrészt ha f = m1 ∈ MordP f

P , g = m2 ∈ MordP g
P , akkor

fg = m1m2 ∈MordP f+ordP g
P , azaz ordP (fg) ≥ ordP f + ordP g.

f, g ∈ K(C) esetén legyen f = f1/f2, g = g1/g2, ahol f1, g1, f2, g2 ∈ K[C]P . Ekkor ordP (fg) =

ordP (
f1g1
f2g2

) = ordP (f1g1)− ordP (f2g2) = ordP (f1) + ordP (f2)− ordP (f2)− ordP (f2) = ordP (f1/f2) +

ordP (g1/g2) = ordP (f) + ordP (g).

2, f, g ∈ K[C]P . Ha f ∈MordP f
P , akkor f =

∑
ai,1ai,2...ai,ordP f , ahol ai,j ∈MP ,

és hasonlóan g =
∑
bj,1bj,2...bj,ordP g.

Így ha az általánosság megsértése nélkül feltesszük, hogy ordpf ≥ ordP g, akkor

f + g =
∑
ai,1...ai,ordP g−1 · (ai,ordP ...ai,ordP f ) +

∑
bj,1bj,2...bj,ordP g ∈ MordP g

P , tehát ordP (f + g) ≥

min(ordP f, ordP g).

f, g ∈ K(C) esetén legyen f = f1/f2, g = g1/g2, ahol f1, g1, f2, g2 ∈ K[C]P . Ekkor ordP (f + g) =

ordP (f1/f2 + g1/g2) = ordP (
f1g2+g1f2

f2g2
) = ordP (f1g2 + g1f2) − ordP (f2g2) = ordP (f1g2 + g1f2) −

ordP (f2) − ordP (g2) ≥ min(ordP (f1g2) − ordP (f2) − ordP (g2), ordP (g1f2) − ordP (f2) − ordP (g2)) =

min(ordP (f1/f2), ordP (g1/g2)) = min(ordP (f), ordP (g)).
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3, Triviális.

A 2.1 Álĺıtás alapján P simasága szükséges feltétele annak, hogy K[C]P DVR legyen.

2.2.1 Példa. Tekintsük az E : Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2− (X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3) egyenlettel

megadott P2-beli görbét és az O = [0 : 1 : 0] ∈ E pontot.

Ekkor ordO(Z) = 3:

Mivel Z = X3

Y 2+a1XY+a3Y Z−a2X2−a4XZ−a6Z2 (Y 2 + a1XY + a3Y Z − a2X2 − a4XZ − a6Z2 ∈ K[E]O,

hiszen Y 2 + a1XY + a3Y Z − a2X2 − a4XZ − a6Z2
∣∣
O
= 1), amibenO háromszor tűnik el, azaz ordO(Z) ≥

3.

Az, hogy a rend 3-nál több nem lehet, onnan látszik, hogy X/Y pŕımelem O -ban, ugyanis generálja

MO -t:

O-ban E egyenlete x := X/Y, z := Z/Y bevezetésével z + a1xz + a3z
2 = x3 + a2x

2y + a4xz
2 + a6z

3

alakba ı́rható. EkkorMO = ⟨x, z⟩, z viszont x-szel kifejezhető, ugyanis E egyenlete z-re 3.fokú polinom

x paraméterrel. Tehát MO = ⟨x⟩, ami pedig ekvivalens azzal, hogy x = X/Y pŕımelem. Tudjuk azt

is, hogy K[E]O DVR, amiből következik, hogy UFD és van egy egyértelmű irreducibilis elem egységgel

való szorzás erejéig. Ezek alapján a

Z = X3

Y 2+a1XY+a3Y Z−a2X2−a4XZ−a6Z2 = (X/Y )3 Y 3

Y 2+a1XY+a3Y Z−a2X2−a4XZ−a6Z2 feĺırásból látható,

hogy Z-nek pontosan 3 lesz a rendje.

2.2.2 Példa. A jelölések ugyanazok, mint az előző példában. Most számoljuk ki ordO(X/Z)-t:

Defińıció alapján ordO(X/Z) = ordO(X)− ordO(Z) = ordO(X)− 3.

Az előző alapján 1 = ordO(X/Y ) = ordO(X), hiszen Y |O = 1

Így ordO(X/Z) = 1− 3 = −2.

2.2.3 Példa. Szintén az előző jelölésekkel végül ordO(Y/Z) = ordO(Y ) − ordO(Z) = 0 − 3 = −3,

mivel ordO(Y ) = 0, hiszen Y |O = 1.

2.3 Álĺıtás. Legyen C egy sima görbe, f ∈ K(C). Ekkor C-nek csak véges sok pontjában van f -nek

gyöke vagy pólusa (azaz véges sok kivételtől eltekitve ordP (f) = 0). Ha f -nek nincsen se gyöke, se

pólusa, akkor f ∈ K.

Bizonýıtás. f ∈ K(C) f1/f2 alakú, ahol f1, f2 ∈ K[C] ( mod I(C)). f = f1/f2-nek gyöke pontosan

ott van, ahol f1-nek, ami egy polinom, ı́gy véges sok gyöke van. Hasonlóan f = f1/f2-nek pólusa

pontosan ott van, ahol f2-nek gyöke, amiből véges sok van.

Mivel K felett tekintjük a polinomokat, ı́gy ha 0-nál nagyobb a fokuk, akkor biztosan lesz gyökük.

Így az, hogy f -nek se gyöke, se pólusa nincsen, azt jelenti, hogy f = f1/f2 feĺırásban f1-nek és f2-nek

sincsen gyöke, azaz 0-fokúak ( mod I(C)), azaz K-beliek.
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2.4 Álĺıtás. Legyen C|K görbe, t ∈ K(C) pŕımelem egy sima P ∈ C pontban. Ekkor K(C)|K(t) egy

véges, szeparábilis bőv́ıtés.

Bizonýıtás. Végesség: A K(C)|K bőv́ıtés végesen generált, hiszen ha C ⊆ Pn, akkor X0, ..., Xn (a ko-

ordináta függvények) biztosan generálják. Másrészt defińıció alapján, mivel C egy görbe, trdeg(K(C)|K) =

1. Ezek alapján étezik egy α ∈ K(C) transzcendens elem, melyre K(C) = K(α). Mivel t ̸∈ K, ı́gy

t = p(α) valamely p ∈ K[x] − {0} polinomra. Így K(C)|K(t) véges bőv́ıtés, hiszen K(t) felett (α

algebrai és) degα = deg p.

Szeparábilitás: Mivel [K(C) : K] < ∞, ı́gy K(C)|K(t) algebrai bőv́ıtés. x algebrai K(t)felett ı́gy

∃ai,j ∈ K :
∑
i,j

ai,jt
ixj = 0 (beszorozva az esetleges nevezőkkel). Legyen Φ(X,T ) =

∑
i,j

XiT j ∈ K[X,T ],

és tegyük fel, hogy Φ-t X-ben minimáis fokszámúnal választottuk, azaz Φ(X, t) x minimálpolinomha

K(t) felett.

Legyen p = char(K) (p pŕım). Ha Φ(X,T )-nek van oyan ai,jT
iXj tagja, amie j ̸≡ 0 mod p, akkor

dΦ/dX ̸≡ 0 (Xj ≡ X(j mod p)+1 mod p), azaz Φ(X, t) és ı́gy x K(t) felett szeparábilis.

Így mostantól tegyük fel, hogy Φ(X,T ) = Ψ(Xp, T ). Ha F (X,T ) ∈ K[T,X] tetszőleges polinom,

akkor F (Xp, T p) egy p-hatvány, mivel K tökéletes, ı́gy minden eleme egy p-hatvány, azaz F (Xp, T p) =∑
(bi,jX

iT j)p alakú, ami p karakterisztikában (
∑
ci,jX

iT j)
p
-vel egyenlő.

Így T kitevőjének mod pmaradéka szerint összegezve Φ(X,T ) = Ψ(Xp, T ) =
p−1∑
k=0

∑
ci,j,kT

ipXjpT k =

p−1∑
k=0

Φk(X,T )
pT k.

Φ(x, t) ≡ 0, mivel ı́gy vettük fel Φ-t, ı́gy ordP (Φ(x, t)) =∞.

Másrészt mivel t pŕımelem P -ben, ordP (Φk(x, t)
ptk) = p·ordP (Φk(x, t))+k·ordP (t) = p·ordP (Φk(x, t))+

k ≡ k mod p, azaz
p−1∑
k=0

Φk(x, t)
ptk-ban a tagok rendjei páronként különbözőek. Így szükségképpen

Φk(x, t) ≡ 0 minden k = 0, 1, ..., p − 1-re, hiszen különben ha j a legkisebb index, amire Φj(x, t) ̸≡ 0,

akkor ordP (Φ(x, t)) = j lenne, ami ellentmondás.

Valamely k-ra Φk(X,T )-ben szerepel X nem nulla kitevővel, ı́gy ekkor degX Φk ≤ degX Φ < degXΦ,

ami ellentmond Φ választásának.

3 Leképezések görbék között

3.1 Szeparábilis és tisztán inszeparábilis testbőv́ıtések

A görbék közötti leképezések vizsgálata előtt néhány technikai álĺıtást be kell látnunk a szeparábilitásról,

ugyanis ezek elég gyakran elő fognak fordulni a leképezések jellemzésekor.

3.1 Defińıció. Legyen E|F egy algebrai testbőv́ıtés.

α ∈ E szeparábilis, ha a minimálpolinomja szeparábilis, azaz nincs többszörös gyöke (ekvivalensen,
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a deriváltja nem azonosan 0). E|F szeparábilis, ha E minden eleme az.

α ∈ E tisztán inszeparábilis, ha minimálpolinomja (x − α)m valamely m ∈ Z+-ra. E|F tisztán

inszeparábilis, ha E minden eleme az.

3.2 Defińıció. Legyen F |E algebrai bőv́ıtés. E szeparábilis lezártja F -ben S = {α ∈ F :

α szeparábilis E felett}. Ekkor [S : E] az F |E bőv́ıtés szeparábilis foka, amit degs(F |E) =

[F : E]s-sel jelölünk, [F : S] pedig F |E inszeparábilis foka, amit degi(F |E) = [F : E]i-vel jelölünk.

Persze degs degi = deg.

3.2.1 Megjegyzés. Az F |K bőv́ıtésben α ∈ F tisztán inszeparábilis pontosan akkor, ha αminimápolinomja

xp
r − a ∈ K[x] valamely r ∈ N-re.

Bizonýıtás. Ha α tisztán inszeparábilis, akkor minimálpolinomja (x − α)m alakú, ahol m ∈ Z+.

Legyen m = npr, ahol (n, p) = 1. EKkor ((x−α)m = ((x−α)pr )n =. Kibontva xp
r(n−1) együtthatója

±nαpr ∈ K, ı́gy mivel (n, p) = 1, n ̸= 0, 1/n(nαp
r

) = αp
r ∈ K. Így ((x − α)pr )n = (xp

r − αpr )n α

minimálpolinomja, azaz n = 1-nek kell lennie.

A vissza irány K tökéletessége miatt triviális.

3.2.2 Megjegyzés. Ha F |K véges, tisztán inszeparábils bőv́ıtés, akkor [F : K] = pn valamely n ∈ N-

re.

Bizonýıtás. F = K(α1, ..., αm) úgy, hogy minden i-re αi tisztán inszeparábilisK felett, ı́gyK(α1, ..., αi−1)

felett is. Így az előző megjegyzés miatt K(α1, ..., αm)|K(α1, ..., αm−1)|...|K(α1)|K-ben minden bőv́ıtés

foka pr (r ∈ N), ı́gy [F : K] is p-hatvány.

3.2.3 Megjegyzés. Legyen S K szeparábilis lezártja F -ben. Ekkor

1, S|K szeparábilis bőv́ıtés

2, F |S tisztán inszeparábils bőv́ıtés

Bizonýıtás. 1, Ha α, β ∈ S, akkor K(α, β)|K is szeparábilis, ı́gy K(α, β) ⊆ S, α ± β, αβ−1 ∈ S,

ı́gy S test és nyilván szeparábilis K felett. 2, Ha α ∈ F algebrai K felett, akkor αp
r

szeparábilis K

felett valamely r ∈ Z+-ra, ugyanis degK α = 1-re triviáisan teéjesül, degK α > 1-re pedig indukcióval

visszavezethető kisebb esetre: ha α nem szeparábilis, akkor az mα minimálpolinomjára m′
α ≡ 0, ı́gy

mα = f(xp) alakú, vagyis αp algebrai, degK α
p < degK α.

Így, ha α ∈ F , akkor létezik r, hogy αp
r ∈ S, ı́gy α gyöke (x − α)pr = xp

r − αpr ∈ S[x]-nek, vagy

F |S bőv́ıtésben α minimálpoinomja (x−α)pr divizorja, azaz maga is (x−α)m alakú. Tehát α tisztán

inszerparábilis S felett.

3.1 Lemma. Legyenek F |E|K, N |K testbőv́ıtések. Ekkor #{F → N E-monomorfizmusok}·#{E →

N K-monomorfizmusok} = #{F → N K-monomorfizmusok}
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Bizonýıtás. Legyen {F → N E-monomorfizmusok} = {σ1, ..., σn} és {E → N K-monomorfizmusok} =

{τ1, ..., τm}.

Mindegyik τi kiterjed egy τ̃i : N → N K-automorfizmussá. τ̃i ◦σj egy F → N K-automorfizmus. Ezek

páronként különbözőek lesznek:

Ha τ̃iσj = τ̃kσl, akkor τ̃
−1
k τ̃iσj = σl. Mivel σj |E = σl|E = idE , ı́gy τ̃−1

k τ̃i
∣∣
E

= idE , azaz τ̃k = τ̃i,

vagyis i = k.

Mivel τ̃i injekt́ıv, ı́gy τ̃iσj = τ̃iσl-ből σj = σl, azaz j = b következik.

Másrészt ha τ : F → N egy K-monomorfizmus, akkor τ |E egy E → N K-monomorfizmus, vagyis

τ | = τi valamely i ∈ {1, ..., n}-re. τ̃−1
i τ |E egy E → N K-monomorfizmus, azaz τ̃−1

i τ |E = σj

valamely σ ∈ {1, ...,m}-re. Azaz τ = τ̃iσj , minden F → N K-monomorfizmus előáll ilyen alakban.

Tehát #{F → N K-monomorfizmusok} = #{τ̃σ : τ ∈ {E → N K-monomorfizmusok}, σ ∈ {F →

N E-monomorfizmusok}} = #{F → N E-monomorfizmusok} · #{E → N K-monomorfizmusok}.

3.2.4 Megjegyzés. LegyenN |F |K olyan, hogyN |K normális, F |K véges. Ekkor #{F → N K-monomorfizmus}| =

degs(F |K).

Bizonýıtás. Legyen S K szeparábilis lezártja F -ben.

Először megmutatjuk, hogy #{F → N K −monomorfizmusok} = #{S → N K-monomorfizmusok}:

Tegyük fel, hogy σ, τ ∈ {F → N K-monomorfizmusok} olyanok, hogy σ|S = τ |S . Tetszőleges

a ∈ F esetén valamely n-re ap
n ∈ S (hiszen F |S tisztán inszeparábilis). Így σ(a)p

n

= σ(ap
n

) =

τ(ap
n

) = τ(a)p
n

, ahonnan σ(a) = τ(a) (mivel F |S bőv́ıtésben σ(a) minimálpolinomja xp
n − τ(a)pn =

(x − τ(a))p
n

). Tehát σ|S = τ |S-ből σ = τ következik, azaz az S-re való megszoŕıtás egy injekció

{F → N K − monomorfizmusok}-ből {S → N K-monomorfizmusok}-be. A másik irányba injekció:

egy S → N K-monomorfizmus kiterjeszthető egy N → N K-automorfizmussá, ami pedig egy F → N

K-monomorfizmussá.

Így feltehető, hogy F |K szeparábilis, azaz S = F . Ekkor [F : K] = [F : K]s és minden F |E|K

közbülső testre F |E, E|K is szeparábilisak, azaz [F : E] = [F : E]s, [E : K] = [E : K]s.

Ezt felhasználva [F : K] szeriniti indukcióval bizonýıtjuk az álĺıtást:

1, Ha [F : K] = 1, akkor F = K és [F : K]s = [F : K] = 1 = {K → K K-monomorfizmusok} = {F →

N K-monomorfizmusok}.

2, [F : K] > 1 esetén legyen a ∈ F \K, ekkor [K(a) : K] > 1.

Ha [K(a) : K] < [F : K], akkor az indukciós feltevés alapján [K(a) : K]s = {K(a)→ N K-monomorfizmusok}.

A 3.1 Lemma alapján pedig #{F → N K-monomorfizmusok} = #{F → N K(a)-monomorfizmusok}·

#{K(a)→ N K-monomorfizmusok} = [F : K(a)]s · [K(a) : K]s = [F : K(a)] · [K(a) : K] = [F : K] =

[F : K]s.
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Ha pedig [K(a) : K] = [F : K], akkor F = K(a) és [F : K(a)] = degmK,a. Ha σ egy F → N

K-monomorfizmus, akkor azt σ(a) egyértelműen meghatározza. σ(a) gyöke mK,a-nak, ı́gy maximum

degmK,a = [F : K(a)] ilyen monomorfizmus van. Másrészt mivelmK,u felbomlik N -ben és szeparábilis

is, ı́gy pontosan ennyi F → N K-monomorfizmus lesz.

3.2.5 Megjegyzés. Tekintsük a következő bőv́ıtést: M |L|K. Ekkor [M : L]s[L : K]s = [M : K]s és

[M : L]i[L : K]i = [M : K]i.

Bizonýıtás. Az előző megjegyzés alapján azK|M |L bőv́ıtést tekintve [M : L]s = #{M → K L-monomorfizmusok},

az K|L|K bőv́ıtést tekintve [L : K]s = #{L→ K K-monomorfizmusok}, és végül az K|M |K bőv́ıtést

tekintve [M : K]s = #{M → K K-monomorfizmusok}.

A 3.1 Lemma alapján pedig #{M → K L-monomorfizmusok} ·#{L → K K-monomorfizmusok} =

#{M → K K-automorfizmus}, azaz [M : L]s[L : K]s = [M : K]s. Ebből és a triviális [F : E]s[F :

E]i = [F : E]-ből bármilyen F |E bőv́ıtésre, adódik [M : L]i[L : K]i = [M : K]i.

3.2.6 Megjegyzés. degs = deg és degi = 1 pontosan akkor, ha E|F szeparábilis:

Ha E|F szeparábilis bőv́ıtés, akkor nyilván S = E és deg = degs, és ı́gy degi = 1. Ha pedig [E : F ] =

deg = degs = [E : F ]s = [S : F ], akkor szükségképpen E = S, vagyis E|F szeparábilis.

Hasonlóan E|F tisztán inszeparábilis pontosan akkor, ha degi = deg és degs = 1:

Ha E|F inszeparábiis, akkor P = E, azaz degi = deg, visszafele pedig ha [E : F ] = deg = degi = [E :

F ]i = [P : F ], akkor E = P , vagyis E|F tistán inszeparábilis.

3.2.7 Megjegyzés. Ha L|K és M |L is szeparábilis, akkor M |K is az.

Bizonýıtás. Az előző megjegyzést áĺıtása alapján:

Mivel L|K szeparábilis, ı́gy [L : K] = [L : K]s és [L : K]i = 1.

Mivel M |L szeparábilis, ı́gy [M : L] = [M : L]s és [M : L]i = 1.

Így [M : K] = [M : L][L : K] = [M : L]s[L : K]s = [M : K]s és [M : K]i = [M : L]i[L : K]i = 1 · 1 = 1,

azaz M |K szeparábilis.

3.2 Morfizmusok

A morfizmusok lesznek most nekünk a ”szép” leképzések, amiket algebrailag vizsgálni tudunk.

3.3 Defińıció. Legyen C1, C2 ⊆ Pn két görbe. ϕ : C1 → C2 egy (racionális) leképezés, ha

ϕ = [f0, ..., fn] alakú, ahol i = 0, ..., n-re fi ∈ K(C1) és ϕ(P ) = [f0(P ), ..., fn(P )] azon P ∈ V1-ekre,

melyekre f0, ..., fn mindegyike reguláris.

3.4 Defińıció. Egy ϕ = [f0, ..., fn] : C1 → C2 racionális leképezés reguláris P ∈ C1-ben, ha

létezik g ∈ K(C1), amire
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1. gfi reguláris P -ben minden i-re

2. van oyan i, amire gfi(P ) ̸= 0.

Ekkor ϕ(P )-re [gf0(P ), ..., gfn(P )]-ként tekintünk. Ha létezik λ ∈ K − {0} úgy, hogy λf0, .., λfn ∈

K(V1), akkor ϕ K felett definiált.

3.5 Defińıció. Azt a racionális leképezést, mely C1 minden pontjában reguláris, morfizmusnak

nevezzük.

3.1 Álĺıtás. Legyen C egy görbe, V ⊆ PN egy varietás, P egy sima pont C-n és ϕ : C → V egy

racionális leképezés. Ekkor ϕ reguláris P -ben.

Speciálisan, ha C sima, akkor ϕ morfizmus.

Bizonýıtás. Legyen ϕ = [f0, ..., fN ], fi ∈ K(C) és legyen t ∈ K(C) egy pŕımelem P -ben. Legyen

n = min0≤i≤N ordP (fi).

Ekkor ordP (t
−nfi) ≥ 0 ∀i = 0, ..., N -re és, ha j-n vétetik fel a minimum, akkor ordP (t

−nfi) = 0.

Tehát ∀i-re t−nfi reguláris P -ben és (t−nfj)(P ) ̸= 0, ı́gy ϕ reguláris P -ben.

3.1.1 Következmény. Egy morfizmus, amit gyakran fogunk használni:

Legyen C|K egy sima görbe, f ∈ K(C).

Ekkor f indukál egy f̂ : C → P1, f̂(P ) :=


[f(P ), 1] ha f P -ben reguláris

[1, 0] =∞ ha f -nek P -ben pólusa van

leképezést, ami

az álĺıtás miatt morfizmus.

Másrészt ha ϕ : C → P1, ϕ = [f, g] egy K felett definiált racionális leképezés, akkor g = 0 esetén

ϕ ≡ ∞ konstans leképezés, különben ϕ az f/g ∈ K(C)-hez tartozó leképezés.

Ezek alapján kaptunk egy 1 : 1 megfeleltetést K(C)∪∞ és {ϕ : ϕ : C → P1 K felett definiált} között.

3.2 Álĺıtás. Legyen C1, C2 két görbe, ϕ : C1 → C2 morfizmus közöttük. Ekkor ϕ konstans vagy

szürjekt́ıv.

Bizonýıtás. Nem bizonýıtjuk (ld. [3] Hartshorne: Algebraic Geometry, Ch. II., Prop. 6.8).

3.6 Defińıció. Legyen C1|K,C2|K két görbe, ϕ : C1 → C2 K felett definiált nem konstans racionális

leképezés. Ekkor ϕ egy K-t fixáló ϕ∗ injekciót indukál K(C2) és K(C1) között: ϕ
∗ : K(C2)→ K(C1),

ϕ∗f = f ◦ ϕ. Ezt a leképezést ϕ duálisának nevezzük.

3.6.1 Megjegyzés. Ez tényleg injekció, ugyanis a 3.2 Álĺıtás alapján ϕ szürjekt́ıv, ı́gy ha ϕ∗f = ϕ∗g,

akkor f = g C2 minden pontjában.
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3.3 Álĺıtás. Legyen C1|K,C2|K két görbe.

1, Ha ϕ : C1 → C2 egyK felett definiált, nemkonstans leképezés, akkorK(C1) véges bőv́ıtése ϕ
∗K(C2)-

nek.

2, Legyen ι : K(C2) → K(C1) K-t fixáló injekció. Ekkor egyértelműen létezik egy ϕ : C1 → C2 K

felett definiált, nem konstans leképezés, amire ϕ∗ = ι.

Bizonýıtás. 1, Mivel ϕ∗ injekció, és K(C1),K(C2) véges bőv́ıtései K-nak, ı́gy C(K1)|ϕ∗K(C2)|K, és

szükségképpen K(C1) véges bőv́ıtése ϕ
∗K(C2)-nek.

2, Tekintsük C2 PN -beliként,és tegyük fel (esetleg koordinátacserével), hogy C2 ∩ {X0 = 0} = ∅.

Legyen gi ∈ K(C2), gi : [X0, ..., XN ] 7→ Xi/X0.

Ekkor ϕ := [1, ιg1, ..., ιgN ] : C1 → C2 és ϕ∗ = ι, mivel ϕ∗f([x0, ..., xn]) = f ◦ ϕ([x0, ..., xn]) =

f([1, ιg1, ..., ιgN ]([x0, ..., xn])) = f([1, ιg1, ..., ιgN ]([1, x1/x0..., xn/x0])) = ιf , hiszen ι polinomiálisan

terjed ki K(C2) egy K feletti bázisáról, azaz például {X1/X0, ..., Xn/X0}-ról.

Ha ψ = [f0, ..., fN ] is olyan, hogy ψ∗ = ι, akkor minden i-re fi/f0 = ψ∗gi = ϕ∗gi = ιgi, ahonnan

ψ = ϕ.

3.7 Defińıció. Legyen C1, C2 két görbe, ϕ : C1 → C2 K felett definiált leképezés közöttük. Ha ϕ

konstans, akkor deg ϕ = 0, különben deg ϕ = [K(C1) : ϕ∗K(C2)] a ϕ leképezés foka. Az utóbbi

esetben azt mondjuk, hogy ϕ véges.

ϕ szeparábilitása, inszeparábilitása, tisztán szeparábilitása, valamint szeparábilis-, inszeparábilis foka

K(C1)|ϕ∗K(C2) megfelelő jellemzőjének felel meg.

3.3.1 Következmény. Legyen C1, C2 két sima görbe, ϕ : C1 → C2 morfizmus közöttük és deg ϕ = 1.

Ekkor ϕ izomorfizmus.

Bizonýıtás. 1 = deg ϕ = [K(C1) : ϕ
∗K(C2)], ı́gy K(C1) = ϕ∗K(C2). Tehát ϕ∗ izomorfizmus K(C1)

és K(C2) között (tudjuk, hogy ϕ
∗ injekt́ıv, és az előzőek alapján szürjekt́ıv is). Tehát létezik (ϕ∗)−1 :

K(C1)→ K(C2) injekció (valójában izomorfizmus).

Így a 3.3 Álĺıtás 2, része miatt létezik egy ψ : C2 → C1 leképezés, melyre ψ∗ = (ϕ∗)−1. Mivel C2 sima,

ı́gy a 3.1 Álĺıtás miatt ψ morfizmus.

(ϕ ◦ψ)∗ = ψ∗ ◦ϕ∗ = (ϕ∗)−1 ◦ϕ∗ = idK(C2)
és hasonlóan (ψ ◦ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ψ∗ = idK(C1)

. Így a 3.3 Álĺıtás

2, részének egyértelműségre vonatkozó része miatt ez azt jelenti, hogy ψ ◦ϕ = idC1
és ϕ◦ψ = idC2

. Így

ϕ és ψ is izomorfizmus, mert egymás inverzei (azaz injekt́ıvek és a 3.2 Álĺıtás alapján szürjekt́ıvek).

3.3 Az elágazási index

Az elágazási index alapvetően geometriai intúıción alapszik, de algebrailag formálizálva szintén egy

hasznos eszközünk lesz.
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3.8 Defińıció. Legyen C1, C2 két sima görbe, ϕ : C1 → C2 nem konstans leképezés közöttük, P ∈ C1.

ϕ elágazási indexe P -ben eϕ(P ) = ordP (ϕ
∗tϕ(P )), ahol tϕ(P ) ∈ K(C2) pŕımelem ϕ(P )-ben.

Azt mondjuk, hogy ϕ nem elágazó P -ben, ha eϕ(P ) = 1, és ϕ nem elágazó, ha C1 minden pontjában

az.

3.8.1 Megjegyzés. Szemléletesen az elágazási index azt méri, hogy az adott pontban ϕ hányszorosan

képezi rá C1-et C2-re.

3.8.2 Megjegyzés. Látható, hogy eϕ(P ) ≥ 1, hiszen ordϕ(P )tϕ(P ) = 1, azaz tϕ(P ) ∈ Mϕ(P ), ı́gy

ϕ∗tϕ(P ) ∈MP , tehát ordP (ϕ
∗tϕ(P )) ≥ 1.

3.4 Álĺıtás. Legyen C1, C2 két sima görbe, ϕ : C1 → C2 nem konstans leképezés közöttük. Ekkor

1, ∀Q ∈ C2 :
∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P ) = deg ϕ.

2, véges sok kivétellel ∀Q ∈ C2 : #ϕ−1(Q) = degs ϕ.

3, ha ψ : C2 → C3 egy másik nem konstans leképezés, akkor ∀P ∈ C1 eψ◦ϕ(P ) = eϕ(P )eψ(ϕ(P )).

Bizonýıtás. 1, 2, Nem bizonýıtjuk (ld. [3] Hartshorne: Algebraic Geometry, Ch.II., Prop. 6.8, 6.9).

3, Legyen tϕ(P ), tψ◦ϕ(P ) pŕımelem az adott pontokban. ordϕ(P )(t
eψ(ϕ(P ))

ϕ(P ) ) = eψ(ϕ(P ))ordϕ(P )(tϕ(P )) =

eψ(ϕ(P )), valamint ordϕ(P )(ψ
∗tψ◦ϕ(P )) = eψ(ϕ(P )) defińıció alapján.

Így eϕ(P )eψ(ϕ(P )) = ordP (ϕ
∗t
eψ(ϕ(P ))

ϕ(P ) ) = ordP (ϕ
∗ψ∗tψ◦ϕ(P )) = ordP ((ψϕ)

∗tψ◦ϕ(P )) = eψ◦ϕ(P ).

3.5 Álĺıtás. C1, C2 két sima görbe, ϕ : C1 → C2 nem elágazó pontosan akkor, ha #ϕ−1(Q) = deg ϕ

∀Q ∈ C2

Bizonýıtás. A 3.4 Álĺıtás 1, részéből deg ϕ =
∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P ). Ez pontosan akkor egyenlő #ϕ−1(Q),

ha ∀P eϕ(P ) = 1 (mivel eϕ(P ) ≥ 1), azaz ϕ nem elágazó.

3.4 A Frobenius homomorfizmus

Számunkra a legfontosabb morfizmus az ún. Frobenius homomorfizmus lesz, ugyanis ennek a görbe

K-racionális pontjai fixpontjai lesznek.

3.9 Defińıció. Legyen char(K) = p > 0, q = pr, f ∈ K[X]. Ekkor f (q) az a polinom, amit f

együtthatóinak q-adik hatványra emelésével kapunk.

Ha C|K egy görbe, akkor belőle a C(q)|K új görbe az a görbe lesz, amelyre I(C(q)) a {f (q) : f ∈ I(C)}

által generált ideál.

A ϕ : C → C(q), ϕ([x0, ..., xn]) = [xq0, ..., x
q
n] leképezést a q-adik Frobenius homomorfizmusnak

nevezzük.

3.9.1 Megjegyzés. C(q) tényleg görbe lesz: az világos, hogy varietás, a dimenziója pedig dim(C(q)) =

trdeg(K(C(q))|K) = trdeg(K(C)|K), mivel I(C(q)) ∼= I(C).
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3.9.2 Megjegyzés. A q-adik Frobenius homomorfizmus tényleg C(q)-ba képez:

Ehhez elég belátni, hogy ∀P = [x0, ..., xn] ∈ C ϕ(P ) gyöke I(C(q)) generátorainak. Ez pedig char(K) =

p miatt valóban teljesül:

f (q)(ϕ(P )) = f (q)(xq0, ..., x
q
n) = (f(x0, ..., xn))

q = 0.

3.6 Álĺıtás. Ha char(K) = p > 0, q = pr, C|K görbe, ϕ : C → Cq a q-adik Frobenius homomorfizmus.

Ekkor

1, ϕ∗K(C(q)) = K(C)q := {fq : f ∈ K(C)}.

2, deg ϕ = q.

Bizonýıtás. 1, K(C) = {f/g : f, g ∈ homogén,Pn − beli,deg f = deg g}.

K(C) > ϕ∗K(C(q)) = {ϕ∗(f (q)/g(q)) : f, g ∈ homogén} mivel K tökéletes
=

{ϕ∗(f/g) : f, g ∈ homogén,Pn − beli,deg f = deg g} = {f(xq0, .., xqn)/g(x
q
0, ..., x

q
n)}.

K(C) > K(C)q = {f(x0, ..., xn)q/g(x0, ..., xn)q}.

Mivel K tökéletes és char(K) = p, ı́gy (K[X0, ..., Xn])
q = K[Xq

0 , ..., X
q
n], azaz ϕ

∗K(C(q)) = K(C)q.

Ezzel azt is nyertük, hogy ϕ, azaz K(C)|ϕ∗K(C(q)) tisztán inszeparábilis, azaz K(C) minden eleme

egy xq = a, a ∈ ϕ∗K(C(q)) alakú egyenlet gyöke.

2, Legyen t ∈ K(C) egy P -beli pŕımelem. Ekkor K(C)|K(t) szeparábilis a 2.4 Álĺıtás alapján,

K(C)|K(C)q tisztán inszeparábilis.

K(C)|K(C)q(t)|K(C)q

K(C)|K(C)q(t)|K(t)

Legyen f ∈ K(C) és jelölje mK(C)|F a K(C)|F bőv́ıtésbeli minimálpolinomját. mK(C)|K(C)q (x) =

xq − a alakú, ahol a ∈ K(C)q, azaz ∃b ∈ K(C) : a = bq. Így mK(C)|K(C)q (x) = xq − bq = (x − b)q,

mivel char(K) = p.

mK(C)|K(t)(x) szeparábilis.

Így mK(C)|K(C)q(t)(x) | (x− b)q és mK(C)|K(C)q(t)(x) | mK(C)|K(t)(x), ami miatt mK(C)|K(C)q(t)(x) is

szeparábilis. Ez csakis úgy lehetséges, hogy mK(C)|K(C)q(t)(x) = x− b, azaz K(C) = K(C)q(t).

Az 1, rész miatt deg ϕ = [K(C) : ϕ∗K(C(q))] = [K(C)q(t) : K(C)q]. Mivel tq ∈ K(C)q, az előbbi

gondolatmenethez hasonlóan ekkor t K(C)q(t)|K(C)q-beli minimálpolinomja (x− t)q divizorja. Ha a

minimál polinom (x − c)s lenne, ahol 1 ≤ s ≤ q, akkor a konstans tagot tekintve ts ∈ K(C)q, azaz

∃g ∈ K(C) : ts = gq. Ekkor s = ordP (t
s) = ordP (g

q) = qordP (g), azaz q|s, ami csakis q = s esetén

állhat fenn.

3.7 Álĺıtás. Legyen C1, C2 két sima görbe, ϕ : C1 → C2 leképezés közöttük, char(K) = p > 0. Ekkor

ϕ felbontható C1
ϕ1−→ C

(q)
1

ϕ2−→ C2, ahol q = degi ϕ, és ϕ1 a q-adik Frobenius homomorfizmus, ϕ2

szeparábilis.
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Bizonýıtás. Legyen L ϕ∗K(C2) szeparábilis lezártjaK(C1)-ben. EkkorK(C1)|L tisztán inszeparábilis

és [K(C1) : L] = q, ı́gy K(C1)
q ⊆ L.

A 3.6 Áĺıtást felhasználva K(C1)
q = ϕ∗1K(C

(q)
1 ), [K(C1) : ϕ

∗
1K(C

(q)
1 )] = q.

Ekkor a bőv́ıtések fokait összevetve azt kapjuk, hogy L = ϕ∗1K(C
(q)
1 ), azaz K(C1)|ϕ∗1K(C

(q)
1 )|ϕ∗K(C2).

Emiatt létezik ι : K(C2)→ K(C
(q)
1 ) injekció (ι := (ϕ∗1)

−1 ◦ id
ϕ∗
1K(C

(q)
1 )
◦ ϕ∗), ami fixen hagyja K-t. A

3.3 Álĺıtás 2, része alapján ı́gy létezik egy ϕ2 : C
(q)
1 → C2 leképezés, amire ϕ∗2 = ι. Ekkor tetszőleges

f ∈ ϕ∗K(C2)-re (ϕ2 ◦ ϕ1)∗f = (ϕ∗1 ◦ ϕ∗2)f = ϕ∗1(ϕ
∗
1)

−1 ◦ id
ϕ∗
1K(C

(q)
1 )
◦ ϕ∗f) = ϕ∗f .

Tehát ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1.

4 A divizorok

A Hasse becslés bizonýıtásában központi szerepet töltenek be ezek a görbékhez asszociált fromális

összegek. Ahogyan később látni fogjuk, többféle feĺırásukkal információkat tudunk kinyerni például a

görbe struktúrájáról vagy egy K(C)-beli függvényről.

4.1 A divizor- és a Picard csoport

4.1 Defińıció. Egy C görbe divizor csoportja a pontjai által generált szabad Abel-csoport, amit

Div(C)-vel jelölünk, elemeit divizoroknak h́ıvjuk. A P ponthoz tartozó divizort (P )-vel jelöljük.

Tehát Div(C) = {
∑
P∈C

nP (P ) : nP ∈ Z és csak véges sok nem 0}.

4.2 Defińıció. Egy D ∈ Div(C) divizor foka alatt degD =
∑
P∈C

nP -t értjük.

4.2.1 Megjegyzés. A 0-fokú divizorok Div0(C) < Div(C) részcsoportját alkotják az divizoroknak.

4.3 Defińıció. Ha C|K, σ ∈ Gal(K|K), és D ∈ Div(C), akkor Dσ :=
∑
P∈C

nP (P
σ).

D K felett definiált, ha Dσ = D ∀σ ∈ Gal(K|K).

4.3.1 Megjegyzés. A K felett definiált divizorok is csoportot alkotnak, amit DivK(C)-vel jelölünk.

4.4 Defińıció. Legyen 0 ̸= f ∈ K(C). Az f-hez rendelt divizor div(f) =
∑
P∈C

ordP f(P ).

4.4.1 Megjegyzés. A 2.3 Álĺıtás miatt csak véges pont együtthatója nem 0.

4.5 Defińıció. Egy D ∈ Div(C) divizor fődivizor, ha előáll D = div(f) alakban, valamely 0 ̸= f ∈

K(C)-re.

D1, D2 ∈ Div(C) lineárisan ekvivalens, D1 ∼ D2, ha D1 −D2 fődivizor.

Pic(C) := Div(C)/ ∼ C Picard-csoportja.
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4.6 Defińıció. Duális leképezést divizor csoportok között is definiálhatunk:

Legyen C1, C2 két sima görbe, ϕ : C1 → C2 nem konstans leképezés közöttük. ϕ indukál egy leképezést

az divizor csoportok között: ϕ∗ : Div(C2)→ Div(C2), (Q) 7→
∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P )(P ), tetzőleges divizorokra

pedig lineárisan terjed ki.

4.1 Álĺıtás. 1, deg(ϕ∗D) = deg ϕ · degD ∀D ∈ Div(C2)

2, ϕ∗div(f) = div(ϕ∗f) minden f ∈ K(C2)− {0}-ra

3, Ha ψ : C2 → C3 egy másik nem konstans leképezés, akkor (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗.

Bizonýıtás. 1, Legyen D =
∑

Q∈C2

nQQ.

Ekkor deg(ϕ∗D) = deg(
∑

Q∈C2

nQϕ
∗(Q)) = deg(

∑
Q∈C2

nQ
∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P )(P )) =
∑

Q∈C2

∑
P∈ϕ−1(Q)

nQeϕ(P ).

A 3.4 Álĺıtás 1, része alapján deg ϕ =
∑

P∈ϕ−1(R)

eϕ(P ) tetszőleges R ∈ C2-re.

Másrészt degD =
∑

Q∈C2

.

Így degD · deg ϕ =
∑

Q∈C2

nQ ·
∑

P∈ϕ−1(R)

eϕ(P ) =
∑

Q∈C2

nQ
∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P ) =
∑

Q∈C2

∑
P∈ϕ−1(Q)

nQeϕ(P ) =

deg(ϕ∗D).

2, Legyen P ∈ C1 tetszőleges, tϕ(P ) egy pŕımelem ϕ(P )-ben. Ekkor ordP (ϕ
∗f) = ordϕ(P )(f) =

ordϕ(P )(tϕ(P ))ordϕ(P )(f) = ordP (ϕ
∗tϕ(P ))ordϕ(P )(f) = eϕ(P )ordϕ(P )(f).

Ezt felhasználva ϕ∗(divf) = ϕ∗(
∑

Q∈C2

ordQ(f)(Q)) =
∑

Q∈C2

ordQ(f)
∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P )(P ) =∑
Q∈C2

∑
P∈ϕ−1(Q)

ordQ(f)eϕ(P )(P ) =
∑

Q∈C2

∑
P∈ϕ−1(Q)

ordP (ϕ
∗f)(P ) =

∑
P∈C1

ordP (ϕ
∗f)(P ) = div(ϕ∗f).

3, A 3.4 Álĺıtás 3, része alapján eψ◦ϕ(P ) = eϕ(P )eψ(ϕ(P )). Legyen R ∈ C3, ekkor (ϕ∗ ◦ ψ∗(R) =

ϕ∗(ψ∗(R)) = ϕ∗(
∑

Q∈ψ−1(R)

eψ(Q)(Q)) =
∑

Q∈ψ−1(R)

eψ(Q)
∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P )(P ) =∑
Q∈ψ−1(R)

∑
P∈ϕ−1(Q)

eψ(ϕ(P ))eϕ(P )(P ) =
∑

Q∈ψ−1(R)

∑
P∈ϕ−1(Q)

eψ◦ϕ(P )(P ) =
∑

P∈(ψ◦ϕ)∗(R)

eψ◦ϕ(P )(P ) =

(ψ ◦ ϕ)∗(R).

4.2 Álĺıtás. Legyen C egy sima görbe, f ∈ K(C)− {0}. Ekkor deg div(f) = 0.

Bizonýıtás. Az egyszerűbb ı́rásmód kedvéért a [0, 1]-et 0-ként ı́rjuk a bizonýıtás további részében.

A 4.1 Álĺıtás 2, része alapján f̂∗div(id) = div(f̂∗id) = div(id ◦ f̂) = div(f), másrészt div(id) =∑
P∈P1

ordP (id)(P ) = (0)+ord∞(id)(∞) = (0)+ord0(1/x)(∞) = (0)− ord0(id)(∞) = (0)− (∞). Tehát

div(f) = f̂∗((0)− (∞)).

A 4.1 Áı́tás 1, részét felhasználva deg div(f) = deg(f̂∗((0) − (∞))) = deg f̂∗((0)) − deg f̂∗((∞)) =

deg f̂ · deg((0))− deg f̂ · deg((∞)) = deg f̂ − deg f̂ = 0.

4.2 L (D)

4.7 Defińıció. C egy görbe, a D =
∑
P∈C

nPP ∈ Div(C) divizor pozit́ıv, ha nP ≥ 0 minden P -re. Ezt

D ≥ 0-bal jelöljük.

D1, D2 ∈ Div(C), D1 ≥ D2, ha D1 −D2 ≥ 0.
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4.8 Defińıció. C egy görbe, D ∈ Div(C). Ekkor legyen L (D) := {f ∈ K(C) − {0} : div(f) ≥

−D} ∪ {0} véges dimenziós K-vektortér.

A dimenzióját dimK L (D) =: ℓ(D)-vel jelöljük.

4.3 Álĺıtás. C egy görbe, D,D′ ∈ Div(C).

1, Ha degD < 0, akkor L (D) = {0} és ℓ(D) = 0.

2, L (D) valóban egy véges dimenziós K-vektortér.

3, Ha D ∼ D′, akkor L (D) ∼= L (D′) (és ℓ(D) = ℓ(D′)).

Bizonýıtás. 1, Tegyük fel, hogy f ∈ L (D) ̸= {0}, f ̸= 0. A 4.2 Álĺıtás alapján 0 = deg div(f) ≥

deg(−D) = −deg(D), amibő deg(D) ≥ 0, ami ellentmondás.

2, Legyen D =
∑
P∈C

nPP .

L (D) vektortér: f, g ∈ L (D), k ∈ K, ekkor ordP (f + g) ≥ min(ordP (f), ordP (g)) ≥ −nP , azaz

div(f + g) ≥ −D, f + g ∈ L (D), valamint ordP (kf) = ordP (k)+ordP (f) = 0+ordP (f) = ordP (f) ≥

−nP , azaz div(kf) ≥ −D, kf ∈ L (D).

Végesség: Mivel K(C)|K véges, és K(C)|L (D)|K, ı́gy szükségszerűen L(D)|K is az.

3, D ∼ D′, azaz létezik f ∈ K(C), amire D − D′ = div(f). Ekkor L (D) → L (D′), g 7→ gf egy

izomorfizmus, hiszen div(g) ≥ −D ⇐⇒ div(gf) ≥ −D′ (div(gf) = div(g) + div(f) = div(g) +D −

D′).

5 A differenciálformák

A differenciálformák a deriváltfüggvények algebrai megfelelői, az analitikus jelentés helyett algebrailag

vizsgáljuk őket (ld. már csak defińıciót is). Nekünk a szeparábilis leképezések vizsgálatánál, a

görbék geometriai jellemzésénél, illetve később az elliptikus görbék esetén bizonyos morfizmusok lin-

earizácójánál lesznek hasznosak.

5.1 Néhány alapvető fogalom és álĺıtás

5.1 Defińıció. Legyen C egy görbe. A {dx : x ∈ K(C)} szimbólumok által generált K(C)-vektortér,

melyre

1, d(x+ y) = dx+ dy ∀x, y ∈ K(C)

2, d(xy) = xdy + ydx ∀x, y ∈ K(C)

3, da = 0 ∀a ∈ K,

a C görbe differenciálformáinak tere, amit ΩC-vel jelölünk.

5.2 Defińıció. Duális leképezések:

Legyen C1, C2 két görbe, ϕ : C1 → C2 nem konstans leképezés közöttük. Ekkor a ϕ∗ : K(C2) →
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K(C1) indukál egy leképezést a differenciálformák terei között: ϕ∗ : ΩC2
→ ΩC1

, ϕ∗(
n∑
i=1

fidxi) :=

n∑
i=1

(ϕ∗fi)d(ϕ
∗xi).

5.1 Álĺıtás. Legyen C egy görbe. Ekkor ΩC egy 1-dimenziós K(C)-vektortér, továbbá x ∈ K(C)-re

dx bázis pontosan akkor, ha K(C)|K(x) véges, szeparábilis bőv́ıtés.

Bizonýıtás. Nem bizonýıtjuk (ld. [4] Shafarevich: Basic Algebraic Geometry 1, Ch.3, §5, Thm.3.17).

5.2 Álĺıtás. Legyenek C1, C2 görbék. Ha ϕ : C1 → C2 nem konstans leképezés, akkor ϕ szeparábilis

pontosan akkor, ha ϕ∗ : ΩC2
→ ΩC1

injekt́ıv.

Bizonýıtás. Legyen dy ΩC2
bázisa, azaz az 5.1 Álĺıtás miatt K(C2)|K(y) szeparábilis.

Így ϕ∗K(C2)|ϕ∗K(y) = K(ϕ∗y) is szeparábilis.

ϕ∗ pontosan akkor injekt́ıv, ha d(ϕ∗y) ̸= 0, ami az 5.1 Álĺıtás miatt ekvivalens azzal, hogy d(ϕ∗y) bázisa

ΩC1
-nek, ami pedig szintén az 5.1 Álĺıtás miatt ekvivalens azzal, hogy K(C1)|K(ϕ∗y) szeparábilis,

ami pedig a 3.2.7 Megjegyzés alapján ekvivalens azzal, hogy K(C1)|ϕ∗K(C2) szeparábilis azaz ϕ

szeparábilis.

5.3 Álĺıtás. C egy görbe, P ∈ C, t ∈ K(C) pŕımelem P -ben. Ekkor

1, tetszőleges ω ∈ ΩC-re létezik egyértelműen egy g ∈ K(C) úgy, hogy ω = gdt. Ezt a g-t ω/dt-vel

jelöljük.

2, ha f ∈ K(C) reguláris P -ben, akkor df/dt is az.

3, ordP (ω/dt) csak ω-tól és P -től függ, t-től független. Ezt ordP (ω)-val jelöljük.

4, ha x ∈ K(C) olyan, hogy K(C)|K(x) szeparábilis és x(P ) = 0, akkor minden f ∈ K(C)-re

ordP (fdx) = ordP (f) + ordP (x)− 1.

5, legfeljebb véges sok kivétellel minden P ∈ C-re ordP (ω) = 0.

Bizonýıtás. 1, 5.1 Álĺıtásból azonnal következik.

2, A deriválási szabályokból (az analáızisben tanultakhoz hasonlóan) könnyen adódik, hogy d(xy ) =

y·dx−x·dy
y2 minden x, y ∈ K(C)-re. Így az f = f1

f2
; f1, f2 ∈ K[C] függvényre df = d( f1f2 ) =

f2·df1−f1·df2
f2
2

=

f2·(df1/dt)−f1·(df2/dt)
f2
2

· dt, ı́gy az 1, rész alapján df/dt = f2·(df1/dt)−f1·(df2/dt)
f2
2

= f2·df1−f1·df2
f2
2 ·dt

. Mivel dt

bázisa ΩC-nek, ı́gy szükségképpen nem lehet se gyöke, se pólusa egyik pontban sem, az pedig, hogy f

P -ben reguláris, éppen azt jelenti, hogy f2 ̸∈ MP , és ı́gy f
2
2 ̸∈ MP . És a számlálóból sem származhat

pólus, mivel a deriválási szabályokból az is könnyen következik, hogy nem vezetnik ki K[C]-ből. Tehát

ekkkor df/dt is reguláris P -ben.

3, Legyen t, t′ két pŕımelem P -ben. Ekkor a 2, rész alapján dt/dt′ és dt′/dt reguláris P -ben, ami

ordP (dt/dt
′) = −ordP (dt′/dt) miatt csak ordP (dt/dt

′) = 0 esetén lehetséges.

Másrészt ω = gt′dt
′ = gt′(dt

′/dt)dt, azaz gt = gt′(dt
′/dt).
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Így ordP (ω/dt
′) = ordP (gt′) = ordP (gt′) + ordP (dt

′/dt) = ordP (gt′(dt
′/dt)) = ordP (g) = ordP (ω/dt).

4, Írjuk fel x-et x = utn alakban, ahol n = ordP (x) ≥ 1, és ı́gy ordP (u) = 0. ordP (x) ≥ 1, mivel, ha

p|n, akkor tn/p = (x/u)1/p := α ∈ K(C), másfelől ez azt jelenti, hogy α gyöke ξp− (x/u) ∈ K(x, u)[ξ]-

nek, azonban ennek α p-szeres gyöke ((ξp − (x/u))′ ≡ 0), ı́gy ξp − (x/u) = (ξ − α)p, viszont K(C)

szeparábilis K(x, u) felett, azaz α minimálpolinomja ξ − α, α ∈ K(x, u), α = f(x, u)/g(x, u) valamely

f, g ∈ K[ξ, ζ]-ra, x/u = f(x, u)p/g(x, u)p = F (xp, up)/G(xp, up), ami ellentmondás.

A differenciálási szabályok alapján dx = du ·tn+u ·dtn = du ·tn+u ·ntn−1 ·dt = [(du/dt)tn+nutn−1]dt.

A 2, rész alapján du/dt reguláris P -ben, ı́gy ha n ̸= 0, akkor ordP (dx) = ordP ([(du/dt)t
n+nutn−1]dt) =

ordP (nut
n−1dt) = n− 1. Így ordP (fdx) = ordP (f · nutn−1dt) = ordP (f) + n− 1.

5, Ezt az álĺıtást csak elliptikus görbékre látjuk be (később ezekre fogjuk használni), azaz felteszzük,

hogy C = V (⟨y2 + a1xy + a3y − x3 − a2x2 − a4x− a6⟩)

A 2.2.2 Megjegyzés alapján x − x0 pŕımelem P = (x0, y0)-ban, ugyanis generálja MP -t: MP =

⟨x−x0, y−y0⟩ generálja, másrészt most y2+a1xy+a3y−(y20+a1xy0+a3y0) = x3+a2x
2+a4x+a6−(x30+

a2x
2
0+a4x0+a6), ahonnan (y−y0)(y+y0+a1x+a3) = (x−x0)(x2+xx0+x20+a2(x+x0)+a4), véges

sok pont kivételével y+ y0 + a1x+ a3 egység K[C]P -ben, ı́gy y− y0 = (x− x0)x
2+xx0+x

2
0+a2(x+x0)+a4

y+y0+a1x+a3
,

azaz y − y0 kifejezhető x− x0 többszöröseként, ı́gy x− x0 generálja MP -t.

A 4, rész alapján pedig ordP (ω) = ordP (fd(x−x0)) = ordP (f)+ordP (x−x0)−1 = 0+1−1 = 0.

5.2.1 Megjegyzés. A 4, pont speciálisan azt mondja f ≡ 1-gyel, hogy ordP (dx) = ordP (x) − 1

minden x ∈ K(C)-re.

5.2 Differenciálformák divizorjai

5.3 Defińıció. Legyen ω ∈ ΩC . Az ω-hoz asszociált divizor div(ω) =
∑
P∈C

ordP (ω)(P ) ∈ Div(C).

5.4 Defińıció. C kanonikus divizor osztálya div(ω) osztáya Pic(C)-ben tetszőleges 0 ̸= ω ∈ ΩC-re.

Ezen osztály bármely elemét kanonikus divizornak nevezzük.

5.4.1 Megjegyzés. A defińıció értelmes, hiszen ha ω1, ω2 ∈ ΩC nem 0 differnciálformák, akkor 5.1

Álĺıtás miatt ω1 = fω2 valamely f ∈ K(C)-ra. Így ordP (ω1) = ordP (fω2) = ordP (f) + ordP (ω2)

minden P ∈ C-re, azaz div(ω1) = div(f) + div(ω2). Tehát div(ω1) ∼ div(ω2).

5.1 Tétel. Riemann-Roch tétel

Legyen C egy sima görbe, KC kanonikus divizor C-n. Ekkor létezik g ∈ Z≥0, amit C génuszának

nevezünk, hogy minden D ∈ Div(C)-re ℓ(D)− ℓ(KC −D) = degD − g + 1

Bizonýıtás. Nem bizonýıtjuk (ld. [5] Lang: Introduction to Algebraic and Abelian Funtions, Ch. I,

§2).
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5.1.1 Következmény. Ha degD > 2g − 2, akkor ℓ(D) = degD − g + 1.

Bizonýıtás. A Riemann-Roch tételt fogjuk használni.

1, 0-ra: −g + 1 = deg 0 − g + 1 = ℓ(0) − ℓ(KC − 0) = dimK K − ℓ(KC) = 1 − ℓ(KC), ı́gy ℓ(Kc) = g.

(L (0) = K, mivel a 4.2 Álĺıtásból tudjuk, hogy deg div(f) = 0 minden f ∈ K(C)-re, ı́gy div(f) ≥ 0

csakis úgy lehet, ha div(f) = 0, azaz ha f nem 0 konstans.)

2, KC-re: degKC − g + 1 = ℓ(KC)− ℓ(0) = g − 1, ı́gy degKC = 2g − 2.

Tehát deg(KC −D) < 0, ı́gy a Riemann -Roch tételt, illetve a 4.3 Álĺıtás 1, részét hazsnálva

deg(KC − D) − g + 1 = ℓ(KC − D) − ℓ(D) = 0 − ℓ(D), azaz ℓ(D) = g − 1 − degKC + degD =

g − 1− 2g + 2 + degD = degD − g + 1.

5.5 Defińıció. Az ω ∈ ΩC differenciálformát is regulárisnak h́ıvjuk P ∈ C-ben, ha ordP (ω) ≥ 0, és

regulárisnak, ha C minden pontban az.

5.4 Álĺıtás. A P1 görbe génusza 0.

Bizonýıtás. Először megmutatjuk, hogy P1-en nincsen reguláris differenciál forma. Legyen t ko-

ordináta függvény P1-en (azaz P1 = {[t, 1] : t ∈ K} ∪ ∞, ha X,Y a homogén koordináták, akkor

t = X/Y ). Ekkor tetszőleges ω ∈ ΩP1-re az 5.3 Álĺıtás 1, része alapján létezik g ∈ K(P1), hogy ω = gdt.

Ekkor tehát P = [t0, 1]-ben ordP (ω) = ordP (g) (mivel dt = d(t−t0), és t−t0 pŕımelem P -ben). ∞-ben

pedig 1/t lesz a pŕımelem, a deriválási szabályokból d(1/t) = −dt/t2, ı́gy ω = gdt = −t2g(−dt/t2) =

−t2gd(1/t). Vagyis ord∞(ω) = ord∞(−t2g) = ord∞(g)− 2. Tehát deg div(ω) = deg div(g)− 2 = −2 a

4.2 Álĺıtást felhasználva.

Azt is észre vehetjük, hogy egy C görbére és a KC = div(ω) kanonikus osztóra (ω-t válasszuk bázisnak)

L (KC) ∼= {ΩC reguláris elemei}, ugyanis a φ : L (KC)→ {ΩC reguláris elemei}, f 7→ fω egy izomor-

fizmus:

1. értelmes, mivel ha f ∈ L (KC), akkor div(f) ≥ div(ω), ı́gy div(fω) ≥ 0, ami éppen azt jelenti,

hogy fω reguláris

2. ez triviálisan egy injekt́ıv homomorfizmus

3. szürjektivitás: minden {reguláris ω ∈ ΩC} előáll fω aakban, ahol f ∈ K(C), az hogy reguláris,

éppen azt jelenti, hogy div(fω) ≥ 0, vagyis div(f) ≥ −div(ω), azaz f ∈ L (KC).

Így ℓ(KC) = dimK{ΩC reguláris elemei}. Ez most a mi esetünkre nézve ℓ(KP1) = dimK{ΩP1 reguláris elemei} =

dimK{0} = 0.

Az 5.1.1 Következmény bizonýıtásának 1, pontjában belátottak szerint pedig ℓ(KP1) = g, tehát P1

génusza 0.
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6 Az elliptikus görbék

6.1 A Weierstrass-egyenletek és elliptikus görbék

Bevezetjük az algebrailag jól megfogható Weierstrass-egyenletek-, illetve a geometriailag jobban léırható

elliptikus görbék fogalmát, majd megmutatjuk, hogy (legalábbis a mi céljaink szempontjából) a kettő

lényegében ugyanazt jelenti.

6.1 Defińıció. Weierstrass-egyenletnek nevezzük az Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z +

a4XZ
2 + a6Z

3 alakú homogén egyenletet, ahol a1, ..., a6 ∈ K. Ha a1, ..., a6 ∈ K, akkor az általa

megadott görbe definiált K felett.

Ennek egyetlen ideáis pontja a [0, 1, 0] := ∞. A továbbiakban az egyszerűség kedvéért az egyenlet

inhomogén y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 alakját fogjuk használni, nem megfeledkezve a ∞

pontjáról.

6.1.1 Megjegyzés. Ha f egy Weierstrass-egyenlet, akkor valóban görbét ad meg: ha V jelöli az

álatala megadott varietást, akkor trdeg(K(V )|K) = trdeg(Quot(K[x, y]/⟨f⟩)|K) = 1, ugyanis {y} egy

transzcendencia bázis, hiszen x kifejezhető y-nal, mivel f x-re egy harmadfokú egyenlet y paraméterrel.

6.2 Defińıció. Definiálunk néhány jellemző értéket:

b2 = a21 + 4a2, b4 = 2a4 + a1a3, b6 = a23 + 4a6, b8 := a21a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a
2
3 − a24,

∆ := −b22b8 − 3b34 − 27b26 + 9b2b4b6 az egyenlet diszkriminánsa,

ω := dx/(2y + a1x + a3) = dy/(3x2 + 2a2x + a4 − a1y) az egyenlet invariáns differenciálja (a két

alakot a deriválási szabályoknak az egyenlet mindkét oldalára való alkalmazásából kapjuk).

6.2.1 Megjegyzés. Defińıcióból kiszámolható, hogy ∆ ̸= 0 pontosan akkor, ha aWeierstrass-egyenlettel

megadott görbe sima.

6.1 Álĺıtás. Az ω invariáns differenciál reguláris (ordP (ω) ≥ 0) és nincs gyöke E-n (ordP (ω) ≤ 0),

azaz div(ω) = 0.

Bizonýıtás. Legyen P = (x0, y0) ∈ E, F (x, y) = y2 + a1xy + a3y − x3 − a2x2 − a4x− a6. Ekkor ω =

d(x− x0)/∂yF (x, y) = d(y − y0)/∂xF (x, y). P nem lehet ω pólusa, különben ∂xF (P ) = ∂yF (x, y) = 0

lenne, azaz P nem lenne sima, ami ellentmondás.

Legyen ϕ : E → P1, ϕ([x, y, 1]) := [x, 1], deg ϕ = [K(E) : ϕ∗K(P1)] = 2 (mivel K(E) = ϕ∗K(P1)(y)

és dimK(P1) ϕ
∗K(P1)(y) = deg y = 2, ugyanis 1, y, y2 összefügg az E-t megadó egyenlet mentén), ı́gy

a 3.4. Álĺıtás 1, része alapján ordP (x − x0) ≤ 2 (x − x0 vehető pŕımelemnek az elágazási index

defińıciójában) és ordP (x − x0) = 2 pontosan akkor, ha F (x0, y)-nak 2-szeres gyöke van. Tehát
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ordP (x − x0) = 1 vagy ordP (x − x0) = 2 és ∂yF (x0, y) = 0. Mindkét esetben az 5.3 Álĺıtás 4, része

miatt ordP (ω) = ordP (x− x0)− ordp(∂yF )− 1 = 0.

Egy eset maradt: P =∞. Ekkor pedig legyen t∞ egy pŕımelem ∞-ban. Mivel a 2.1.2 és 2.1.3 Példák

alapján ord∞(x) = −2 és ord∞(y) = −3, ı́gy x = t−2
∞ f , y = t−3

∞ g valamely f, g ∈ K(E)-re, amelyekre

f(∞), g(∞) ̸= 0,∞.

Ezek alapján ω = dx/∂yF (x, y) = d(t−2f)/∂yF (x, y) = ((−2t−3f + t−2f ′)/(2t−3g+a1t
−2f +a3))dt =

((−2f + tf ′)/(2g+ a1tf + a3t
3))dt. (Vegyük észre, hogy f ′ = df/dt 5.3 Álĺıtás 2, része miatt reguláris

∞-ban).

Tehát, ha char(K) ̸= 2, akkor ((−2f + tf ′)/(2g+a1tf +a3t3))dt∞-ban reguláris, nem 0. char(K) = 2

esetén hasonló gondolatmenetet alkalmazhatunk ω = dy/∂x(x, y)-ra.

6.1.1 Következmény. Egy sima, Weierstrass egyenlettel megadott görbe génusza 1.

Bizonýıtás. Tekintsük az ω invariáns differenciált. Az 5.1.1 Következmény bizonýıtása során beláttuk,

hogy degKC = 2g − 2, ı́gy ez alapján 2g − 2 = deg div(ω) = deg 0 = 0, ahonnan g = 1.

6.3 Defińıció. Az elliptikus görbe egy (E,O) pár, ahol E egy 1 génuszú sima görbe P2-ben és O ∈ E

egy kijelölt bázispont. Ha a bázispont egyértelmű (általában O =∞), egyszerűen E-vel jelöljük.

6.2 Álĺıtás. 1, Minden sima, Weierstrass egyenlettel megadott görbe elliptikus görbe.

2, Ford́ıtva, ha E|K egy K felett definiált elliptikus görbe, akkor létezik x, y ∈ K(E) úgy, hogy

ϕ : E → P2, ϕ = [x, y, 1] egy izomorfizmus E|K-ról egy C ⊆ P2 Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 +

a4X + a6 ∈ K[X,Y ] Weierstrass egyenlettel megadott sima görbére és ϕ(O) = [0, 1, 0].

Bizonýıtás. 1, Ezt az előzőek során már beláttuk (6.1.1 Megjegyzés és 6.1.1 Következmény).

2, Az 5.1.1 Következmény miatt ℓ(n(O)) = deg n(O) − g + 1 = n − 1 + 1 = n minden n = 1, 2, ...-re.

Belátható (ld. [2] Siverman: The Arithmetic of Elliptic Curves, Ch. II, Prop. 5.8), hogy ha C|K-nakD

egy K felett definiált divizorja, akkor L (D)-nek van K(C)-beli bázisa. Tehát létezik x, y ∈ K(E) úgy,

hogy K felett {1, x} bázisa L (2(O))-nak és {1, x, y} pedig bázisa L (3(O))-nak. Ekkor szükségképpen

ordO(x) = −2 és ordO(y) = −3, hiszen L (n(O)) = {f ∈ K(E)− {0} : divf ≥ −n(O)}.

Mivel L (2(O)),L (3(O)) ⊆ L (6(O)), ı́gy 1, x, y, x2, xy, y2, x3 ∈ L (6(O)), másrészt viszont ℓ(6(O)) =

6. Így létezik λ1, ..., λ7 ∈ K, amire λ1 + λ2x+ λ3y + λ4x
2 + λ5xy + λ6y

2 + λ7x
3 = 0 (λ1, ..., λ7 azért

választható K-belinek, mert a bázist kereshetjük K(E)-ben az előzőleg hivatkozott álĺıtás szerint).

Ekkor λ6 ̸= 0, λ7 ̸= 0, különben a kifejezés minden tagjának más lenne O-ban a rendje, azaz a rendek

minimuma lenne a kifejezés rendje, holott ∞-nek kellene lennie, hiszen 0-val egyenlő.

Az (x, y) 7→ (−λ6λ7x, λ6λ27y) cserével, majd λ36λ
4
7-nel lenormálva a ϕ = [x, y, 1] egy Weierstrass egyen-

let görbéjére képez.
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ϕ(O) = [0, 1, 0], mivel ordO(y) > ordO(x), ı́gy a projekt́ıv koordinátákat beszorozhatjuk az y nevezőjével,

amitől az első és a harmadik koordinátában gyök lesz.

ϕ morfizmus a 3.1 Álĺıtás miatt és szürjekt́ıv a 3.2 Álĺıtás miatt.

Most a 3.3.1 Következményt szeretnénk használni, ahhoz, hogy megmutassuk, hogy ϕ izomorfizmus.

Ehhez az kell, hogy deg ϕ = 1 legyen, azaz 1 = deg ϕ = [K(E) : ϕ∗K(P2)] = [K(E) : K(x, y)], ami

azzal ekvivalens, hogy K(E) = K(x, y).

Ehhez tekintsük a [x, 1] : E → P1 leképezést. x-nek O-ban van 2-szeres pólusa (2.2.2 Megjegyzés),

más pontokban pedig nincs pólusa. Így a 3.4 Álĺıtás 1, része miatt 2 = deg[x, 1] = [K(E) : K(x)].

Teljesen hasonlóan, mivel y-nak O-ban 3-szoros pólusa van (2.2.3 Megjegyzés), más pontban pedig

nincs pólusa, az [y, 1] : E → P1 leképezés foka 3, ı́gy [K(E) : K(y)] = 3.

Ezek alapján, mivel 2 = [K(E) : K(x)] = [K(E) : K(x, y)][K(x, y) : K(x)], illetve 3 = [K(E) :

K(y)] = [K(E) : K(x, y)][K(x, y) : K(y)], ı́gy [K(E) : K(x, y)] | 2, 3, amiből [K(E) : K(x, y)] = 1.

Az maradt hátra, hogy C sima (ami kell a 3.3.1 Következmény használhatóságához is). Indirekt tegyük

fel, hogy nem az. (x, y) 7→ (x− x0, y − y0) cserével feltehetjük, hogy az (x0, y0) = (0, 0) pontban nem

sima (ekkor a6 szükségképpen 0), azaz

0 = ∂x(y
2 + a1xy + a3y − x3 − a2x2 − a4x− a6)

∣∣
(0,0)

= a1y − 3x2 − 2a2x− a4
∣∣
(0,0)

= −a4, és

0 = ∂y(y
2 + a1xy + a3y − x3 − a2x2 − a4x− a6)

∣∣
(0,0)

= 2y + a1x+ a3|(0,0) = a3.

Így a Weierstrass-egyenlet y2 + a1xy = x3 + a2x
2 alakú, vagyis a φ : C → P1, (x, y) 7→ [x, y]-ra

degφ = 1, mivel létezik inverze: φ−1 : P1 → E [1, t] 7→ (t2 + a1t− a2, t3 + a1t
2 − a2t).

Így φ ◦ ϕ : E → P1 egy 1 fokú leképezés két sima görbe között, ı́gy a 3.3.1 Következmény alapján

E ∼= P1, ami viszont ellent mond annak, hogy E génusza 1, P1-é viszont 0 az 5.4 Álĺıtás alapján. (A

génusz izomorfizmus-invariáns, hiszen ha két görbe között van egy izomorfizmus, akkor az a divizorcso-

portkaik között is indukál egy izomorfizmust, az 5.1 Tétel alapján peidg a génuszt a divizorcsoportok

alapján származtatjuk).

Tehát C sima és innen pedig már azt is kapjuk, hogy ϕ izomorfizmus.

6.2 Csoportstruktúra az elliptikus görbéken

6.4 Defińıció. LAB-vel jelöljük az A,B pontokon átmenő egyenest, ami A = B esetén az A-beli

érintő.

Gyakran lesz szükségünk A,B ∈ E esetén LAB ∩ E harmadik metszéspontjára, ı́gy erre bevezetjük

az LAB ∩3 E jelölést. (A metszéspontokat multiplicitással számoljuk, ı́gy LAB ∩3 E ∈ {A,B}, illetve

A = B esetén LAB ∩3 E = A előfordulhat.)

6.4.1 Megjegyzés. A Bézout-tétel (ld. [4] Shafarevich: Basic Algebraic Geometry 1, Ch. 3, §2.2)

alapján, ha L egy egyenes, akkor #(L ∩ E) = 3 multiplicitással számolva.
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6.5 Defińıció. Legyen E ⊆ P2 egy Weierstrass-egyenlettel megadott görbe, O = [0, 1, 0] a kijelölt

pontja (ún. bázispontja). E-n megadunk egy (E,⊕) csoport struktúrát: P,Q ∈ E, és legyen R :=

LPQ ∩3 E. Ekkor P ⊕Q-t LRO ∩3 E-ként definiáljuk.

6.1 Lemma. Ha L egy egyenes és L ∩ E = {A,B,C} nem feltétlen különböző pontok, akkor (A ⊕

B)⊕ C = O.

Bizonýıtás. LAB ∩3 E = C, mivel L ∩ E = {A,B,C}. Így A⊕B = LCO ∩3 E.

L(A⊕B)C∩3E = O, mivel az előzőek alapján LCO∩E = {C,O,A⊕B}. Így (A⊕B)⊕C = LOO∩3E = O,

mivel az O-beli érintő 3 multiplicitással metszi E-t. Ugyamis, ha egy S ̸= O pontban metszené, akkor,

mivel O ideális pont, az O-beli érintő szükségszerűen az ideális egyenes, azaz ekkor S-nek is ideális

pontnak kellene lennie, de korábban már láttuk, hogy a Weierstrass-egyenlet egyetlen ideális megoldása

az O pont.

6.3 Álĺıtás. (E,⊕) valóban (Abel-)csoport: P,Q,R ∈ E tetszőleges, nem feltétlen különböző pontok.

1,P ⊕O = P

2, P ⊕Q = Q⊕ P

3, Létezik ⊖P ∈ E, hogy P ⊕ (⊖P ) = O.

4, (P ⊕Q)⊕R = P ⊕ (Q⊕R)

Bizonýıtás. 1, LPO ∩3 E =: S, P ⊕O = LSO ∩3 E = P , hiszen LPO ∩ E = {P,O, S}.

2,LPQ ∩3 E =: S, P ⊕Q = LSO ∩3 E = Q⊕ P , hiszen LPQ = LQP .

3, Az előző lemma alpaján könnyen látszik, hogy LPO ∩3E =: S esetén S jó lesz ⊖P -nek hiszen ekkor

O = (P ⊕O)⊕ S = P ⊕ S.

4, A 6.5 Álĺıtás 5, részéből azonnal következni fog.

6.6 Defińıció. Legyen P ∈ E, m ∈ Z ekkor [m]P :=
⊕m

P m > 0-ra, [m]P := [−m](⊖P ) m < 0-ra,

és [0]P := O.

Mostantól, ha egyértelmű, elhagyjuk az ⊕,⊖ jeleket és egyszerűen a +,− jelölést hazsnáljuk helyettük.

6.4 Álĺıtás. Legyen E az F (x, y) = y2+a1xy+a3y−x3−a2x2−a4x−a6 = 0 Weierstrass-egyenlettel

megadott elliptikus görbe. Ekkor

1, Ha P0 = (x0, y0) ∈ E, akkor −P0 = (x0,−y0 − a1x0 − a3).

2, P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2), P3 = (x3, y3) ∈ E úgy, hogy P1 + P2 = P3.

i , Ha x1 = x2 és y1 + y2 + a1x2 + a+ = 0, akkor P3 = O.

ii , Ha x1 ̸= x2, akkor legyen λ = y2−y1
x2−x1

és v = y1x2−y2x1

x2−x1

Ha x1 = x2, akkor pedig legyen λ =
3x2

1+2a2x1+a4−a1y1
2y1+a1x1+a3

és v =
−x3

1+a4x1+2a6−a3y1
2y1+a1x1+a3

.

Ekkor x3 = λ2 + a1λ− a2 − x1 − x2, és y3 = −(λ+ a1)x3 − v − a3.
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Bizonýıtás. 1, Ahogyan az előző álĺıtásban láttuk, −P0-at LP0O E-vel vett harmadik metszéspontja

adja, ez alapján fogjuk tudni a koordinátákat is kiszámolni: LP0O : x−x0, ezt F (x, y)-ba helyetteśıtve

egy y-ban 2.-fokú egyenletet kapunk: F (x0, y) = y2 + a1x0y + a3y − x30 − a2x20 − a4x0 − a6 = 0

Ennek az egyik megoldása nyilván y0, a másik, y′0 , pedig −P0 második koordinátája lesz (tudjuk,

hogy az egyenes P0, O,−P0 pontokban metszi E-t és az inhomogén egyenlet O =∞-t ”nem látja”, ı́gy

ennek az egyenletnek a megoldásai P0 és −P0). A gyökök összegére vonatkozó Viéte-formulák szerint

y′0 = −y0 − a1x0 − a3.

2, Az összeadásra vonatkozó formulát is az összegzési szabály egyenletrendszerré alaḱıtásából nyerjük:

i , Ha x1 = x2 és y1 + y2 + a1x2 + a+ = 0, akkor a −P0-ra vonatkozó formulából világos, hogy

P1 + P2 = O

ii , Különben LP1P2
: y = λx + v alakú, ahol λ, v ∈ K az álĺıtásban léırt értékek. Ezt F (x, y)-ba

ı́rva F (x, λx+ v) = (λx+ v)2 + a1x(λx+ v) + a3(λx+ v)− x3 − a2x2 − a4x− a6 x-ben 3.-fokú

polinomot kapunk, melynek két gyöke persze x1 és x2, a harmadik pedig −P3 első koordinátája

lesz (az előző álĺıtásban láttuk, hogy ha S a harmadik metszéspont, akkor P1+P2+S = O, azaz

P1 + P2 = −S, tehát S = −P3). Ismét a gyökök összegére vonatkozó Viéte formulák szerint,

illetve az előbb −P0-ra levezetett formula alpján

x3 = λ2 + λa1 − a2 − x1 − x2 és

−y3 − a1x3 − a3 = λx3 + v, azaz y3 = −(λ+ a1)x3 − v − a3.

6.3 Elliptikus görbék divizor csoportja

Azt fogjuk megmutatni, hogy egy E elliptikus görbe izomorf a Pic0(E) = Div0(E)/ ∼-vel, mégpedig

csoportstruktúra-tartó módon.

6.2 Lemma. Legyen C egy 1 génuszú görbe, P,Q ∈ C. Ekkor (P ) ∼ (Q) pontosan akkor, ha P = Q

Bizonýıtás. Ha (P ) ∼ (Q), akkor létezik egy f ∈ K(C) úgy, hogy div(f) = (P ) − (Q). Ekkor

f ∈ L ((Q)), ı́gy az 5.1.1 Következmény alapján dimK L ((Q)) = ℓ((Q)) = deg(Q)−g+1 = 1−1+1 = 1.

Másfelől, ha g egy nem 0 konstans függvény K(C)-ben, akkor ordP (g) = 0 minden P ∈ C-re, azaz

g ∈ L ((Q)). Így K ⊆ L (D).

Ezek alapján K = L (D). Így 0 = div(f) = (P )− (Q), ami csakis úgy lehetséges, ha P = Q.

A visszafele irány triviális.

6.5 Álĺıtás. Legyen (E,O) egy elliptikus görbe. Ekkor

1, minden D ∈ Div0(E)-hez létezik egyértelműen egy P ∈ E, hogy D ∼ (P )− (O).

Legyen σ : Div0(E)→ E az a leképezés, ami minden D-hez ezt a P pontot rendeli.
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2, σ : Div0(E)→ E szürjekt́ıv leképezés.

3, ha D1, D2 ∈ Div0(E), akkor σ(D1) = σ(D2) pontosan akkor, ha D1 ∼ D2.

Azaz σ indukál egy σ̂ : Pic0(E)→ E bijekciót.

4, σ̂ inverze κ : E → Pic0(E), P 7→ [(P )− (O)].

5, ha E-t egy Weierstrass-egyenlőtlenség adja meg, akkor a már bevezetett (E,⊕) csopotstruktúra

megegyezik a σ̂ által Pic0(E)-ből átöröḱıtett csoportstruktúrával.

Bizonýıtás. 1, E 1 génuszú, ı́gy az 5.1.1 Következmény miatt ℓ(D + (O)) = deg(D + (O))− g + 1 =

degD + deg(O)− g + 1 = 0 + 1− 1 + 1 = 1.

Legyen f ∈ K(E) L (D+(O)) egy generátora. Így nyilván div(f) ≥ −D− (O), másrészt a 4.2 Álĺıtás

miatt deg div(f) = 0, és deg(−D− (O)) = −1, ı́gy ez csakis úgy lehetséges, hogy van egy olyan P ∈ E,

hogy div(f) = −D − (O) + (P ).

Az is világos, hogy ez a P egyértelmű, ugyanis ha P, P ′ ∈ E olyan, hogy −D − (O) + (P ) = div(f) =

−D− (O) + (P ′), akkor (P ) = D+ (O) + div(f) = (P ′), azaz (P ) ∼ D+ (O) ∼ (P ′). Az előző lemma

miatt ekkor P = P ′.

2, Legyen P ∈ E tetszőleges. σ((P )− (O)) = P , hiszen −((P )− (O))− (O) + (P ) = 0.

3, P1 := σ(D1), P2 := σ(D2). Ekkor σ defińıciója alapján D1 ∼ (P1)− (O), és D2 ∼ (P2)− (O), azaz

D1 −D2 ∼ (P1)− (O)− (P2) + (O) = (P1)− (P2).

Ha P1 = P2, akkor D1 ∼ D2 (hiszen létezik f ∈ K(E) úgy, hogy D1 − D2 = div(f) + 0, vagyis

D1 = D2 + div(f)).

Ha pedig D1 ∼ D2, akkor (P1) ∼ (P2) (hiszen létezik f, g ∈ K(E) úgy, hogy D1 = D2 + div(f) és

D1 −D2 = (P1) − (P2) + div(g), ı́gy (P2) = −(D1 −D2) + (P1) + div(g) = (P1) − div(f) + div(g) =

(P1) + div(g/f) ), azaz az előző lemma alapján P1 = P2.

Tehát σ(D1) = σ(D2) pontosan akkor, ha D1 ∼ D2, azaz σ̂ injekt́ıv, és σ szürjektivitása miatt

szürjekt́ıv is, tehát bijekt́ıv.

4, Az előzőekbők triviális.

5, Legyen P,Q ∈ E. Azt szeretnénk tehát belátni, hogy P ⊕ Q = σ̂(κ(P ) + κ(Q)), mindkét oldalra

alkalmazva κ-t az ezzel ekvivalens álĺıtás, hogy κ(P ⊕Q) = κ(P ) + κ(Q).

LPQ : f(X,Y, Z) = αX + βY + γZ = 0 a P,Q-n átmenő egyenes egyenlete P2-ben. Legyen S =

LPQ ∩3 E, ekkor LSO : f̃(X,Y, Z) = α′X + β′Y + γ′Z = 0 pedig az S,O-n átmenő egyyenes egyenlete

P2-ben.

div(f/Z) = div(f) − div(Z) = (P ) + (Q) + (S) − 3(O), mivel Z = 0-nak O-ban 3 a multipicitása a

2.1.1 Példa alapján.

div(f̃/Z) = div(f̃)− div(Z) = (S) + (P ⊕Q) + (O)− 3(O).

A két egyenletet kivonva egymásból (P ⊕Q)+ (O)− (P )− (Q) = div(f̃/f) ∼ 0, átrendezve (P ⊕Q)−
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(O)− ((P )− (O))− ((Q)− (O)) ∼ 0, vagyis κ(P ⊕Q)− κ(P )− κ(Q) = 0.

6.6 Álĺıtás. Legyen (E,O) elliptikus görbe, D =
∑
P∈E

nP (P ) ∈ Div(E). Ekkor D fődivizor pontosan

akkor, ha degD = 0 és
⊕

P∈E [nP ]P = O.

Bizonýıtás. A 6.4 Álĺıtásban léırtak alapján D ∼ 0 pontosan akkor, ha O = σ(D) = σ(D −

degD(O)) = σ(
∑
P∈E

nP [(P )− (O)]) =
⊕

P∈E [nP ]σ((P )− (O)) =
⊕

P∈E [nP ]P .

Másrészt a 4.2 Álĺıtás alapján ha D fődivizor, akkor degD = 0.

7 Az izogéniák

Ahogy láttuk, az elliptikus görbéknél fontos szerepet játszik a kitüntetett bázispont. Ezért olyan

morfizmusokat érdemes vizsgálni az elliptikus görbék között, amelyek bázispontot bázispontba visznek.

7.1 Defińıció. Legyen (E1, O), (E2, O) két elliptikus görbe. A ϕ : E1 → E2 morfizmus izogénia, ha

ϕ(O) = O.

7.1.1 Megjegyzés. A 3.2 Álĺıtás alapján egy ϕ : E1 → E2 izogéniára vagy ϕ(E1) = {O} vagy

ϕ(E1) = E2. Az előbbi esetet null-izogéniának nevezzük és [0]-val jelöljük.

7.1.2 Megjegyzés. A nem konstans izogéniák véges leképezések.

7.2 Defińıció. Ha ϕ : E1 → E2 egy nem konstans izogénia, akkor indukál egy ϕ∗ : K(E2) → K(E1)

injekciót a korábban már megadott módon.

7.3 Defińıció. A ϕ nem konstans izogénia fokát, szeparábilis-, inszeparábilis fokát (deg, degs, degi),

illetve szeparábilitását,inszeparábilitását, tisztán szeparábilitását is hasonlóan aK(E1)|ϕ∗K(E2)

megfelelő jellemzője adja.

A deg[0]-t 0-nak definiáljuk.

7.1 Az izogéniák és az elliptikus görbe csoportstruktúrája

Látni fogjuk, hogy az izogéniák a csoportstruktúrát megőrzik illetve a később sokat használt álĺıtást,

ami szerint a ”szorzás leképezés” morfizmus.

7.4 Defińıció. Legyen E|K egy elliptikus görbe és Q ∈ E. Ekkor a Q-val való eltolás leképezése

τQ : E → E, P 7→ P +Q.

7.4.1 Megjegyzés. τQ izomorfizmus, hiszen τ−Q inverze lesz.

τQ persze nem izogénia, ha Q ̸= O.
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7.1 Álĺıtás. Legyen ψ : E1 → E2 egy morfizmus. Ekkor τ−ψ(O) ◦ ψ egy E1 → E2 izogénia.

Bizonýıtás. (τ−ψ(O) ◦ ψ)(O) = τ−ψ(O)(ψ(O)) = O.

7.1.1 Következmény. Ezek szerint minden morfizmus előáll egy izogénia és egy eltolás kompoźıciójaként.

7.2 Álĺıtás. Legyen E1, E2 két elliptikus görbe, ϕ : E1 → E2 izogénia közöttük. Ekkor ϕ homomor-

fizmus a csoportstruktúráik között, azaz ϕ(P +Q) = ϕ(P ) + ϕ(Q) miden P,Q ∈ E1 esetén.

Bizonýıtás. Ha ϕ a konstans izogénia (ϕ(P ) = O minden P -re), akkor az álĺıtás triviális.

Különben ϕ egy véges leképezés, ami indukál egy ϕ∗ : Pic0(E1)→ Pic0(E2) homomorfizmust: [
∑

P∈E1

nP (P )] 7→

[
∑

P∈E1

nP (ϕP )].

Másrészt tekintsük a 6.4 Álĺıtásból kapott κi : Ei → Pic0(Ei), P 7→ [(P )− (O)] i = 1, 2 izomorfizmu-

sokat.

Tehát az alábbi kommutat́ıv diagramot kapjuk:

E1 Pic0(E1)

E2 Pic0(E2)

κ1

ϕ ϕ∗

κ2

κ1, κ2, ϕ∗ csoporthomomorfizmusok és κ2 injekt́ıv, ı́gy ϕ is csoporthomomorfizmus lesz: κ2(ϕ(P+Q)) =

ϕ∗(κ1(P+Q)) = ϕ∗(κ1(P ))+ϕ∗(κ1(Q)) = κ2(ϕ(P ))+κ2(ϕ(Q)) = κ2(ϕ(P )+ϕ(Q)), ami κ2 injektivitása

miatt ekvivalens azzal, hogy ϕ(P +Q) = ϕ(P ) + ϕ(Q).

7.2.1 Megjegyzés. ϕ∗, κ : E → Pic0(E) tényleg homomorfizmusok:

1, ϕ∗
(
[
∑

P∈E1

nP (P )]+[
∑

P∈E1

n′P (P )]
)
= ϕ∗[

∑
P∈E1

(nP + n′P )(P )] = [
∑

P∈E1

(nP + n′P )(ϕP )] = [
∑

P∈E1

nP (ϕP )]+

[
∑

P∈E1

n′P (ϕP )] = ϕ∗[
∑

P∈E1

nP (P )] + ϕ∗[
∑

P∈E1

n′P (P )]

2, Az, hogy κ homomorfizmus, éppen a 6.5 Álĺıtás 5, része.

7.2.1 Következmény. Ha E1, E2 elliptikus görbék, akkor Abel-csoportként tekintve rájuk {ϕ | ϕ :

E1 → E2 izogénia} = Hom(E1, E2), ami szintén Abel-csoport (ϕ + ψ)(P ) := ϕ(P ) + ψ(P ) cso-

portművelettel.

Továbbá E1 = E2 = E esetén Hom(E,E) = End(E) gyűrű is a kompoźıcióval, mint szorzással. Ez

valóban disztribut́ıv az összeadásra nézve az előző álĺıtás miatt: ((ϕ + ψ) ◦ λ)(P ) = (ϕ + ψ)(λ(P )) =

(ϕ◦λ)(P )+(ψ◦λ)(P ) = (ϕ◦λ+ψ◦λ)(P ), és (λ◦(ϕ+ψ))(P ) = λ(ϕ(P )+ψ(P )) = (λ◦ϕ)(P )+(λ◦ψ)(P ) =

(λ ◦ ϕ+ λ ◦ ϕ)(P ).

7.3 Álĺıtás. + : E × E → E, (P1, P2) 7→ P1 + P2,

− : E → E, P 7→ −P morfizmusok.
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Bizonýıtás. A − leképezés (x, y) 7→ (x,−y − a1x− a3) alakú, azaz racionális. Tudjuk, hogy E sima,

ı́gy a 3.1 Álĺıtás miatt morfizmus is.

A + leképezéshez, először rögźıtsünk le egy O ̸= Q ∈ E pontot és tekintsük a τQ eltolást. A 6.3 Álĺıtás

2, részében megadott formulák alapján ez is egy racionális leképezés, és hasonlóan E simasága miatt

ı́gy morfizmus. Sőt, izomorfizmus is, hiszen van invezre: τ−Q.

A 6.3 Álĺıtás formulái alapján látható, hogy + : E×E → E a (P, P ), (P −P ), (O,P ), (P,O) morfizmus

(ugyanis ezek kivételével λ és v biztosan értelmesek).

A kivételek esetén legyen Q1, Q2 ∈ E tetszőleges és legyen ϕ : E × E
τQ1

×τQ2−−−−−−→ E × E +−→ E
τ−1
Q1−−→

E
τ−1
Q2−−→ E. + asszociativitása és kommutativitása miatt ϕ a következőt csinálja: (P1, P2) 7→ (P1 +

Q1, P2+Q2) 7→ P1+Q1+P2+Q2 7→ P1+P2+Q2 7→ P1+P2, tehát ϕ = + azokban a pontokban, ahol

mindkettő értelmes. τQ1
, τQ2

izomorfizmusok, ı́gy az előbbi gondolatmenetet használva ϕ morfizmus,

kivéve esetleg (P − Q1, P − Q2), (P − Q1,−P − Q2), (P − Q1,−Q2), (−Q1, P − Q2). Mivel azonban

Q1, Q2 testzőleges, ı́gy találhatunk ϕ1, ..., ϕn : E × E → E leképezéseket, amelyekre ϕi = + azokban

a pontokban, ahol értelmesek, valamint minden (P1, P2) ∈ E × E-re van olyan i, hogy ϕi értelmes

(P1, P2)-ben.

7.5 Defińıció. [m] : E → E, P 7→ [m]P az m-mel való ”szorzás leképezés”.

7.5.1 Megjegyzés. [m] izogénia (a 7.3 álĺıtás többszöri alkalmazásából adódik, hogy morfizmus, és

persze [m]O = O).

7.5.2 Megjegyzés. Ha ϕ egy izogénia, akkor [m]◦ϕ = ϕ◦[m], ugyanis a 7.2 Álĺıtás miatt [m](ϕ(P )) =⊕m
i=1 ϕ(P ) = ϕ(

⊕m
i=1 P ) = ϕ([m](P )).

7.2 Kapcsolat az izogéniák tulajdonságai és a görbék algebrai struktúrája

között

Ebben az alfejezetben három fontos álĺıtást látunk be arról, hogy az izogéniák tulajdonságaiból milyen

információt nyerhetünk az elliptikus görbék struktúrájáról.

7.5.3 Megjegyzés. A következő álĺıtásban a Galois-bőv́ıtés azon defińıcióját fogjuk használni, hogy

E|F Galois bőv́ıtés, ha Fix[Aut(E|F )] = F .

Ezzel ekvivalens, hogy #Aut(E|F ) = [E : F ] (ha Fix[Aut(E|F )] = F , akkor [E : F ] = #Gal(E|F ) =

#Aut(E|F ), másrészt ha #Aut(E|F ) = [E : F ] = #Gal(E|F ) ≤ #Aut(E|F ), mivel Gal(E|F ) <

Aut(E|F ), ı́gy Gal(E|F ) = Aut(E|F ), Fix[Aut(E|F )] = F ).

7.4 Álĺıtás. Legyen E1, E2 két elliptikus görbe, ϕ : E1 → E2 nem konstans izogénia közöttük. Ekkor

1, minden Q ∈ E2-re #ϕ−1(Q) = degs ϕ és minden P ∈ E1-re eϕ(P ) = degi ϕ.
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2, kerϕ→ Aut[K(E1)|ϕ∗K(E2)], P 7→ τ∗P izomorfizmus.

3, ha ϕ szeparábilis, akkor nem elágazó, # kerϕ = deg ϕ és K(E1) Galois bőv́ıtése ϕ∗K(E2)-nek.

Bizonýıtás. 1, A 3.4 álĺıtás 2, része alapján már tudjuk, hogy #ϕ−1(Q) = degs ϕ véges sok Q

kivételével.

Tetszőleges Q,Q′ ∈ E2 esetén legyen R ∈ E1 olyan, hogy ϕ(R) = Q − Q′. Mivel ϕ homomorfizmus,

ı́gy ϕ−1(Q)→ ϕ−1(Q′), P 7→ R+ P egy bijekció. Tehát #ϕ−1(Q) = #ϕ−1(Q′).

Legyen P, P ′ ∈ E1 olyan, hogy ϕ(P ) = ϕ(P ′) = Q és leygen R := P − P ′. Ekkor ϕ(R) = O, vagyis

ϕ ◦ τR = ϕ (ϕ(Q) = ϕ(Q) + ϕ(R) = ϕ(Q+R) = (ϕ ◦ τR)(Q) minden Q ∈ E1-re).

A 3. 4 Álĺıtás 3, része miatt eϕ(P ) = eϕ◦τR(P ) = eϕ(τR(P ))eτR(P ) = eϕ(P
′) (mivel τR izomorfizmus,

eτR(S) = ordS(τ
∗
RtτR(S)) = ordS+R(tτR(S)) = ordS+R(tS+R) = 1). Tehát ϕ−1(Q) minden elemének

azonos a elágazási indexe. Így a 3.4 Álĺıtás 1, része alapján degs ϕ degi ϕ = deg ϕ =
∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P ) =

(#ϕ−1(Q))eϕ(P ) degs ϕ · eϕ(P ), degs ϕ-vel leosztva degi ϕ = eϕ(P ).

2, Legyen P ∈ kerϕ, f ∈ K(E2). Ahogy az előző részben is láttuk, ϕ = ϕ ◦ τP , ı́gy ϕ∗f = (ϕ ◦ τP )∗f =

τ∗P (ϕ
∗f), tehát τ∗P valóban fixen hagyja ϕ∗K(E2)-t, vagyis τ

∗
P ∈ Aut[K(E1)|K(E2)].

τP ◦ τ ′P = τP+P ′ = τ ′P ◦ τP , τO = id tehát a leképezés homomorfizmus.

Az 1, részből #kerϕ = degs ϕ. Azt is tudjuk a 3.6.4 Megjegyzésből (N = F = K(E1), K = ϕ∗K(E2)

választással), hogy #Aut[K(E1)|ϕ∗K(E2)] ≤ degs ϕ = #kerϕ.

Így az izomorfizmushoz elég belátni az injektivitást. Ha τ∗P = idK(E1)
, akkor f(O) = (τ∗P f)(O) =

f(P +O) = f(P ) minden f ∈ K(E1)-re, azaz speciálisan f = id esetén P = O.

3, Mivel ϕ szeparábilis, ı́gy deg ϕ = degs ϕ. Így az 1, részből minden Q ∈ E2-re #ϕ−1(Q) = degs ϕ,

ı́gy a 3.5 Álĺıtás alapján ez azt jelenti, hogy ϕ unramififed.

Q = O választással #kerϕ = #ϕ−1(Q) = degs ϕ. A 2, részből #Aut[K(E1)|ϕ∗K(E2)] = #kerϕ =

deg ϕ = [K(E1) : ϕ
∗K(E2)], ı́gy K(E1)|ϕ∗K(E2) Galois bőv́ıtés.

7.3 Az invariáns differenciál alkalmazása

Az invariáns differenciál az elliptikus görbe differenciálformáinak kitüntetett eleme, aminek seǵıtségével

beláthatjuk a duális morfizmusok linearitását és az abból következő szeparabilitásra vonatkozó feltételt.

7.5 Álĺıtás. Legyen E a y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6 Weierstrass-egyenlettel megadott

elliptikus görbe, ω ∈ ΩE pedig a 6.2 Defińıcóban már megadott invariáns differenciálja. Ekkor minden

Q ∈ E-re τ∗Qω = ω.

Bizonýıtás. Az 5.1 Álĺıtás alapján ΩE 1-dimenziós vektortér K(E) felett, ı́gy létezik aQ ∈ K(E)−{0}

úgy, hogy τ∗Qω = aQω (qQ ̸= 0, mivel τQ izomorfizmus).

Ekkor a 4.1 Álĺıtás 2, részét hazsnálva div(aQ) = div(τ∗Qω/ω) = div(τ∗Qω) − div(ω) = τ∗Qdiv(ω) −
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div(ω) = 0 a 6.1 Álĺıtás alapján. Így aQ ∈ K(E)-nak nincs pólusa, se gyöke, vagyis a 2.3 Álĺıtás miatt

konstans, aQ ∈ K − {0}.

Legyen ϕ : E → P1, Q 7→ [aQ, 1]. aQ kifejezhető x(Q), y(Q) racionális függvényeként, ugyanis a 6.3

Álĺıtásban bebizonýıtott formula szerint tetszőleges P ∈ E-re x(P + Q)-t és y(P + Q)-t ki tudjuk

fejezni x(P ), y(P ), x(Q), y(Q)-val, majd Q-t lefixálva (x(Q), y(Q)-t konstansként kezelve) dx(P +Q)-t

dx(P )g1, dy(P + Q)-t dy(P )g2 alakba ı́rhatjuk, ahol g1, g2 racionális függvények, azaz aQ = τ∗Qω/ω

x(Q), y(Q) racionális függvényeként feĺırható.

Tehát ϕ egy racionális leképezés, ami nem szürjekt́ıv (pl. a∞-t nem veszi fel), ı́gy a 3.1 és 3.2 Álĺıtások

alapján ϕ-mek konstansnak kell lennie, ı́gy aQ = aO = 1 minden Q ∈ E-re.

7.5.4 Megjegyzés. Tehát ω eltolás-invariáns, innen a neve: invariáns differenciál.

7.6 Álĺıtás. Legyen E,E′ két elliptikus görbe, ω E invariáns differenciálja, ϕ, ψ : E′ → E pedig két

izogénia. Ekkor (ϕ+ ψ)∗ω = ϕ∗ω + ψ∗ω.

Bizonýıtás. Ha ϕ = [0] vagy ψ = [0], akkor triviálisan igaz az álĺıtás (ω(O) = 0).

Ha ϕ+ψ = [0], akkor ψ∗ = (−ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ [−1]∗ miatt elég azt belátni, hogy [−1]∗ω = −ω. [−1](x, y) =

(x,−y − a1x − a3) a 6.3 Álĺıtás alapján. Így, [−1]∗ω = [−1]∗
(

dx
2y+a1x+a3

)
= dx

2(−y−a1x−a3)+a1x+a3 =

−dx
2y+a1x+a3

= −ω.

Mostantól tehát feltehető, hogy ϕ, ψ, ϕ+ ψ ̸= [0]:

Legyen (x1, y1), (x2, y2) független Weierstrass- koordináták, azaz kieléǵıtik a Weierstrass-egyenletet,

és más algebrai reléáció nem áll fenn közöttük (vagyis ([x1, y1, 1], [x2, y2, 1]) E × E ⊆ P2 × P2-et ko-

ordinátázza).

Legyen (x3, y3) = (x1, y1)+(x2, y2), ı́gy, ahogyan az előző álĺıtás bizonýıtásában is láttuk, x1, y1, x2, y2

raciomális kombinációiként kifejezhető x3, y3. ω(x, y)-nak
dx

2y+a1x+a3
alakját fogjuk használni. Ezek

alapján tehát ω(x3, y3) = f(x1, y1, x2, y2)ω(x1, y1)+g(x1, y1, x2, y2)ω(x2, y2), ahol f, g racionális függvények.

Továbbá, mivel i = 1, 2-re y2i + a1xiyi + a3yi = x3i + a2x
2
i + a4xi + a6, ı́gy

d(y2i + a1xiyi + a3yi) = d(x3i + a2x
2
i + a4xi + a6), azaz

2yidyi + a1xidyi + a1yidxi + a3dyi = 3x2i dxi + 2a2xidxi + a4dxi, azaz

(2yi+a1xi+a3)dxi = (3x2i +2a2xi+a4−a1yi)dxi. Ezzel együtt azt kapjuk, hogy ω(x3, y3) kifejezhető

dx1, dx2 K(x1, y1, x2, y2)-lineáris kombinációjaként.

Következő lépésként megmutatjuk, hogy f, g ≡ 1: Fixáljuk le x2, y2-t, azaz valamilyen Q ∈ E-

re x2 = x(Q), y2 = y(Q). Ekkor persze dx2 = 0, ı́gy ω(x2, y2) = 0 is. A 7.5 álĺıtásból pedig

ω(x3, y3) = τ∗Qω(x1, y1) = ω(x1, y1), ı́gy ω(x1, y1) = ω(x3, y3) = f(x1, y1, x(Q), y(Q))ω(x1, y1) +

g(x1, y1, x(Q), y(Q))ω(x2, y2) = f(x1, y1, x(Q), y(Q))ω(x1, y1). Tehát f(x1, y1, x(Q), y(Q)) ≡ 1 mint

K(x1, y1)-beli függvény. Ez azonban mindenQ ∈ E-re igaz, ı́gy f(x1, y1, x2, y2) ≡ 1 mintK(x1, y1, x2, y2)-
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beli függvény is.

Hasonlóan kapjuk, hogy g ≡ 1.

Tehát, ha (x3, y3) = (x1, y1)⊕ (x2, y2), akkor ω(x3, y3) = ω(x1, y1) + ω(x2, y2).

Legyen (x′, y′) Weierstrass-koordináták E′-n és legyen (x1, y1) = ϕ(x′, y′), valamint (x2, y2) = ψ(x′, y′).

Ekkor (x3, y3) = (ϕ+ψ)(x′, y′), ezt az eddigiekbe ı́rva ω◦(ϕ+ψ)(x′, y′) = (ω◦ϕ)(x′, y′)+(ω◦ψ)(x′, y′),

vagyis (ϕ+ ψ)∗ω = ϕ∗ω + ψ∗ω.

7.6.1 Következmény. Legyen E elliptikus görbe, ω pedig az invariáns differenciálja, valamintm ∈ Z.

Ekkor [m]∗ω = mω.

Bizonýıtás. m = 0-ra tiriviális, a 7.6 Álĺıtást felhasználva pedig indukcióval láthatjuk be tetszőleges

m-re: [m+ 1]∗ω = [m]∗ω + [1]∗ω = [m]∗ω + ω

7.6.2 Következmény. Legyen char(K) = p > 0, q = pr legyen E|Fq elliptikus görbe, ϕ : E → E a

q-adik Frobenius endomorfizmus, végül legyen m,n ∈ Z. Ekkor m+nϕ : E → E szeparábilis pontosan

akkor, ha p ∤ m. Speciálisan 1− ϕ szeparábilis.

Bizonýıtás. Legyen ω invariáns differenciál E-n. az 5.2 Álĺıtás miatt ψ : E → E inszeparábilis

pontosan akkor, ha ψ∗ nem injekt́ıv, azaz, ha ψ∗ω = 0. (ΩE 1-dimenziós K(E)-vektortér.)

A 7.5 és 7.6 Álĺıtások alapján (m+nϕ)∗ω = mω+nϕ∗ω. ϕ∗ω = 0, mivel ϕ tisztán insze parábilis (mivel

K(E)|ϕ∗K(E(q)) = K(E)q a 3.6 Álĺıtás 1, része alapján, azaz minden f ∈ K(E)-re fq ∈ ϕ∗K(E(q)),

vagyis a minimálpolinom (x − f)q osztója). Így (m + nϕ)∗ω = mω. mω pedig pontosan p|m esetén

lesz 0, azaz pontosan ekkor lesz (m+ nϕ)∗ inszeparábilis.

7.4 A duális izogénia

A duális izogénia kapcsolatot teremt az izogénia és a fokával való ”szorzás leképezés” között.

7.1 Lemma. Legyenek ϕ : E1 → E2, ψ : E1 → E3 nem konstans izogéniák, és legyen ϕ szeparábilis.

Ha kerϕ ⊆ kerψ, akkor létezik λ : E2 → E3 izogénia úgy, hogy ψ = λ ◦ ϕ.

Bizonýıtás. A 7.4 Álĺıtás 3, része miatt K(E1) Galois bőv́ıtése ϕ∗K(E2)-nek.

Mivel kerϕ ⊆ kerψ, ı́gy a 7.4 Álĺıtás 2, részében léırt izomorfizmus alapján Gal(K(E1)|ϕ∗K(E2))

fixálja ψ∗K(E3)-at [Gal(K(E1)|ϕ∗K(E2)) ← kerϕ ⊆ kerψ → Gal(K(E1)|ψ∗K(E3)) izomorfizmusok,

azaz Gal(K(E1)|ϕ∗K(E2)) ⊆ Gal(K(E1)|ψ∗K(E3))]. Emiatt ψ∗K(E3) ⊆ ϕ∗K(E2) ⊆ K(E1).

Tehát, kaptunk egy ι : K(E3) → K(E2) injekciót (ι := (ϕ∗)−1 ◦ idϕ∗K(E2)
◦ ψ∗), amire ψ∗ = ϕ∗ ◦ ι).

Mivel ez K-t fixen hagyja, ı́gy a 3.3 Álĺıtás 2, része alapján létezik egy λ : E2 → E3, amire λ∗ = ι,

azaz ψ∗ = ϕ∗ ◦ λ∗ = (λ ◦ ϕ)∗, azaz ψ = λ ◦ ϕ. λ izogénia, mivel λ(O) = λ(ϕ(O)) = ψ(O) = O.
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7.7 Álĺıtás. Legyen ϕ : E1 → E2 nem konstans izogénia, deg ϕ = m.

1, Létezik egyértelműen egy ϕ̂ : E2 → E1 izogénia, amire ϕ̂ ◦ ϕ = [m].

2, Mint csoporthomomorfizmus, ϕ̂ a következő kompoźıcióval egyezik meg: E2
ψ1−−→ Div0(E2)

ϕ∗

−→

Div0(E1)
ψ2−−→ E1, ahol ψ1(Q) := (Q)− (O) és ψ2(

∑
P∈E1

nPP ) :=
⊕

P∈E1
[nP ]P .

Bizonýıtás. 1, Egyértelműség: tegyük fel, hogy ϕ̂, ϕ̂′ két ilyen izogénia. Ekkor (ϕ̂−ϕ̂′)◦ϕ = [m]−[m] =

[0]. Mivel ϕ nem konstans, ı́gy a 3.2 Álĺıtás alapján szürjekt́ıv, vagyis (ϕ̂ − ϕ̂′)-nek kell konstansnak

lennie, azaz ϕ̂− ϕ̂′ = O, ϕ̂ = ϕ̂′.

Létezés: tegyük fel, hogy ψ : E2 → E1 egy másik nem konstans izogénia, degψ = n és tegyük fel,

hogy ψ̂, ϕ̂ létezik. Ekkor (ϕ̂ ◦ ψ̂) ◦ (ψ ◦ ϕ) = ϕ̂ ◦ [m] ◦ ϕ = [n] ◦ ϕ̂ ◦ ϕ = [n] ◦ [m] = [nm]. tehát ϕ̂ ◦ ψ̂

alkalmas jelölt ψ̂ ◦ ϕ-re. A 3.7 álĺıtás alapján ı́gy elég ϕ̂-t megtalálnunk szeparábilis, illetve Frobenius

homomorfizmus esetén (ugyanis minden leképezés felbontható ezek kompoźıciójára).

1. eset: ϕ szeparábilis.

Ekkor a 7.4 Álĺıtás miatt m = deg ϕ = degs ϕ = #kerϕ, ı́gy kerϕ ⊆ ker[m] (hiszen kerϕ < E1-

ben részcsoport, ı́gy elemeinek rendje osztja #kerϕ = m-et, vagyis [m]-szeresük biztosan 0).

A lemma szerint van egy ϕ̂ : E2 → E1 leképezés úgy, hogy ϕ̂ ◦ ϕ = [m].

2. eset: ϕ a q-adik Frobenius homomorfizmus (q = pr).

Ekkor ϕ-re úgy tekinthetünk, mint a p. Frobenius homomorfizmus r-szer komponálva önmagával.

Emiatt az is elég, hogy ϕ̂-t a p. frobenius homomorfizmushoz megtaláljuk. (Tehát feltehetjük,

hogy r = 1.)

deg ϕ = p a 3.6 álĺıtás 2, része szerint.

Legyen ω inavriáns differenciálja E1-nek. A 7.6.1 Következményből tudjuk, hogy [p]∗ω = pω = 0

(mivel char(K) = p). Az 5.2 álĺıtás miatt ı́gy [p] inszeparábilis. Így, a 3.7 Álĺıtásban léırtak

szerint, illetve a 3.6.2 Megjegyzés álĺıtását használva [p]-t felbonthatjuk a degi[p] = deg[p] = pt.

Frobenius homomorfizmus (ϕ1 = ϕt) és egy szeparábilis leképezés (ϕ2) kompoźıciójára: [p] =

ϕ2 ◦ ϕt, ahol t ≥ 1, hiszen [p] inszeparábilis. Ekkor ϕ̂ = ϕ2 ◦ ϕt−1 jó lesz.

2, Legyen Q ∈ E2.

Ekkor ψ2[ϕ
∗(ψ1(Q))] = ψ2[ϕ

∗((Q)− (O))] = ψ2[
∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P )(P )−
∑

P∈ϕ−1(O)

eϕ(P )(P )] =⊕
P∈ϕ−1(Q) [eϕ(P )]P ⊖

⊕
R∈ϕ−1(O) [eϕ(R)]P .

A 7.4 Álĺıtás 1, része alapján ez [degi ϕ](
⊕

P∈ϕ−1(Q) P ⊖
⊕

R∈ϕ−1(Q)R)-rel egyenlő.

Rögźıtsünk le egy P0 ∈ ϕ−1(Q)-t. Ekkor
⊕

P∈ϕ−1(Q) P =
⊕

P∈ϕ−1(Q) P0 + (P − P0) =⊕
P∈ϕ−1(Q) P0 ⊕

⊕
P∈ϕ−1(Q) (P − P0) =

⊕
P∈ϕ−1(Q) P0 ⊕

⊕
R∈ϕ−1(O)R =

[#ϕ−1(Q)]P0 ⊕
⊕

R∈ϕ−1(O)R, vagyis
⊕

P∈ϕ−1(Q) P ⊖
⊕

R∈ϕ−1(Q)R = [#ϕ−1(Q)]P0.

Így [degi ϕ](
⊕

P∈ϕ−1(Q) P ⊖
⊕

R∈ϕ−1(Q)R) = [degi ϕ][#ϕ
−1(Q)]P0 = [degi ϕ][degs ϕ]P0 = [deg ϕ]P0.
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Mivel ϕ̂(Q) = ϕ̂ ◦ ϕ(P0) = [deg ϕ]P0, ı́gy ψ2 ◦ ϕ∗ ◦ ψ1.

7.6 Defińıció. ϕ̂ : E2 → E1 izogéniát [0] ̸= ϕ : E1 → E2 duális izogéniájának nevezzük (konstans

izogénia esetén [̂0]-t [0]-nak értelmezzük).

7.8 Álĺıtás. Legyen ϕ : E1 → E2 egy izogénia, m := deg ϕ. Ekkor

1, ϕ̂ ◦ ϕ = [m] E1-en, ϕ ◦ ϕ̂ = [m] E2-n.

2, ha ψ : E2 → E3 (n := degψ) egy másik izogénia, akkor ψ̂ ◦ ϕ = ϕ̂ ◦ ψ̂.

3, ha λ : E1 → E2 szintén izogénia, akkor ϕ̂+ λ = ϕ̂+ λ̂.

Bizonýıtás. Ha ϕ, ψ, λ valamelyike konstans, akkor triviális az álĺıtás, ı́gy innentől feltehető, hogy

nem konstansok.

1, ϕ̂ ◦ ϕ = [m] ϕ̂ defińıciója alapján.

Másrészt (ϕ ◦ ϕ̂) ◦ ϕ = ϕ ◦ (ϕ̂ ◦ ϕ) = ϕ ◦ [m] = [m] ◦ ϕ, azaz ((ϕ ◦ ϕ̂) − [m]) ◦ ϕ = [0], és mivel ϕ nem

konstans, ı́gy ϕ ◦ ϕ̂− [m]-nek kell annak lennie, vagyis ϕ ◦ ϕ̂ = [m].

2, (ϕ̂ ◦ ψ̂) ◦ (ψ ◦ ϕ) = ϕ̂ ◦ [n] ◦ ϕ = [n] ◦ ϕ̂ ◦ ϕ = [n] ◦ [m] = [nm]. A 7.7 Álĺıtás 1, része alapján az

egyértelműség miatt ψ̂ ◦ ϕ = ϕ̂ ◦ ψ̂.

3, Legyenek (x1, y1) ∈ K(E1), (x2, y2) ∈ K(E2) Weierstrass koordináták. Tekintsünk E2-re, mint

K(E1) = K(x1, y1) felett definiált elliptikus görbére. Ekkor ϕ(x1, y1), λ(x1, y1), (ϕ + λ)(x1, y1) ∈

E2 ∩K(x1, y1).

Legyen D = ((ϕ+ λ)(x1, y1))− (ϕ(x1, y1))− (λ(x1, y1)) + (O) ∈ Div0K(x1,y1)(E2).

A 6.5 Álĺıtás alapján D ∼ 0, azaz létezik olyan f ∈ K(x1, y1)(E2) = K(x1, y1, x2, y2), amire x2, y2-beli

függvényként tekintve div(f) = D.

Most tekintsünk f -re x1, y1-beli függvényként, azaz K(x2, y2)(E1)-beliként. Legyen P ∈ E1∩K(x2, y2)

olyan, hogy ϕ(P ) = (x2, y2). Ekkor
∑
P

ordP f · (P ) = div(f) = D = ((ϕ + λ)(x1, y1)) − (ϕ(x1, y1)) −

(λ(x1, y1))+(O). A kétféle feĺırást összehasonĺıtva, f -nek pólusa van P = (x1, y1)-ben, azaz f(x1, y1, x2, y2)-

nek pólusa van, ha (x2, y2) = ϕ(x1, y1). Hasonlóan f -nek pólusa van P -ben, ha λ(P ) = (x2, y2) és

gyöke, ha (ϕ + λ)(P ) = (x2, y2) (ϕ, λ, ϕ + λ nem konstansok, azaz szürjekt́ıvek, ı́gy minden (x2, y2)

ponthoz van olyan P , ami rá képződik).

Így, mint x1, y1-beli függvény,

div(f) = ((ϕ+ λ)∗(x2, y2))− (ϕ∗(x2, y2))− (λ∗(x2, y2)) +
∑

Pi∈E1(K)

ni(Pi) =∑
P∈(ϕ+λ)−1

eϕ+λ(P )(P )−
∑

P∈(ϕ)−1

eϕ(P )(P )−
∑

P∈(λ)−1

eλ(P )(P ) +
∑

Pi∈E1(K)

ni(Pi) alakba ı́rható

(
∑

Pi∈E1(K)

ni(Pi) ∈ DivK(E1)). Itt tehát azt ı́rtuk fel, hogy x2, y2-re paraméterként tekintve P =

(x1, y1)-bne f -nek pontosan akkor van gyöke vagy pólusa, ha az (x2, y2)-re képződik ϕ, λ vagy ϕ + λ

szerint. Az utolsó tagot onnan kapjuk, hogy lehetnek ϕ, λ, ϕ + λ szerint (O)-ba képződő pontok,

amelyek nem függenek x2, y2-től, mivel O ∈ E2(K). Az együtthatók is működni fognak, hiszen az
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elágazási index éppen azt mutatja, hogy hányszor képződik P (x2, y2)-re, azaz f -nek mint x1, y1-beli

függvénynek P hányszoros pólusa (ϕ, λ esetén) / gyöke (ϕ+ λ estén) .

Mivel ez f divizorja, ı́gy ((ϕ+ λ)∗(x2, y2))− (ϕ∗(x2, y2))− (λ∗(x2, y2)) (x2, y2)-től független, vagyis a

7.7 Álĺıtás 2, részében léırt felbontás szerint ϕ̂+ λ(x2, y2)−ϕ̂(x2, y2)−λ̂(x2, y2) is független (x2, y2)-től,

vagyis E1(K)-beli.

(x2, y2) = O választással ez ϕ̂+ λ(O)− ϕ̂(O)− λ̂(O) = O −O −O = O, vagyis ϕ̂+ λ = ϕ̂+ λ̂.

8 Hasse becslése

Hasse becslése egy Fq feletti elliptikus görbe racionális pontjainak számáról szól. Intuit́ıvan, ha a

Weierstrass egyenletben lerögźıtjük x-et, amit q féleképpen tehetünk meg, akkor kapunk egy y-ban

másodfokú egyenletet, aminek ∼ 1/2 eséllyel létezik két megoldása, vagyis (még a ∞ pontot nem

elfelejtve) azt várhatnánk, hogy ∼ q + 1 racionális pontja van a görbének.

A tételből kiderül, hogy a heurisztika valójában egészen jó közeĺıtést ad.

8.1 Defińıció. Legyen A egy Abel-csoport. Azt mondjuk, hogy d : A→ R kvadratikus forma, ha

i. minden s ∈ A-ra d(−a) = d(a).

ii. A×A→ R, (a, b) 7→ d(a+ b)− d(a)− d(b) bilineáris.

Ezen felül pozit́ıv definit, ha

iii. minden a ∈ A-ra d(a) ≥ 0 és d(a) = 0 pontosan akkor, ha a = 0.

8.1 Álĺıtás. E1, E2 elliptikus görbék. deg : hom(E1, E2)→ Z egy pozit́ıv definit kvadratikus forma.

Bizonýıtás. i. deg(ϕ) = deg(−ϕ), mivel ϕ∗K(E2) ∼= (−ϕ)∗K(E2)

ii. ⟨ϕ, ψ⟩ := deg(ϕ+ ψ)− deg(ϕ)− deg(ψ) bilineáris:

[ ] : Z → End(E1) homomorfizmus injekt́ıv (itt Z a szorzásra nézve csoport), emiatt elég [ ] ◦ ⟨ ⟩-re

belátni a bilinearitást. [⟨ϕ, ψ⟩] = [deg(ϕ+ ψ)]− [deg ϕ]− [degψ] = ϕ̂+ ψ ◦ (ϕ+ ψ)− ϕ̂ ◦ ϕ− ψ̂ ◦ ψ =

(ϕ̂+ ψ̂) ◦ (ϕ+ψ)− ϕ̂ ◦ϕ− ψ̂ ◦ψ = ϕ̂ ◦ψ+ ψ̂ ◦ϕ. A 7.8 Álĺıtás 3, része miatt ez lineáris ϕ-ben és ψ-ben

is.

iii. deg defińıciója alapján teljesül.

8.1 Lemma. Cauchy-Schwarz

Ha A Abel-csoport, d : A → R pozit́ıv definit kvadratikus alak. Ekkor tetszőleges a, b ∈ A-ra |d(a −

b)− d(a)− d(b)| ≤ 2
√
d(a)d(b).

Bizonýıtás. Legyen L(a, b) := d(a − b) − d(a) − d(b). L bilineáris a kvadratikus alak defińıciójának

i., ii. pontja miatt. Mivel d pozit́ıv definit, ı́gy minden m,n ∈ Z-re 0 ≤ d(ma − nb) = m2d(a) +
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mnL(a, b) + n2d(b). Speciálisan, válasszunk m = −L(a, b), n = 2d(a)-t.

Ekkor 0 ≤ L(a, b)2d(a)− 2L(a, b)2d(a) + 4d(a)2d(b) = d(a)[L(a, b)2 − 2L(a, b)2 + 4d(a)d(b)].

Ha a ̸= 0, akkor d(a)-val leosztva és gyököt vonva a bizonýıtandó egyenlőtlenséget kapjuk, a = 0-ra

pedig triviálisan teljesül az álĺıtás.

8.1 Tétel. Legyen K = Fq (q = pr, p pŕım), E|K elliptikus görbe. Ekkor |#E(K)− q − 1| ≤ 2
√
q.

Bizonýıtás. Tekintsük E-nek egy Weierstrass-egyenletét K-beli együtthatókkal és legyen ϕ a q-adik

Frobenius homomorfizmus. Tudjuk, hogy GK|K Galois-csoportot ϕ generálja és P ∈ E(K) pontosan

akkor, ha ϕ(P ) = P . Így E(K) = ker(id − ϕ), és ezzel együtt #E(K) = #ker(id − ϕ) = deg(id − ϕ)

(a 7.6.2 Következmény miatt id − ϕ szeparábilis, és ı́gy a 7.4 Álĺıtás 3, része alapján #ker(1 − ϕ) =

deg(1− ϕ)).

A 7.9 Álĺıtás miatt a deg End(E)-n pozit́ıv definit kvadratikus alak. A 3.6 Álĺıtás 2, része miatt pedig

deg ϕ = q. Így az előző lemmában kapott Cauchy-Schwarz egyenlőtlenséget használva |#E(K)−q−1| =

|deg(id− ϕ)− deg ϕ− deg id| ≤ 2
√
deg ϕdeg id = 2

√
q.

Hasse becslését bizonyos karakter-összegek becslésére használhatjuk véges testek felett:

8.1.1 Alkalmazás. Legyen K = Fq, 2 ∤ q és legyen f(x) = ax3+bx2+cx+d ∈ K[x] különbözőK-beli

gyökökkel. Legyen a karakter χ : K → {1, 0,−1}, χ(t) =


1 ha létezik t0 ∈ K − {0}, hogy t = t20

0 ha t = 0

−1 különben

(mint a Legendre-szimbólum q = p esetén).

Tekintsük az E : y2 = f(x) elliptikus görbét. Ekkor egy rögźıtett x ∈ K-ra

1. nulla darab (x, y) alakú pontja van E(K)-nak, ha f(x) nem négyzet

2. egy darab (x, y) alakú pontja van E(K)-nak, ha f(x) = 0

3. kettő darab (x, y) alakú pontja van E(K)-nak, ha f(x) nem nulla négyzet.

Ezt χ alapján feĺırva #E(K) = 1 +
∑
x∈K

(χ(f(x)) + 1) = 1 + q +
∑
x∈K

χ(f(x)).

ı́gy Hasse becslése szerint |
∑
x∈K

χ(f(x))| ≤ 2
√
q.

q = p-re (p pŕım) ez éppen azt jelenti, hogy |
p−1∑
x=0

( f(x)
p

)
| ≤ 2

√
p, ahol

(
a
p

)
a Legendre-szimbólum.

9 Kitekintés: a Weil-sejtések

Hasse 1933-ban belátott becslése nyománWeil 1949-ben fogalmazta meg projekt́ıv varietásokra vonatkozó

sejtéseit. Ezek a 20. század második felében nagyban előrelned́ıtették a az algebrai geometria fejlődését.
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A sejtések egy, a Riemann-féle zeta függvény algebrai geometriai analógjának tekinthető generátorfüggvényről

szólnak:

9.1 Defińıció. Ha K egy q elemű test, Kn pedig ennek n-edfokú bőv́ıtése (azaz |Kn| = qn), akkor

Z : C → C, Z(V |K;T ) = exp{
∞∑
n=1

#V (Kn)
Tn

n } a V varietás zeta függvénye, ahol exp{F (T )} =
∞∑
j=0

F (T )j

j! .

Azért hasznos ez a függvény, mert #V (Kn) leolvasható belőle a következő fromulával:

1
(n−1)!

dn

(dT )n logZ(V |K;T )
∣∣∣
T=0

.

9.1 Tétel. Weil sejtései

1, Racionalitás: Z(V |K;T ) ∈ Q(T )

2, Kieléǵıti a következő függvényegyenletet: Z(V |K; 1/qnT ) = ±qεn/2T εZ(V |K;T ) alkalmas ε-ra (V

Euler-karakterisztikája).

3, ”Riemann-hipotézis”: Z(V |K;T )-nak létezik P1(T )P3(T )...P2n−1(T )
P0(T )P2(T )...P2n(T ) faktorizációja, ahol minden i-re

Pi(T ) ∈ Z[T ], P0(T ) = 1−T, P2n(T ) = 1−qnT , és minden 1 ≤ i ≤ 2n−1-re Pi(T ) =
bi∏
j=1

(1− αijT )-re

bomlik C felett, úgy, hogy |αij | = qi/2.

Weil a sejtéseit görbékre és Abel-varietásokra (projekt́ıv varietás csoport struktúrával) látta be. 1960-

ban Dwork a racionalitásra, 1965-ben Grothendieck a függvényegyenletre, és végül 1973-ban Deligne

a ”Riemann-hipotézisre” vonatkozó álĺıtást bizonýıtotta be, többek között, amiért később megkapta a

Fields-érmet, az Abel-d́ıjat és a Wolf-d́ıjat, a három legrangossabb kitüntetést a matematikában.

9.1 A varietás zeta függvénye és a Riemann féle zeta függvény

A függvény elnevezése nem véletlen, ugyanis sok hasonlóság van közte és a Riemann-féle zeta függvény

között:

9.2 Defińıció. A Riemann-féle zeta függvény

ζ : C→ C, ζ(s) =


∞∑
n=1

1
ns ha Re(s) > 1

ennek meromorf kiterjesztése ha Re(s) ≤ 1

Könnyen meggondolható, hogy
∞∑
n=1

1
ns =

∏
p pŕım

( 1
1−p−s ) (minden n ∈ N-et felbonthatjuk pŕımtényezők

szorzatára, ı́gy
∞∑
n=1

1
ns =

∏
p pŕım

(1 + 1
ps +

1
p2s + ...) =

∏
p pŕım

1
1−p−s ).

Ezzel párhuzamosan belátható, hogy egy V |K varietás zeta függvénye Z(V |K,T ) = exp
∞∑
n=1

#V (Kn)
Tn

n =

∏
I⊆K(V ) maximális

(1− T deg I)−1
s:=− logp T

=
∏

I⊆K(V ) maximális

1
1−(pdeg I)−s

alakba ı́rható (itt p = char(K) és

deg I = [Fp[X]/I : Fp]).
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A Riemann hipotézis alapján a zeta függvénynek Re(s) = 1/2 egyenesen vannak a nemtriviális gyökei,

ami Z(V |K,T )-re nézve annak felel meg, hogy az αi gyökeire |αi| = q1/2. Erről Hasse belátta, hogy

ekvivalens a |#V (Kn) − 1 − qn| ≤ 2gqn/2 egyenlőtlenséggel, ahol g a varietás génusza. Ez g = 1-re

éppen az általunk belátott Hasse-becslés.

9.2 Véges testek feletti varietások kohomológiája

Egy sokaság kohomológiáját hasonlóan származtatjuk, mint a homológiáját, csak itt a lánckomplexusok

és határleképezések duálisát kell vennünk.

Ha ϕ jelöli a q-adik Frobenius homomorfizmust, akkor #V (Kn) = #Fix(ϕn), azaz a varietás zeta

függvénye Z(V |K,T ) = exp
∞∑
n=1

#Fix(ϕn)T
n

n alakba is ı́rható.

Ha X egy komplex sokakság, ϕ : X → X pedig egy megfelelően megválasztott endomorfizmus,

akkor Lefschetz fixpont tétele nyomán exp{
∞∑
n=1

#Fix(ϕn)T
n

n } =
2n∏
i=0

det (1− Tϕ|Hi(X,C))(−1)i+1

, ahol

Hi(X,C) X i. kohomológia csoportja, ϕ-re pedig most mátrixként gondolunk és det (1− Tϕ|Hi(X,C))

pedig a ”karakterisztikus polinomja”. Tehát X kohomológiája meghatározza a ”zeta függvényét”.

Ennek nyomán merült fel a véges testek feletti varietások kohomológiájának ötlete, melynek kidol-

gozása és következményei az algebrai geometriai fejlődésének mozgatórugói lettek a 20. század második

felében.

Több sikertelen próbálkozás után végül M. Artin és Grotherdieck vezette be az ún. Étale-kohomológiát

1962-ben.

9.3 Alkalmazások

Weil (mára már belátott) sejtéseinek fontos alkalmazási területe az analitikus számelmélet, azon belül

is többek között az exponenciális összegek vizsgálata. Az exponenciális összegek
∞∑
n=0

an exp (2πixn)

alakú összegek valamely (xn)n∈N ⊆ CN-re, amik az egészek eloszlásának vizsgálatára alkalmasak.

Egy ilyen összeg becslését láttuk a 8.1.1 Alkalmazásban.
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Nyilatkozat MI alapú eszközök használatáról

Aluĺırott . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Somogyi Dalma. nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkésźıtése során nem használtam MI

alapú eszközt.
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