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Koszonet

Ezuton is szeretném kifejezni hélamat témavezetémnek, Bursics Balazsnak, hogy a matematika
ezen teriiletére kalauzolt, és kiilonosen, amiért az utolso pillanatokig szamithattam ra mindenben.
Nélkiile e szakdolgozat aligha johetett volna létre.

Szeretném még megkdszonni csalddomnak, barataimnak, akik ttrték a rajuk csapodoé fesziiltségem
és lélekben tamogattak.

Nem utols6 sorban szeretném megkoszonni mindazoknak, akik kozvetett modon lehetévé tették,

hogy ezt megirhattam.



1 BEVEZETES

1. Bevezetés

Szakdolgozatomban végtelen jatékokrol és azok eldontottségérdl lesz sz, bebizonyitjuk, hogy a
Borel jatékok eldontottek, és mutatunk néhany alkalmazast is. A jatékainkat mindig két jatékos
fogja jatszani, I és I1. A jatékot I kezdi és felvaltva 1épnek, amig véget nem ér a jaték, ami lehet,
hogy csak végtelen sok lépés utan kovetkezik be.

A véges jatékoknal mar megszokhattuk (és a definiciobdl is konnyen latszik), hogy eldontottek,
azaz az egyik jatékosnak mindig van nyerd stratégiaja, a végtelen jatékoknal ez méar nem mindig
all fenn, erre a 2. fejezetben mutatunk példat.

Nyer6 stratégiak 1étezését sok bizonyitasban hasznéalhatjuk, példaul, hogy az analitikus halmazok
Baire-mérhetéek lengyel terekben.

Tehat érdekes kérdés, hogy mikor eldontott egy végtelen jaték. Gale és Stewart klasszikus tétele
szerint, ha egy jaték nyeré halmaza nyilt vagy zéart, akkor a jaték eldontott. Ezt kovetGen ha
azt mondjuk, hogy egy jaték valamilyen topologikus tulajdonséggal rendelkezik, akkor ezalatt azt
értjik, hogy a jatékhoz tartozo nyeré halmaz rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Szakdolgozatom célja a kovetkezs fontos tétel bizonyitasdnak és néhany alkalmazésanak a bemu-

tatasa.

1.1. Tétel: (Martin, 1975,]5])

A Borel jatékok eldéntottek.

A 2. fejezetben bevezetjik a sziikséges alapfogalmakat és mutatunk példat nem eldontott jatékra.
A 3. fejezetben felépitjiik a sziikséges eszkozoket, és bebizonyitjuk a & allitasunkat.

A 4. fejezetben mutatunk alkalmazésokat a Borel kombinatorika és a leird halmazelmélet teriiletén:
e Minden n-re 1étezik kormentes n-regularis Borel graf, ami nem Borel n-szinezhetd.

e Lengyel terekben Borel halmazokra igaz a kontinuum-hipotézis (azaz a szamossaguk meg-

szamlalhato vagy kontinuum).
o Wadge-rendezés, egy finomitasa a Borel-hierarchianak.

o Hurewicz-Tétel.



2 ELOKESZULETEK

2. El6késziletek

2.A. Jaték fak

Miel6tt bevezetjiik a sziikséges definicidkat, emlitsiik meg, hogy jeldlésrendszeriinkben sokszor a
halmazelméleti konvenciokat kovetjiik, tehat n = {0,1,2,... ,n—1}, N~ ={f|n<w, f:n — N}
(véges természetes sorozatok), a fiiggvény megszoritast [-vel jeloljiik, és a fliggvényekre, mint

halmazokra gondolunk, amikor azt irjuk, hogy f C g.

2.1. Definicio:

Jaték fa TCN<“ : peT=VkeN plkeT

Ugy gondolunk a jaték fara, hogy ezen fog I és II jatszani felvaltva egy-egy természetes szamot

mondva.

2.2. Definiciok:

o Osszefiizés: Hap:n — N, ¢ : k — N, akkor legyen p™q :n+k - N :(p°q) | n =
pAYi (p q)(n+1i) =q(i) (egymés mellé irjuk a két sorozatot), tovabba p~{(0,a)} (a € N)
helyett csak p a-t irunk. (a sorozat mogé a-t irunk)

e pc T terminalt <= PqcT:pCq (&PacN:pacT)

e Megengedett lépésp € T-ben: a e N:p~a €T

o Végtelen jatékok: [T):={x:N—-N|VkeN z[keT}

o Jitékok: [T :=[T]U{p € T | p terminalt}

e p € T hossza: (h(p) := |p|

e 1 € [T] hossza végtelen: (h(z) := oo

e Stratégia I-nek: o : {p € T | 2| (h(p) A p nem terminalt} — N : Vp o(p) megengedett
lépés p-ben

o Stratégia II-nek: 7:{p € T'| 21t /{h(p) A p nem terminalt} — N : Vp 7(p) megengedett
lépés p-ben

o I stratégidi: Sy := {0 | o stratégia I-nek}

o II stratégiai: Sy := {7 | 7 stratégia II-nek}
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ELOKESZULETEK 2.A Jaték fak

Stratégiék: S = SI U SII

p € T'U[T] konzisztens o € Si-el:=V 2 | n:p(n) =o(p [ n)

p € T'U|[T] konzisztens 7 € Sp-el:<>V 2{n:p(n) =7(p [ n)
Jaték: G(A,T): AC [T

I nyeriz € [T]-et:=x € A

IT nyeri x € [T-et:= x ¢ A

o € St nyerd stratégia I-nek G(A, T)-ban:< Vo € [T']  x konzisztens o-val = v € A (I-es

nyer)

T € Su nyerd stratégia II-nek G(A,T)-ban:< Vx € [T] x konzisztens 7-al = x ¢ A

(II-es nyer)

G(A,T) eldontétt, ha van nyerd stratégia (I-nek vagy I1-nek)
A definiciébél kénnyen latszik, hogy legfeljebb az egyik jatékosnak lehet nyerd stratégiaja.

HapeT, akkor legyen T, :={q €T | qCp V q 2 p} CT egy részfa, amiben megkétjiik a
lépéseket p-ig.

[T]-n azt a topolégiat tekintjiik, aminek bazisa {[T,] | p € T}.



2 ELOKESZULETEK 2.A Jaték fak

I I 1 1 1 Im I I I I I I I II I

1. &bra. Jaték fa (részlet)
Az dbrén egy jatékfa egy részlete lathato, amelyen x € [T'] egy o € Sp-val konzisztens jaték, mig

p € T egy terminalt pozicid, ami nem konzisztens o-val.

2.3. Példa: Nem eldontott jatékra

T := 2<% (véges 0,1 sorozatok). Legyen f : 2 — 2 kapcsol6 fiiggvény, azaz, ha x,y € 2* és csak
véges sok helyen kiilénbéznek, akkor f(x) — f(y) paritdsa megegyezik az ilyen helyek szaméanak
paritasaval. Legyen A := f~1(0).

2.4. Allitas:

G(A,T) nem eldontétt.

Bizonyitas: Belatjuk, hogy ha az egyik jatékosnak van nyerd stratégidja, akkor a mésiknak is
tudunk csinalni. Tegyiik fel, hogy 7 nyerd stratégiaja IT-nek, ekkor ez megad Tj-en (I 1-est lép
elGszor) egy nyerdstratégiat, ha ebbdl a részfabol elhagyjuk az elss 1épést, akkor visszakapjuk T-t,

c s

17z & A, igy a stratégia nyers stratégia lesz I-nek. A konstrukcié a masik iranyba nagyon hasonlo,



2 ELOKESZULETEK 2.A Jaték fak

II-nek elég nyerd stratégiat megadni Tp-an és Ti-en, ezeket megkaphatjuk I nyers stratégiaibol

Thi-en és Typ-an, ha I 0-at 1ép elGszor vagy Tig-an és Tii-en, ha 1-et lép. U

01 o 01

’*:’;;TESH o€ St
e

1] 1

2. dbra. Nyer§ stratégia készitése I-nek



2 ELOKESZULETEK 2.B  Borel halmazok

01 01

2.B. Borel halmazok

2.5. Definicié: Borel hierarchia az (X, 7) topologikus téren, a > 1 rendszamra

°

—o

=7 (nyiltak)
o IV :={AC X | (X\A) € X} (a halmazok komplementerei)
e X ={ACX|VieN3p <o, IB; €I} : A=,y Bi}
(A hierarchia kisebb fokain all6 H%—be]i elemek megszamlalhat6 unidja)

o A =300

Egy halmaz Borel, ha ahhoz a legkisebb osztalyhoz tartozik, ami tartalmazza a nyilt halma-

zokat, zart a megszamlalhaté uniora, és a komplementer képzésre.
2.6. Lemma: Borel hierarchia tulajdonsagai [T']-ban.
(a) Ya > 1V >a XJUIL, C Aj

(b) Ya > 1 X0 zirt a megszamlalhaté uniéra és a véges metszetre

(c) Va > 1 TIC zart a megszamlalhaté metszetre és a véges uniora



2 ELOKESZULETEK 2.B  Borel halmazok

(d) A Borel & A € U Y ahol w; a legkisebb nem megszamlalhaté rendszam
1<a<wi

Bizonyitas: (a) Az allitas ekvivalens az alabbi 4-gyel Yoo > 13 > a: (1) X9, C 35 (2) II), C IIj
(3) I, € X5 (4) X C I
IT), IT} definicioja miatt (1) ekvivalens (2)-vel és (3) ekvivalens (4)-gyel. X3 definicioja miatt (3)
igaz. Tehat mar csak (1) kell, ha 1 < o < f3, akkor X7, 3} definicioja miatt kész vagyunk, ha
1 <a, a+1< B, akkor (4), majd (3) miatt vagyunk kész, vagyis, ami még kell, hogy X9 C X9,
Ehhez mar ki kell hasznalnunk [7] topologiajat, ha A € 39, akkor A ={T, |pe T A [T] C A}
A, =A{T, |pe T Nth(p) =nA[T] C A}
A, zart, vagyis A, € IIY
A= U A, tehat A € 39

neN
(b), (c) ekvivalensek TIY definicioja miatt. (b) A definiciobol latszik, hogy zart megszamlalhato

uniéra. Tehat elég két elem metszetét vizsgalni.

Legyen A,C € X9, vagyis Vi € N33,,0; < o, 3B; € II}, 3D, € Iy« A= JB;, C =|JD;,
i J

ekkor ANC = U U(Bl N D,), itt persze a dupla uni6 még mindig megszamlalhato, és B; N D; €

L)
H?nax(ﬁi,éjy (a) miatt.

(d) < egyértelmi a definiciobol. A mésik iranyt tgy bizonyitjuk, hogy beldtjuk, hogy U<, 30
zart a komplementerre és a megszamlalhato uniora.
U1§a<w1 0 = U1§a<w1 I1°, (a) miatt, mivel wy limesz rendszam, azaz Vo < wy 38 > a: < wy,

tehat zart a komplementerre. Legyen A C J, .., 30 megszdmlalhato, ekkor (mivel w; kofinali-

tdsa > w) 30: A C Ulgadzg:»/tg U1gag5Hg:>U~A€ ¥, =UAe Uicacw 0.0
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4. 4bra. Borel hierarchia

3. Bizonyitas

3.A. Gale-Stewart és a bizonyitas muzsikaja

3.1. Lemma: (Gale-Stewart, [1])
Ha A C [T nyilt, akkor G(A,T) eldéntétt.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy I-nek nincs nyerd stratégidja, ekkor azt fogjuk belatni, hogy II-nek
van.

Indirekten tegytik fel, hogy I-nek 1étezik a 1épése, hogy II-nek minden b 1épésére a-ban igaz, hogy
G(AN[T,~ ], T,~»)-ban I-nek van nyerd stratégiaja, ekkor azok unidja nyerd stratégia lenne I-nek
G(A,T)-ben, ami ellentmondas, hisz feltettiik, hogy I-nek nincs nyerd stratégiaja.

Tehéat I-nek minden a lépésére létezik IT-nek b lépése a-ban, hogy G(A N [T,~], T,~p)-ban I-nek
azt a tulajdonsagot, hogy IT lépését kovetGen I-nek ne legyen nyerd stratégiaja. (Persze csak a kon-
zisztens helyeken, ahova nem juthatunk a stratégiankat kovetve, ott definidlhatjuk tetszdlegesen)
Mar csak azt kell belatnunk, hogy az igy kapott stratégia nyer§ II-nek. Ehhez azt a trivialitast hasz-
naljuk, hogy ha G(AN[T,],T,)-ben I-nek nincs nyers stratégiaja, akkor létezik x € [T,] : = ¢ A.
Vegyiink egy a stratégiankkal konzisztens x € [T']-t, ekkor ha x véges, akkor (h(x)-t6l fliggs-
en I-nek nincs iires nyerd stratégiaja x-bdl, vagy I-nek nincs egy 1épésbdl allo nyers stratégiaja
x [ lh(x) — 1-bdl, tehat x ¢ A, ha x végtelen, akkor Vp C « 2|lh(p) = G(AN[T,],T,)-ben I-nek
nincs nyerd stratégiaja, tehat az el6z6 alapjan 3z, € [T,] : x, ¢ A. Tegyiik fel indirekten, hogy
x € A, ekkor mivel A nyilt, létezik x € [T,] C A, ami ellentmondés, ha olyan p-t vesziink, amire

Ch(p) > Ch(q), ezzel belattuk, hogy II-nek van nyerd stratégiaja, és ezzel az eldontottséget is. O
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3 BIZONYITAS 3.B Tabus jatékok

A bizonyitas muzsikaja a kovetkezs: ElGszor bevezetjik, majd attériink a tabus jatékok vilaga-
ba. Masodszor bevezetjiik a fedés eszkozét, definidljuk a megfelel§ fedés fogalmat, bebizonyitjuk
a fedés néhany alaptulajdonsagat, példaul, hogy megfelel§ fedés esetén a jaték eldontott, majd
mutatunk modszert 0j fedések létrehozasara. Harmadszor konstrualunk megfelels fedést zartakra
és nyiltakra. Negyedszer transzfinit indukcioval végigmegyiink a Borel-hierarchién, és az el6z6
specialis fedést hasznalva konstrualunk minden halmazhoz megfelels fedést. Otodszor tetszoleges

Borel halmaz esetén van megfelel§ fedésiink, amibdl kévetkezik, hogy a jatékunk eldontott.

3.B. Tabus jatékok

3.2. Definici6:
Tabus jaték fa: T := (T, 7Tt, Tu), ahol Tt U Tip = {p € T | p terminalt} = [T \ [T]

Itt Ty poziciok tabuk I-nek és Tyy poziciok tabuk II-nek. Egy T tabus jaték faban minden pozicio,
lépés, jaték, stratégia a hozza tartozo T-ben értends, és ha A C [T], akkor a G(A,T) jaték

kimentele ugyanaz, mint a G(A U Typ, T') jatékeé.

3.3. Lemma:
Ha A C [T nyilt, akkor G(A, T) eldontott.

Bizonyitas: A bizonyitashoz T egy megfelels részfajat fogjuk megkonstruélni, amiben az A-nak
megfelel§ halmaz nyilt és nincsenek terminalt poziciok. Indirekten tegyiik fel, hogy G(A, T) nem
eldontott.

Ha G([T]\ T, T)-ben II-nek lenne nyerd stratégiaja, akkor az G(A, T)-ben is az lenne, tehat nincs,
ekkor vegyiik I nem veszt6 kvazistratégia részfajat, vagyis:
R:={peT|GU[T]\Ti)NI[T,],T,)-re II-nek nincs nyerd stratégiaja}

Megjegyzés: R-en amikor II-es jon, akkor mindent ugyanigy léphet mintha 7-n lenne.

Ha G(7Ti1 N [R], R)-ben I-nek lenne nyerd stratégidja, akkor az G(A, T)-ben is az lenne, tehat
nincs, ekkor vegyiik IT nem veszt§ kvézistratégia részfajat, vagyis:

S:={p€ R| G(TunN|[T,],T,)re I-nek nincs nyers stratégidja} (S C R)

Ekkor S-ben mar nem lehetnek terminalt poziciok, igy [S] C [T], G(AN [S],S) eldontott (3.1.

11



3 BIZONYITAS 3.C Fedések

Lemma), hisz AN [S] C [S], nyilt (az altér topologia megegyezik a jaték fakon definialt topolo-
giaval). Es igy G(A,T) is eldontétt, hisz ha a G(A N [S],S) beli nyers stratégiaikal jatszanak,
akkor egyediil tigy lehetne baj, ha a mésik jatékos lelépne S-r6l, de ez a definicié miatt szintén a

vesztét okozna.

3.C. Fedések

3.4. Definici6: Fedés
Ha T egy tabus jaték fa, akkor (T, T, ¢, V) egy fedése, ahol:
(a) T egy tabus jaték fa
(b) m:T—=T, Vp, GeT:
(i) th(w(p)) = Lh(p)
(i) p S ¢=7(p) € 7(q)
(i) 7(p) e i =P €T
(iv) 7(p) € Tu = P € T
(c) ¢ =¢1U om
(i) ¢1: Su(T) = Su(T)
(ii) ¢m = Su(T) = Su(T)
(iii) ¢1(5) [ {p € T | th(p) < n} csak & | {p € T | h(p) < n}-tdl fiigg (Lipschitz)
(iv) éu(7) [ {p € T | th(p) < n} csak 7 | {p e T | th(p) < n}-tél fiigg (Lipschitz)
(d) & =Ty U Ty
(i) Wy : {(6,2) € S(T) x [T | = konzisztens ¢1(5)-val} — [T
(ii) Wy : {(7,2) € Su(T) x [T | = konzisztens ¢yy(5)-val}y — [T7]
(iii) Wy(6,x) konzisztens G-val
(iv) Uy(7, x) konzisztens 7-val

(v) 7(Uy(5,2)) = = Vagy n(¥y(,z)) C x, terminalt és € Ty

12



3 BIZONYITAS 3.C Fedések

(vi) 7(Uy(7,2)) = x Vagy n(¥y(7,2)) C z, terminalt és € Ty

3.5. Megfigyelés:

7 (ii)-miatt indukél egy [T — [T fiiggvényt, amit szintén w-vel fogunk jelélni (és azzal jeloltiik W

definici6jaban, ez folytonos és Lipschitz).

Egy fedésre érdemes gy gondolni, hogy eldszor elképzeljiik T-t, majd folé T-t, m-nek megfelels-
en (7 egy vetités), majd elképzeljiik a tabukat elészor T-n, majd T-n, ez utébbin sokszor nincs
valasztasunk, lévén, hogy tabu felemeltje ugyanolyan tabu, &m lehet, hogy egy terminalt pozicid
vetiilete nem terminalt. Amikor ¢-re gondolunk, akkor talan a legjobb a Lipschitzségén keresztiil
elképzelni, a képzett stratégia egy ponton a bemeneti stratégidnak addig a pontig vett viselkedésé-
t6l fligg. Egyes olvasoink megsejthették, hogy W egy tanu fliggvény, azaz a létezésével biztositjuk,
hogy konzisztens jatékokat felemelhetiink gy, hogy konzisztensek maradjanak. Persze ezt megte-
hettiik volna azzal is, hogy feltessziik, hogy van ilyen, mivel a létezésén kiviil nem fogunk semmit
érdemben hasznélni, de igy van annyi el6nytlink, hogy sok esetben van egy egyértelmi valasztasunk
W-re, amit ezzel szintén tarolunk. Emellett egyes olvasdinkban felmeriilhet a kérdés, hogy miért
vacakolunk a ¢, U szétbontéaséval vagy Osszerakasaval. Nos, a szétbontéssal igyekeztiink hangsu-
lyozni, hogy amikor ezeket a fliggvényeket épitjiik, tulajdonképpen két-két hasonld, de ugyanakkor
eltérs fliggvényeket konstrualunk és ezekben az esetekeben van, hogy kiilon-kiilon le kell ellenérizni
a feltételeket, mert nem analog a két eset, masrészt viszont amikor mar meglévs fedésekbdl csi-
nalunk djat, akkor ezek teljesen azonosan miikodnek, és igy szerencsésebb egy-egy fliggvényként

gondolni rajuk.

13



3 BIZONYITAS 3.C Fedések

5. abra. (T, T, ) szemléltetése

3.6. Definicio: Megfelels fedés

Egy (T, T,w, ¢, ) fedés megfelel6 A C [T]-re nézve, ha = (A) nyilt-zért [T]-ben (azaz 7~ '(A) €

AY([TT))-

3.7. Lemma:

Legyen T egy tabus jaték fa, ekkor ha létezik megfelels fedése A C [T]-ra nézve, akkor G(A,T)
eldontott.

Bizonyitas: Legyen (T, T, 7, ¢, ¥) megfelels fedés A-ra nézve, vagyis 7 (A) C [T] nyilt-zéart,
tehat nyilt, igy a 3.3. lemma miatt G(7 1 (A), T) eldontétt, tehat valamelyik jatékosnak van nyerd
stratégidja. Nevezziik ezt a jatékost jo jatékosnak, a masik jatékost pedig rossz jatékosnak, és
ennek megfelelGen jeloljiik a stratégiakat és tabukat. Legyen B C [T] a j6 jatékos nyershalmaza
T-ben (B = A vagy B = [T]\ A). Legyen & € S;(T) nyers stratégia a jo jatékosnak T-ben,
ekkor azt allitjuk, hogy o := ¢(6) € S3(T') is nyerd stratégia. Ehhez legyen = € [T'| konzisztens

jaték o-val, ekkor & := U(5,z) € [T] konzisztens -mal, ami nyerd stratégia, igy 7 € 7 !(B)

14



3 BIZONYITAS 3.C Fedések

vagy & € Tr, tehat z € B vagy © € Tr, mivel U csak gy révidithetne a jatékon felemeléskor,
hogy az T3-be essen, igy 7(Z) = x és ha x terminalt volt, akkor 7 definicidja miatt lent és fent is

megegyeznek a tabuk. [J

3.8. Definicio:

I i={peT]|lhip) <k}

3.9. Definici6: k-fedés
Ha k € N, akkor egy C = (T, T, 7, ¢, ¥) fedés, k-fedés, ha
(i) ,T=,T, JTNThi=,T0T, ,TNTa=,TNTu
(ii) 7 | T az identitds
(iii) ¢ | S(,T) az identitas
3.10. Definicié: Fedések kompozicidja

Legyenek C2,1 = (Tg, Tl, ’7T271, ¢2717 \11172)7 6372 = (Tg, TQ, 7T372, ¢372, \11273) fedések, ekkor a kOIHpOZI,Cl.—
6juk Cyy 0Cs9 := (T3, Ty, m1 032, 2,1 © P32, (0,7) = Yy s(0, W1 9(P32(0),7))) -

W-ben azért vannak felcserélve az indexek, hogy ezzel is jelezziik, hogy 6 felemeli a jatékokat.

3.11. Lemma:
Ha C2,1 k:l—fedés és 6372 k‘z-f@déS, akkor 0271 o) 6372 min(kl, kg)-fedés.

A lemma rutin bizonyitasatol megkiméljiik olvasodinkat.
A kovetkezo lemma elégséges feltételt ad, hogy fedések hatarértékét vehessiik, latni fogjuk, hogy

ezért vezettiik be a k-fedések fogalmat.

3.12. Lemma:
Legyen ke N, (Ti)iGN tabus Jéték fak és (l{?jﬂ', Tjis (bj,h \Ili,j)iSjEN o]yanok, hOgy
(1) Cji = (T3, T, mjs, §ja, Vig) kja-fedés (i < j),
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3 BIZONYITAS 3.C Fedések

(2) Cri=Cji0Ce; (i<j<{),
(3) Vi<j kj;>k,

(4) lim inf ky ; = oo.

J—00j'2]

Ekkor létezik Tog (|Too] < Y ien |Ti]) €8 (Toois oosis Vino) Vi € N 1igy, hogy
b Cooyi = (TOOa Ti7 ﬂ.oo,’i) ¢oo,7,', \Ijzyoo) k'fedéS,

L Coo,i = Cj,i o Coo,j (Z < j)'

Bizonyitas: A (4)-es feltétel a lényege a bizonyitésnak, emiatt tetszélegesen hosszi pozicikban
egy id6 utdn mar nem valtozik a fedés. Minden n € N-re legyen i,, a legkisebb olyan, hogy minden
(> j >i-re kyj > n, igy minden j >4,  T;, T; 0 (T;)1, , T N (T;)u figgetlen j-t6l. T =
{peN*[peT,, } (Tah={peN*[pe (T, i} (To)u:={p €N |pe (T, u}
Ty jatek fa és |Too| < >0,y | T3] (3) miatt i = 0, igy a k-fedés (i) része megvan.

Legyen p € , T, ekkor

p ha j > iy
7Too,j(p) =
Win,j(P) ha] < Zn
Legyen o € S(,,7w), ekkor
o ha j > i,
Po0,i(0) =

Cbin,j(ff) ha] < 1y
Ezek nyilvan joldefinialtak és teljesitik a sziikséges feltételeket, mind a fedéshez, mind a k-fedéshez.
Legyen 0 € S(Tw) és x € [T}] konzisztens ¢o ;(0)-val, ekkor

rln ha j > i,
U, oo(o,z) [ 0=

Uy (o,0) [n haj <.
U, (0,x) € [Tw] és joldefinialt, hisz ha n < m, akkor U; (0, 2) [ n C ¥; (0, z) [ m. Persze
Tooj(Vjoo(0,2)) C x, és ha nem egyenld, akkor tabu a megfelel§ jatékos szaméra, mivel 7 egy
jatékot pozicionként vetit, és mivel ezt is elegendé a pozicidkon ellenérizni, igy konzisztens lesz

o-val.
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3 BIZONYITAS 3.D Konstrukciés lemma

Tehat (Too, T, Moo js Poojr Vo) k-fedés. Coo; = C;; 0 Coo; kOvetkezik a definiciobol és a (2)-es
feltételbdsl.
O

3.D. Konstrukcios lemma

3.13. Lemma:

Legyen T tabus jaték fa, ha A C [T] nyilt vagy zart és k € N, akkor T-nek van megfelels k-fedése

A-ra nézve.

Bizonyitas: A definiciébdl kovetkezik, hogy ha egy halmaznak van megfelel§ fedése, akkor az
megfelel§ a komplementerére is, tehat feltehets, hogy A C [T'] zart. Mivel egy k+ 1-fedés egyben k-
fedés is, ezért elég paros k-ra ilyet konstrualnunk. Definialjuk C = (T, T, 7, ¢, ¥)-t, megmutatjuk,
hogy k-fedés és megfelels A-ra nézve.

T és 7 konstrukcioja:
Mivel k-fedést akarunk, igy az elején nincs valasztasunk, 7 = T, ,TNTi =, TNT, TN =
wl N T
Azt, hogy hogy néz ki T a tobbi helyen, tgy fogjuk megérteni, hogy tetszdéleges p € T-re, amire
Ch(p) = k és nem terminalt, megmondjuk a 7}, fellett 1évg Tp—t. Mivel k paros, igy p-ben I jon,
egy ilyen p ag ugy fog kinézni Tp—ben, hogy minden lenti lépéshez I-nek tébb opcidja is lesz, majd
IT-nek hasonléan. Viszont ezt a lépésvaltast kovetGen a fa vagy majdnem tgy néz ki, mint ami
alatta van (néhany esetleg késsbb indulo ag hidnyzik) vagy csak egy ilyen ag és az oda vezetd ut
marad felette.
Legyen a megengedett 1épés p-ben T-ben, ekkor legyen Z az a halmaz ahonan biztosan II nyerne

(ref):
(i) praCr
(ii) r nem terminalt
(iii) [T,]NA=0,deVr (poa S qCr=[T]JNA#D)

(q a legelsé ilyen hely)
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3 BIZONYITAS 3.D Konstrukciés lemma

A pontos konstrukcidhoz képzeljiik el, hogy I és II épp az eredeti jatékot jatsszék, de I-es fair
ajanlatot tesz a jaték modositasara p~a-ban, a mellett mondhat még egy X C Z halmazt és azt
IT elfogadhatja vagy kihivhatja.

Ha II elfogadja X-et, akkor annyiban valtozik a jaték, hogy ha Z-beli helyre érnek, akkor a jaték
véget ér, ha a megallas helye X-beli akkor I nyer, ha nem, akkor II.

Ha IT kihivja X-et, vagyis ugy gondolja, hogy X elfogadasaval romlananak az esélyei (ezt csak
akkor teheti meg, ha X # (), akkor mond egy r € X-et, mondvan, hogy ott & nyerne, ezt kovetGen
csak onnan jatszék le a jatékot. Ezt persze a vetités miatt agy csinaljuk 7-ben, hogy csak az
r-hez vezetd utat engedjiik meg, és méar Il-nek is azt a b megengedett 1épését kellett mondania,
amire b C r. Megjegyzés: ez a jaték teljesen képzeletbeli és csupan a T szerkezetének megértésére
szolgal, lathato rajta, hogy ha X # () akkor II kivalasztva egy elemét nyer (amennyiben sikeriil
elkeriilnie a tabuit), de ez szimunkra még nem fontos.

Formalisabban T a k + 2. 1épést6] azon p~(a, X) " (b,v)" s sorozatokbol all, amikre
e pa“b seT
e (h(p) =k, a,beN

e v=1vagy v=(2,7),ahol r € X

ha v =1, akkor Vz € Z =(2 C p~a"b"s)
e hav=(2,7),akkor bCrAp-a~b-seT,

Megjegyzés: olvasdinknak felttinhetett, hogy a definicidval ellentétben itt nem csak természetes
szamokat lépiink, viszont a lehetséges 1épések szama mindig megszamlalhato, igy ezek elkddolhatok
természetes szamokkal, de ettdl eltekintiink.

Azt allitjuk, hogy 7~ (A) nyilt-zért.
A:={z e [T) | th(z) >k+2 A II clfogadja I altal javasolt X-et}, ez a halmaz nyilt-zart.
A N[T] = 7 '(A). Mivel, ha & egy végtelen jaték T-ben, ahol II elfogadta az I altal javasolt
X-et, akkor mivel végtelen igy nem mehet 4t Z egyik pontjan se, hiszen azok tabuk, tehat minden
q C m(x)re [T,]N A # 0 és mivel A zart igy n(z) € A. Ha pedig IT kihivta X-et, akkor mivel
végtelen, igy nem keriilhet tabuba és tudjuk létezik r C w(z), hogy [T,] N A = 0, tehat 7 () ¢ A.
Tehat 7 '(A) is nyilt-zart, hisz [T] zart.

o1 Si(T) — Si(T) és
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3 BIZONYITAS 3.D Konstrukciés lemma

Wy :{(6,2) € Si(T) x [T | = konzisztens ¢1(5)-val} — [T'] konstrukcioja:
A terviink, az hogy amikor meg akarjuk mondani a stratégiat T' egy részén, akkor keresiink egy
hasonlo részt T-ben és lemésoljuk, majd ellendrizziik, hogy egy tetszoleges jatékot felemelhetiink-
e a feltételeknek megfelelGen. A T konstrukei6jahoz hasonloan, most is egy tetszéleges p € T A
Ch(p) = k-ra értjiik meg, hogy mi torténik 7),-n, mivel ,T-n a k-fedés miatt ¢ az identités és persze
ott még a felemeléssel sincs gond. Vegyiink egy tetszéleges 6 € SI(T), ennek kell megmondanunk
a képét. Mivel k paros igy 6 meghatéarozza, hogy I mit lépjen p-ben, (a, X)-et, ekkor ¢1(5) =: o

szerint p a-t 1épiink. A T, fa azon ¢ elemei, amikre ¢h(q) > k, a kovetkezs 4 részbe sorolhatok:
(1) g ¢ Tpa
NreZ qPpr
(3) IreX:q2r

(4) IreZ\X:q2Or
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3 BIZONYITAS 3.D Konstrukciés lemma

S0
-
s,
‘ -
4
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~ Sl ~ Sl ~
~ ~ N ~ -
~ ~ . N ~ .

6. abra. T}, kiemelve

Az &bran példa lathato egy T jaték fara, ahol kiemeltiik 7)-t és szineztiik annak kiilénb6z6

2 o2

részeit az el6zdek alapjan.
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3 BIZONYITAS 3.D Konstrukciés lemma

Ezen a négy részen fogjuk megmondani ¢ segitségével, hogy mi legyen o, majd rogton ellen-

6rizni, hogy felemelhetGek-e megfelelGen a jatékok.

(1)

q ¢ Tp“a
Itt o legyen tetszoleges. (Egyediil ¢y Lipschitzségére kell figyelniink, ez megoldhato, vehetiink
egy az egész T-n eldre rogzitett stratégiat). Itt nem érhet véget semmilyen o-val konzisztens

jaték, hiszen p-ben nem léphetiink a-t.

VreZ qpr
Vegyiik a TpA(a, X)~(v,1) alaki részfakat T-ben, ezek pont fedik ezt a részt (és egyformék ezen

a részen), o csinalja azt, mint ott 6. Ha van egy konzisztens jatékunk, felemelhetjiik.

IreX:q2Or
Ezek felett a részek felett vannak a T fak "lombjai" ({q €T, | r Cq}), vegylik onnan o-t.
Ha van egy konzisztens jatékunk, akkor az atmegy egy r € X-en, de mivel ez egy fa, ezért

ezt csak egyféleképpen teheti meg, tgy ahogy Tr-ben jutunk el 7-ig, tehat felemelhets.

IreZ\X:q2r

Itt is definidljuk o-t tetszélegesen. Ha van egy konzisztens jatékunk, akkor az atmegy r €
Z \ X-en, tehat felemelhetjiik odaig egy TpA(m X)~(b1) faban és mivel itt a definici6 az volt,
hogy ha r € Z, akkor terminalt és r € X < 7 € Ty, igy ez a jaték Ti-beli, ami megfelel a

felemelés feltételének.

o1t - SII(T) — SII(T) és
Uy : {(7,2) € SII(T) x [T | « konzisztens ¢r1(7)-val} — ffﬂ konstrukeioja:

A konstrukci6é az el6z6héz nagyon hasonlo lesz, legyen 7 a stratégia amibdl kiindulunk, csupéan

ezuttal 7 nem hatarozza meg, hogy mit lépjlink p-ben, igy nem kapjuk meg az X-et, hanem

nekiink kell kivalasztani egy megfelel6t. II lépésekor a k + 1. lépés le van fixalva, 1évén, hogy az

Ové a stratégia, eztttal tetszéleges p~a € T' A lh(p) = k-ra értjiik meg, hogy mi torténik 7,-,-ban:
Z\Y ={reZ|3XCZ: 7(p°(a,X))=(b2,r)}

azaz azon Z-beliek halmaza amelyre tudunk olyan ket tartalmazé X-et mondani, hogy arra Il

kihivja r-t 7 alapjan.

Ekkor T, fa azon ¢ elemei, amikre (h(q) > k, a kdvetkezd 3 részre oszthatok:

(1)

VreZ qpr
[tt pontosan ugyanaz torténik, mint o-nal (2)-ben, csak X helyett Y-nal.
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3 BIZONYITAS 3.E  Utolsé lépések

(2) IreY:q2or
Itt pontosan ugyanaz torténik, mint o-nal (4)-ben, csak X helyett Y-nal, és persze itt a

felemeléshez rovidillés esetén a masik tabu kell.

(3) IreZ\Y:q2Or
definici6 szerint minden r € Z \ Y-ra létezik X, hogy azt valasztva a stratégia r-et hivja ki,

tehét ezek a fak fednek, és ugyanigy megy minden, mint o-nal (3)-ban.

3.E. Utols6 1épések

3.14. Tétel: (Martin, 1985)[6, 2.1.8. Tétel|

Legyen T tabus jaték fa, ha A C [T Borel és k € N, akkor T-nek van megfelel6 k-fedése A-ra

nézve.

Bizonyitas: A kovetkezs allitast bizonyitjuk transzfinit indukciéval o > 1 megszéamlalhato rend-
szamra:

(1)a Minden T-re, minden A C [T]-ra, minden k € N-ra, ha A € 39, akkor T-nek létezik megfelels
k-fedése A-ra nézve.

(1)1 kovetkezik a 3.13. lemmabol.

Tegyiik fel, hogy a@ > 1 és minden 1 < 8 < a-ra () igaz.

Legyen k € N, A € X0 ekkor létezik (B,, By)nen : UBn = A, B, € Hgn, Bn < a.

Legyen Ty := T, indukcioval fogjuk definialni (Ty)pen-t és Cry = (To, Tiy moiy Pois Vip) J < -t
ahol Cp; =Cj,0Ce; (i <j <), Cpj (k+j)-fedés, és Cp megfelels fedése minden j < ¢-re Bj-nek.
Tegyiik fel, hogy minden ¢ < n-re mar megvan T és Cy ;.

a0 folytonos és B, € 1Y (Ty), igy m,5(B,) € I (T,). (1), miatt van C, = (T, T,,7,¢,7T)
(k + n)-fedés, ami megfelels m, o([T] \ B,) € X% (T,)-ra, és igy megfelels m, o(B,) € II} (T,)-re
is. Legyen T, := T, j < n-re legyen Cnt1j =Cpnj 0 Chi1pn (Coy1 s trividlis fedés), ez kielégiti a
kivant feltételeket.

3.12. lemma feltételei teljesiilnek k;,; := k+1 valasztéassal, legyen tehat To és Cooi = (Too, Ti, Moo

,booi, Viso). Ekkor 71 (B,) nyilt-zart minden n-re, mivel 7o 11 folytonos, ezért 7' (A) nyilt.
) ) 0,0 y N+ 0,0
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3 BIZONYITAS 3.E  Utolsé lépések

A 3.13. lemma miatt van C To-re megfelels k-fedés To0(A)-ra nézve, igy Coop © C k-fedés és

megfelelg A-ra nézve.

O

1.1.-es Tétel: (Martin, 1975, [5])

Ha A C [T Borel, akkor G(A,T) eldontott.

Bizonyitas: Egészitsiik ki a terminélt poziciokat végtelen utakka,

legyen 77 := T U {p~s | p termindlt A s : n — {0}, n € N}. Ekkor [T] = [T"] = [T"], igy
természetes modon kapunk egy A’ C [T”] Borel halmazt. Legyen T = (7", Ty = 0, Tx = 0) tabus
jaték fa. Ekkor a 3.14. tétel alapjan létezik megfelels fedés A-ra és a 3.7. lemma miatt G(A’, T')
eldontott, tehat G(A', T") eldontott, és ebbdl adodéan G(A,T) is. O
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4 ALKALMAZASOK

4. Alkalmazasok

4.A. El6késziletek

4.1. Definicié: lengyel tér

Az (X, T) topologikus tér lengyel tér, ha szeparabilis és teljesen metrizalhato, azaz, ha létezik meg-
szamlalhato strid részhalmaza és megadhato rajta olyan metrika, ami teljes és az eredeti topologiat

generalja.

Felmeriilhet a kérdés, hogy a lengyel tereket miért nem metrikus térként kezeljiik, hisz megadhato
rajtuk metrika. Nos, egy lengyel térre tobb teljes metrika is tehetd, ami ugyanazt a topologiat

generélja, nekiink azonban nincs sziikségiink arra, hogy kiemeljiink egyet koziiliik.

4.2. Lemma:
Legyen X lengyel tér, ekkor | X| < 2%,

Bizonyitas: Definicié szerint van A C X megszamlalhato, stiri halmaz, ekkor AY, az A elemeibd]
képzett sorozatok elemszéama legfeljebb kontinuum és X minden x pontjahoz hozza tudunk rendelni
egy ilyen sorozatot, ami z-hez tart. Mivel A stirdi. Tehat létezik egy injekcio X-bsl AN-be, igy
| X] < [AN] < 2% O

4.3. Lemma:

Legyen X lengyel tér, ekkor X-nek van megszamlalhaté bazisa.

Bizonyitas: Legyen A C X megszamléalhato stirt halmaz, rogzitsiink egy d kompatibilis metrikat,
Legyen B := {B(a, %) CX|a€eA, neZ"}, persze B megszamlalhato. Azt allitjuk, hogy bézis
is, vagyis, ha U C X nyilt, akkor U = |J{B € B | B C U}. D nyilvanval6 a definiciobol. C-hez
tegylik fel indirekten, hogy létezik = € U ellenpélda, ekkor mivel U nyilt létezik ¢ > 0 (feltehetd,
hogy ¢ < 1), hogy B(x,e) C U. Mivel A stird, igy létezik a € A, hogy a € B(x, ) és persze létezik

n € Z", hogy ¢ <+ <% ekkor z € B(a,~) C U A B(a, +) € B, ellentmondas. [
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4 ALKALMAZASOK 4.A Elokésziiletek

4.4. Lemma:

Ha X lengyel tér, akkor teljesiti a 2.6. Lemma altal kimondottakat.

Bizonyitas: A 2.6. Lemma bizonyitasaban a [T] topologiajat elég volt arra hasznalni, hogy
belassuk, hogy ¢ C 39, vagyis, hogy minden nyilt el6all megszamlalhaté sok zart uniojaként.
Ennck igazoléséra a 4.3. érvelése kis modositéssal hasznalhato, B := {B(a,2) C X |a € A, n €

7+}. O

4.5. Lemma:

Legyen X olyan topologikus tér, amely teljesiti a 2.6. Lemma altal kimondott tulajdonsagokat és
C C X zart. Tekintsiik C-n az altértopologiat, ekkor VA C C

Va>1 (Aell)(X) s Aelll(C))

Va>2 (AeXl(X)e AeX(0))

Bizonyitas: Az allitast indukcidval fogjuk igazolni o > 1-re.
Az altértopologia definiciojabol és C' zartsagabol kovetkezik, hogy A € IIY(X) < A € I1Y(C)
Tegyiik fel, hogy o > 2 AV < a-ra igaz az allitas.
AeX(X) e AeX0), kivetkezik a 320 definiciojabol és az indukcios feltételiinkbél.
Ha AeIl’(C)= (C\A) eX0(C)= (C\ A) e ZV(X)
X\ C e ZY(X) € Zo(X)
X\A=(X\O)U(C\A) = (X\A4) eX(X)= AecIl’(X)
Ha A eI (X) = (X \ A) € %(X)
C zart = C € IIY(X) C X9 (X)
C\A=(X\ANC=(C\A)eX(X)=Ael’(C)O

4.6. Megjegyzés:

Legyen X lengyel tér, C' C X. Ekkor C-t Cantor-halmaznak hivjuk, ha homeomorf a klasszikus
C C [0,1] Cantor-halmazzal. Cantor-séma alatt, pedig egy olyan (A)con részhalmaz csaladot

értiink, amire:
e A gNA;~ =0 Vse2<v
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4 ALKALMAZASOK 4.A Elokésziiletek

o A C A, Vse2<v ie{0,1}
e diam(A,) < 27

ekkor ﬂ (U AS> a Cantor-sémahoz tartozé Cantor-halmaz.

n se2mn

4.7. Lemma:

Legyen X perfekt nemiires lengyel tér, ekkor létezik C' C X Cantor-halmaz.

Bizonyitas: A bizonyitas lényege a kovetkezd, egy perfekt nem iires halmaznak legalabb 2 pontja
van és, hogy egy perfekt halmaz és egy nyilt metszete perfekt. Igy X-nek van 2 pontja , ezek
koré irhatunk elég kicsi diszjunkt nyilt halmazokat, majd minden korben ismét van 2 pont, ezt
folytatva Cantor-sémét kapunk, és mivel X teljes igy tartalmazni fogja a séma altal meghatérozott

Cantor-halmazt. [

4.8. Tétel: [2, 3.11 Tétel|

X lengyel tér, Y C X. Ekkor Y lengyel & Y € II9

4.9. Definicié: perfekt halmaz

Legyen X lengyel tér, A C X. Ekkor A perfekt :<> A zart és nincs izolalt pontja.
(Az egész tér perfekt, ha nincs izolalt pontja.)

4.10. Jelolés: diszjunkt unio

X=AUB & X=AUB AN AnNB=1

4.11. Tétel:

Legyen X lengyel tér, ekkor egyértelmiien létezik P perfekt és U megszamlalhato, nyilt részhalmaz,
hogy X = P U U.

Bizonyitas: Egyértelmtiség: Legyen X = Py U Uy = P, U Uy, ekkor, ha Y = B,NU; # 0 (i # j),
akkor Y # () nyilt, tehat orokli P; perfekségét, emellett egy nyilt és egy zart halmaz metszete,
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4 ALKALMAZASOK 4.B  Kormentes n-regularis Borel graf, ami nem Borel n-szinezhetd.

igy Y € II9, Tehat Y lengyel a 4.8. Tétel miatt nemiires, azaz tartalmaz Cantor halmazt a 4.7.
Lemma miatt, igy a szdmosaga nem lehet megszamlalhato, ellentmondés.

Létezés: Legyen B megszamlalhato bazis a 4.3. Lemma miatt van ilyen. Legyen U := |J{B €
B | |B| < N}, ekkor vilagos, hogy U megszamlalhato és nyilt, legyen P := X \ U. Indirekten
tegyiik fel, hogy P nem perfekt, ekkor 1étezik izolalt pontja, vagyis létezik nyilt P-ben, ami csak 1
pontot tartalmaz. Ekkor viszont van egy ennek megfelel§ nyilt X-ben, ami P-bdél ezt az egy pontot

tartalmazza, tehét az elemszama megszamlélhato, mivel U megszamlalhato, ami ellentmondas. [

4.B. Kormentes n-regularis Borel graf, ami nem Borel n-szinezheté.

4.12. Definici6: Cayley graf

Legyen I' egy csoport S generator halmazzal. Ekkor a Cayley-grafjan, azt a grafot értjiik, aminek

csticshalmaza ' és x-bdl y-ba s € S-el cimkézett iranyitott él fut, ha y = xs.

4.13. Definicio: Szabad hatés

Legyen I' ~ X csoporthatéas (balrél). Ez szabad, ha minden © € X-re és vy € I'-ra, ha x = 7 - x,

akkor v = 1.

4.14. Definici6é: Borel graf
Legyen X lengyel tér, G C X x X szimmetrikus irreflexiv relacio és Borel, akkor az (X, G) Borel

graf, csiicsai X elemei, élei G elemei. Gyakran azonositjuk a grafot a G relaciéval.

4.15. Definici6: Borel szinezhetGség

Ha (X, G) egy Borel graf Borel |A|-szinezhetd, ha létezik ¢ : X — A Borel fiiggvény, ami szinezés,
vagyis, ha Gy, akkor c(x) # c(y).

4.16. Definici6: Borel kromatikus szam

Legyen G Borel graf, ekkor legyen xp a legkisebb olyan szamossag, amire G Borel x g-szinezhetd.
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4.17. Példa:

Legyen « € [0, 7] olyan, hogy ¢ ¢ Q, jeldljiik F,-val az S* kir « szogii forgatasat. Definialjuk G,
grafot, gy, hogy a cstcshalmaza S' és 1Goy < F.(z) =y V F(y) = z.

G, 2-regularis, kbrmentes.

4.18. Allitas:

2 = X(Ga) < x8(Ga) = 3, ahol x a kromatikus szam és xp a Borel kromatikus szam.

Bizonyitas: G, Osszefliggdségi komponensei mindkét iranyban végtelen utgrafok, tehat 2-szinezhetd.

Belatjuk, hogy G, Borel 3-szinezhets. Ehhez vegyiink egy I intervallumot S'-en, aminek a
hossza kisebb, mint a. Legyen ¢(z) = 2 < x € I éslegyen ¢(x) a paritasa, annak, hogy legkevesebb
hény a-as forgatassal vihet§ x I-be. Ez jo Borel szinezés.

Indirekten tegyiik fel, hogy Borel 2-szinezhetd, ekkor léteznek By U B; = S' Borelek, gy
c¢(By) = 0, ¢(By) = 1. Tehat By, B; Lebesgue-mérhetGek, feltehetd, hogy A(By) > 0. Ekkor
letezik I C S, hogy A(By NI) > 0.99 - \(I). Viszont, mivel 2 irraciondlis, igy létezik n, hogy
AE2HY (NI > 0.99-A(1). Am AN(BNF2" (1)) > 0.99-\(I), ebbsl A(ByNE2+Y(1)NINBy) >
0.96 - A(1), ami ellentmondas, hisz By, By diszjunktak. [J

4.19. Lemma:

Legyen G lokalisan véges (minden fokszéma véges) Borel graf. Ekkor G Borel Yy-szinezhetd.

Bizonyitas: Mivel definicio szerint X lengyel, igy van megszamlalhato béazisa B = (B;);en. Min-
den x € X-re van egy legkisebb indextii bazis elem, ami 6t tartalmazza, de a szomszédait nem.
Legyen c¢(z) ennek a bazis elemnek az indexe. Vilagos, hogy ez Ng-szinezés, megmutathato, hogy

Borel. (I

4.20. Lemma:

Legyen G Borel graf, amiben minden fokszam legfeljebb d. Ekkor G Borel d + 1-szinezhetd.

Bizonyitas: Hasznalva a 4.19. Lemmat, van ¢ : X — Ny Borel szinezésiink. Ekkor ezt modo-

sitva konstrualunk megfelel§ szinezést w 1épésben. Egy 1épésben a legkisebb d-nél nagyobb szind
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pontokat szinezziik at, a legkisebb természetes szamra, ami nem szerepel a szomszédjaik kozott,
ez persze legfeljebb d. Vilagos, hogy ez d + 1 szinezés, megmutathato, hogy Borel. (Minden cstcs

j szine csak egy lokalis kornyezetének a régi szinétdl fiigg.) O

Eddig lathattuk, hogy a Borel kromatikus szam van, hogy nagyobb, mint a klasszikus, viszont
regularis grafokra maximum eggyel rosszabb, mint a fokszdm. A kévetkezs tétel igazolja, hogy ez

a becslés éles. A tétel bizonyitasaban hasznélni fogjuk a [3, 7.3. Lemma] -at.

4.21. Tétel:(Marks, [4])

Minden n € Z*-re létezik kormentes n-regularis Borel graf, ami nem Borel n-szinezhetd.

Bizonyitas: Rogzitsiik ng € Z*-t. Tekintsiik a Z3"™ = (Yo, Vi,- -, Yne—1 | 72 = €) csoportot és a
Cayley-grafjat (7o, Y1, .-, Vng—1 generatorokkal), ez ng-regularis (nem ez lesz a grafunk). Legyen
X = {z e N=" | Va € Z"™ Vi z(a) # z(ay)}, azaz olyan természetes szamokkal térténd

szamozéasai a grafnak, hogy a szomszédos cstcsoknak ne legyen azonos szamuk. Legyen G graf X
cstucshalmazon, z, y kozott pontosan akkor fusson él, ha 3i ;- = y, ahol Z3" balrdl hat X-en,
azaz o - () = z(afB). Megjegyzés: G nem kérmentes, csak azon az Y C X halmazon, ahol Z3™
szabadon hat, azt fogjuk megmutatni, hogy G = G | Y szamunkra megfelels.

El6szor megmutatjuk, hogy G-ben tetszéleges ¢ : X — ng Borel szinezésre létezik £ € ng 6és
T € X, hogy ¢(Z) =€ = (v, - T). Rogzitsiink egy ¢ : X — ng Borel szinezést.

Minden i € ng, j € N-re tekintsiik a kovetkez6 G; ; jatékot, amiben a jatékosok egy x € X-t
épitenek. Legyen z(e) = j, az n. 1épésében I-nek definidlnia kell a v;-vel kezd6d6 redukalt n hosszi
szavakon x értékét, II-nek peddig a nem ~;-vel kezd6d6 redukalt n hosszi szavakon kell definialnia
x értékét. Ekozben mindkett§jiiknek tartania kell magat X definiciojahoz, azaz nem lehet két
szomszédos csucson ugyanaz x értéke. I nyer :& c(x) # i.

Mivel a jaték Borel, a 1.1. Tétel alapjan a jaték eldontott. Belatjuk, hogy minden j-re létezik
i, hogy G j-re II-nek van nyerd stratégiaja. Indirekten tegytik fel, hogy adott j-re minden i-re
I-nek van nyerGstratégiaja, ekkor ezeket a nyeréstratégidkat alkalmazhatjuk parhuzamosan a graf
kiilonb6z6 dgaiban és igy azt kapjuk, hogy c¢(x) # i, minden i-re, ami ellentmondas. Tehéat minden
j-re létezik 7, hogy G ;-re II-nek van nyerd stratégidja, ebbdl skatulyaelv miatt kovetkezik, hogy
létezik € € ng, jo,j1 € N, hogy Gy j,-ra és Gy j -ra is II-nek van nyerdstratégidja, ezek segitségével

fogunk olyan -t épiteni, amire ¢(Z) = ¢ = c(y, - ¥). Ezt megtehetjiik ugy, hogy z(e) = jo,
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Z(v) = 71 definialassal kezdiink, majd parhuzamosan alkalmazzuk a két nyerGstratégiat a 7, €él

altal elvalasztott két fara.

e

7. dbra. T épitése

Legyen Y C X a Z3™ balrol hatéséanak szabad része, ekkor G = G | Y nyilvan no-regularis és
kormentes. Konstrualunk egy ¢* : X \ Y — n Borel fiiggvényt, amire Ve € X \Y, i € n " (z) #
i V c*(v;) # i. Ez elegendd, mert ha d : Y — n Borel szinezés, akkor ¢ := d U ¢* valasztassal a
korabbiak alapjan létezik ¢ € ng és T € X, hogy ¢(Z) = £ = ¢(vy, - &). A c*-ra tett feltétel miatt
X \ Y-ben nincs ilyen, tehat Y-ban van, ezért d nem lehet ng-szinezés.

A kovetkezdkben megkonstruéljuk c*-ot:

Az, hogy 75" nem hat szabadon Y C X-en, azt (zg,x1,...,Tmy1) alaka korok (zg = xp,iq A
VO < j,j <m j#j = xj # ;) és az ezekhez tartozd (Vig, Vs, - - - Vhn )-8k jelzik, amikre
Vi, * Tj = Tjy1 68 persze Vi, # Yy, Legyen A Borel halmaz, ami tartalmaz legalabb egy ilyen
kort minden 6sszefiiggdségi komponensbdl G | (X \ Y)-ban. Ilyen létezik [3, 7.3 Lemmal miatt,
és (zo,x1, ..., Tmy1) sorrendje elkodolja egy ilyen kor iranyitasat is. Ekkor minden korbeli elemre
legyen c*(z;) := kj, persze ekkor, ha ¢*(x) = i, akkor ¢*(v; - x) # i. Ezt megérizve terjessziik ki
c*-ot. Ez megtehets, ha vesziink egy ig,41,... olyan sorozatot, ami végtelenszer vesz fel minden
no beli elemet, ugyanis ekkor az n. lépésben, ha x € X \ Y-ra mar definidltuk c¢*-ot és v, - a-re

még nem, akkor ¢*(v;, - x) :=1i,. O
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4.C. "Kontinnuumhipotézis" Borel halmazokra
4.22. Definicio: *-jatékok

Legyen X # () perfekt lengyel tér, d kompatibilis teljes metrikaval. Rogzitsik B := {V,,} bazist
nemiires nyiltakbol. Ha A C X, akkor a G*(A) *-jaték alatt a kivetkezot értjiik:

1 (U, U i, uith

II iO il
ahol U™ € B bazisnyilt, igy, hogy diam(U™) < 2=, U™ nU™ =0, i, € {0,1}, "tV u U™t
Ui(:). Legyen {z} := ﬂ UZ-(:). Ekkor I nyer . x € A .

Itt I mindig mond két bézisnyiltat, majd II valaszt, I-nek olyanokat kell mondania, amik elég
kicsik, lezartjaik részei a II altal el¢zéleg valasztott halmaznak, és lezartjaik metszete iires, ez igy

meghataroz egy egyértelmi z € X-et.

4.23. Tétel:

Legyen X # () perfekt lengyel tér és A C X. Ekkor:

(i) I-nek van nyerd stratégidja G*(A)-ban < A tartalmaz Cantor-halmazt.

(ii) II-nek van nyerd stratégidja G*(A)-ban < A megszamlilhato.

Bizonyitas: (i)=: I nyerd stratégiaja lényegében egy Cantor-séma (Ug)seo<w, ekkor Yy €
2 A{x,} = ﬂ Uyin = x, € A, tehat A tartalmaz Cantor-halmazt ({z, | y € 2¥} C A).

(i)<: Itt ; Cantor-halmaz perfektsége miatt I mindig tud a feltételeknek megfelelGen tugy
valasztani, hogy vélasztott halmazai metsszék a Cantor-halmazt, igy ez nyerd stratégia lesz.

(ii)«<=: Ha A megszamléalhato, akkor konnyen latszik a stratégia: A = {xg,x1,...}, IT ugy lép
az n. kérben, hogy z,, ¢ U™,

(ii)=: Legyen o nyerd stratégia IT-nek, ekkor = € A-ra nevezziik
0 0 . n—1 n—1 .
p:((Ué )’Ul( ))7107"'a(U(§ )’Ul( ))7271—1)
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poziciot jonak, ha p konzisztens o-val és x € Ui(:;ll). Létezik egy maximalis j6 p z-re, hisz ellenkez§
esetben x konzisztens lenne o-val és I nyerne, ami nem lehet, mivel o II-nek nyers stratégia. Legyen

egy ilyen maximaélis jo p-re:
A,={ye Ui(:__ll) | minden, a feltételeknek megfelels (Uén), Uln)) parra y ¢ Ui(n),

ahol i a o-nak megfelel§ lépés},
ekkor z € A,, vagyis A C UAp és ami a lényeg, hogy A, legfeljebb egy elemd, hisz, ha

p
Yo # y1 € A,, akkor I léphet olyan (Uén),Ul(n))—t, hogy v; € Ui(n), ami ellentmondas. Mivel a

jaték fa megszamléalhato, igy U A, is ésigy Ais. O
P

4.24. Kovetkezmény: "Kontinuumhipotézis" Borelekre
Legyen Y lengyel tér 6s B C'Y Borel. Ekkor |B| <R,V |B| = 2% .

Bizonyitas: A 4.11. Tétel miatt Y = X U U, ahol X perfekt, U megszamlalhato, igy A := BNX
Borel Y-ban, igy a 4.4. Lemma ¢és a 4.5. Lemma miatt A Borel X-ben. Ha X = (), akkor az &llitas
nyilvanvalo. Ha X # (), akkor, mivel X zart, igy lengyel tér, és hasznalhatjuk a 4.23. Tételt.
Mivel a fliggvény, ami [T]-b&l X-be képez, folytonos és A C X Borel, igy a jaték a 1.1. Tétel
alapjan eldontott és ha |B| £ Ny, akkor |A| £ Ry (mivel U megszamlalhato), tehat a 4.23. Tétel
alapjan Il-esnek nem lehet nyerd stratégiaja, tehat mivel a jaték eldontott igy I-esnek van, azaz
A tartalmaz Cantor-halmazt, aminek az elemszama 2. Tehat |B| > |A| > 2%, ekkor mivel Y

lengyel tér a 4.2. Lemma miatt Y| < 2% és B C Y, tehat |B| = 2%. [
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4.D. Wadge-rendezés és jaték
4.25. Definici6:

Legyenek X,Y topologikus terek és A C X, B C Y. A Wadge redukéltja B-nek, ha létezik
f: X — Y folytonos, hogy f~'(B) = A. Jel.: A <y B, persze, ha a terek nem egyértelmiick a
szovegkornyezetbdl, akkor (X, A) <w (Y, B).

A Wadge rendezéssel megadhat6 a Borel-hierarchia egy finomitésa (1d. [2, 21.E]). Azt mar a
definiciobol is lathatjuk, hogy tranzitiv, reflexiv, és hogy ha A, B Borel halmazokra A € X% U
I A B <w A, akkor 33 < a: B € ) UII}. A kovetkezS tétel azt mutatja, hogy két Borel
halmaz mindig 6sszehasonlithato egymaéssal vagy egymas komplementerével, legalabbis a megadott

terekben.

4.26. Tétel: (Wadge-lemma)

Legyenek S, T nemiires jaték fak termindlt poziciok nélkil és A C [S], B C [T] Borelek. Ekkor
A <w B vagy B <w [S]\A.

Bizonyitas: A bizonyitashoz vezessiik be a Wadge jatékot (WG(A, B)):

I y(0) y(1)

ahol z(i),y(i) e N, x € [S], y € [T], Il nyer & (x € A&y € B).
Mivel A, B Borelek, igy a jaték is az, és igy az 1.1. Tétel miatt eldontott.

Tegyiik fel, hogy II-nek van nyerd stratégidja, erre tekinthetiink gy, mint egy folytonos Lip-
schitz ¢ : S — T fiiggvényre, amire ¢h(p(s)) = Ch(s), ez persze kiterjed: ¢* : [S] — [T] folytonos
fliggvénnyé. Mivel o IT nyerd stratégiaja volt, igy € A & p*(z) € B, tehat A <y B.

Ha I-nek van nyerd stratégiaja, akkor hasonloan (x ¢ A < y € B), vagyis B <y [S]\ A. O
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4.E. Hurewicz-Tétel és az oda vezetd 1t

Ez az alfejezet a Hurewicz-Tétel bizonyitasarol és kovetkezményeirdl szol. Ehez bevezetiink néhany

1j fogalmat és bizonyitas nélkiil elfogadunk par allitast.

4.27. Definicio: analitikus halmaz

Legyen X lengyel tér és A C X, A analitikus, ha folytonos képe egy lengyel térnek, vagyis létezik
Y lengyel tér és f: Y — X folytonos fiiggvény, hogy f(Y) = A. (Jel: A€ X})

4.28. Definicio: koanalitikus halmaz

Legyen X lengyel tér és B C X, B koanalitikus, ha X \ B analitikus.

4.29. Definicio: N

N = [T], ahol T = N<¥,

vagyis N = NN azzal a topolégidval, amit a fakon definidltunk.

4.30. Tétel: (Hurewicz)

Legyen X lengyel tér, A C X analitikus, ha A ¢ 39, akkor létezik C C X Cantor-halmaz, amelyre
C'\ A megszamlalhato és stird C-ben, tehat C' N A relativ zart A-ban és homeomorf N -el.

4.31. Koévetkezmény:

Legyen X lengyel tér B C X koanalitikus, ekkor B € TI3 (vagyis lengyel tér) vagy létezik egy

relativ zart részhalmaza, ami homeomorf Q-val.

Bizonyitas: (Kév.) A := X \ B, ekkor tudjuk, hogy B € II3 vagy B N C relativ zart, megszam-
lalhato és stirtd C-ben. Mivel [2,  7.12. Feladat| szerint Q az egyetlen nemiires, megszamlalhato,

metrizalhato, perfekt tér (homeomorfizmus erejéig), tehat ez a részhalmaza C-nek homeomorf Q-

val. OJ
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4.32. Lemma: [2, 4.14. Tétel]

Legyen X lengyel tér, ekkor X bedgyazhato [0, 1]N-be, ami kompakt.

4.33. Kovetkezmény:

Legyen X lengyel tér. Ekkor X tartalmaz zart részhalmazt, ami homeomorf N-el < X nem 4ll

el6, mint megszamlalhaté sok kompakt részhalmazanak uniéja.

Bizonyitas: Ha X elGall, mint megszamlalhato sok kompakt részhalmazanak uni6ja, akkor nem
tartalmazhatja N-t zart részhalmazként, hisz az nem all el6, mint megszamlalhato sok kompakt
részhalmazanak unioja. Ellenkezs esetben legyen X egy kompakt lengyel tér, ami tartalmazza
X-et (ilyen van a 4.32. Lemma miatt). Ekkor X ¢ 39, igy tartalmazza N -et zart részhalmazként.
O

4.34. Definicio:
C elvalasztja A-t B-t6l <= ACCACNB=10

Lattuk, milyen erés a Hurewicz-Tétel, bizonyitasdhoz egy még altalanosabb tételt bizonyitunk.

4.35. Tétel: (Kechris-Louveau-Woodin)

Legyen X lengyel tér, A C X analitikus és B tetszbleges, amikre A N B = (). Ha nem létezik
39 halmaz, ami elvalasztja A-t B-t6l, akkor létezik egy Cantor-halmaz C C AU B, hogy C N B
megszamlalhato és stirti C-ben. Tehat C' N B homeomorf Q-val és C' N A homeomorf N -el.

Bizonyitas: (Hurewicz-Tétel (4.30.))
Kovetkezik a Kechris-Louveau-Woodin Tételbdl (4.35.), B := X \ A valasztassal. O

A Kechris-Louveau-Woodin-Tételt 2 1épésben fogjuk bizonyitani, elészor viszavezetjiik az aldbbi

lemmaéara, majd belatjuk a lemmat.
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4.36. Lemma:

A, B CC (C a Cantor-halmaz), A analitikus és AN B = (). Ha nem létezik X9, ami elvalasztja A-t
B-t6l, akkor létezik egy zart halmaz K C C, hogy K C AU B, emellett KN A, KN B siirii K-ban

és K N B megszamlalhato.

4.37. Lemma: [2, 14.4. Allitas|

Legyen XY lengyel terek. Ha f : X — Y Borel és A C X, B CY analitikusak, akkor f(A) C
Y, f~YB) C X is analitikusak.

4.38. Tétel: [2, 4.18. Tétel|

Minden X # () kompakt metrizalhato6 tér a Cantor-halmaz folytonos képe.

Bizonyitas: (Kechris-Louveau-Woodin Tétel (4.35.))

4.32. miatt X bedgyazhato kompakt térbe, és ha kompakt térben igaz a tétel, akkor az eredetiben
is. Tegytlik fel, hogy X kompakt. igy 4.38. miatt 7 : C — X folytonos sziirjekcio, ekkor legyenek
A= 77Y(A), B := 7 1(B), igy A’ analitikus (4.37.), A’ N B’ = (). Ekkor teljesiilnek a 4.36.
alapfeltételei. Ha létezik F' € X9(C), akkor ez nem csak zartak megszamlalhaté unioja, hanem
kompaktaknak is, hisz C kompakt, igy folytonos képe tovabbra is kompaktak megszamlélhato
uni6ja, tehat 7(F’) € X9(X) és persze w(F') elvalasztja A-t B-t6l. Tehat létezik K' C C zart,
perfekt, amire K’ C AU B, K'N A", K'N B’ stiri K'-ben és K’ N B’ megszamlalhato. Ennek a
képét tekintve K = w(K’) C X zart (X-ben), K C AUB, KNA, KN B stri K-ban és K N B
megszamlalhato. Tehat K perfekt. Ekkor mar csak meg kell adnunk egy D C K Cantor-halmazt,

amire D N B stird D-ben, ez megtehets. [J
A kovetkez§ jaték a Wadge-jaték altalanositasa és sziikségiink lesz ré a 4.36. Lemma bizonyitasanal.

4.39. Definici6: Szétvalaszto jaték

Legyenek S, T nemiires jaték fak, terminalt poziciok nélkiil. A C [S], By, B C [T], BoN By =0,
ekkor szétvalaszto jatéknak hivjuk, és SG(A; By, By)-el jeldljiik a kovetkezot:
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11 y(0) y(1)
aholx € [S], ye [T] ésIl nyer .= (r € A=y By)N(x ¢ A=ye B)

(WG(A, B) = SG(A; B,[T]\ B))

4.40. Lemma:

Ha I-nek van nyerd stratégidja az indukal egy f : [T] — [S] folytonos fiiggvényt, amire (y € By =
fly) & A)A(y € By = f(y) € A), tehat f~(A) elvalasztja By-et By-tol.

Ha II-nek van nyerd stratégidja az indukal egy g : [S] — [T'] folytonos fiiggvényt, amire g(A) C
By A g([S]\ A) C B;.

A bizonyitas ugyanaz, mint amit a Wadge-jatéknal alkalmaztunk. (4.26.)

4.41. Lemma: |2, 14.3. Feladat]

Legyen X lengyel tér. A analitikus < létezik G € TI3(X x C), ahol C a Cantor-halmaz, hogy
A =projx(G)

4.42. Tétel: (Baire kategoria tétel, [2, 8.4. Tétel])
Teljes metrikus terekben, megszamlalhaté sok strii nyilt halmaz metszete strii.

Bizonyitas: (4.36. Lemma)

Legyen m : C x C — C vetités az elsé koordinatara. Ekkor 4.41. miatt létezik G € TI9(C x C),
amire 71 (G) = A. Legyen Uy := |J{U C C x C | U nyilt A létezik X9-beli halmaz, ami elvalasztja
m(UNG)-t B-t6l}. Legyen Gy := G\ Uy. Gy # 0, mivel, ha Uj tartalmazna G-t, akkor m(G) = A
is elvalaszthato lenne B-t6l X9-beli halmazzal, hisz 39-beli halmazok megszamlalhaté uni6ja 39-
beli és C x C-n van megszamlalhat6 béazis. Gy € I3, hisz Uy nyilt vagyis (C x C \ Up) € 19 C TIY
és Go =GN (C x C\ Uy). Rogzitsiink egy {W,, # 0} béazist Go-an a részhalmaz-topologiaban.
71(W,) N B # 0, mivel kiilonben létezik U’ nyilt C x C-ben, hogy U’ NGy = W, és ekkor (U’ NG)
elvalaszthato B-t6l mi(W,)-al (7 (W,,) € TIY C X9).

Legyen x, € m(W,) N B és legyen By := {z,, | n € N}. Ekkor azt allitjuk, hogy Gy és By x C
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metszete iires és nem létezik XY(C x C)-beli halmaz, ami elvalasztana Sket.
Indirekten tegyiik fel, hogy Go C |J F,,, |JF, N By x C = 0, ekkor a Baire kategoria tételt (4.42.)
Go-ra, mint lengyel térre alkalmazva (Go € II9 és 4.8.) kapjuk, hogy létezik n, m, hogy W,, C F,,
de ekkor my(W,,) C m1(F,), mivel m(F,) zart, de ekkor x,, € m(F,), ami ellentmondés (z,, €
By N F,NByxC=0).
Most, hogy ezt is belattuk, alkalmazhatjuk az elvilaszto jatékot, vegyiik az SG(Q; By x C,Gy)
jatékot, ahol () C C x C megszamlalhato, strd halmaz.
Ekkor IT nyer & 2z € (CXxC)x (CxC) : (x1 € Q = x93 € By xC) AN (11 ¢ Q = 19 €
Go), ez véges kombinaciéja Borel halmazoknak, tehat Borel. Igy a 1.1. Tétel alapjan a jaték
eldontott. 4.40. miatt, ha I-nek lenne nyerd stratégiaja, akkor f : C x C — C x C folytonos
fliggvény és f~1(Q) elvalasztja Go-t By x C-t6l, ami ellentmondés, hiszen Q € X9, f~1(Q) € 3.
Tehat IT-nek van nyerd stratégiaja, ami indukél egy g : C x C — C x C folytonos fliggvényt,
amire g(Q) C By x C és g(C x C\ Q) C Gy. Legyen K' := ¢(C x C), ekkor K’ C C x C zart,
K' C ByxCUGy, K NByxC,K'NGystri K'-ben és K' N By x C megszamlalhatd. Legyen
K :=m(K') CC zart, K C AU B, ekkor K N B, K N A stirti K-ban és K N B megszamlalhato,
hisz ANB=0é K C AU B,.

O
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