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Bevezetés

Szakdolgozatom célja, hogy megismerkedjiink a Neumann-regularis gytiriikkel,
ravilagitunk, hogy egy egyszerii definiciéval megadott gytirtiosztaly mennyi kérdést
és lehetOséget rejt magdban. A Neumann-reguldris gytiriik fogalmat Neumann
Janos vezette be 1936-ban, kvantummechanikai motivaciét altal vezérelve, és
tobbek kozott a dolgozatomban szerepld 1.2.1.-es Tételt bizonyitotta.

Az elso fejezetben elGszor példakat mutatunk ezekre a gytrikre. Majd ne-
vezetes gylrielméleti fogalmak és tulajdonsigok segitségével keriiliink kozelebb
a megértésiikhoz.

A midsodik fejezetben a Neumann-regularis gytlirik specialis eseteivel és le-
hetséges altalanositasaival fogunk foglalkozni.

Végiil pedig a 3. a modulusok szemsz6gébdl vizsgaljuk a gytliriik Neumann-
regularitasat. Ebben a fejezetben olyan modulusokat vizsgalunk melyekben a
skalarok Neumann-reguléris gytiriikbél kertilnek ki.

Dolgozatomban féként a megjelolt hivatkozasokban szereplo tételek bizonyitdsainak
gondolatmeneteit kovetem végig. De el6fordulnak koztiik mas, esetenként sajat
magam altal adott bizonyitasok is. Legjobb tudoméasom szerint a 2. fejezetben
szerepl6 fogalmak koziil a szabalyosan majdnem Neumann-regularis gytriiket,
és az idempotens osztogytiriiket én definidltam.

Az elsé fejezethez, valamint a 2.2 alfejezethez [4] Ken Goodearl Neumann-
regularis gytrik ciml konyvét vettem alapul, de egy-egy gondolat erejéig més
helyeken is el6jon.

A 2.1. alfejezetben [2] Grigore Calugdreanu egységreguldris gylriikr6l sz6l6



cikkét hasznaltam.

A 2.3. alfejezetben definialt szabalyosan majdnem Neumann-regularis gytrtik
definiciéjat, a majdnem Neumann-regulédris gytiriik definicigja ihlette, melyrol
a [10] cikk bevezet&jében olvastam.

A 3.2. alfejezetet a [8] endoreguldris modulusokrdl sz6l6 cikk alapjan frtam,
de a 3.2.22. Tétel bizonyitasdnak gondolatmenetét a [5] cikkbél meritettem.

A 3.3. alfejezet pedig a [11] egység-endoreguldris modulusokrél szél6 cikket
dolgozza fel, de a 3.3.10-es Lemma bizonyitdsahoz [9] Rickart-modulusokrél sz6lé
cikett hasznaljuk.

Ezeken kiviil bizonyos Neumann-regularis gylrtikh6z kapcsoldédd &llitasok
feladatként szerepeltek [7] T.Y. Lam &ltal és [1] Anderson-Fuller éltal irt tankény-
vekben. Ezek a konyvek a fogalmi keret elsajatitasaban is segitséget nytujtottak.

A szakdolgozatom feltételez némi algebrai eléismeretet. Alapvet6 fogalmakat
(mint példdul: gyfird, idedl, modulus, homomorfizmus, képter, magtér) nem
definidlunk, ezek [6] Kiss Emil tankonyvében megtaldlhatdak.

Megegyezés szerint dolgozatomban a transzformacidkat alapvetéen balrdl
irjuk, és bal modulusokkal foglalkozunk, amennyiben a feltételek kozott més
nem szerepel. Valamint altaldban feltessziik, hogy egységelemes gytiriikkel fog-

lalkozunk, kivéve ha ezt a feltételek kozott elére jelezziik.



1. fejezet

Neumann-regularis gyturik tulajdonsagai

Definicié: Egy R gyiiri Neumann-regularis, ha Vx € R esetén Jy € R, hogy
Tyr = .
Az z-ekhez tartozé ilyen y elemeket kvéziinverznek nevezziik. Tehdt egy

gylri Neumann-regularis, ha minden elemnek 1étezik kvaziinverze.

1.1. Példak Neumann-regularis gytriikre

Most bevezetiink egy definiciét, amellyel a Neumann-reguldris gytiriik vizsgalatanal

sokat fogunk taldlkozni.
1.1.1. Definicié. Legyen R egy gyiirt, ekkor e € R elem idempotens, ha e? = e.
1.1.2. Definicié. Egy R gyird Boole-gyiri, ha minden eleme idempotens.

1.1.3. Példa. Vildgos hogy a Boole-gyirik Neumann-requldrisak, hiszen ha R

Boole-gyftirii, akkor a € R esetén, a® = a .

1.1.4. Példa. Ha egy gyiriben minden elmnek van inverze, akkor vildgos, hogy
Neumann-reguldris, hiszen ekkor aa™'a = a. Emiatt példdul az osszes test

Neumann-requldris.

A kovetkez6 példdhoz bevezetiink egy par definiciét.



1.1.5. Definicié. Legyen R gyiirt, és M egy R-modulus, ekkor M egyszert ha
nincsen nemtrividlis részmodulusa. (Vagyis a részmodulusai csak sajdat maga és

a 0-modulus).

1.1.6. Definicié. Legyen R gyiiri, valamint My, My R-modulusok. Ekkor M =
= M P My, ha Mi,Mys < M és¥V m € M-re 3l my € My és mg € My,
hogy m = mq +ms. Ekkor azt mondjuk, hogy M az M és Ms modulusok direkt

0sszege.
1.1.7. Allitas. M, @ My = M esetén M, N M, = {0}.

Bizonyitds. Legyen © € My N My, ekkor x = © 4+ 0 = 0 + «, hiszen My, M>
modulusok, tehat 0 € M7, Ms de a felirds egyértelmi, tehat x = 0. O

1.1.8. Definicié. Legyen R gyird, M egy R-modulus, ekkor M féligegyszeri,

ha egyszeri, modulusok direkt dsszege.

1.1.9. Allités. Legyen R gyirt, M egy R-modulus. M akkor és csak akkor

féligegyszert, ha minden részmodulusa direkt osszeadando M -ben.

1.1.10. Definicié. Legyen R gyiiri, M egy R-modulus, ekkor az f : M — M R-
modulushomomorfizmusok gyirigét az M endomorfizmusgyirijének nevezziik,

és Endg(M)-el jeloljik.
1.1.11. Példa. Féligegyszert modulusok endomorfizmusgytrije Neumann-reguldris.

Bizonyitds. Legyen R egy gylru, M egy féligegyszeri R-modulus, valamint
¢ € Endr(M). Az allitds beldtdsdhoz mutatunk egy ¢ € Endgr(M) modu-
lushomomorfizmust, hogy ¢ o 9 o ¢ = . J4l ismert allitas, hogy ilyen ¢ esetén
Kerp < M , tehat az 1.1.9. 4llitas alapjan direkt Gsszeadandé benne . fgy
létezik direkt kiegészitGje. A modulusok homomorfizmus tétele miatt erre az
L direkt kiegészitore igaz, hogy L = Imy. Ekkor ezt az izomorfizmust a ¢
leképezés hatdrozza meg tgy, hogy ¢ = v, az izomorfizmus. Tovdbba, mi-
vel Imp < M szintén teljesiil, igy ennek is létezik egy N direkt kiegészitGje.
Legyen 1 € Endr(M) a kovetkez6: m = x + y,z € Imp,y € N esetén



Yz +y) =y Y(z). Tehét I'my direkt kiegészit6jén legyen azonosan 0. Imgp-n

pedig az 1y izomorfizmus inverze. Ekkor m = x +y,x € L,y € Kery esetén

evp(z +y) = () = o1y ' (x) = p(z) O

1.1.12. Megjegyzés. Az el6z6 példa specidlis eseteként megkapjuk, hogy, ha K
test V' pedig egy K-vektortér, akkor Endx (V) (amit Endg(M)-hez hasonléan
definidglunk) szintén Neumann-reguldris.

Ebbél pedig kivetkezik, hogy a test feletti véges dimenzids matrizgydrik (il-

letve oszlopvéges mdtrizgydrik) is Neumann-requldrisak.

Végill megmutatjuk, hogyan lehet Neumann-reguléris gytiriikbél, ijabb Neumann-

regularis gytriiket 1étrehozni. Ehhez egy 1ij fogalmat kell bevezetniink.

1.1.13. Definicié. Legyenek I egy megszamldlhaté indexhalmaz, és R; gyiiri
Vi € I-re, ekkor [[R; = {(ri); | ri € Ri} Ez a megadott gydrik direkt szor-

zata.
1.1.14. Megjegyzés. Ez szintén gyiri, ha a miveleteket koordindtdnként értelmezzik.

1.1.15. Példa. Ha I egy indexhalmaz, és R; Neumann-requldris Vi € I esetén,
akkor [ R; szintén Neumann-reguldris.
Mivel R; Neumann-reqularis, ezért a; € R; esetén 3x; € R;, hogy a;x;a; =
= a;, ekkor az (a;); € [[ Ri elemre az (xz;); elem megfeleld lesz a Neumann-

regularitds igazoldsahoz.

1.1.16. Definicié. Legyen I egy megszdmldlhato indexhalmaz, és R; gyiirik
Vi € I-re. Ekkor @ R; :={(r;); | ri =0 véges sok i kivételével } A megadott

gyirik direkt dsszege.

1.1.17. Megjegyzés. A direkt szorzathoz hasonldan ez is gytiri a koordnidtanként

vett miveletekre, s6t @ R; <[] R;.

1.1.18. Megjegyzés. A direkt szorzathoz hasonléan, ha R;-k Neumann-requldarisak,
akkor a direkt dsszeg is Neumann-regquldris, a bizonyitds ugyanaz mint a direkt

szorzat esetén.



1.2. Idealok Neumann-regularis gyturiikben

A kovetkezokben egy nagyon fontos gytriielméleti fogalom Neumann-regularitdshoz
tartoz6 vonatkozasait nézziik meg. Rogton egy kategorizacidval kezdiink, ami

az idealokon keresztil torténik.

1.2.1. Tétel. R gyiirire ekvivalensek a kovetkezdk:

(1) R Neumann-reguldris.

(2) R-ben minden jobboldali (baloldali) féidedl generdlhatd idempotens elem-
mel.

(8) R-ben minden végesen generdlt jobbieddl (balidedl) generdlhaté idempo-

tens elemmel.

Bizonyitds. (1) = (2) : Mivel R Neumann-reguldris, igy Vax € R esetén Jy € R,
hogy zyx = x, ekkor zy elem idempotens ((zyz)y = zy). Be fogjuk latni, hogy
xR =2yR.

Vildgos, hogy ehhez elegendé belatni, hogy = € xyR, illetve, zy € xR, hiszen
ezek pont az zR C xyR, illetve xyR C xR, tartalmazasokat jelentik. zy € =R,
nyilvanvalé, és x = zyx, tehdt z = zyxr € zyR. Tehat xR = zyR, ahol xy
idempotens.

(2) = (3) : Elészor belatjuk, hogy x R+yR generalhaté idempotens elemmel.
Tudjuk, hogy Jde € R idempotens, hogy xR = eR, a feltevésiinkbol. Ekkor
ey € xR, tehdt y — ey € xR + yR. Beldtjuk, hogy tR+ yR =eR + (y — ey)R.

Tetszlleges 11,12 € R esetén tekintiik az er; + (y — ey)ra 11,72 € R elemet.

Mivel, e,ey € xR, igy ddy,d2 € R, hogy zdy = e és zdy = ey, ekkor
er1+(y—ey)re = x(dir1—dars)+yre € tR+yR. Tehdt eR+(y—ey)R C 2 R+yR.

A madsik tartalmazdas: Legyen ri,r9 € R és nézzik az xry + yre 1,71 € R
elemet. Mivel x € eR tehat 3d € R, hogy x« = ed, ekkor

xry +yro = e(dr1 + yre2) + (y — ey)ra € eR+ (y — ey) R, tehét

xR+ yR CeR+ (y —ey)R, vagyis tR+yR =eR+ (y — ey)R.

(2) alapjén 3f € R idempotens, hogy fR = (y — ey)R, ekkor f = (y — ey)k
valamilyen k € R esetén. Igy ef = e(y — ey)k = (ey — e2y)k = (ey — ey)k = 0.



Legyen g = f — fe. Vegyiik észre, hogy eg = ef — efe = 0, valamint ge =
= fe— fe* = fe— fe=0, tovébbd fg = (f — fe)f = [* — fPe= [ — fe=gy,
illteve gf = (f — fe)f = f?>— fef = f2 = f. Melyekbdl latszik, hogy fR = gR.
gy xR+ yR = eR+ gR.

Most beldtjuk, hogy eR+ gR = (e + g)R. (e + g)R C eR + gR vildgos.

ery + gre r1,72 € R esetén
(e+ g)(ery + gro) = €2ry + egry + gery + g%ra = €2ry + g2ro = ery + gro

vagyis, eR + gR C (e + g)R, tehat eR + gR = (e + g)R, rdaddsul e + g egy
idempotens elem, hiszen (e + g)% = e + eg + ge + g> = €2 + g% = e + g, vagyis
a két elem &ltal generdlt jobbidedlokra beldttuk a (3)-as allitast.

Most alkalmazzunk teljes indukciét a generatorok szama szerint. n = 1 eset
trividls, n = 2 esetet az el6bb lattuk.

Tegyiik fel, hogy 1R + --- xR jobbideal generdlhaté idempotens elmmel
tetszéleges x1, - - -z € R gylirtielemek és k < n — 1 pozitiv egész szam esetén.

Ekkor az indukcios feltételt alkalmazva 1 R+ -+x,_1R+x, R = yR+z, R,
ahol y idempotens. Most az n = 2 esetet alkalmazva: yR 4+ x, R = zR, ahol z
idempotens.

(3) = (1) : € Resetén Je € R idempotens, hogy xR = eR, tehdt Ir,y € R,

2

hogy = = er, illetve xy = e. Ekkor ex = e“r = er = z, igy x = ex = zyzx, tehat

R Neumann-regularis. O

Az 1.2.1 Tétel ekvivalens feltételt ad a Neumann-regularitdsra, ami azt je-
lenti, hogy akér ki is cserélhetnénk a definiciét. Ezt a gylrtiosztdlyt mar az
idempotencia és az ideal fogalmak meghatarozzak, épp ugy ahogy az eredeti

definicié magaval hordozza az idempotenciét.

1.2.2. Definicié. Legyen A, B4R két idedl R-ben. Ekkor ezen idedlok szorzatdn
az A-B={>_ra;b; | a; € Ab; € B,r; € R} halmazt értjik.

1.2.3. Megjegyzés. A fent definidlt halmaz idedl R-ben a gyiri miwveleteivel.

1.2.4. Allit4s. Legyen R Neumann-requldris gyiird, ekkor VI < R idedl idempo-
tens (azaz I =1).



Bizonyitds. Vilagos, hogy I? szintén idedl, igy elegendé a halmazelméleti egyenléséget
belatni.

I? C I hiszen z € I? esetén z = > x;y;ahol x4, y; € I, de ekkor z;y; € I,
Vi-re. Valamint ezek Gsszege Y x;y; = z € I, hiszen I idedl.

I C I? | hiszen z € I esetén R Neumann-regularitisa miatt 3y € R, hogy

zyr = x, ekkor xy € I, mivel I idedl, emiatt zyx = = € I? O

1.2.5. Definicié. Legyen R gyiird, és I<R idedl. Ekkor R/I elemeia+1I a € R
tipust mellékosztdalyok, és ezért a+1 =b+1 < a—0b € I, R/I-n elvégezhetjiik
az R gylri miveleteit:

(a+D)+(b+1)=a+b+1

(a+1)b+1I)=ab+ 1.

1.2.6. Megjegyzés. Ez szintén gytri ezekre a miwveletekre
1.2.7. Allitas. Neumann-reguldris gyiird faktorgylrije Neumann-reguldris.

Bizonyitds. Legyen R Neumann-reguldris gytirti, melyben I <R egy idedl. Mivel
R Neumann-regularis, igy Vax € R-hez Jy € R, hogy zyxr = x. Mivel a szorzas
joldefinialt a mellékosztdlyokon, igy © + I € R/I-hez y + I megfelel$ elem lesz,
hiszen (z + (y+I)(z+1)=azyz+ I =x+ 1. O

1.2.8. Tétel. Legyen R Neumann-reqularis gytird, I <R egy idedl. Ekkor R ak-

kor és csak akkor Neumann-requldris ha I, és R/I egyardnt Neumann-requldris.

Bizonyitds. =: Ahogy azt az 1.2.7. Allit4s sordn l4ttuk, ha R Neumann-regularis,
akkor R/I szintén az. Megmutatjuk, hogy I is az. = € I esetén dy € R, hogy
xyx = x, ekkor yxy € I, hiszen I idedl. Ekkor zyzryr = zyx = x € I, tehédt yxy
jo valasztds x-hez I Neumann-regularitdsdnak igazolasara.

<: x € R esetén x + I-hez R/I Neumann-regularitdsa miatt Jy + I € R/I,
hogy (z+I)(y+1I)(x+1) = x+1, azaz zyz+I = x+1, tehdt t—xyx € I. De I-rél
tudjuk, hogy Neumann-reguldris, igy 3z € I, hogy (z—zyzx)z(z—zyz) = x—zyz,
ekkor:
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(x — xyx)z(x — TYT) = 20 — TYTZT — TZTYXT + TYTZTYT = T — TYT =

x(z —yxz — zay + yrzey + y)r = ¢

Vagyis a w = z—yxz—zaxy+yzrzry+y vilasztas megfelel6 x-hez R Neumann-

regularitdsanak igazoldasahoz. O
1.2.9. Megjegyzés. Nem haszndltuk R egységelemességét.

Elnevezés: A médszert, amivel w-t megkaptuk, a kétoldali kiemelés médszerének

fogjuk nevezni a tovabbiakban.

1.3. Egyéb gyturielméleti fogalmak

Ebben a fejezetben kiilonféle gytirtielméleti fogalmakat fogunk vizsgdlni Neumann-
reguldris gytrikrdl, ezaltal jobban megismerve oket.

Kezdjiik a Jacobson radikallal.

1.3.1. Definicié. Legyen R gyiri, ekkor R Jacobson radikdlja J(R) a kévet-
kezé: J(R)={x€ R | M =0 VM egyszeri R-modulusra}
A fenti definicié tetszéleges gyliri esetén megéllja a helyét. Egységelemes

gyurtikre pedig kimondhatjuk a kovetkezo definicidkat.

1.3.2. Tétel. Legyen R gyiri, ekkor z € R elemre ekvivalensek a kovetkezdk:
(1) z benne van R mazximdlis balidedljainak metszetében.
(2) ze{r e R | 1-—yzw invertilhaté Yy,w € R elemre}
(3) z € J(R)

A fenti tételt nem bizonyitjuk, csak felhasznaljuk a Neumann-regularis gytriik

Jacobson radikdljanak vizsgédlatahoz.
1.3.3. Lemma. J(R) idedl R-ben.

Bizonyitds. Vilagos, a Jacobson radikal definicigja atfogalmazhaté arra, hogy
az egyszeri modulusok annuldtorainak metszete. Vegyiik M-et egy egyszerli R-

modulust. Ekkor anng (M) idedl, hiszen x € anng(M) esetén tetszéleges r € R

11



elemre: reM = r0 = 0, valamint zrM C aM = 0. Mésrészt =,y € anng(M)
esetén (x +y)M C oM 4+ yM =0+ 0 = 0. Vagyis anng(M) idedl. De idedlok
metszete idedl, tehat J(R) idedl. O

1.3.4. Lemma. J(R) egyetlen idempotens eleme a 0.

Bizonyitds. Legyen x € J(R) idempotens, ekkor 1.3.2 definicié alapjén 1 — x
invertdlhat6. Vegyiik észre, hogy (1 — )2 =1 — 22 + 22 = 1 — z, tehét
l—z=(01-2)"11-2)2=(01-2)"1(1-2)=1amibdl x = 0 adédik. O

1.3.5. Tétel. A Neumann-reguldris gyirik Jacobson radikdlja 0.

Bizonyitds. Legyen R egy Neumann-reguldris gytiri, € J(R). Ekkor mivel R
Neumann-reguldris Jy € R, hogy xyx = x. 1.3.3. alapjan J(R) balidedl, tehat
yr € J(R), de yx, idempotens, tehat, 1.3.4. alapjan a 0, {gy x = zyz =0. O

1.3.6. Megjegyzés. A tétel visszafelé nem igaz. Hiszen példdul az egész szamok

gytrijének 0 a Jacobson radikdlja, de Z nem Neumann-requldris.

1.3.7. Definicié. R gyirt, ekkor Z(R) ={x € R | ar=rxz ¥r € R}, az

R centruma.
1.3.8. Allitas. Neumann-reguldris gytrik centruma Neumann-reguldris.

Bizonyitds. x € Z(R), esetén Jy € R, hogy zyxr = x. Legyen z = yzy, ekkor
rzr = xyryxr = xyxr = x. Vegylnk egy tetszbleges r € R gyliriielemet, be fogjuk
latni, hogy z € Z(R), ami a fentiek miatt azt jelenti, hogy Z(R) Neumann-

reguldris.

zr = yxyr = y2ar = y?ro = y?raoye = y eryz = ylorey = yayray =
= yryary = yrry = yray
Hasonléan: rz = yray = yary

Tehat zr =rz Vr € R esetén. O

A kovetkez6 dllitdst nem bizonyitjuk. A bizonyitds az (1) = (2) < (3)
irany a Hopkins-Levitzki Tétel segitségével konnyen adddik. A masik irdny

belatdasahoz pedig a Baer-kritérium hasznalhato.
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1.3.9. Allitas. R Neumann-requldris gyirire a kovetkezdk ekvivalensek:
1. R féligegyszert
2. R jobb (bal) Artin
3. R jobb (bal) Noether

1.3.10. Definicié. Egy R gyiri Dedekind-véges, ha a,b € R, ab = 1 esetén
ba=1

A kovetkezokben latni fogjuk egy specidlis osztalyat a Neumann-reguldris
gyuriiknek, amelyben mindig teljesiil a Dedekind-végesség. De elGtte felmertil
a kovetkezd:

Kérdés, hogy a Neumann-reguléris gytliritk mindig Dedekind-végesek-e?

A vélasz az, hogy nem, amire két kiillombozé jellegii ellenpéldat fogunk adni.

El6szor is a definiciénak csak egységelemes gytiriik esetén van értelme, tehat
elegendd adni egy Neumann-regularis gytiriit, amely nem egységelemes.

Ehhez a végtelen direkt Osszeget fogjuk segitségiil hivni.

1.3.11. Példa. Tudjuk, hogy Q, a raciondlis szamok teste Neumann-reguldris,
hiszen minden nem 0 elemnek van inverze. Most legyen I eqy megszdmldlhatoan
végtelen indexhalmaz, ekkor mint azt ldttuk, @, Q Neumann-reguldris. De nem
egységelemes, hiszen az egységelemnek minden koordindtaban egységnek kellene
lennie, de a direkt osszegben csak véges sok elem nem 0, igy ez nem lehet a
gytriben.

Tehdt ez a Neumann-requldris gyiri nem Dedekind-véges.

Réadasul még az egységelemesség sem garantdlja a Dedekind-végességet

Neumann-regularis gytriikben.

1.3.12. Példa. Legyen R = Endg(V), ahol dimgV = oo. Az 1.1.11.-es
példaban ldttuk, hogy R Neumann-reguldris, és nyilvan egységelemes, hiszen
tdy € R. Legyen ¢ € R eqy leképezés, amely injektiv, de nem szirjektiv. Ekkor
Y € R, hogy Yo = idy, de py # idy, hiszen @, és igy @y nem szirjektiv.
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2. fejezet

Specialis Neumann-regularis gytriik

Ebben a fejezetben olyan Neumann-regularis gytiriiket fogunk vizsgalni, ame-
lyekrél tobb dolgot tesziink fel ezaltal részosztalyait kapjuk a gytrtiosztalynak.
Ezekre be fogunk latni olyan allitdsokat és tulajdonsagokat, amelyeket a Neumann-

reguldris gytiriikre nem tudtunk volna.

2.1. Az egységregularis gyturik

2.1.1. Definicié. Egy R gyiri egységreguldris, haVa € R gyirielemhez Ju € R
egység, hogy aua = a.

2.1.2. Allités. Az egységrequldris gytirik Dedekind-végesek.

Bizonyitds. Legyen z,y € R, hogy xy = 1, be fogjuk latni, hogy yz = 1, ekkor
nyilvan yxy = vy, illetve xyr = z.

Mivel R Neumann-reguldris igy Ju, v egységek, hogy rux = x,yvy = y, ekkor

yry = yvy = yry —yvy = 0= y(r —v)y =0 /x-
(z—v)y=0=zy=vy=vy=1

Hasonldéan: xy = zu = 1 De u egység, igy Ik € R, hogy uk = ku = 1, ekkor
k = xuk = x, tehat xu = ux = 1. Ekkor y = uxry = u, tehat y = u, valamint

az el6z6hoz hasonléan belathato, hogy y egy egység és vy = yv = 1, amibol
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xr = xyv = v, vagyis v = x ekkor viszont xy = vu = uwv = yxr = 1. Ezzel az

allitast belattuk. O

A kovetkezSkben karaterizalni fogjuk az egységreguléris gyfirtiket, [2] Gri-
gore Calugareanu cikke alapjan.

El6szor is bevezetiink egy 1j definiciét.

2.1.3. Definicié. Legyen R gyiri, és e, f € R idempotens elemek. Ekkor e-t

és f-et izomorfnak nevezzik, ha eR = fR mint jobboldali R-modulusok.
Most pedig lassunk egy ekvivalens definiciét erre:

2.1.4. Allitas. Legyen R gylirid, és e, f € R idempotens elemek, e és f akkor
és csak akkor izomorfak, ha 3a,b € R, hogy e = ab, f = ba.

Bizonyitds. =: Legyen ¢ : eR — fR izomorfizmus, valamint ennek

o ' fR — eR inverze. Tovébbd legyen ¢(e) = b € fR. Ekkor b = fb,
hiszen f idempotens. Illetve o~ !(f) = a € eR, ahol a = ea.

Ekkor e = o~ p(e) = ¢~ (b) = ¢~ ' (fb) = ¢~ ' (f)b = ab.

Hasonléan f = oo~ 1(f) = ¢(a) = ¢(ea) = ¢(e)a = ba.

<: Most tegyiik fel, hogy létezik a,b € R, hogy e = ab, és f = ba.

Legyen ¢ : eR — fR @(e) := fb, és p(er) = for.

Vizsgdljuk meg, hogy joldefinidlt-e a leképezés. Ehhez legyen er = es. Ek-
kor p(er) = fbr = babr = ber = bes = babs = fbs = p(es). A jobboldali
disztributivitas miatt pedig miivelettart6 a leképezés.

Hasonléan ¢ : fR — eRhogy ¢(f) := ea, és ¥(er) = ear. Az el6z6hoz
hasonldan ez is egy jéldefinialt modulushomomorfizmus.

Most tetszéleges er € eR esetén

vp(er) = y(ple)r) = v(p(e))r = P(fb)r = P(f)br = eabr = e*r = er.

Tehat 1Y = id.g. Hasonléan ¢ = idspg. fgy © és 1) izomorfizmusok. Tehat
eR= fR.

O

2.1.5. Lemma. Legyen R gyiiri és benne e, f izomorf idempotensek, hogy e =

=ab és f = ba. Ekkor, ha bab = babubab, valamely u egységre, valamint
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c=1—ufb)u(l —f) ésd = (1— flu (1 —e), akkor cd = 1 — e, illetve
de=1—-f

Bizonyitds. Eloszor is vonjunk le par kovetkeztetést a feltételekbdl.

bab = babubab /a-
ab = abab = ababubab = abubab /- a

aba = abubaba = abuba
Amibél:
e(1 —ufb) =e—eufb=ab— abubab =0 =
(I—e)(1 —ufb)=1—ufb—e(l—ufdb)=1—ufb,
valamint
(1 —ufb)uf =uf —ufbuf = uba — ubabuba = uba — ubaba = uba — uba = 0

Most

ed = (1 - wfbyu(l — )1 — fru~'(1—e) = (1 —ufbyu(l — fHu='(1 - ¢) =
=1 —ufo) 1 —ufu)1—e)=(1—-ufb)(1—e—ufut(l—e))=
=l—ec—ufb(l—e)— (1 —ufb)ufu=t(l—e)=1—e—ufb(l—e), hiszen
(I —ufb)uf =0
Vegyiik észre, hogy ufb(1—e) = ufb—ufbe = ubab—ubabab = ubab—ubab =
0, vagyised=1—e—ufb(l—e)=1—ce.

Hasonldan:

de=(1-flu='(1—e)(1 —ufb)u(l - f) = (1= flu"' (1 —ufbu(l - f) =
= (1= P (1 —ufbu— (1 —ufbuf) = (1 - flu (1 — ufb)u =
=(1—-f)1—fbu)=1—f— fou+ fPou=1—f — fou+ fbu=1— f.

O

2.1.6. Tétel. Legyen R egy Neumann-requldris gytiri. R akkor és csak akkor
egységrequldris, ha e = f izomorf idempotensek esetén 1 —e = 1 — f szintén

izomorf idempotensek.
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Bizonyitds. =: Mivel e és f izomorf idempotensek, igy Ja,b € R, hogy e = ab,
illetve f = ba, ekkor a feltevés alapjan R egységregularis, igy Ju € R, hogy
bab = babubab, c-t és d-t valasszuk meg a 2.1.5. Lemma alapjan, ekkor a lemma
miatt ed = 1 — e, valamint dc = 1 — f tehdt izomorfak (és idempotensek).
<:x € Resetén Jy € R, hogy xyxr = z, hiszen R Neumann-regularis. Ekkor
z = yxy vélasztassal zzx = zyryr = xyr = x, valamint zzxz = yryryry =
= yxyxy = yry = z. Ekkor vilagos a 2.1.4.-es allitas alapjan, hogy zz = zx
izomorf idempotensek, tehat a feltétel miatt 1 — xz = 1 — zx szintén izomorf
idempotensek, vagyis 3¢, d € R, hogy 1 —xz = cd, és 1 — zx = dc. Ekkor ha cd-t
jobbrol x-szel, vagy balrdl z-vel szorozzuk, megkapjuk, hogy cdxr = 0 = zcd.
Hasonléan, ha dc-t balrdl x-szel, vagy jobbrél z-vel szorozzuk azt kapjuk, hogy

xdc = 0 = dcz. Legyen u = z 4 decd valamint v = x + cde. Ekkor zux =

= 2(z + ded)x = x2x + vdedx = xzx = x, s6t

uv = (2 + ded)(z + cde) = zx + zede + dedx + dedede = zx + dedede =
=zx+dc=zr+1—zx=1,
és vu = (z + cdc)(z + ded) = xz + xded + edez + cdeded = xz + cdeded =

=zz+cd=xz+1—z2=1.
Vagyis u egység, tehat R egységregularis. O

A tovabbiakban adunk egy erésebb karakterizaciot az egységregularis gytirtikre,

ahol nem tessziik fel a Neumann-regularitast.

2.1.7. Tétel. Egy R gylri akkor és csak akkor egységrequldris, ha Vx € R
gylriielemhez Ju € R egység, hogy xRN (x — u)R = {0}.

Bizonyitds. Egy segédallitassal kezdiink: e € R idempotens esetén

eRNaR C eaR Ya € R gyliriielemre, ugyanis:

b€ eRNaR esetén Iri, 79 € R, hogy ery = b = ary /e = eary = eb =
=e?r; =er; = b, tehat b € eaR.

Most térjiink ra a tételre.

=: Ha R egységreguléris gylirli, akkor Vx € R esetén Ju € R egység, hogy

r = zur. Ekkor zu(r —u~?!) = zuz — x = 0. De zu egy idempotens elem, igy
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ruRN (z —u YR C zu(z —u~')R = OR = {0}. Tovabba vegyiik észre, hogy
TR =ruu"'R C zuR, tehat zRN (z —u )R C 2uRN (z —u~!)R = {0}, tehdt
RN (x —u )R = {0}, és mivel u~! szintén egység, igy készen vagyunk.

<: Most legyen = € R és u € R egység, hogy xRN (x — u)R = {0}. Ekkor

vilagos, hogy zu~1(x —u) € zR. De

rwtz—u=>E-ut+tuwultz-u=>-wullr-utuw(z-u =
=@xz-uwullz-uw+z—u=(r—u)(u(z—u)+1) € (z—uR

Tehét zu=t(z —u) € xRN (z — u)R = {0}, vagyis zu= (z —u) = 0 =

1 1

zulz —2=0= 2u 'z =2z. Es u! szintén egység. O

2.2. Abel-regularis és erosen regularis gyturik

2.2.1. Definicié. Egy R Neumann-requldris gyird Abel-requldris, ha minden

idempotens eleme centrdlis (azaz e € R idempotensre e € Z(R)).

2.2.2. Definicié. Egy R gyiri erdsen reguldris, ha Yo € R elemre Jy € R,
hogy %y = x

Most pedig be fogjuk latni, hogy ez a két gytliriosztaly megegyezik, ehhez

egy Uj fogalmat vezetiink be.

2.2.3. Definicié. Legyen R gyiiri, eqy x € R gytrielem nilpotens, ha In €
Z~o, hogy =™ = 0.

2.2.4. Lemma. Ha egy Neumann-reguldris gytiriben nincsen nem nulla nilpo-

tens elem, akkor Abel-requldris.

Bizonyitds. Legyen R gytri, és e € R idempotens. Ekkor tetszéleges r € R
esetén (1 — e)re nilpotens, hiszen

(1 —e)re)® = (1 —e)re(1 —e)re = (1 — e)r(e — e)re = 0. Hasonléan
er(1 — e) szintén nilpotens. A feltevéselink alapjin ez azt jelenti, hogy mind a
ketté 0. Ekkor (1 —e)re = re — ere = 0 = re = ere. Hasonléan er(l —e) =

=er —ere =0 = er = ere, vagyis re = ere = er, tehdt e centralis. Tehat ha

18



R eredetileg Neumann-reguldris volt, benne minden idempotens centralis, tehat

Abel-reguldris. O

2.2.5. Megjegyzés. Valgjiban ez a Lemma azt mutatja meg, hogy ha egy
gytriiben nincsen nem nulla nilpotens elem, akkor benne minden idempotens

elem centrdlis.

2.2.6. Megjegyzés. Az dllitds visszafelé is igaz, tehdt eqy Abel-reguldris gyiiriben

nincsen nem nulla nilpotens elem, de ennek bizonyitdsdat késébbre hagyjuk.

2.2.7. Tétel. Egy R gylrii akkor és csak akkor erdsen regularis, ha Abel-

requldris.

Bizonyitds. <: Legyen R egy Abel-reguldris gytirti. Ekkor x € R esetén Jy € R,
hogy zyx = x, de zy idempotens, tehat centrilis, vagyis ¢ = zyz = 22y.

=-: Legyen R egy erOsen regularis gyird, és ¢ € R nilpotens, tehat In € Z~,
hogy 2" = 0. Ekkor Jy € R, hogy = = 2%y = 23y? = ... = 2"}y 2 =

n—1

— xn72xyn72 n—=2,2,,n—2

= 2" “xyy = 2"y = 0, tehat nincs R-ben nem nulla
nilpotens elem, vagyis a 2.2.4.-es Lemma alapjan R -ben minden idempotens
elem centralis. Mar csak a Neumann-regularitast kell igazolni.

Ehhez be fogjuk litni, hogy 2%y = z esetén x = zyx. Vegyiik észre a
kovetkezét: (v —azyx)? = 22 — xy2? +vyryr — 2?yxr = 2% — ayr? +aya? — 2% =
= 0. Ekkor x — zyz nilpotens, tehat, mivel R erésen regularis, igy 0. Tehat
x = xyx, vagyis y az x elem kvaziinverze. igy a 2.2.4.-es Lemma miatt R

Abel-regularis. O

2.2.8. Megjegyzés. Ezzel a 2.2.4-es Lemma mdsik irdnydt is beldttuk.

2.3. Szabalyosan majdnem Neumann-regularis gytrik

A [10] cikk bevezet8jében ismerkedhetiink meg a majdnem Neumann-reguldris

gytriik definicidjaval, ami a kovetkezo:

19



2.3.1. Definicié. Egy R gydrii majdnem Neumann-requldris, ha Va,b € R
gytiritelemekre, In € Z~g, hogy az (a™,b") idedl generdlhatd idempotens elem-

mel.

Ezt a definiciét, konnyedén atalakithatjuk az 1.2.1. Tételhez hasonléan, ami-

vel a kovetkezd ekvivalens definiciot kapjuk.

2.3.2. Definicié. Egy R gyird majdnem Neumann-reguldris , ha ¥ © € R

gylrielemre, 3y € R és In € Zwo, hogy x"yx"™ = ™.

Most vezessiik be a szabdlyosan majdnem Neumann-regularis gytrik de-
finicigjat, amely a Neumann-regularitas altalanositdasa, a majdnem Neumann-

regularitds megszoritasa.

2.3.3. Definicié. Egy R gyiirid n-edrendben szabdlyosan majdnem Neumann-

requldris (n € Zso), ha Yz € R elemhez, Jy € R elem, hogy x"yx™ = z™.

2.3.4. Allitas. Ha R gytri szabdlyosan majdnem Neumann-requldris n-rendben,
akkor szabdlyosan majdnem Neumann-reguldris nk-rendben tetszéleges k pozitiv

egészre.

Bizonyitds. Mivel R szabdlyosan majdnem Neumann-regularis n rendben, igy
minden x € R gytriielem n-edik hatvanyanak létezik kvéaziinverze, azaz 3z € R,

hogy (zF)"z(z*)" = (2F)" = a2k 2"k = "k, O

Felmeriilhet a kérdés, hogy létezik-e olyan gyir, amely szabalyosan majd-
nem Neumann-regularis, de nem Neumann-reguldris. Erre el6szér mutatunk

egy ellenpéldacsaldadot, majd egy kiemelt ellenpéldat.

2.3.5. Példa. Tekintsiik Zyn-t, azaz az egész szamokat modulo p™, ahol p prim,
és n € Zsi.Ekkor Zpyn n-edrendben szabdlyosan majdnem Neumann-reguldris,

de nem Neumann-reguldris.

Bizonyitds. Vilagos, hogy Zpn-ben V& € Zyn invertdlhatd, ha p { . Tovébba,
n > 1 miatt p € Zyn. vildgos, hogy pyp = p-nek nincs megolddsa, hiszen, ha

pyp = p Zyn-ben, akkor p™|p — pyp = p(1 — py) Z-ben. 1 < n miatt p?|p™. De
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p? 1 p(1—py), hiszen p és 1 — py relativ primek. Viszont p™ = 0, ekkor 0-0-0 =
= 0, azaz minden p-vel oszthatd szdm n-edik hatvanyanak létezik kvaziinverze
(hiszen mind 0), és p f x esetén p 1 z", hiszen p prim, tehdt z"-nek létezik

kvaziinverze, ami rdadasul az inverze. O

Most pedig mutatunk egy kiemelt példéat olyan szabalyosan majden Neumann-
regularis gytirire, amely nem Neumann-regularis, Z4-et. Azt mar tudjuk, hogy
Z4 ilyen, viszont vegytik észre, hogy Z, minden n € Z-i esetén n-edrendben
szabalyosan majdnem Neumann-regularis, de nem szabdalyosan majdnem Neumann-

reguldris 1-rendben (azaz nem Neumann-reguldris).

Ezeken kiviil tudunk még tovabbi altalanositasokat adni. Bevezetiink két

gytriosztalyt, melyeknek a Neumann-regulédris gytriik specidlis esetei.

2.3.6. Definicié. Egy R gyiiri hatviny-requldris, ha Vx € R esetén

Jy € R,n,k,l €N, hogy x"yx* = z'.

Sajnos ezzel a definiciéval nem gazdagodtunk 1j gytrtiosztallyal, hiszen min-

den gytirti hatvany reguldris. Hiszen zzx = 3.

7y ”

2.3.7. Definicié. Egy R gyird idempotens osztogyird, ha Va € R\{0} esetén
Jdy € R, hogy xy # 0, idempotens.

Vildgos, hogy minden Neumann-reguléris gyiirti idempotens osztogytliri.Az
1.2.8.-as Tételhez hasonldéan beldthatd, hogy idempotens osztogytrik idealjai
szintén idempotens osztégytriik. Tovabbé az is konnyedén bizonyithatd, hogy
ezen gylriik Jacobson-radikélja 0.

Felmeriilhet a kérdés, hogy vajon a majdnem Neumann-reguldris gytriik
idempotens osztégytiriik-e. Erre a kérdésre nem a vélasz, hiszen 1étezik olyan
majdnem Neumann-regularis gy(lrii, mely nem idempotens osztogytirii. S6t mér
a szabalyosan majdnem Neumann-reguldris gytriik sem feltétleniil idempotens
osztégytirtik. Hiszen Zyn-ben p-hez nem létezik y, hogy py nem nulla idempotens

(mivel az 1 az egyetlen nem nulla idempotens ebben a gyfir(iben).
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3. fejezet

Modulusok Neumann-regularis gytriik felett

Modulusokkal az eddigiek soréan is talalkoztunk. Most olyan kérdésekkel fogunk
foglalkozni, amely a Neumann-regularis gytrik felett vett modulusok tulaj-
donsédgaival kapcsolatosak. Megvizsgdljuk, hogy a Neumann-regularis gytirik
f6lotti modulusok milyen specidlis tulajdonsagokkal rendelkeznek. A fejezet

késébbi részében pedig specialis modulusokat fogunk vizsgadlni.

3.1. Elokészito tételek

Modulusok direkt felbontdsanal fontos szerepet jatszanak az idempotens endo-
morfizmusok. Egy € M; direkt felbontds esetén legyen e; az M;-re vald vetités
a direkt felbontés alapjan. Ekkor e? = e;, azaz e; idempotens, tovabbd eiej =0,
ha i # j, és végiil ey + --- + e, = 1. Idempotensek egy ilyen rendszerét orto-

gonalis idempotensek teljes rendszerének nevezziik.

3.1.1. Lemma. Legyen R gyiri, valamint M egy R-modulus.
Ekkor ha f € Endr(M) idempotens (azaz f? = f), akkor Imf direkt Gssze-
adanddé M-ben, sét M = Kerf @ Imf.

Bizonyitds. Eloszor is vizsgaljuk meg, hogy képezhetd-e a direkt Gsszeg.
x € KerfNImf esetén f(x) = 0, illetve Jy € M, hogy f(y) = x. Ekkor
0 = f(z) = f(f(y) = fly) = x tehdt a metszet csak a 0. Vildgos, hogy
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Kerf @ Imf C M, hiszen egyesével részhalmazok, és a modulusok zdrtak az
Osszeaddsra. M C Kerf@ Imf, hiszen © € M esetén x = (z — f(x)) + f(x)
és itt (x — f(z)) € Kerf, hiszen f(z — f(z)) = f(x) — f*(z) = 0, tovabb4
f(z) € Imf. O

3.1.2. Definicié. R gyiiriben az a,b € R elemek ortogondlisak, ha ab = ba = 0.

3.1.3. Tétel. Legyen R gyiri és ey, ...,e, € R ortogondlis idempotensek, me-
lyekre ey +- - -4e, = 1. R akkor és csak akkor Neumann-reguldris, haVx € e;Re;

esetén Jy € ejRe;, hogy vyr = x.

Bizonyitds. =: Mivel R Neumann-reguldris, igy x € e;Rej-hez 3y € R, hogy
xyx = x, de ekkor e;ye; € ejReq, és xejye;,x = vyr = x

«: Most tegyiik fel, hogy = € e;Re; esetén Jy € e;jRe;, hogy zyr = x.
Indukciét alkalkalmazunk az idempotens elemek szama szerint. Az n=1 eset
éppen R Neumann-regularitdsa, hiszen ekkor az idempotens éppen 1.

Nézziik most az n = 2 esetet:

Vizsgaljunk el6szor olyan z-et, hogy ejxes = 0, ekkor
1zl = (e1+e)x(e1+e2) = erxe; +ejxes+esxe; +eaxes = erxe; +esrer +esxes

A feltevésiink alapjan Jy € ey Re1, z € eaRes, hogy ejzeiyeixe; = ejze;
€L ez ey = €9X€.

Ekkor

x(y + 2)x = (erxey + eawey + eaxes)(y + 2)(e1xer + eaxey + esxes) =

= ejrejyeire] + eare1ye1re] + €aregzZeaxre + earegzealey =

(az Osszeg tObbi tagjandl eq, illetve e; egymads mellé keriilnek, igy 0-k lesz-

nek.) Tovabb alakitva:

= e1xe; + exxeg + eaxe1ye;re) + eaegzesre; = €1xe] + eaxes + ezx(y -+ z)xel.
Most vegytik észre, hogy
=z —x(y+ 2)x =exe; —eqx(y + z)ve; = es(x — (y + 2))er € eaRey,

tehdt a feltevésiink miatt Jw € e; Reg, hogy z'wz’ = .
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Ekkor (z —z(y+ 2)z)w(z —x(y+2)x) = . — 2(y+ 2)z amibdl az 1.2.8. tétel
bizonyitdsanal hasznalt kétoldali kiemelés médszerével adodik, hogy

(1= (y+2)x)w(l —x(y+ 2)) — (y + 2))x = x, vagyis Jv, hogy zvr = .

Most tekintsiink egy tetszoleges x € R elemet. Ekkor Jy € esRep, hogy
e1Tesye1Tes = e1xes, vagyis e1ryres = eyxeg, tehdt er(x — zyz)es = 0. Alkal-
mazzuk az el0bb beldtott specidlis esetet, vagyis 3z € R, hogy

(x — zyz)z(z — zyx) = x — xyz, ekkor a kétoldali kiemelés mddszerével
adédik, hogy Jv € R, hogy zvx = x, amivel az n=2 esetet belattuk.

Most pedig legyen n > 2 és tegyiik fel, hogy van n alkalmas ortogondlis
idempotensiink van a feltételnek megfeleld médon. Legyen f = es + --- + ey,
g=-e1+es+---e,, ekkor fRf és gRg gyliriik a feltételek alapjan Neumann-
reguldrisak. = € e; Rf esetén dy € es Rey, hogy wesyxres = xeq, vagyis xyres =
=zey = (v — xyx)es = 0 = x — zyx € gRg, tehdt 3z € gRg, hogy

(x — zyx)z(x — xyx) = = — zyz, ekkor a kétoldali kiemelés mddszerével:
Jw € R, hogy xwx = z, igy fwe; € fRe; esetén xfweix = zwzr = x, valamint
anal6g mddon beldthaté ugyanez x’ € fRe; elemekre is, tehat 3t € R, hogy
a'te’ = 2’ (és e;tf € erRf) majd az n = 2 esetet alkalkalmazzuk az ey, f

1-6sszegli idempotensekre. O

3.2. Endoregularis modulusok

A kovetkezOkben egy modulusosztéllyal fogunk foglalkozni, azokkal, melyeknek
Neumann-regularis az endomorfizmusgytrije. Vilagos, hogy az ilyen modulusok
Neumann-regularis gylri feletti modulusok, hiszen minden modulus, szintén
modulus az endomorfizmusgytriije felett,illetve az is, hogy minden Neumann-

reguldris gytri endoregularis modulus 6nmaga felett

3.2.1. Definicié. Legyen R gyiird és M egy R-modulus, ekkor, ha Endg(M)

Neumann-requldris, akkor M eqy endoregquldris modulus.

3.2.2. Tétel. Legyen R gylrd, M egy R-modulus. Ekkor ¢ € Endg(M) elem-

nek akkor és csak akkor létezik kvdziinverze, ha Keryp és Imyp direkt ossze-
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adandok M -ben.

Bizonyitds. <: Amennyiben Kerp, és Imgp direkt 6sszeadandék M -ben, akkor
az 1.1.11-es példandl latott izomorfizmussal adédik ¢ kvaziinverze.

=: Most tegyiik fel, hogy I € Endr(M), hogy oo = .

Ekkor Kerp C Kerpp, hiszen p(x) = 0 esetén 1(p(x)) = 9(0) = 0. De igaz
a forditott tartalmazds is: Keryp C Kerppp = Kerp, mivel 1o(x) = 0 esetén
o(p(z)) = p(0) =0, igy « € Kerpp = Kerp. Tehdt Kerp = Kerip.

Analég médon Imptp C I'mp, hisz y € Imei esetén Iz € M, hogy py(x) =
= y, legyen ¢¥(x) = z € M, ekkor p(z) = y, tehat y € Imp. Hasonléan
Imp = Imepe C Imepp, mivel y € Impp esetén Iz € M, hogy pp(z) =y,
ekkor p(x) = z € M-re pp(2) = y, tehdt y € Impy, ebbdl pedig Imp = Imep
adodik.

Igen am, de Y, és @) egyarant idempotensek, tehat a 3.1.1 lemma alapjan
képtereik és magtereik direkt osszeadanddk M-ben. O

Amibdl régtén adodik a kovetkezo:

3.2.3. Allitas. Legyen R gyird, és M R-modulus. M akkor és csak akkor
endoreguldris, ha Yo € Endr(M) esetén Kerp, és Imyp direkt dsszeadanddk
M -ben.

3.2.4. Megjegyzés. Vegyik észre, hogy ez az dllitds magyardzatot ad az elsé
fejezetben szereplé 1.1.11.-es példdra, mivel féligegyszeri, modulusban minden

részmodulus direkt osszeadandd.
A fenti allitast atfogalmazhatjuk két, irodalomban fellelhet6 fogalom segiségével:

3.2.5. Definicid. Legyen R gydrid, M R-modulus. Ekkor, ha Kerp direkt dssze-
adandé M-ben Vo € Endr(M) esetén, akkor M egy Rickart-modulus.

3.2.6. Definicié. Legyen R gytirid, M R-modulus. Ekkor, ha Imep direkt dssze-
adandé M-ben Vo € Endr(M) esetén, akkor M egy d-Rickart-modulus.

3.2.7. Megjegyzés. Ezek a definiciok adjdk a 3.2.3. dllitds dtfogalmazdsdt ami

a kovetkezo:
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Legyen R gytri, M R-modulus. Ekkor M akkor és csak akkor endorequldris,

ha Rickart-modulus, és d-Rickart-modulus.
3.2.8. Allit4s. Endoreguldris modulus direkt osszeadanddja szintén endoreguldris.

Bizonyitds. Legyen R gylrii, M pedig egy endoregularis R-modulus. Legyen N
direkt osszeadand6 M-ben.

Vildgos, hogy ekkor létezik egy idempotens e € Endr(M), hogy eM =
= N. Vegylink egy tetszlleges v € Endr(N) elemet. Eldszor is beldtjuk,
hogy Kervye = Kery @(1 —e)M. Ehhez elészor nézziik meg, hogy képezheté-e
a direkt Osszeg. y € Keryy N (1 — e)M esetén y € N miatt y = ey, valamint
y = m—em, ahonnan ey; = m—em, alkalmazzuk e-t: ey; = e’y; = em—em = 0,
azaz y = 0.

Kery @(1 —e)M C Kerve:

x € Kerp (1 — e)M esetén x = a + b, ahol a € Keryp C N emiatt
a = eay alakd, b = m—em, ekkor e-vel torténd szorzdssal (azaz e transzformécié
alkalmazdsdval):

m=ea+em—em=ea=e%a; =ea; =a

er=ea+em—e

Most pedig -t alkalmazzuk, ezaltal:

pex = Ya, de a € Kery miatt, Yex = 0, tehdt x € Kerye.

Kerye C Kery @(1 —e)M:

Legyen = € Kerye, most pedig alkalmazzuk a kovetkezd felirast:

x = ex + x — ex Lathatd, hogy © —ex = (1 —e)z € (1 — e)M, valamint
Yex = 0, hiszen x € Keriye, igy ex € Keri.

Tehét Kerve = Kerty @(1 — e)M. De M endoregularitdsa miatt Kerype
direkt 6sszeadandé M-ben a 3.2.3.-as Tétel alapjan. Igy Keri szintén direkt
osszeadandé M-ben, rdadasul Kery < N, tehat N-ben is direkt Osszeadando.
N =eM = Imy = YN = peM = Imype, de M endoregularitdsa miatt Imie
direkt osszeadand6 M-ben, tehat Imay is, de I'miyp < N, tehdt N-ben is direkt

osszeadandé. Igy tehat N Rickart, és d-Rickart, vagyis endoreguldris. O

3.2.9. Megjegyzés. Az eldz0 tétel bizonyitdsdndl az dtlathatobb leirds érdekében

az endomorfizmusokat balrdl torténd szorzdsnak értelmeztik, amit akaddly nélkil
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megtehetink, m € M, ¢ € Endr(M) esetén om = p(m), és a mivelettartdsdg

pont ugyanazt jelenti mint a bal oldali disztributivitds.

Felmeriilhet a kérdés, hogy egy Neumann-regularis gytru felett vett mo-
dulus sziikségképpen endoregularis-e? Erre a kovetkezOkben mutatunk egy el-

lenpéldat, de ehhez el6szor bevezetiink par definiciét.

3.2.10. Definicié. Egy M modulus N < M részmodulusa lényeges, ha H < M,
HNN =0 esetén H = 0.

3.2.11. Megjegyzés. Ha M egy R-modulus, valamilyen R gyiirire, és N M-

nek lényeges részmodulusa, akkor nem lehet direkt osszeadando M -ben

3.2.12. Allitas. Létezik R Neumann-reguldris gyiri, és M végesen generdlt

R-modulus, hogy M nem endoreguldris.

Bizonyitds. Legyen F egy test, és legyen R az D = F X F X ..-nek az 1 és
FEPF .. éltal generalt részgylirii F-ben, ami Neumann-reguléris, mivel test-
ben létezik inverz. Most vegyiink egy @ € D\ R elemet, és legyen B = R+ zR.
Ekkor R egységelemessége miatt x € R + xR, tehat R # R + xR. Legyen az R
modulusunk: M = REP B.

Legyen f € Endr(M), a kovetkezd leképezés: tetszileges (r,b) € M esetén
f((r,b)) = (0,7). Ekkor Im(f) = 06D R. Ami 0&pD B-nek lényeges részmodulusa.
Hiszen N < B esetén vegyiink tetszéleges y € N elemet. Ha y € R akkor készen
vagyunk. Ha y ¢ R, akkor létezik egy nem nulla koordindtdja. Vegyiik azt a
z € R elemet, melynek ezen koordinataja 1 a tobbi 0. Ekkor zy € N, hiszen N
R-modulus, és zy Osszes koordindtdja 0, kivéve azt az egyet ami, z nem nulla
koordindtaja, tehat zy € R.

Tehét Im(f) nem direkt Gsszeadand6 0@ B-ben, és igy nem lehet direkt
osszeadandé M-ben. Ekkor a 3.2.2.-es Tétel alapjan M nem endoregularis. [

3.2.13. Megjegyzés. Itt 1 és @ F dltal generdlt részgiriben, az (¢, c,c,...)+a
alakid elemek lesznek, ahol a € @ F, tehdt olyan elemek, amelyek véges sok

helyen térnek el egy megadott c-t6l.
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A kovetkezékben megvizsgdlunk par specidlis endoregularis modulusosztalyt
nevezetesen az Abel-endoregularis modulusokat, és a majdnem endoreguldris

modulusokat.

3.2.14. Definicié. Legyen R gyiri, M R-modulus. M Abel-endoreguldris, ha
Endr(M) Abel-reguldris.

3.2.15. Tétel. Legyen R gyiri, M R-modulus. FEkkor ekvivalensek a kévet-
kez0k:

(1) M Abel-endoreguldris modulus.

(2) Yo € Endr(M) esetén M = Kero @ Imyp

Bizonyitds. (1) = (2): A 3.1.1 Lemma, és 3.2.2 Tétel segitségével lesziirhetjiik
az alabbiakat:

Vo € Endgr(M) esetén Kerg = Kerip, Ime = Impyp, ahol ¢ € Endg(M)
a o kvéziinverze. Tovabba:

M = Kerpp @ Imipp = Kerp @ Imip, valamint M = Kerpyp @ Impy =
= Keroy @ Imep.

Amelyek alapjan elegendd bizonyitani, hogy @i = 1.

Yo = Yo = Pop, hiszen Endg(M) Abel-endoreguldris, tehdt minden
idempotens centralis, és (1 idempotens. De mivel 1 szintén idempotens,
fgy Yopp = oo = p. Tehdt o = @b, azaz M = Kero @ Imipp =
= Kero@ Imep.

(2) = (1): A 3.2.2 Tétel miatt M endoreguldris, mér csak az Abel-endoregularités
a kérdés. Ehhez legyen e € Endr(M) idempotens, valamint ¢ € Endg(M)
tetszOleges. Most legyen o = ep(l — e). Ekkor mivel o € Endr(M), igy
M = Kera @ Ima, valamint a2 = ep(1 —e)ep(l—e) = ep(e —e?)p(1—e) = 0.
Tehat aM = o?M = 0, hiszen Ima N Kera = 0, a®?M = a(aM). Ezekbdl
pedig a = 0 adédik. Azaz ep(l —e) = ep — epe = 0 = ep = epe.

Hasonléképpen jarunk el 5 = (1 — e)ep esetén. Ebbdl pe = epe, adddik.

Vagyis ep = epe = pe tetszOleges e idempotens, és ¢ esetén. Tehdt
Endgr(M) endoreguldris, és benne minden idempotens centrélis, tehdt Abel-

endoregularis. O
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3.2.16. Definicié. Legyen R gyirid, M R-modulus. M majdnem endorequldris,

ha Endg(M) majdnem Neumann-reguldris.

3.2.17. Tétel. Legyen R gyiri, M R-modulus. Ekkor ekvivalensek a kovet-
kezok:

(1) Vo € Endr(M) esetén In € Zs1, hogy Kere™, és Img™ direkt dssze-
adandck M -ben.

(2) M majdnem endoreguldris.

Bizonyitds. (1) = (2): A feltétel alapjan tetsz6leges ¢ € Endr(M) esetén
dn € Z~1, hogy Kery™, és Imy™ direkt osszeadanddk M-ben. Tehéat a 3.2.2.-es
Tétel alapjan ¢"-nek 1étezik kvaziinverze, igy M majdnem endoreguldris.

(2) = (1): A feltétel miatt tetszéleges ¢ € Endg(M) elemhez 31, és

n € Zs1, hogy ™™ = ™. Tehat a 3.2.2-es tétel miatt Kerp™ és Imep™
direkt osszeadanddok M-ben. O

Most pedig megmutatjuk az endoregularitas egy kiterjesztését.

3.2.18. Definicié. Legyen R gytird, M, N R-modulusok. Ekkor Homp(M,N),

az M — N R-modulushomomorfizmusok halmaza.

3.2.19. Megjegyzés. Homp(M, N)-en értelmezhetjik az dsszeadds miiveletet

pontonként.

3.2.20. Definicié. Legyen R gyiird, M, N R-modulusok. ¢ € Homgr(M,N)
elemnek létezik kvdziinverze, hogyha létezik 1 € Homp(N, M), hogy op = @.
Egy H C Hompg(M,N) halmazt requldrisnak nevezink, ha Yo € H elemnek
létezik kvdziinverze. M modulus N-endoreguldris, ha Homp(M, N) halmaz re-

guldris.

3.2.21. Megjegyzés. A fenti definicio alapjan konnyen dtfogalmazhaté az end-
oregularitds a kovetkezore: Eqy M R-modulus akkor és csak akkor endoreguldris,

ha M -endoreguldris.

3.2.22. Tétel. Legyen R gyilri, M, N R-modulusok. M akkor és csak akkor
N-endoreguldris, ha Yo € Homg(M,N) esetén Kerp direkt osszeadandd M-

ben, és Imy direkt 6sszeadando N -ben.
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Bizonyitds. =: Legyen R gytir{i, valamint M N-endoregularis modulus. Tetszoleges

» € Homp(M, N)-re legyen ¢ € Homp(N, M), hogy oo = ¢.

Ekkor ¢ € Endg(M) idempotens, valamint

(1—vp)? = (1—1p) € Endr(M) szintén idempotens. Be fogjuk 14tni, hogy
Kero = (1—19p)M.

Tetszbleges a = (1 — wp)m € (1 — Yp)M esetén pa = pm — phpm =
= m — ¢em = 0. Tehat (1 — )M C Kerep.

Mésrészt a € Kerp esetén (1—v@)a = a—hpa = a. Igy Kerg C (1—1@)M.

Ezek alapjén Kerp = (1 — )M = Im(1 — ). A 3.1.1. Lemma alapjén
pedig Im(1 — 1) direkt Osszeadadé M-ben, tehdt Kery direkt 6sszeadandd
M-ben.

Tovabba Ime = oM = pppM C iy N C oM. Tehat minden tartalmazds
esetén egyenlGség all fent. fgy Imp = ptN = Impi. De pip idempotens, tehat
a 3.1.1. Lemma alapjan a Imyy = Imy direkt 6sszeadandé N-ben.

<: Most legyenek M, N R-modulusok. Ekkor tetszéleges ¢ € Homg(M, N)
esetén Kerp direkt 6sszeadanddé M-ben. Ekkor Ker ¢ direkt kiegészitGjének
egy részérol létezik izmorfizmus I'myp-be. Most vegyiink egy ¢ € Hompg(N, M)

1

transzforméciot, ami Ime-n ¢~ -el egyezik meg, I'myp direkt kiegészitGjén pedig

azonosan 0. Ekkor ¢y = ¢. O

Azt mar kordbban is tudtuk, hogy test feletti négyzetes matrixoknak létezik
kvéaziinverze, amely szintén ugyanazon test feletti négyzetes matrix. A 3.2.22.-
es Tétel alapjan viszont nem csak a négyzetes matrixoknak van kvaziinverze,
hanem tetszéleges n - k-as matrixnak is létezik k - n-es kvéziinverze.

Az el6z6 tétel egyszerl kovetkezménye a kovetkezd:

3.2.23. Allitas. Legyen R gytrd, M, N direkt felbonthatatlan (azaz nem létezik

direkt felbontdsuk) R-modulusok. Ekkor, ha M N -endorequldris, akkor Homp(M, N)

{0}, vagy M = N

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy Homg(M, N) # {0}. Ekkor 3p € Homg(M, N),
hogy ¢ # 0. Ekkor M N-endoregularitdsa miatt Kerp direkt dsszeadando M-
ben, és Imy direkt Gsszeadandé N-ben. De M és N direkt felbonthatatlan
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modulusok, és ¢ # 0, igy Kerp =0, Imp = N. Tehdt ¢ injektiv és sziirjektiv

homomorfizmus, azaz izomorfizmus, tehat, M = N. O

3.2.24. Tétel. Legyen R gytiri, valamint M, N R-modulusok. M akkor és csak
akkor N-endoreguldris, ha M tetszéleges K direkt 6sszeadanddjdra, valamint

tetszdleges L < N esetén K modulus L-endorequldis.

Bizonyitds. <: Legyen L = N, valamint K = M. Ezzel a szereposztédssal a
feltétel pont M N-endoregularitdsat jelenti.

=: Mivel K direkt 6sszeadandé M-ben, létezik e € Endr(M) idempotens,
hogy eM = K.

Tetszleges ¢ € Homp(K, L) esetén ge € Hompr(M,L) C Homgr(M,N).
Ekkor M N-endoregularitasa miatt Kerpe direkt 6sszeadand6 M-ben, valamint
Impe = I'mp direkt 6sszeadandé N-ben.

Ekkor mivel L < N, és Imp < L, Imy direkt 6sszeadand6 L-ben.

Mint ahogy azt a 3.2.8.-as allitds bizony{tdsdnal lattuk (és ennél a részallitdsnél
csak annyit hasznaltunk ki, hogy ezen traszforméaciék homomorfizmusok) Kerpe =
= Kero@(1—e)M. Tehdt Kere direkt 6sszeadandé M-ben, és K < M, tehét
K-ban is direkt Osszeadandé. Ezzel belattuk, hogy a K L-endoregularis. O

3.2.25. Tétel. Legyen R gylrd I = {1,2,...,n} egy véges indexhalmaz, vala-
mant legyenek M;, N R-modulusok, minden i € I esetén. FEkkor teljesilnek a
kovetkezok:

(1) B,c; M; akkor és csak akkor N-endoreguldris, ha M; N-endoreguldris
minden i € I-re.

(2) N akkor és csak akkor @, ; M;-endoreguldris, ha N M;-endoreguldris,

minden 1 € I esetén.

Bizonyitds. Elészor is a konnyebb leirdas érdekében vezessiik be a koévetkezo
jeléléseket: M = @, ; M;, H= Homgr(M,N), T = Hompg(N, M).
Mivel M; modulusok direkt 6sszeadandék M-ben, igy mindegyikhez 1étezik

e; € Endg(M) idempotens, hogy e;M = M,;. Most viszont nem akdrmilyen
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idempotenst valasztunk. Legyen e; az M; direkt osszeadanddra torténd iden-
tikus vetités, vagyis, M;-n az identitds, a direkt kiegészit6jén pedig 0. Vegyiik
észre, hogy He; = Homp(e; M, N), valamint ¢;T = Homg(N, e;M).

(1): =: A 3.2.24 tételt alkalmazzuk K = M;, L = N szereposztassal minden
1 € I-re.

<: Most pedig tegytiik fel, hogy M; N-endoreguldris, minden i € I-re. Al-
kalmazzunk teljes indukciot a direkt dsszeadanddék szama, azaz n szerint. n = 1
esetén ez a feltétel éppen M N-endoregularitasat jelenti.

n = 2 esetén tegytik fel, hogy M = X @Y. Valamint X, Y N-endoregulérisak.
Ez viszont pont azt jelenti, hogy ¢ € H esetén pe; € He; elemnek létezik
¥ € e1T kvaziinverze. Tehat peippe; = per. ¥ € e;T miatt e = . Tehét
pPper = per = (pYp — pler = 0.

Legyen © = ¢ipp — . Ekkor x € H, tehat Y N-endoregularitdsa miatt
Jy € eoT, hogy weqyxes = xyzes = xes = (xyx — x)es = 0. Tovdbba ze; =
=0= (zyz — z)es = zyze; —xe; = 0.

Egyrészt (zyx — z)(e; +e.) = (zyx — x)ey + (zyz — x)ex = 0.

Masrészt: Mivel e, és es az X és Y modulusokra torténd identikus vetités,
igy: (m1 € M1,mp €Y)

m = eymq + eamo = eym = eymq + ejeams. De eamy € eosM =Y, ami
X direkt kiegészitéje. Tehat ejeams = 0, vagyis, e;m = eymy. Hasonléan,
eam = eamg. Ezek alapjdn m = eym + eam = (e1 + e2)m ¥Ym € M esetén.
Tehat e; + eo = 1 (az identitds).

Ekkor (xyx — x)(e1 + e3) = zyx — .

Tehat xyx = x. Most helyettesitsiik vissza x értékét, ez alapjan

(po—)y(ee—@) = ep—p. A kétoldali kiemelés médszerébél adédéan
o elemnek létezik kvaziinverze. Tehat M N-endoreguldris, vagyis az n = 2 eset
kész.

Most vizsgaljuk @?:_11 M;, M,, modulusokat. Ekkor e, M = M,,, mivel e; az
identikus vetités minden ¢ € I-re, igy (az n = 2 esethez hasonldan)

ei1+e+...+e,=1.

Ekkor (1 —e,)M = (e1 + ... + en—1)M = esM + ... + e,_1 M. De ezek
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mind direkt sszeadanddk, tehat (1 — e,)M = @7-' M;. Most alkalmazzuk

X =(1-e,)M,Y = e, M szereposztédssal az n = 2 esetet, valamint indukcidt
X = @?:_11 esetre. Az n = 2 esetben, pedig e, es identikus vetitéseknek azon
tulajdonsagat hasznaltuk, hogy 1 6sszegliek ami 1 — e,, e, idempotensekre is
teljesiil.

(2): =: Mivel a direkt osszeadanddk egyben részmodulusok ezért a 3.2.24
tételt alkalmazva K = N, L = M, szereposztassal minden ¢ € [-re pont N
M-endoregularitasat kapjuk.

«: Tegyiik fel, hogy N M;-endoreguléris minden ¢ € I esetén. Teljes induk-
ciét fogunk alkalmazni a direkt Osszeadanddk szama szerint. n = 1 esetén az
allitas trivialis.

n = 2 esetén legyen, M = XY, ahol N X-, illetve Y-endoreguldris.
p € T esetén a feltételek miatt e;p € e;T elemhez létezik v € Hep, hogy
e1perp = erppp = erp. Ebbél pedig er(pbp — ¢) = 0 kovetkezik. A mésik
irdnyhoz hasnléan x = @i — ¢ bevezetésével, és megfelels y kvaziinverzzel:
es(xyx —x) = 0. Ekkor e;, ey identikus vetités volta miatt

(e1 + e2)(zyr — z) = zyz — x. De (e1 + e2)(xyx — x) = 0, tehdt zyxr =
= z. Ez utan x visszahelyettesitésével, majd a kétoldali kiemelés modszerével
megkapjuk, hogy ¢-nek létezik kvaziinverze.

Most tetszéleges n-re: Alkalmazzuk az n = 2 esetet X = (1 —e,)M =
= @?_11 M;, Y = e, M = M, szereposztassal, valamint teljes indukciot X =

= @' M; esetre. O

3.2.26. Tétel. Legyen I, J két véges indexhalmaz, és M;, N;j modulusok, min-
deni € I, j € J szamok esetén. Ekkor @, M; akkor és csak akkor @ ;. ; N;-

endoreguldris, ha M; Nj-endoreguldis, minden i € I, j € J esetén.

Bizonyitds. =: A 3.2.24.-es Tételt alkalmazzuk K = M;, L = N; szereposztassal,
minden i € I, j € J parra.

<: El6szor is a 3.2.25. Tétel (1) részéllitasa miatt @, ; M; N;-regularis

iel
minden j € J esetén. Ekkor a 3.2.25. Tétel (2) részéllitdsa miatt,

Dicr Mi D, Nj-reguldris. N
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3.3. Egység-endoregularis modulusok

Most az endoregularis modulusok egy osztalyat fogjuk vizsgdlni. Az egységreguldris
gytirtikkel mar taldlkoztunk. Most a [11] cikk alapjan jobban megismerjik az
egység-endoregulédris modulusokat. Az eredmények egy részét bizonyitas nélkiil

kozoljiik.

3.3.1. Definicidé. Legyen R gyiri, M R-modulus. Ekkor M egység-endorequldris,
ha Endr(M) egységreguldris.

Vilagos, hogy a transzforméciok esetén egy egység, azaz egy invertalhato
elem egy izomorfizmus. Tehat az egység-endoregularitds, pont azt jelenti, hogy
minden ¢ € Endgr(M) transzformdciénak létezik olyan kvéziinverze, amely
rdadasul egy izomorfizmus.

Az els6 karakterizéciéhoz bevezetiink 3 1j fogalmat.

3.3.2. Definicid. Legyen R gyirid, M R-modulus. Ekkor M rendelkezik a he-
lyettesitési tulajdonsdggal, ha N = A@B = A@ B, A= A esetén létezik
C<N,hygyN=CEHB=CEPPB.

3.3.3. Definicié. Legyen R gyirid, M R-modulus. Ekkor M rendelkezik a eg-
szertisitési tulajdonsaggal, ha M@ A= M P B, esetén A= B.

3.3.4. Definicié. Legyen R gytird, M R-modulus. Ekkor M rendelkezik a belsd
egyszerisitési tulajdonsdggal, ha M = A B =A@ B', A= A esetén B B’

3.3.5. Tétel ([11] Lemma 1.2). Legyen R gydri, M endoreguldris R-modulus.
Ekkor ekvivalensek a kovetkezdk:

(1) M egység-endoreguldris.

(2) M rendelkezik a helyettesitési tulajdonsdggal.

(3) M rendelkezik az egyszerdsitési tulajdonsdggal.

(4)

4) M rendelkezik a belsé egyszerisitési tulajdonsdggal.

3.3.6. Definicié. Legyen R gyiiri, A, B, C R-modulusok. Ekkor az A i> B4
sorozat egzakt B-nél. Ha Imf = Keryg.
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Egy Ay — Ay — --- = A, 1 — A, sorozat egzakt, ha egzakt A;-nél minden

1<i<n-—1 esetén.

3.3.7. Definicié. Legyen R gyiiri, A, B R-modulusok. Az ALB&O egzakt
sorozat felhasad, ha 3g € Hompg(B, A), hogy fg =idp.

3.3.8. Lemma. Legyen R gyiri, A,B R-modulusok. Ekkor az Ai>Bﬁ>0 eg-

zakt sorozat akkor és csak akkor hasad fel, ha Kerf direkt dsszeadandd A-ban.

3.3.9. Definicidé. Legyen R gyird, M R-modulus. M SIP, ha bdrmely két

direkt 6sszeadanddjinak metszete direkt dsszeadandd.

Emlékezziink vissza, hogy egy M modulust akkor mondunk Rickart-modulusnak,

ha minden endomorfizmus magja direkt Gsszeadandé M-ben.

3.3.10. Lemma. Legyen R gyiri, M egy R feletti Rickart-modulus. Ekkor M
SIP.

Bizonyitds. Legyen M modulus a feltételeknek megfelel§ médon. Legyen L, N
az M modulus két direkt Osszeadanddja, valamint e, f € Endr(M) idempo-
tensek, hogy eM = L, fM = N. Vildgos, hogy N = fM = Ker(l — f),
hiszen m € Ker(1 — f) esetén (1 — f)m =0 = m = fm, azaz m € fM. A
masik tartalmazas: m € fM esetén m = fd valamilyen d € M elemre. Ekkor
fm=fld=fd=m=fm= (1— f)m=0.

Be fogjuk latni, hogy Ker(1 — fle = (eM N Ker(1 — f))P(1 —e)M. A
direkt Osszeg nyilvan képezhetd, hiszen eM és (1 — e) M diszjunktak.

(1—e)M C Ker(1 — f)e, hiszen (1 — f)e(1 —e)m = (1 — f)(e — e*)m = 0.

eMNKer(1—f) C Ker(1—f)e, mivel m € eMNKer(l— f) esetén m = em,
és(1—f)ym=0. Tehdat 0= (1 — fym = (1 — flem = m € Ker(1 — f)e.

A forditott tartalmazds: m € Ker(l — f)e esetén (1 — flem = 0, tehat
em € eMNKer(l—f). Ekkor m = em+(1—e)m € (eMNKer(1—f)) @(1—e) M.
Mivel M Rickart-modulus, igy Ker(l — f)e direkt osszeadand6 benne, tehdt
eM N Ker(l1— f)=LNN szintén direkt 6sszeadandé M-ben. O

Ennek kozvetlen kovetkezménye a kovetkez6 éllitas endoregularis modulu-

sokra:
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3.3.11. Megjegyzés. Mivel minden endorequldris modulus Rickart, ezért az

endoreguldris modulusok szintén SIP-k.

3.3.12. Tétel. Legyen R gyiri, valamint M endoreguldris R-modulus. FEkkor
ekvivalensek a kovetkezdk:

(1) M egység-endoreguldris

(2) Tetszéleges @, € Endr(M), elemekre, amelyekre oM + yM = M
teljesiil, létezik m € Endr(M), hogy ¢ + ¥m izomorfizmus.

(3) Tetszbleges w, v € Endr(M) elemekre, amelyekre pM = M, létezik
p € Endr(M) izomorfizmus, hogy ¢ = pu.

Bizonyitds. (2) = (3): Elészor is a 0 = Kerp - M — oM — 0 valamint a
0 — Kery — M — ¢yM — 0 sorozatok egzaktak, tetsz6leges o, € Endg(M)
esetén. Tovabba tegyiik fel, hogy oM =y M.

M endoregularitasa miatt, a 3.2.2.-es Tétel alapjan Kerp direkt 6sszeadandé
M-ben. Igy a 3.3.8. Lemma alapjan az M % @M — 0 egzakt sorozat felhasad.
Tehat 3t € Endr(M), hogy ¢t = 1. Hasonlbéan 1 esetén ds € Endgr(M), hogy
s = . ey yst = pt. Mivel M endoregularis, ezért létezik v € Endr(M),
hogy 1 = ¥yy. Vegyiik észre, hogy

(1=yY)(1=st) = 1=—st—vyh+vyipst = 1—st—yp+ypt = 1—st—yp+y = 1—st.

Hletve m = stm + (1 — st)m = stm + (1 — y¥)(1 — st)m, tetszbleges m € M
elemre. Tehat sM + (1 —yy)M = M.

Igy a feltételiink alapjén létezik m € End r(M) izomorfizmus, hogy

s+ (1—~y9)m izomorfizmus. De ¢ (s+(1—y9)m) = s+ (Y—yp)m = hs = .

(3) = (1): Legyen ¢ € Endr(M). Ekkor M endoregularitdsa miatt 1étezik
Y € Endr(M), hogy ¢ = ppp. oM = oppM C oypM C oM. Tehdt pM =
= pyYM. Igy a feltétel alapjan létezik u € Endr(M) izomorfizmus, hogy ¢y =
= pu. Ekkor ¢ = oo = pup. De p izomorfizmus, tehdt egység, vagyis
Endg(M) egységreguldris.

(1) = (2): Legyen M egy egység-endoregularis modulus.
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Nletve ¢, € Endr(M), hogy oM + M = M. A 3.2.2.-es Tétel miatt,
mivel M endoregularis, igy Kery, Imy, Kerty, Imiy direkt 6sszeadandok M-
ben. Tovabb4, szintén M endoregularitasa miatt M SIP a 3.3.11. megjegyzés
alapjan, tehat oM N Y M direkt osszeadandé M-ben. Tehat léteznek L, N R-
modulusok, melyek Kero és oM direkt kiegészitéi. Tehat M = L Kerp,
M=oM@N.

Ekkor Yy M = (oM N¢YM)@P N. Az izomorfizmustétel miatt L = oM.
A 3.3.5. Tétel alapjan, mivel M egység-endoregularis igy rendelkezik a bels6
egyszersitési tulajdonsaggal, igy Kerp = N, legyen K = Kery. Az eléz6ek
alapjén 1étezik n : K — N izomorfizmus. Legyen 6 : M = K @ L — M, hogy
k+1—nkVk e K, Vi e L esetén. Vilagos, hogy 0 € Endr(M), és OM = N.

Vizsgaljuk a 0 — Keryy — M — oYM — 0 egzakt sorozatot. Mivel
Kerty direkt Osszeadanddé M-ben, igy ez az egzakt sorozat felhasad. Tehéat
Ir € Endr(M), hogy ¢ = idyn. Most vegyiik észre, hogy m = 76 esetén
Y = Y78 = idyr0 = 0 (hiszen OM = N < M).

Most pedig megmutatjuk, hogy ¢ + 7 = ¢ +60 : M — oM P N egy
izomorfizmus.

Sziirjektiv:

a+bepME@PN,a€ oM, be N esetén. Legyen k+1 € K P L a-nak egy
o szerinti Ose. (ahol k € K, I € L) (ilyen van, hisz a € ¢ M) Tovdbba legyem
n~tb=c. Ekkor (¢ +0)(+c)=p(l+c)+0(+c)=¢l+nc=a+b.

Injektiv:

Legyen mi =11 + k1, mo = lo 4+ ko € M elemek, hogy

ly,lg € Lk, ke € K. Ekkor (¢ +0)(I1 + k1) = p(l1 + k1) + 0(l1 + k1) =
= ¢l + nki.Hasonléan (¢ + 0)(l2 + k2) = pla + nko.

Tegyiik fel, hogy (¢ +n)(l2 +k2) = pla + 0k = pli +nk1 = (¢ +0) (11 +k1).
Ekkor a kozéps6 egyenléséget dtalakitva megkapjuk, hogy p(la—11) = n(ki —k2).
Igen d4m, de p(lo — l1) € M, és n(ky — kz) € N, ahol M = oM @ N miatt
p(la — 1) = (k1 — k2) = 0. Mivel n izomorfizmus, és n(ky — k2) = 0, igy
k1 — ko = 0, amibél k; = ko. Tovébbd ¢(la — 1) = 0 = Iy — I; € K. Ekkor
lo+0=1s =11 +12— 11 az lo két felirdsa a direkt Osszegben (M = K& L),
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amibdl lo = I; adddik. Tehat m; = mo. O
A kovetkez6 tételhez még sziikségiink lesz par dologra:

3.3.13. Definicié. Legyen M egyR modulus, hogy endomorfizmusgyirije S.
Legyen N < M.

Ekkorls(N)={p€ S | »N =0}

Tovdbbd 1 € S esetén ls() ={p €S | pi=0}.

3.3.14. Lemma ([4] Corollary 4.4). Legyen R egy Neumann-reguldris gytird, M
végesen generdlt projektiv R-modulus. M akkor és csak akkor egység-endorequldris,
ha tetszbleges Ay = Ag izomorf direkt dsszeadanddkra létezik B, hogy M =
=APpB=APB.

3.3.15. Lemma. Legyen R gyird, valamint M endorequldris R-modulus, és
Endr(M) = S. Ekkor igazak a kévetkezdk:

(1) : ¢ € S akkor és csak akkor injektiv, ha a @-vel torténd jobbrdl szorzds
eqy szirjektiv S — S leképezés.

(2) : ¢ € S akkor és csak akkor szirjektiv, ha a @-vel torténd jobbrdl vald

szorzds eqy injektiv S — S leképezés.

Bizonyitds. (1) : <: Ha a ¢-vel torténd szorzds szirjektiv, akkor id = ty va-
lamilyen t-re. Ekkor ¢(x) = 0 esetén = = id(x) = te(x) = t(0) = 0, tehdt ¢
injektiv.

=: Ha ¢ injektiv, akkor 1étezik balinverze vagyis t € S, hogy ty = id. Ekkor
tetszéleges x € S-re x = atp

(2) : =: Legyen ¢ sziirjektiv. Ekkor ¢ M = M. Legyen e € S, hogy ey = 0.
Ekkor eM = epM = 0, tehat e = 0.

<: Legyen a ¢-vel torténo jobbrol valé szorzas injektiv. M endoregularitasa
miatt M = oM @ L. Legyen e az L-re torténé vetités. Ekkor ep = 0, de a ¢-vel
torténo jobbrdl vald szorzas injektiv, igy e = 0, azaz L = 0, tehat oM =M O

3.3.16. Lemma ([3] (Theorem 1)). Legyen R gydri, M R-modulus.
Egy ¢ € Endr(M) elemnek akkor és csak akkor létezik olyan kvdziinverze,

amely egység, ha I € Endr(M) izomorfizmus, hogy M = Imp @ 7Kerp
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3.3.17. Tétel. Legyen R gyiri, valamint M R-modulus, Endr(M) = S. Ekkor
a kovetkezdk ekvivalensek:

(1) M egység-endoreguldris

(2) Tetszbleges p,1p € S esetén, melyekre, oM + YM = M, létezik e € S
idempotens, hogy ¢ + e izomorfizmus, és Sp N Se = {0}

(3) Tetszdleges ¢ € S esetén létezik e € S idempotens, és p € S izomorfiz-

mus, hogy ¢ = e+ p, és SpN Se = {0}

Bizonyitds. (2) = (3):Vegylink egy tetszéleges ¢ € S elemet.

Ekkor o M —13M = M (ahol 1p; = idpy), hiszen o M — 1y M C M trividlis.
Valamint m € oM esetén m = pr = @pr — 0 valamilyen x € M esetén, és
0€lyM. m¢& oM esetén m =0 — (—m) = 0 — (—m). Ekkor a feltevésiink
alapjdn létezik e € S idempotens, hogy ¢ — e izomorfizmus, és Sp N Se = {0}.
Legyen u =@ —e. Ekkor uy+e=p—e+e=¢.

(3) = (1): Legyen ¢ € S. Ekkor a feltevésiink alapjan létezik e € S
idempotens és p € S izomorfizmus, hogy ¢ = p+ e, és Sp N Se = {0}.

le. Sep=tp C Se.

Ekkor et =eu " (u+e)=e+eu"
Valamint S(e + eu~te) = S(1 +eu~t)e C Se. Tehat Seu=tp C SN Se =
= {0}. Tehdt et = 0.

1 1

=pu ' -1=0=cuto=pp lp—p =0 =pu e
Ahol, ;1! izomorfizmus, tehit egység.

(1) = (2) : Legyen p,9 € S, hogy oM + ¢y M = M. Ekkor a € lg(¢) Nls(¥)

foy e =p—p=ep~

esetén Ym € M-re am = apm; + aypmg = 0, tehdt aM = 0. fgy tetszoleges
7 € S eseétn (17 +a)m = 7m+ am = 7m, minden m € M-re. Tehdt a = 0, azaz
Is() N ls(w) = {0}.

Mint tudjuk, gytiri mint 6nmaga felett vett modulus endomorfizmusgytirije
izomorf 6nmagaval. Mivel S egység reguldris, igy S mint énmaga felett vett
modulus egység-endoregularis. A ¢-vel torténé jobbrol vald szorzéds egy en-
domorfizmus, melynek magtere lg(p). Tehédt az izomorfizmustétel, és a belsd
kiejtési tulajdonsag alapjan S = Sp @ T, ahol T = lg(p).

Legyen T1 = ls(p)y. Ekkor Th 22 lg(¢), hiszen a 1-vel torténé jobbrol vald
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szorzds megad egy sziirjektiv leképezést, ami injektiv [g(¢)Nig(v)) = {0} miatt,
tehdat izomorfizmus. Ezek alapjan T = T7, és direkt 6sszeadand6 S-ben. Ekkor,
mivel egy gylri mint 6nmaga felett vett modulus végesen generdlt projektiv
modulus, a 3.3.14. lemma alapjén 375 < S, hogy S = TP Tr = T1 P Ts.
Legyen e : T@ To — T az identikus vetités, azaz Se = T. Ekkor S¢oNSe = {0},
és e-t T1-re megszroritva egy T7 = T izomorfizmust kapunk.

Be fogjuk latni, hogy ¢ + ve izomorfizmus. Ehhez a 3.3.15. Lemma alapjan
elegendd, hogy a (¢ + we)-vel torténd jobbrdl valé szorzds egy S — S izomor-
fizmus.

Injektiv:

s(p +1e) =0 = sp = —sye. Ekkor sp = —sppe € Sp N Se = {0}. Tehat
s € ls(p), valamint sip € Ty és e Ty — T izomorfizmusvolta miatt sy = 0. Igy
s € Ls() NL,(¥) = {0},

Szirjektiv:

Mivel S egység-regularis, igy alkalmazhatjuk a 3.3.16.-os lemmat. Tehédt
dr € S, hogy S = S(p+ve) P ls(p+e)r. De mér tudjuk, hogy a (¢ +1pe)-vel
torténd jobbrol valé szorzés injektiv, tehét Lg(o+ipe) = {0}. Igy S(p+1e) = S.

O

Eszrevehetc’i, hogy a 3.3.17.-os Tétel az egység-endoregularis modulusokat
olyan médon karakterizalja, hogy alapvetéen nem koveteli meg az endoregula-

ritast, a 2.1.7.-es Tételhez hasonléan.
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