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Bevezetés

A természetben fellelhets kiilonféle strukturak és mintazatok szabalyossaga, sokszintisége
és szépsége mindig is nagy csodélattal toltotte el az emberek széles korét. Ide tartoznak
példaul egyes halak és emlgsok bérén és pikkelyein, illetve bundajan megjelené minték,
akarcsak a sokak altal emlékként 6rzott csigdkon és kagylokon megfigyelhetd szimmetriak.
Azt, hogy vajon pontosan miféle természeti torvényszertségek allnak ezek kialakulasdnak

hatterében, ugyanakkor mind a mai napig sok bizonytalansag ovezi.

Szakdolgozatom téméajaul egy olyan, 1952-ben Alan Turing altal [5] cikkében felvetett
matematikai modellt valasztottam, amely erre a kérdésre hivatott valaszt adni. Speci-
alisan az allatok bérén megmutatkozd pottyos, csikos és egyéb mintazatok keletkezésé-
nek tiikkrében mutatom be a Turing altal kidolgozott elméletet. Es bar a dolgozatban
alapvet&en a modell matematikai vetiiletével foglalkozom, amely 1ényegében egy parcialis
differencialegyenlet-rendszerbdl, konkrétabban egy reakcio-difftzié rendszerbdl all, alabb
néhéany mondatban vazlatosan ismertetem az olvasoval az azdta valamelyest tovabbfej-

lesztett elmélet biologiai hatterét.

Az eml@séllatok, igy példaul tigrisek, leopardok és zebrak bérén lathatéo mintak az
embriogenezis soran, azaz az embri6 fejlédése soran tobb lépésben keletkeznek [4]. A vem-
hesség kezdeti szakaszaban diffizié révén eloszlik az embrio feliiletén néhany vegyiilet,
amelyeknek az el6mintazatnak nevezett egyiittes térbeli eloszlasa kés6bb meghatérozza
a mintat. A vemhesség egy késébbi szakaszaban, mikor helytlikre keriilnek a pigmentsej-
tek, azok képesek az elémintazat szerint melanint termelni. Az emlitett vegyiileteknek
a melanintermelésben lehet akar aktivalo, akar gatld szerepe. Fontos feltételezés, hogy
az embrid felilletén nemcsak egyetlen vegyiilet oszlik szét, hanem egyszerre ketts vagy
tobb. Az ilyen vegyiileteket, amelyeknek meghatéarozo szerepiik van a mintazatképz&dés-
ben, morfogéneknek hivjuk. Ezek mind diffundalnak a térben, és kozben egymaéssal is
reakcioba lépnek. Turing korszakalkoto felfedezése az volt, hogy a morfogének egy stabil,
térben kozel homogén eloszlasabol bizonyos feltételek mellett a difftuzié képes egy térben
heterogén eloszlast, elémintazatot elGidézni. Ez a heterogén elémintézat eredményezi az

altalunk a természetben megfigyelheté mintékat.

Ezen a ponton réviden ismertetem a szakdolgozat szerkezetét. Az elsé fejezet olyan ma-

tematikai definiciok és allitasok gytijteménye, amelyek elengedhetetlenek a modell elem-



zéséhez. Ezek a definiciok és allitasok a parcialis differencidlegyenletek, a reakcio-diffizio
egyenletek, a Fourier-moédszer és a kozonséges differencidlegyenletek témakorokbe esnek.
A masodik fejezetben 1épésenként felépitem a modellt egyetlen morfogén esetére, és meg-
vizsgalom, hogy ilyenkor van-e lehet6ség mintazatképzddésre. Ezt kdvetGen a harmadik
fejezetben ismertetem a két morfogénre vonatkozé modellt, és hasonld eszkozokkel meg-
vizsgalom, hogy egy, illetve két térbeli dimenzioban milyen feltételek mellett alakulhat
ki minta. A feltételek meghatarozasa utan konkrét példak kovetkeznek, amelyeket ab-
rak segitségével mutatok be és elemzek. Végiil a negyedik fejezetben levezetem azokat a

numerikus sémakat, amelyeket Python programnyelven implementaltam.

A dolgozatban szerepld valamennyi abrahoz a kapcsolodd animéciok az alabbi linken

keresztiil elérhetSk: https://github.com/MartonBGyebnar/Thesis_animations.git.


https://github.com/MartonBGyebnar/Thesis_animations.git

1. fejezet

Matematikal hattér

Ebben a fejezetben attekintjiik azokat a matematikai fogalmakat, allitasokat és eszkozoket,
amelyekre a dolgozat tovabbi részeiben sziikség van a téma alapos targyaldsdhoz. ElGszor
[1] alapjan felsoroljuk a parcialis differencidlegyenletek témakorébe es6 legfontosabb fogal-
makat, majd roviden attériink a reakcié-diffizié egyenletek kapcsan hasznalt definiciokra.
Ez utobbi részben a [3] és a [7] konyvfejezetekben hasznalt fontos kifejezéseket rogzitjiik
és fogalmazzuk meg matematikai formulakkal. A harmadik alfejezetben a Fourier-moédszer
alkalmazasakor felhasznalt Gsszefiiggésekrdl, igy példaul a Laplace-operator spektrumarol
irunk alapvetGen sajat egyetemi elGadésjegyzetek felhasznalasaval. A kozonséges differen-

cidlegyenletekrdl szolo rész a [2] jegyzet alapjan késziilt.

1.1. Parcialis differencidlegyenletek

1.1. Jelolés. Legyenckn € Nt ésa; € N, j =1,...,n. Ekkor a = (v, ..., ay,) elnevezése
multiindex. Az o multiindex abszolit értéke |a| := a1+. . .+«,. Tovabba valamely m € N*

esetén jelolje NV, azon o = (a, . .., ;) multiindexek szamat, amelyekre |o| < m.

1.2. Jelslés. Legyen a = (ay,...,q,) multiindex. Ekkor egy f € Clo(Q) (Q c R")
valos értékd fiiggvényre 0% f = 01" --- 0%~ f. Megallapodas szerint o = (0,...,0) esetén
o f = f.

1.3. Definicid. Legyen 2 C R" (n € NT) tartomény, azaz osszefiiggd és nyilt halmaz. Te-
kintsiink egy F' : Qx G — R(G C R¥") fiiggvényt. Ekkor parcidlis differencidlegyenletnek
(PDE-nek) nevezziik az

F(z,u(z), 0iu(z),...,00(x),...,00u(z)) =0, z€Q

egyenletet, ahol u : 2 — R a keresett ismeretlen fiiggvény. Azt mondjuk, hogy v a PDE
klasszikus megolddsa, ha u kielégiti a PDE-et és u € C™ ().



1.4. Definici6. Egy parcialis differencidlegyenlet férészében linedris vagy méasképpen sze-

malinedris, ha

Z ao(2)0%u(z) = f(z,u(z),u(z),...,0u(x),..., 00 u(z)), z€Q
|a)l=m
alakt, ahol a, : 2 = R (Ja| =m) és f: Q x G — R (G C R¥=-1) adott fiiggvények.

1.5. Definici6. Egy parcialis differencidlegyenlet linedris, ha

Z ao(z)0%(z) = f(z), 2€Q

laj<m

alaki, ahol a, : Q@ = R (Ja| < m) és f: Q — R adott fiiggvények. Ha az a, fiiggvények

konstansok, akkor dllandd egyiitthatos lineéris parcidlis differencidlegyenletrdl beszéliink.

A parcialis differencidlegyenleteket gyakran mellékfeltétellel 1atjuk el, tobbek kodzott
azért, hogy garantaljuk a megoldas egyértelmiségét. A mellékfeltétel allhat peremfel-
tételbdl, kezdeti feltételbdl vagy mindkettSbdl. Peremfeltétel megszabasaval peremérték-
feladathoz jutunk. Erre akkor van sziikség, ha az ) tartoméany korlatos. A peremfeltétel

alakja rendszerint az alabbi harom tipus egyike:

e Dirichlet-féle peremfeltétel esetén ulpq adott,
e Neumann-féle peremfeltétel esetén (Oyu)|,q adott,
e Vegyes peremfeltétel esetén hulaq + g(0,u)] 5, adott,

ahol f, g adott, az ) tartomény peremén, jeldlésben 0€2-an értelmezett fiiggvények. Kez-
deti feltételt id6tdl is fiiggs feladatok esetén szokas megszabni. Ilyenkor a kiindulési idpil-
lanatban adjuk meg a megoldasnak és esetleg bizonyos rendig a derivaltjainak az értékét.
Kezdeti feltétel megadaséaval kezdetiérték-feladatot, mas néven Cauchy-feladatot nyeriink.
Vegyes feladatrol beszéliink, ha perem- és kezdeti feltételt is elGirunk.
1.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy mellékfeltétellel ellatott parcialis differencial-
egyenlet korrekt kitdzésid, ha

(i) létezik a megoldasa,

(ii) a megoldas egyértelmii,

(iii) és a megoldas folytonosan fiigg az adatoktol.

1.2. Reakcio-diffazié egyenletek és linearis stabilitas

1.7. Definicié. Egy parcialis differencidlegyenlet-rendszert reakcio-diffuzio eqyenletnek
hivunk, ha
ou=DAu+F(u), z€Q,t>0 (1.1)



alakd, ahol u : Q x Ry — R™ (2 C R” tartomény) a keresett ismeretlen fiiggvény, F' :
R™ — R™ folytonosan differencidlhato fiiggvény és D € R™*™ pozitiv elemi diagonélis
matrix. Vektorértéki u fliggvény esetén, azaz m > 1 mellett itt és a tovabbiakban A a
koordinatanként értelmezett Laplace operatort jeloli. Tipusukat tekintve a reakcio-diffiizio

egyenletek szemilineéarisak.

Legyen mostantél 2 C R"™ korlatos tartomany és irjunk el homogén Neumann perem-
feltételt. Ekkor az alabbi peremérték-feladathoz jutunk.

Omu=DAu+ F(u), z€Q,t>0
. (1.2)

)0 = 0, >0

1.8. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az (1.2) peremérték-feladat u: Q@ x R, — R™ meg-

oldasa stacionarius, ha az id6ben nem valtozik, azaz
u(z,t) = u(x,0), t>0.

Specialisan, ha u(z,t) = up € R™ konstans, akkor térben homogén stacionérius allapotrol

beszélink.

1.9. Definici6é. Tekintsiik az (1.2) feladatot, és legyen ug térben homogén stacionérius
allapot. Ekkor az (ug koril) linearizdlt feladat alatt a kovetkezd lineéris reakeio-diffazio

egyenletet értjik.

Ot = DAG+ Ja, z€Q, t>0,
( (1.3)

9,0)|,0 = 0, t>0,

ahol J = F'(uy) az F fiiggvény Jacobi-méatrixa kiértékelve az ug pontban.

Az eredeti (1.2) feladat és a fenti linearizalt feladat kozott a kapesolatot az F' fiiggvény
Taylor-sorfejtése teremti. A linearizalt feladatot ugyanis tigy nyerjiik az eredetibdl, hogy
az (1.2) egyenlet u megoldasat uy +  alakban keressiik, és az F'(uy + 1) helyébe az F'
fiiggvény ug koriili linearis tagig vett sorfejtését helyettesitjiik. Részletesebben errdl a 2.

és a 3. fejezetekben irunk.

1.10. Jeldlés. Legyen 2 C R"™ korlatos tartomany és jelolje

[ul| = suplu(z)|, weC@QR™)

zeQ
C(Q, R™) téren értelmezett szuprémum normét. Itt y = (yi,. .., ym) € R™ esetén |y| =
\/ y% + ...+ 92 az euklideszi normat jelli, mig Q = QU 9.

1.11. Definici6. Azt mondjuk, hogy az (1.2) feladat u(z,t) = ug € R™ térben homogén

stacionarius allapota



(i) linedrisan stabil, vagy roviden csak stabil, ha

a) minden € > 0-hoz létezik § > 0, hogy valahanyszor v : Q xR, — R™ megoldésa
az ug koriil linearizalt (1.3) feladatnak és ||v(-,0)|| < 0, akkor

Iv(-, 0l <& t>0

és
b) létezik 6 > 0, hogy valahanyszor v :  x R, — R™ megoldasa az uy koriil
linearizalt (1.3) feladatnak és ||v(-,0)|| < d, akkor t — oo esetén

V(- Dl — 0,

(i) linedrisan instabil, vagy roviden csak instabil, ha nem teljesiil a fenti a) pont.

Megjegyezziik, hogy az 1.11. Definicioban a differencidlegyenletek elméletében kon-
vencionalis stabilitasfogalmaktol eltérs definiciokat vezetiink be. Mig az a) és b) alpontok
egylittes teljesiilése esetén aszimptotikus stabilitdsrol szokés beszélni, ebben a dolgozat-
ban erre hasznaljuk a stabil kifejezést. Amennyiben tehat csak az a) alpont teljesiil, agy
instabilnak hivjuk a stacionarius allapotot. Ennek oka, hogy a biol6giai matematikahoz

kapcsolodo szakirodalomban stabilitas alatt aszimptotikus stabilitast szokés érteni.

1.3. Ortonormadlt bazisok a Fourier-modszerhez

1.12. Allitas. Tekintsiik az eqydimenzios —A : D(—A) — L*(Q), —Au = —u" operdtort
homogén Neumann peremfeltétel esetén az 2 = (0, L) intervallumon valamely L > 0
mellett, ahol

D(=A) = {u e C*0,L)NC* ([0, L]) : v (0) =/(L) = 0}.

Ekkor az operdtor sajdtértékei

Em\ 2
Ak:(f), k=0,1,2,...

€s a hozzajuk tartozo sajdatfigguényei

Ezek a sajdtfiigguények teljes ortonormdlt rendszert alkotnak az 12(Q) térben.



1.13. Allitas. Tekintsik a kétdimenzids —A : D(—A) — L2(Q), —Au = —0%u — d2u
operdtort homogén Neumann peremfeltétel esetén az Q@ = (0, L,) x (0, L,) tartomdnyon

valamely Ly, L, > 0 mellett, ahol
D(—A) = {u e C*Q) x C}Q) : (Oyu)| 5 = 0}

Ekkor az operdtor sajatértéker

k2 2
Aot = T2 (EJFE) kt=0,1,2,...
x Y

€s a hozzdjuk tartozo sajdtfiggvényei

600(%9) = )
/Lg.L,
2 k
6k0(x7y) = L. L COs (L_ﬂ-x> 3 k = 17 27 )
iy T
2 I
eOE(xay) = L. L COs (L_y) ) (= 1727 )
zly y
2 km T
ere(w,y) = oS (—x) cOS (—y) , k. t=1,2,
L.L, L, L,

Ezek a sajdtfiigguények teljes ortonormdlt rendszert alkotnak az L2*(Q) térben.

1.14.  Allitas. Legyenek (M1, (-)y,) €5 (Ha, (-)y,)  Hilbert-terek.  Ekkor
(H1 X Ha, () py, was,) 18 Hilbert-tér, ahol (x,y), (2',y") € Hi x Hy esetén

((I,y),(l‘l, y/)>7-[1><’}-£2 = <27,ZIZ'/>H1 + <yvy/>H2'

1.15. Allitas. Legyenek (Ha, ()gg,) €8 (Ha, (1)y,) Hilbert-terek, és tegyiik fel, hogy

(€1n)nen C Hi €s (ean)nen C Ha teljes ortonormdlt rendszerek. Legyen minden n € N

€1,n , 0
Pan = ( " ) €5 Pany1 = ( ) .
0 62,n

Ekkor (¢n)nen C (H1 X Ha, ()5, xn,) teljes ortonormdlt rendszer.

eseten

1.4. Kozonséges differencialegyenletek

1.16. Definici6. Legyen I C R nyilt intervallum, M C R™ (n € NT) tartomany, 7' =
I xMés f: T — R" adott folytonos fiiggvény. Legyen tovabba (tg,z¢) € T adott
pont. Ekkor f jobboldali explicit elsérendi kozinséges differencidlegyenletnek (KDE-nek)



nevezzik az

{x'(t) = f(t.z(t), tel (1.4)

Jf(to) = X

egyenletet, ahol = : I — R™ az ismeretlen fiiggvény. Azt mondjuk, hogy = megolddsa
az (1.4) egyenletnek, ha

1. differencialhato I-n,

2. {(t,z(t)): tel} CT,

3. 2/(t) = f(t,z(t)) minden ¢ € I esetén

4. és x(ty) = o, azaz x kielégiti a kezdeti feltételt.

Autonom KDE-r6] beszéliink, ha a fenti 1.16. Definiciéban f(t, z(t)) = g(z(¢)) minden
t € I esetén valamely g : M — R" fiiggvény mellett. Ismeretes, hogy autoném egyenlet
esetén egy megoldas idébeli eltolasaval szintén megoldashoz jutunk, igy innentdl feltehetd,
hogy 0 € I, és elegend§ a ty = 0 id6pontban megadni kezdeti feltételt. Az (1.4) kdzonséges
differencidlegyenlet egy specidlis esete, amikor adott A € R™ matrix mellett f(¢,z(t)) =
Az (t). Az ilyen egyenlet autoném. Mivel ebben a dolgozatban csak ilyen alaki kézonséges

differencialegyenletekkel dolgozunk, ezért ezt az esetet kiilon definiéljuk.

1.17. Definici6. Legyen I C R nyilt intervallum, amelyre 0 € I, T C R™ (n € N*)
tartomany, T = I x M és A € R™" adott konstans matrix. Legyen tovabba xq € M
adott pont. Ekkor dllando egyiitthatos homogén linedris kézonséges differencidlegyenlet-

rendszernek nevezzik az
(1.5)

egyenletet, ahol  : I — R"™ az ismeretlen fliggvény.

1.18. Allitas. Az (1.5) egyenletnek barmely kezdeti feltétel esetén egyértelmien létezik

megolddsa, amely az egész I intervallumon van értelmezve.

1.19. Jelolés. Adott x(0) = xy kezdeti feltétel esetén jeldlje az (1.5) differencialegyenlet
megfelel6 megoldasat (¢, xg).

1.20. Definici6. Legyen A € R™" (n € NT) matrix. Ekkor legyen

% sk
Ao A
k!

k=0

Ez a méatrix jol definiélt, mivel minden A € R™" esetén normaban konvergens.



1.21. Allitas. Az (1.5) dllandd egyiitthatds homogén linedris KDE megolddsa tetszdleges
A € R™™ esetén

z(t) = ey,

1.22. Definici6. Tekintsiik az (1.5) egyenletet. A p € M pont pdlydja a
{®(t,p): tel}C M

halmaz. Azt mondjuk, hogy a p € M pont palyaja
(i) stabil, ha Ve > 0-ra 3§ > 0, hogy |p — q| < ¢ esetén |P(t,p) — P(¢,q)| < € minden
t € I mellett,

(i) aszimptotikusan stabil, ha stabil és |p —q| < § esetén |®(t,p) — P(t,q)| — 0, ahogy
t— 0,

(iii) instabil, ha nem stabil.

A p € M pont egyensilyi pont, ha ®(t,p) = p minden ¢t € [ esetén.

Megjegyezziik, hogy az (1.5) egyenlet barmely két palyajanak stabilitdasa megegyezik,
mivel
|(t,p) — @(t,q)| = [e"'p — eq] = [ (p — @) < [|e”[[p —4l.

Emiatt a KDE-rendszer péalyainak stabilitasa helyett beszélhetiink a maganak a rendszer-
nek a stabilitasarol, és elegendd példaul a p = 0 egyensilyi ponthoz tartozé {0} palya

stabilitasat vizsgalni.

1.23. Allitas. Az (1.5) rendszer

(a) aszimptotikusan stabil akkor és csak akkor, ha A minden \ sajdtértékére

Re(X) < 0,

(b) stabil akkor és csak akkor, ha A minden \ sajdtértékére

Re(A) <0, illetve Re(X) = 0 esetén N\ multiplicitasa a minimdlpolinomban 1.

10



2. fejezet

Modell egy morfogénre

Ebben a fejezetben egy egydimenzids térrészt tekintiink, amelyben egyetlen vegyiilet van
jelen. A fejezet a [3] konyviejezet alapjan, az ott szerepld levezetések alaposabb kifejtésével
késziilt. Jelolje u(x,t) a morfogén koncentraciojat az x € [0, L], L > 0 térbeli pontban és
t > 0 idépillanatban, és tegytik fel, hogy a morfogén az f(u(x,t)) rata szerint termelsdik,
ahol f: R, — R folytonosan differencidlhato fiiggvény. Ekkor az f altal meghatéarozott

reakcio-diffizio egyenlet az 1.1. Definici6 alapjan
Ou= DJPu+ f(u), x€(0,L),t>0, (2.1a)

ahol D > 0 a diffazios egyiitthato és u: [0, L] x Ry — R, az ismeretlen fiiggvény. A meg-
oldas nemnegativitasat a modell biologiai vonatkozésa miatt koveteljiik meg, ugyanis egy
vegylilet koncentracioja csak nemnegativ lehet. Mivel a morfogének nem tudjak elhagyni
a tartomanyt annak peremén keresztiil, valamint ott forrasuk és nyelGjiik nincs, ezért a

feladatot homogén Neumann peremfeltétellel latjuk el:
0,u(0,t) = O,u(L,t) =0, t>0. (2.1b)

Megjegyezziik, hogy ekkor a (2.1a)-(2.1b) feladat éppen (1.2) alaka. Ahogy az a beve-
zetGben is szerepelt, minket az érdekel, hogy egy kezdetben térben kozel homogén mor-
fogénkoncentraciobol milyen feltételek mellett alakulnak ki térben heterogén mintézatok.
Ebben a fejezetben azt fogjuk latni, hogy egy morfogén esetén az elég nagy mértékid diffu-
zi6 mindig stabilizaldé hatéssal van, &m késébbi fejezetekben kideriil, hogy to6bb morfogén

esetén, azaz reakcio-diffuzio rendszerben ez mar nem feltétleniil van igy.

2.1. Linearis stabilitasvizsgalat

Vizsgaljuk az egyenletnek az 1.8. Definici6 szerint térben homogén stacionarius allapoté-

nak az 1.11. Definici6 szerinti linearis stabilitasat. Els§ 1épésben keressiik meg a stacionéri-
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us allapotot. Ha u(z,t) = ug konstans, akkor dyu(z,t) = dyug = 0 és O*u(x,t) = O?ug = 0
teljestil. Innen vilagos, hogy ahhoz, hogy u(x,t) = uy megoldasa legyen a (2.1a)-(2.1b)
feladatnak, arra van sziikségiink, hogy f(ug) = 0 teljesiiljon. Legyen tehat mostantol wg

zérushelye az f fiiggvénynek.

Tokéletes homogenitas a természetben persze sosem fordul els, kisebb-nagyobb elté-

rések a stacionarius allapottol itt is lesznek kezdetben. Legyen
u(z,0) = ug + u(x), z€l0,L] (2.1¢)

a feladat kezdeti feltétele, ahol @ : [0, L] — R a kezdeti perturbacio. Valojaban azt is elvér-
juk az u fiiggvénytdl, hogy u(x) > —uy teljesiiljon minden x € [0, L] esetén. Erre azért van
sziikség, mert kiilonben mar a kezdeti feltételben sériilne a megoldésra vonatkoz6 nemne-
gativitasi feltétel. Arra vagyunk kivancsiak, hogy ezzel a perturbaciéval mi térténik az id6
elérehaladtaval. Keresstik a megoldast u(z,t) = wug + @(z,t) alakban. Behelyettesitéssel
(2.1)-be a kovetkezdt kapjuk:

dyup + 0yt = DI2ug + DO20 + f(ug + 1), =€ (0,L), t >0,
8J;U0 + 83;&(0, t) = 835’&0 + &cﬂ(L, t) = O, t> 0,

ug + u(x,0) = ug + u(x), z € [0, L].

Az f fliggvény ug koriili lineéris tagig valo sorba fejtésével kapjuk, hogy
fluo + 1) = f(uo) + f'(uo)t + R(a),

ahol Rih
lim L = 0.
h—=0 h
A sorfejtést behelyettesitve és kihasznélva, hogy ug térben és idében is konstans és igy a

derivaltjai elttinnek, valamint hogy f(ug) = 0, az alabbi feladathoz jutunk:

) (L,t)=0, t>0, (2.2)
):I_L(J}), ZL’E[O,L],

ahol a nemlinearis R(@) tagot elhagytuk. Megjegyezziik, hogy itt u helyett 4-t frunk,
hiszen a (2.2) linearizalt feladat megoldasa méar nem feltétlentl megoldésa az eredeti (2.1)

feladatnak. Azzal a feltételezéssel éliink ugyanakkor, hogy a kezdeti perturbacié mindenhol

elég kicsi ahhoz, hogy a linearizalassal ne vétsiink nagy hibat.
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Keressiik most a (2.2) feladat megoldasat. A D = 0 esetben a

it = f'(uo), ze(0,L),t>0,
0,0(0,) = d,a(L,t) =0, t>0,
a(x,0) = a(x), re 0.,

feladathoz jutunk, amelynek a megoldasa @ (x,t) = a(z)e/ (“)t, Ekkor ug linearis stabili-

tésa a kovetkezSk szerint alakul.

o Ha f'(ug) <0, akkor ||[a(-,t)|| = ||/ ®@)tq| = e/ (0)t||a|| — 0, ahogy t — oo, tehat

up linearisan stabil allapot az 1.11. Definicié alapjan.
e Ha f'(up) > 0, akkor ||u(-,t)|| > |||l minden ¢ > 0 esetén, tehat ug instabil allapot.

Ebbdl az alakbol az is 1atszik, hogy az u fliggvénynek teljesitenie kell a homogén Neumann

peremfeltételt, hiszen kiilonben az @(z,t) = @(x)e’ ()t megoldas sem fogja teljesiteni azt.

Legyen most D > 0. A (2.2) linearizalt feladatot Fourier-modszerrel oldjuk meg. Le-
gyen L : D(L) — L*0, L), Lu= —Du" — f'(up)u linearis operator, ahol

D(L) = {u € C*0,L) N C ([0, L]) : v'(0) = /(L) = 0}.

Ekkor a feladat a kdvetkezSképpen irhato fel:

da+La=0, xe(0,L),t>0,
u(z,0) =u(x), x€]|0,L],
ue D(L).

Az (1.12) allitast és az (£, D(L)) operator linearitasat felhasznélva latjuk, hogy a sajat-
értékei

k2 ,
A =D T — f(up), k=0,1,2,...

és a hozzajuk tartozo sajatfliggvényei

1 2 k
eo(z) = Ni7 és  ex(z) = \/;cos (%x) ., k=1,2,...

az,t) =) &(t)ex(x)

A megoldést

alakban keressiik. A sor megfelel6 konvergenciajat foltéve egyrészt a peremfeltételek au-
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tomatikusan teljesiilnek, mivel ekkor

Ovii(z,t) = 0, Y &G(t)en(z) =D &(t)el(x) =0, = =0,L,t>0,
k=0 k=0
masrészt behelyettesitéssel és Lep = \reg, K =0,1,2... felhasznalasaval

O+ L1 = 0, Zﬁk(t)ek(l’) + Cka(t)ek(f) =
=0

k=0

WE

G(Der(x) + > &(t) Ler(r) =
k=0

i
=)

NE

(§1,c(75) + )\kfk(t))ek(x), z e (0,L), t>0.

il
o

A Fourier-sorfejtés egyértelmtiségébdl sziikségképpen
() = —Ne&i(t), t>0,k=0,1,2,...

kovetkezik, hiszen (ex)32, C L%(0, L) teljes ortonormalt rendszer, és az azonosan nulla
fiiggvény Fourier-egytitthatoi 0-val egyeznek meg minden k = 0, 1, 2, . . . mellett. Ezenkiviil

sorba fejtjiik a sajatfliggvények béazisaban az u fliggvényt is,

a(x) =Y dper(),

amibdl a kezdeti feltétel alapjan

> &0)e(z) =Y arer(x).

Igy minden k£ =0, 1,2, ... mellett
§e(0) =

teljesiil, azaz a & fiiggvényekre kezdeti feltétellel ellatott kdzonséges differencialegyenle-

tekhez jutottunk. Ezeknek a megoldasai
fk(t) = ﬂke_kkt, t 2 0

minden k£ =0,1,2,... esetén.

A (2.2) linearizalt feladat megoldasa tehat
> > / _D(kx)? 2 k
w(x,t) = uge Mey(z) = u e<f (w)=D(%)")t — CoS (—x) . 2.3
()= S et = Y 2 eos (2 23
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A Fourier-moédszer alkalmazasa soran azzal a feltételezéssel éltiink, hogy a (2.2) feladat
megoldésa és a tagonkénti térbeli, illetve idébeli derivaltakbol képzett sorok egyenletesen
konvergensek, és igy jogosak a tagonkénti derivalasok. Megmutatjuk, hogy ez valoban
teljestil. ElGszor is rogzitett ¢ > 0 mellett a megoldés és a tagonkénti térbeli derivaltakbol

képzett sorok

k=0
= 2 (krm km
N .
Z — e \/; (f) sin <fl‘) : (2.4)
k=0
i —u e_’\"'t\/Z b 2 Ccos k—ﬂaj
L L\L L

alakuak. Létezik N € N, hogy minden k£ > N esetén A\ > 0 és igy mindharom esetben
k > N mellett a tagok abszolit értékei feliilrél becsiilheték az alabbiak szerint:

/2 k 2
Tpe W I cos <%x) < Cre” Rk ,
_ /2 km . km _ 2
—Uure At Z (f) Sin <T.ZU) S ng?e Cak s
_ [2 (kr\? k _
— e Mt T (f) cos <fx) < Csk%e C6k2,

ahol C,...,Cy alkalmas pozitiv, t-t6l fliged konstansok. Itt felhasznéltuk, hogy g

az u € L2(0,L) fiiggvény Fourier-egyiitthatoi, és ebbdl kifolyolag (ux) € (2, tehat
ur — 0, k — oo és létezik az egyiitthatok maximuma. Marmost a majoransokbol allo
sorok mind konvergensek, igy a (2.4) sorok abszolut és egyenletesen konvergensek a [0, L]
intervallumon. Legyen most x € [0, L] rogzitett. Ekkor ¢t > 0-hoz valasszunk 6 > 0, 7" > 0
értékeket ugy, hogy d < t < T teljesiiljon. Ekkor a tagonkénti idébeli derivaltakbol allo

o0

Z —ak)\ke_)"“tek (1’)

k=0

sor egyenletesen konvergens [d,7]-n, mivel alkalmas C7,Cs pozitiv konstansok mellett

k > N esetén érvényes az alabbi becslés:

2 km
|—ﬂk)\ke_’\’“t\/ T CoS (fx)

A (2.2) linearizalt feladat megoldéaséanak (2.3) alakjabol leolvashatunk feltételeket az

ug stacionarius allapot lineéris stabilitdsara. Stabil lesz ugyanis, ha hatarértékben minden

S C7k2e_086k2 .
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Fourier-egyiitthato elttinik, mivel

1) = {3 el @ =PEE) Jig, || <
k=0

SZ ﬂke<f’(uo)*D(]€T7r)2>tek <
k=0

ﬂke(f/(uo)_D“%)Q)t =

2 (o)

HENS

k=0

- \@ Sl 0P
k=0

ahol hasznaltuk, hogy ||eo] = % és |lex]| = \/% minden k£ = 1,2,... esetén. Pontosan

akkor teljesiil
lim e(f,(uo)_D(%ﬂ> )t =0

t—o00
minden k-ra, ha f'(ug) < 0. Ilyenkor a (2.3) sor T' > 0 mellett egyenletesen konvergens a
[T, +00) intervallumon, tehat jogos a t — oo hatarértéket tagonként venni. Innen latszik,
hogy ekkor valoban lim;_,« [|4(+,t)]| = O teljesiil. A diffazio bevezetésével tehat tovabbra

is stabil marad a difftzi6 nélkiil stabil rendszer és nincsen lehetség a mintazatképzédésre.
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3. fejezet

Modell két morfogénre

Ebben a fejezetben a [3, 7, 4] forrasok feldolgozasaval mutatjuk be a Turing-modellt két
morfogénre. ElGszor az egyszertiség kedvéért egy egydimenzids térbeli tartomanyt tekin-
tiink, majd attériink az altaldnosabb, valosaghiibb modellre két dimenzioban. A teljesség
szandékaval az emlitett forrasokban szerepld levezetéseket némileg kiegészitve, valamint

példak és abrak kiséretében prezentaljuk.

3.1. Egy dimenziéban

Tekintslink egy egydimenzios térrészt, amelyben két vegyiilet van jelen. A rendszerben
ilyenkor a diffazié mellett a vegyiiletek egymas kozti reakcioja is befolyasolja azok kon-
centracioeloszlasat a térben. Jeldlje wu(x,t), illetve v(x,t) a két morfogén koncentraci-
6jat az x € [0,L], L > 0 térbeli pontban és ¢ > 0 id6pillanatban. A morfogének
termel6dését és atalakulasat egyiittesen a megfelels f(u(x,t),v(z,t)), f € CYR,) és
g(u(z,t),v(x,t)), g € C1(R,) fliggvények irjék le. Felirjuk az u és v fliiggvényekre vonat-
kozo6 reakcio-diffuzio rendszert. Az egy morfogén esetéhez hasonléan a biol6giai vonatkozés
miatt itt is homogén Neumann peremfeltételt irunk el§ a feladat megoldéasara. Ekkor az

alabbi peremérték-feladatot nyerjiik:

(

O = D10?u+ f(u,v), € (0,L),t>0,
v = Dyd%v + g(u,v), z e (0,L), t>0,
0,u(0,t) = O,u(L,t) =0, t>0,

[ 0,v(0,t) = O,v(L,t) =0, t>0.

Itt Dy, Dy > 0 diffazios egytitthatok és w : [0, L] x Ry — Ry ésv: [0,L] x Ry — Ry az

ismeretlen fiiggvények. Bevezetve az
Dy 0
u=[" ., D=|"" , F(u)= f(u,v)
v 0 D2 g(u7 U)
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jeloléseket, az alabbi alakban irhatjuk fel az egyenletet:

du=Ddu+ F(u), € (0,L), t>0
{ hu u (u), =€ (0,L) (3.10)

0,u(0,t) = d,u(L,t) =0, t>0

Megjegyezziik, hogy ekkor a (3.1a) feladat éppen (1.2) alakd. Ezt a peremérték-feladatot a
kovetkezd alfejezetben ellatjuk megfelels kezdeti feltétellel, majd lineéris stabilitas szem-

pontjabdl vizsgaljuk a térben homogén stacionérius allapotat.

3.1.1. Turing-instabilitas

Tegyiik fel, hogy létezik olyan ug = (ug,v9)" € R?, hogy F(ug) = 0. Ekkor, ahogyan azt
méar az egydimenzios esetben is lattuk, uy térben homogén stacionarius allapota a (3.1a)
feladatnak, mivel a derivaltjai elttinnek. Az egy morfogén esetéhez hasonldoan ismét fel-
tessziik, hogy a t = 0 id6pillanatban a vegytiletek eloszldsa nem tokéletesen homogén,

hanem a stacionarius allapothoz képest apro eltérések jellemzik. Megszabjuk az
u(z,0) =uy +u(x), ze€l0,L] (3.1b)

kezdeti feltételt, ahol @ = (u,v)" : [0,L] — R? a kezdeti perturbaci6. A megoldast

u(z,t) = ug + u(x,t) alakban keressiik.

Az f és g fiiggvények ug koriili linearis tagig valo sorba fejtésével kapjuk, hogy

flug +1) = f(up) + Vf(u) o+ Ri(1),
g(uo + 1) = g(ug) + Vg(ug) ' + Ry(w),
ahol R (h) Ry(h)
. 1 . 2
T TN L TN I

A sorfejtést behelyettesitjiik és kihasznaljuk, hogy ug térben és idében is konstans és igy a
derivaltjai elttinnek, valamint hogy f(ug) = g(ug) = 0. A linearizalt vegyes feladat ekkor

a kovetkezd:

ahol
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és

fu = (0uf)(uo,v0), fo = (0uf)(u0,v0),

Ju = (0ug) (10, v0), 9o = (9g)(uo, vo)

az u, illetve v szerinti derivaltjai az f illetve g fiiggvényeknek kiértékelve az ug helyen.

A megoldasért ismét a Fourier-moédszerhez nyulunk. Mivel most a keresett fiiggvény
vektorérték, ezért az L2(0, L)? := L%(0,L) x L%(0, L) térben dolgozunk, ami az (1.14)
allitas alapjan Hilbert-tér. Felhasznéalva az (1.12) és (1.15) allitasokat, az alabbi fligg-

vények k£ = 0,1,2... indexek mellett egylittesen teljes ortonormalt rendszert alkotnak

L2(0, L)?-ben:
€k . 0
el = és ey = :
1k 0 2k o

1 2
eo(z) = NG és  ep(x) = \/;COS (]%Tx) ., k=1,2,....

Ekkor az is latszik, hogy az e; i, fiiggvények minden k£ € N és 7 = 1, 2 esetén sajatfiiggvényei

ahol

a megfelels téren értelmezett —9? operatornak, méghozza \;, = (’%)2 sajatértéekekkel.

A megoldast
Z Er(t)err(z) + &p(t)es(z Zék ex(x
k=0

alakban keressiik, ahol &, = (14, &) 7. A sor megfelel6 konvergenciajat foltéve egyrészt

a peremfeltételek automatikusan teljesiilnek, mivel ekkor
8ZEk Jex(x Zﬁk )ey(x r=0,L t>0,
mésrészt behelyettesitéssel
dya — DP*a — Ja = 9, i £, (Hew(x) — DO Z &.(Dep(z) —J Z £.(Der(x
k=0
LS DEE) — 3 Tuten(s) =
k=0 k=0

(&1(t) + MDE(t) — J&4 (1)) ex(x), x € (0,L), t > 0.

I
WE
m

b
Il
o

WE

>
Il
o
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Irjuk fel a kezdeti feltételt is a sajatfiiggvények bazisaban:
u(x) = Zﬁkek(:v), x € [0, L].
k=0

Ekkor a Fourier-sorfejtés egyértelmiisége kovetkeztében minden & = 0,1,2,... mellett
egy KDE-rendszert nyeriink a &, fliggvényekre. Ezeket, bevezetve minden £ = 0,1,2, ...
esetén az A, = J — A\ D jelolést,

{ﬁz(t) = A&i(t), >0 5.3

€,(0) =1y
alakban frhatjuk. Ezeknek a megoldasai az 1.21. Allitas alapjan
&) = ety k=0,1,2,....

A (3.2) linearizalt feladat megoldasa tehat

u(z,t) = Z ertager ().
k=0

Vizsgaljuk most ennek alapjan az ug stacionérius allapot lineéris stabilitasat:

o0

E eA’“tﬁkek

k=0

o0
<D et e <
k=0

2 [o¢]
SNE S
k=0

Amennyiben a (3.3) KDE-rendszer minden k£ = 0, 1,2, ... esetén aszimptotikusan stabil

a6l =

<

az 1.22. Definici6 szerint, akkor ug stabil. Ez az 1.23. Allitas alapjan pontosan akkor tel-
jesiil, ha minden k£ = 0,1,2,... esetén az A, matrix Osszes sajatértékének a valos része
negativ. Adott k-ra az A; € R**? matrix sajatértékeit jeloljék pg 1 és pro. A karakterisz-

tikus egyenlet

Ozdet<J—/\kD—lu]) =
= ® = bps + cr,
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ahol

2
bk = tl"(Ak> = —<D1 + Dz) (kfﬂ-) + fu + v

kr\* km\”
ésc = det(Ak‘) = D1D2 (_ﬂ-) - <D2fu + Dlgv) <_7T) + fugv - fvgu-

L L
Ezt az egyenletet py, 1 és py 2 is kielégiti. Tekintsiik el6szor a Dy = Dy = 0 esetet. Ekkor
Re g1, Re pi 2 < 0 pontosan akkor teljesiil, ha

fu + Gu < O és fugv - fvgu > 0 (34&)

A kérdés az, hogy megadhatoak-e olyan feltételek, amelyek mellett a difftzié nélkiil
még stabil uy térben homogén stacionarius allapot diffizio jelenlétében instabilld valik.
Ennek eldontéséért folytassuk az elemzést. Arra van sziikségiink, hogy legalabb egy k-ra
Ag-nak legyen olyan sajatértéke, amelynek a valos része pozitiv. Ekkor ugyanis a megfeleld,
(3.3) alakt KDE-rendszer instabilla valik, és igy ‘eAktﬁk} — 00, ahogy t — oo. Azt

sejthetjiik, hogy ez majd a stacionarius allapot instabilitdsat okozza.

Elvarjuk, hogy valamely £ esetén teljesiiljon, hogy
b, >0 vagy ¢ <O0.

A (3.4a) feltétel els6 pontja miatt by < 0, igy

km

4 2
km
¢y = D1Ds (f) — (Dafu + D1gy) <f> + fugo — fogu <0

kell. A ¢z-ra mint k? mésodfokt polinomja tekintve lathato, hogy sziikséges feltétel a

diszkriminans pozitivitésa:

(Dafu + D1gy)” (%)4 — 4D D, <%>4 (fugv = fogu) > 0.

S6t, a Do f, + D1g, kifejezésnek is pozitivnak kell lennie. Innen megkapjuk a harmadik
feltételt:

D2fu + Dlgv > 2\/D1D2(fugv - fvgu) > 0. (34b)

Ezzel azt biztositjuk, hogy a polinomnak legyen két kiillonb6z6 valos zérushelye, melyeket

jelolje

) L\? Dafu+ D1gy £ \/(Dyfu + D1gy)? — 4D1Do(fugy — fogu)
K== eR,.

™ 2D1D2
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Ez énmagéaban nem elég. A negyedik feltétel, hogy legyen olyan k& € N, amelyre
k2 < k* < k3. (3.4c)

Osszesitve azt kapjuk, hogy a (3.4) feltételek mellett a diffizio instabilla teszi az
egyébként stabil térben homogén stacionérius allapotot. Ezt a jelenséget hivjuk Turing-

instabilitasnak vagy diffuzio-vezérelt instabilitdsnak.

Ezen a ponton tegyiink néhany észrevételt a feltételekkel kapcsolatban. ElGszor is fon-
tos hangsulyozni, hogy a (3.4) feltételek egy linearis stabilitasvizsgalat eredményei, mig
az eredeti (3.1) feladat egy nemlinearis egyenletbdl all. Ebbdl kifolyolag csupéan a fenti
levezetések alapjan nem allithatjuk, hogy a (3.4) feltételek teljes képet adnak a stacio-
narius allapot stabilitasat illetGen. Ezt szem el6tt tartva fogalmazzuk meg a kiévetkezs

megfigyeléseket.

1. Mivel k2 és k3 fliggnek L-t6l, az intervallum hosszatol, ezért az a mintazatképzsdést
is befolyasolja. Ha adott paraméterek mellett L tul kicsi, akkor nem teljesiil a (3.4c)
feltétel, és igy stabil marad az ug stacionérius allapot. Ahogy néveljik L értékét,
tgy altalaban egyre tobb k € N esetén teljestil a (3.4c) feltétel. Ha csak egy ilyen
k létezik, akkor egy egyszer mintazat képzédését figyelhetjiik meg, amelyet a meg-
felels e, sajatfiiggvény hataroz meg. Nagyobb intervallumokon altalaban egyszerre
tobb sajatfliggvénynek is meghatarozo szerepe lesz a mintazatképzédésben, és igy
bonyolultabb minték is keletkezhetnek. Ezeket a mintédkat a kezdeti perturbéaciok
véletlenszert jellegébdl adodoan és a nemlinearis Osszefiiggések miatt nem tudjuk

elére pontosan meghatérozni.

2. Attol még, hogy valamely elég nagy L esetén Turing-instabil rendszert kapunk,
eléfordulhat, hogy nagyobb intervallumon tjbél sériil a (3.4c) feltétel, és ismét sta-

bilizal6dik a rendszer. Erre késébb, a 3.1.2. fejezetben latunk majd példat.

3. Megfigyelhetjiik, hogy a J matrix alakja az elemei elGjele szerint az alabbi két alak
egyike kell, hogy legyen:

le <+ _> vagy JQZ <+ +>
+ — - —

Ennek oka, hogy egyrészt f, és g, ellentétes elGjeliiek, mert masképp nem teljestilhet
egyszerre a (3.4a) els6 egyenlGtlensége és a (3.4b) feltétel, masrészt ekkor a (3.4a)

mésodik egyenl6tlensége alapjan f, és g, is ellentétes elGjeliiek. Ezenkiviil a
J = . illetve J) = .
— 4 + o+
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alakok is megkaphatok J;-bdl, illetve Jo-bél az egyenletrendszerben szerepld két

egyenlet felcserélésével.

4. Vegyiik észre, hogy D; és D,, a két diffazios egyiitthatd, nem egyezhetnek meg.
Ellenkezs esetben ugyanis a (3.4b) egyenlStlenséget leosztva a kozos pozitiv diffazios
egylitthatoval azt kapjuk, hogy f, + g, > 0, ami ellentmond a (3.4a) feltétel elss
pontjanak. Tovabba mind a J; és Jy alakok esetén az is latszik, hogy D, > Dj.

Ennek az 0sszefliggésnek a jelentGségérdl alabb irunk.

A 3. pontban szerepld J; és Jo alakok kozott lényeges kvalitativ kiilonbség van, mivel
a két esetben eltéré mechanizmusok allnak a mintézatképzédés hatterében. Amennyiben
J alakja Ji-vel megegyezd, Ugy serkentd-gdtlo rendszerrdl beszéliink. Ekkor azt mondjuk,
hogy az u morfogén serkenti a sajat termel6dését, mivel f, > 0, mig f, < 0 miatt v gatolja
az u termelGdését. Tovabba g, > 0 és g, < 0 alapjan u serkenti a v termel6dését is, v
pedig gatolja azt. Lattuk, hogy Dy > Dy, azaz a gatld v gyorsabban diffundal a térben,
mint a serkentd u. Ez fontos szerepet jatszik a mintazatképzédésben: A v vegyiilet gyorsan

T st

teriileteken tovabb né az u vegyiilet koncentracioja.

Ha J alakja Jy-vel megegyezs, akkor szubsztrdt-kimeritd rendszerrdl beszéliink. A v
egy szubsztrat szerepét tolti be, ami az u teremlédése soran elhasznalodik. A Dy > D,
Osszefliggés jelentGségét ebben az esetben a kdvetkezGképpen lehet értelmezni. Ahol magas
az u koncentracidja, ott a v szubsztrat hamar elhasznalodik az u tovabbi termel&dése
soran. Ha v maés teriileteken nem lenne jelen kell6 mértékben, akkor teljesen elfogyna a
rendszerbdl, majd az u a diffiizié hatasara egyenletesen eloszlana a térben az egy morfogén

esetéhez hasonldé modon.

3.1.2. A Gierer—Meinhardt-modell

Lassunk most egy konkrét példat az u és v reakcidit leird fiiggvényekre. Az egyik leg-
hiresebb a Gierer-Meinhardt-modell, ahol a (3.1) feladatban az f és ¢ fiiggvények az
alabbiak:

f(u,v) :oz—i-u;—ﬁu és g(u,v) = u* —v. (3.5)

Itt « és (B pozitiv konstansok. Az a paraméter felel meg az u vegyiilet alap termel6dési

ratajanak, a [ paraméter pedig a lebomlasi ratajanak.
A rendszer térben homogén stacionérius allapota az

2
a+u——ﬁu:()
v

w—v=0
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egyenletrendszer megoldéasa, azaz

Ita
[ W) B 5
U = v - <1+a>
0 T

Az f és g fiiggvények parcialis derivaltjait kiszamolva megkapjuk a (3.2) linearizalt fel-

adatban szereplé J matrix alakjat:

(s (a (3 ),

Qg 1 2¢82 1

Innen azonnal latszik, hogy a Gierer—-Meinhardt-modell egy serkents-gatlo rendszert ir le,
hiszen f, és g, negativak és g, pozitiv. Ahhoz, hogy J valéban a J; alakot vegye fel, mar

csak a 0 < a < 1 kitételre van sziikségiink, amit ezentil fel is tesziink.
Nézziik meg, hogy mikor teljesiilnek a modellben a (3.4a) feltételek, melyek a stacio-
narius allapot linearis stabilitasat biztositjak difftizié hianyaban.
e Az f, + g, < 0 feltétel pontosan akkor teljesiil, ha g < ﬁ—z, igy rogzitett o € (0,1)
mellett felsé korlatot kapunk a S paraméterre.

e Az fugv— fogu = 1 o +2 — > 0 feltétel automatikusan teljesiil, mivel a pozitiv.

Rogzitsiik most az o és 8 paramétereket gy, hogy a fenti feltételek teljesiiljenek. Ekkor
szintén rogzitett Dy > 0 diffuzios egyiitthaté mellett kereshetjiik D, és L azon értékeit,
amelyekre Turing-instabilla valik a rendszer. A (3.4b) feltétel alapjan behelyettesités utan

11—« 11—« 15}
D — Dy >24/D1Dsy | — -2 > 0.
251 a ! \/ ! 2< ﬁl—i—oc 1+a)
Ebbdél
1+ =+ \/ —1+:=) -1
D2 > D1
1+a
adodik.
Mar csak L értékét kell megfelel6en megvalasztanunk. Példédul az o = 0,1, f =

0,9, D; = 1, Dy = 10 valasztassal a fenti feltételek teljesiilnek. Az 1. abrédn ezen pa-
raméterértékek mellett kiilonb6z6 L intervallumhosszakra lathatjuk a Gierer—Meinhardt-
modell megoldasat a ¢ = 500 idépillanatban. Erdemes felfigyelniink arra, hogy L = 5
esetén a morfogének egy térben heterogén koncentracideloszlasa jelenik meg, a nagyobb
L = 8 esetén viszont az uy = 1,22, vy = 1,49 térben homogén stacionarius allapot lathato.
Az L = 10 esetben ismét egy heterogén minta jelenik meg. Ennek oka nyilvanval6 az 1d.

tablazat alapjan: L = 8 mellett nem létezik olyan k € N, amire k% < k? < k% teljesiilne.
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(a) L=5 (b) L =38 (¢c) L =10
k2| k| k2
L=5054|11]1,07
L=8 | 138 | — | 275
L=101]215| 4 | 4,30
()

1. abra. Kiilonbozo L értékek mellett a Gierer—Meinhardt-modell numerikus megolddsa a
t = 500 iddpillanatban, illetve k% és k3 kerekitett értékei és a kozéjik esé k* (k € N)
értékek. Az eqyéb paraméterértékek o = 0,1, =09, D; =1 és Dy = 10.

A mésik két esetben létezik, méghozza rendre a k = 1 és a k = 2. Nem meglepd innen,

s

5

2m
10

™

hogy a két minta pont cos ( =

x), illetve cos ( :L') = cos ( :L’) frekvencidja szerint alakul.

Megjegyezziik, hogy mintazatképz&dés esetén az u és v vegyiiletek koncentracidel-
oszlasa azonos fazisu. Vagyis, a serkentG-gatlo rendszerek jellemzdje, hogy a morfogének
koncentracidja azonos helyeken noévekszik meg. A 3.2.1. fejezetben latni fogjuk, hogy a

szubsztrat-kimerits rendszerek ebben eltérnek.

A fenti példdkban a mintézatképzddés egy-egy instabil sajatfiiggvény eredményeként
kovetkezett be. Lassunk most olyan példat, amikor t6bb k € N esetén is teljesiil a (3.4c)
feltétel. Azt varjuk, hogy ekkor valtozatosabbak és kevésbé kiszamithatoak lesznek a min-
tazatok. A 2. abran kiilonb6z6 Dy értékekre lathatjuk az u és v morfogének koncentré-
civeloszlasanak idébeli valtozasat ¢ = 0 és t = 60 kozott. Tegyiink néhany észrevételt az

abraval kapcsolatban.

1. Mindkét esetben a megoldas egy térben heterogén stacionarius allapothoz latszik
tartani. Mig a linearizalt feladat megoldésaban az instabil sajatfiiggvényekhez tar-
toz6 modusok az id§ elérehaladtdval minden hataron til novekszenek, az eredeti
modellben a nemlinearis Osszefliggések tompitjék ezt a ndvekedést és stabilizaljak a

vegyiiletek koncentréacideloszlasat.

2. A nagyobb mértékii difftuzié a koncentrécioeloszlas gyorsabb stabilizdlodasahoz ve-
zet. Ez megfelel a difftizio hatésaval kapcsolatos intuicionkkal, még ha itt a diffuzio

nem is homogenizalé hatassal van a rendszerre.
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(b) Dy = 30

2. dbra. Kilonbozd Do értékek mellett a Gierer—Meinhardt-modell numerikus megolddsa
(u: kék, v: piros) rendre a t = 0,15, 30,45, 60 iddpillanatokban. Az eqyéb paraméterértékek
a=0,1, =09, Dy =1 és L =40.

3. Az eltérs diffuzios egyiitthatok nemcsak a stabilizalodas sebességét befolyasoljék,
hanem a végeredményt is. A 2. abran illusztralt szimuldcidkat ugyanazon kezdeti
feltételbdl inditottuk, mégsem teljesen azonos mintak jelentek meg. Ez érthets pél-
déul annak alapjan, hogy a Dy = 15 esetben k = 5, ...,9 mellett, a Dy = 30 esetben
pedig k = 3, ..., 10 mellett teljestil a (3.4c) feltétel.

A 2. abran bemutatott szimuléciok esetében a kezdeti feltételek megegyeztek, és lattuk,
hogy eltérd diffazios paraméterek kiilonbozé mintédkat eredményezhetnek. A természetben
azonban a kezdeti allapotok apro, véletlenszerd hatasok kovetkeztében egyedrdl egyedre
valtoznak. Felmeriil a kérdés, hogy egyezs paraméterértékek esetén, eltérs kezdeti felté-
telek mellett mennyire kiillénboznek a végsé mintak, azaz mennyire érzékeny a rendszer a
kezdeti feltételek kis valtozasaira. A 3. dbran két eltérd kezdeti feltételbdl inditott megol-
dés lathato a t = 40 idépillanatban, egyezs paraméterértékek mellett. A kezdeti feltételek
mindkét esetben az uy = 1,05, vg = 1,10 térben homogén stacionarius allapot koriil vett
kis véletlen perturbéaciok. Lathato, hogy a két szimulaciobol két teljesen kiillonb6z6 minta
sziiletett. Bz az eredmény 6sszhangban van a természetbeli megfigyeléseinkkel. A zebrak
és tigrisek csikjai és a leopardok rozetta alaki foltjai példaul épp olyan egyediek, mint az

emberi ujjlenyomatok, ami alkalmassé teszi ket az egyes példanyok beazonositasara.
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3. abra. Kiilonbozd kezdeti feltételek mellett a Gierer—Meinhardt-modell numerikus meg-
olddsa a t = 40 iddpillanatban. A paraméterértékek o = 0,05, 5 =1, D, = 0,7, Dy = 70,
és L = 40.
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3.2. Két dimenzidéban

Tekintsiink egy Q = (0,L,) x (0,L,) kétdimenzios térbeli tartomanyt, amelyben két
vegylilet van jelen. Az egydimenziés esethez hasonlé jeldlésekkel felirjuk a vonatkozo,

vegyes mellékfeltétellel ellatott reakcio-diffizio egyenletet:

g =DAu+ F(u), (z,y)€Q, t>0,
(Ouu) |50 =0, t>0, (3.6)

u(z,y,0) =u +u(z,y), (z,y) €

Ezen feladat linearizaltjanak a megoldasa és abbol a Turing-instabilitas feltételeinek le-
vezetése az egydimenzios esethez hasonld modon torténik, ezért csak az eltérs 1épésekre

térlink ki. Ezeket az alabbi pontokban 6sszegezziik.

1. A megoldast a Fourier-modszer segitségével az L2(Q)? := L*(Q) x L*(Q) térben
keressiik. Itt a sajatfiiggvényekbdl allo teljes ortonormalt rendszer elemei az 1.13.

és az 1.15. Allitasok alapjan

0
€1,k = (eke) és €2kt = < > ) k; (= 07 17 27 )
0 ke

ahol az ey, fiiggvények az 1.13. Allitasban szereplé fiiggvényekkel egyeznek meg. A
megfelel sajatértékek A\, = 72 (i—z + f—z)

z Y
2. A (3.4a) feltételek valtozatlanok maradnak. A diffuzio-vezérelt instabilitas feltétele-
ként most olyan k, ¢ € N szampéart keresiink, amelyre az Ay, = J — Ay D méatrixnak

létezik pozitiv valos részi sajatértéke. A karakterisztikus egyenlet

0= det(J - )\MD — ,u])
= 1* — bep + cre,

ahol

bie = tr(Ape) = —(D1 + Do) Ao + fu + 9o
€s Cry = det(AM) = DlD?)\ié - (Dqu + Dlgv))‘ké + fugv - fvgu-

Ismét arra van sziikségiink, hogy cpy < 0 teljesiiljon valamely k,¢ € N esetén. Ha
a cpe-re most A7, polinomjaként tekintiink, akkor ismét a (3.4b) feltételhez jutunk.

A (3.4c) feltétel kétdimenzios megfelelGje, hogy létezzen k, ¢ € N szampéar, amelyre

N< A <A (3.7)
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ahol

D2fu + Dlgv + \/(Dqu + Dlgv)2 - 4D1D2(fugv - fvgu)

A2 =
2D, D,

: 0

A fenti (3.7) feltétel alapjan, amennyiben bekovetkezik a Turing-instabilitas, két di-
menzidban az egydimenziés esethez képest sokkal valtozatosabb és Osszetettebb mintéza-
tokra szamithatunk. Megjelenhetnek tobbek koézott pottydk vagy csikok, de akar a kettd
mintazattipus egyszerre is érvényesiilhet. Csikokat figyelhetiink meg példéul akkor, ha a
tartomény egy keskeny téglalap. Ugyanis ha L, elég kicsi, akkor a (3.7) feltételbdl sziik-
ségszertien k = 0 adodik. Ebbdl kovetkezik, hogy barmely olyan A;, sajatérték esetén,
amelyre teljesiil a (3.7) feltétel, a hozzéa tartozo sajatfiiggvény az z irdnyban konstans
és csak az y fliggvényében valtozhat. A kovetkezd alfejezetben tijabb modellen keresztiil

mutatjuk be numerikusan ezeket a meglatasokat.

3.2.1. A Schnakenberg-modell

A Schnakenberg-modellben a (3.1) feladat f és g fiiggvényei
flu,v) =a+v*v—u és g(u,v) =B —u’v (3.8)

alaktak, ahol a0 és B pozitiv konstansok.

A rendszer térben homogén stacionarius allapota az
a+uPv—u=0
B —u*v =0

egyenletrendszer megoldasa:

U o+ 5
Uy — = 8 .
Yo (a+B8)

Az f és g fiiggvények parcialis derivaltjait kiszamolva megkapjuk, hogy a linearizalt fel-

adatban szerepl§ J matrix alakja

Je Qugvg — 1 ud _ 204’%&—1 (a4 B)? |
—2ugvg  —ud _204‘%5 —(a+ B)?
Innen rogton latszik, hogy a Schnakenberg-modell egy szubsztrat-kimerits rendszert ir le,
ugyanis g, és g, negativak és f, pozitiv. Ahhoz, hogy J valéban a J, alakot vegye fel, méar

csak a [ > « feltételre van sziikségiink, amit ezentul fel is tesziink.

A Schnakenberg-modell esetén az ug stacionérius allapot diffizié hianyaban valo sta-
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bilitasdnak (3.4a) feltételei
—a+B<(a+8)? és (a+pB)*>0,

amelyek koziil a masodik automatikusan teljesiil. Ha rogzitett a és § paraméterekre —a +
B < (a+ B)% és a (3.4b) feltételbsl nyert

a+38+2(a+ B)\/28(a+ p)
(=)

egyenlStlenség is teljesiil alkalmas D; és Dy diffizios egytlitthatokkal, akkor L megfeleld

Dy > Di(a+ )

valasztéasa esetén Turing-instabilitasra szamithatunk.

Aza=0,1,8=09, D, =1, Dy, =40, L = L, = L, = 40 vélasztas mellett teljesiilnek

a fenti feltételek, tovabba tobb k, ¢ € N szampar esetén is fennall az

L? L?
5 AT ==X < kP4 2 < S\ =120,17

w2 2
egyenlStlenség, igy a (3.7) feltétel is teljesiil. A 4. abrén ezen paraméterértékek mellett 14t-
hato a Schnakenberg-modell numerikus megoldasa t = 0 és t = 120 kozott. Az eredmény
egy pottyokbdl allo Turing-minta. Mivel a (3.8) Schnakenberg-modell egy szubsztrét-
kimerité rendszer, ezért az u morfogén koncentracidja pontosan azokon a teriileteken
magas, ahol a v koncentracioja alacsony. Ez aldtdmasztja az ilyen tiptisu rendszerek ér-
telmezésénél kifejtetteket: az u és v kozott végbemend reakciok sordn a v szubsztrat el-

hasznalodik az u tovabbi termelGdésére.

A tobbi paraméterérték valtozatlanul hagyasa mellett legyen most L, = 3. Ekkor
kerekitve A2 = 0,03 és A2 = 0,74, ¢és a (3.7) feltételben olyan k, £ € N szampart keresiink,

amelyre
K2\
2 4 2
ANo<m (ﬁ+ﬁ) <)\+.
@ y

Pozitiv k mellett nem teljesiil az egyenlStlenség, hiszen méar k& = 1 esetén 7¢/L3 > 1,
ami meghaladja A2 értékét. Az 5. abran bal oldalt a ¢ = 100 id6pillanatban lathato
ezen paraméterértékek mellett a Schnakenberg-modell numerikus megoldésa. Mivel a (3.7)
feltétel teljestilésének feltétele, hogy k = 0 legyen, ezért valamennyi Ay, sajatértékre, ami
kielégiti az egyenl6tlenséget, a megfeleld ey, , sajattiiggvény z fiiggvényében konstans. Ezért
a megjelend minta vizszintes csikokbol all. Az 5. 4bran jobb oldalt L, = 4 mellett lathato
a modell numerikus megoldasa. Ekkor mar k£ = 1-hez is van olyan ¢ € N, hogy teljesiiljon

a (3.7) feltétel: £ =0,...,6. Ennek megfelelGen itt méar nem csikos mintazatot kapunk.

Végiil lassunk egy olyan példat, amelyben a kapott mintazat nem kizérolag pottyokbal,

sem kizarolag szabalyos csikokbol all. Ehhez a paramétervalasztast a [6] cikk motivalta,
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u koncentraciéja v koncentraciéja u koncentracisja v koncentracisja
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(a)t=0

u koncentréciéja

D DG,

Qo
N ™

o
5 10 15 20 25 30 35 40 5 10 15 20 25 30 35 40
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Ertékek

(e) t = 48 (f) t = 120

4. abra. A Schnakenberg-modell numerikus megolddsa (u: bal, v: jobb) at =0 ést = 120
wddpillanatok kézott. Az ug szine fehér, mig az anndl alacsonyabb értékeket kék, az anndl
magasabb értékeket piros szin jeldli. A paraméterértékek o = 0,1, 8 =10,9, D1 =1, Dy = 40
és L, = L, = 40.
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u koncentracidja v koncentracidja u koncentréacidja v koncentréacidja
40 40 40 40

4.0 4.0
35 35 35 35 35 35
3.0 3.0
30 30 a5 30 30 25
2. 2.
25 25 0 25 25 0
1.5 15
10% 10%
20 20 09 20 20 0Q
N ‘w
15 15 15 15
0.5 0.5
10 10 10 10
5 5
0.0 0.0
0 0 0 0
0 3 0o 4

5. abra. Kiilonbézd L, értékek mellett a Schnakenberg-modell numerikus megolddsa a t =
100 iddpillanatban. Az ug szine fehér, mig az anndl alacsonyabb értékeket kék, az anndl
magasabb értékeket piros szin jeloli. Az eqyéb paraméterértékek o = 0,1, 5 = 0,9, D; =
1, Dy =40, és L, = 40.

w
v

amiben a Gierer—-Meinhardt-modellre szerepelnek tébbek koézott numerikus megoldasok
az alabbiakhoz hasonlé nagysagrendii paraméterekkel. Legyenek a paraméterértékek te-
hit « = 0,01, 3 =09, D; =1, Dy =6 és L, = L, = 100. A 6. 4bran ezen valasztas
mellett lathaté a Schnakenberg-modell numerikus megoldasa. Itt az alacsony Dy difftzios
paraméter miatt a mintazatképz&dés lassabban megy végbe, ezért a szimulaciot at = 0 és
t = 1000 idépillanatok kozott hajtjuk végre. A kapott koncentracideloszlast az eddigiektsl
merdben eltéré mintazatok jellemzik. Arra a természetesen felmeriils kérdésre, hogy az
egyes paraméterek megvalasztasa hogyan befolyésolja a Turing-mintat, a lineéris stabi-
litasvizsgalat alapjan nem tudunk valaszt adni. A téma tovabbi targyalasa nemlinearis

stabilitasvizsgéalatot igényel, amely jelen dolgozat keretein tilmutat.

32



u koncentracidja v koncentracidja 100 u koncentracidja v koncentracidja
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o 20 40 50 80 100 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

(e) t = 400 (f) ¢ = 1000

6. abra. A Schnakenberg-modell numerikus megolddsa (u: bal, v: jobb) at =0 ést = 1000
wddpillanatok kézott. Az ug szine fehér, mig az anndl alacsonyabb értékeket kék, az anndl
magasabb értékeket piros szin jeldli. A paraméterértékek o = 0,01, 5 =0,9, Dy =1, Dy =6
és L, = L, = 100.
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4. fejezet

Numerikus moédszerek

Ebben a fejezetben levezetjiik azon numerikus sémakat, amelyeknek a Python program-
nyelvben torténd implementalasaval a szakdolgozatban szereplé valamennyi abra késziilt.
4.1. Intervallumon

Megoldand6 numerikusan a (3.1) vegyes feladat. A megoldashoz explicit véges differencia

sémat alkalmazunk. Legyenek J, N € N és

L
(IDJ:{xj:jj,j:O,...,J}
T
@N:{tn:nﬁ,nzo,...,]\f}

felosztasai a [0, L], illetve [0, T'] intervallumoknak, ahol 0 < T' < co. Jelolje h := L/J a tér-
beli 1épéskozt, 7 := T/N az idébelit. Jelolje tovabba minden j =0,...,J ésn=0,...,N
esetén uj ~ u(rj,t,), illetve v} 1= v(r;,t,) a numerikus séma altal meghatarozott ko-
zelitését az wu, illetve v fiiggvényeknek az (z;,t,) pontban. A v fiiggvény racspontokbeli
kozelitése ugyanigy torténik, mint u esetében, ezért az arra vonatkozo sémakat nem min-
dig irjuk ki.

A Neumann-peremfeltétel kezelésére tgynevezett ghost cellakat vezetiink be u”, és

u’;,, jeloléssel, ahol n = 0,...,N — 1. Ekkor a peremfeltételben szerepl derivaltakat
centrélis differenciahanyadossal kozelitve n = 0,..., N — 1 esetén kapjuk, hogy
u —u”
Oyu(xo, ty) ~ g’
( 07 ) 2h
u™ —un
ax tn ~ J+1 J—l'

Az id6 szerinti derivaltakat jobb oldali differenciahanyadossal, az x szerinti masodik deri-
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valtakat pedig masodrendd centralis differenciahanyadossal kozelitjiik:

n+1 _un
~ g J
Ouuliry ) = L
) uiy g —2ul +uly
8xu(xj7tn) ~ B2 )
ahol 7=0,...,J¢ésn=0,..., N—1.
Innen a kovetkezs sémat nyerjik 4 =0,....J ésn=0,..., N — 1 esetén:
y J j ) b b )
(,n+l _  n n o __ n n
U uj o ugyy = 2uf +uyy - o)
- - 1 h2 ujavj )
n+l _ n no__ n n
v; Vi Ui 207 + v, N
T 2 h2 g jo Y5 )
0 __ _
u; = ug + u(xj),
0 __ _
\ v; = vg + 0(x;),

aholu” | = uy, uy, | = uj_;,v", = o} ésv, | = v}_; ahomogén Neumann-peremfeltételre

felirt séma atrendezésébsl.

Ezt atrendezve és bevezetve az

Ug Uy S (ug, vg) 9(ug, vg)

n : n : fr = : n __
u; vy fuy,vy) g(uj, vl

jeloléseket, matrixos alakban is felirhatjuk a sémat:

T

u"t =u" + D, 2 Au" + ",
vt = v 4 DQLAVTL +7g",
52
aholn=20,..., N—1¢és
-2 2
1 -2 1
A= € RUADX(H1)
1 =2 1
2 =2

és u’ és v¥ a kezdeti feltétel alapjan adottak.
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4.2. Téglalapon

Megoldand6 numerikusan a (3.6) vegyes feladat. A megoldashoz az egydimenzios esethez

hasonléan explicit véges differencia sémat alkalmazunk. Legyenek J, K, N € N és

L,
O, ={z;=7—,5=0,...,J},

J
Ui = {ye = k22 k=0, K}
K =Yk = K’ — Yoy ;
T
@N:{tn:nﬁ, n=0,...,N}
felosztasai a [0, L,], [0, L,], illetve [0,7] intervallumoknak, ahol 0 < 7" < oo. Tegyiik
fel, hogy L—f = %, és jelolje h ezt a kozos térbeli 1épéskozt. Jelolje 7 := % az id6beli

1épéskozt. Jelolje tovabba minden j = 0,...,J,k=0,..., K ésn=0,..., N esetén uj, :=
u(Tj, Yr, tn), lletve vy i~ v(x;, Yy, t,) a numerikus séma dltal meghatarozott kozelitését az
u, illetve v fiiggvényeknek az (z;, yx, t,) pontban. A v fliggvény racspontokbeli kozelitése
megint csak ugyanigy torténik, mint u esetében, ezért az arra vonatkozé sémakat most

sem irjuk ki mindenhol.

A Neumann-peremfeltétel kezelésére ismét ghost cellakat vezetiink be minden n =
0,..., N — 1 esetén. Ezeket jelolje k = 0,..., K esetén u",, és uj ,, és j =0,...,J
esetén ul _; és uj ;. Ekkor a peremfeltételben szerepls derivaltakat centralis differen-
ciahédnyadossal kozelitve n = 0,..., N — 1 esetén kapjuk, hogy

uy —uly Wiy = Wi_qp

amu(x(hylmtn) ~ Ta amu(mJ7yk7tn> ~ 2% ) k= 07 ) K7

Uiy —uj UT g — UG g .
ayu(xj’ymtn)%%’ 8yu(xj7yK7tn) ~ 2% ’ ) ]207"'7J7

Az id§ szerinti derivaltat jobb oldali differenciahéanyadossal, az = és y szerinti masodik

derivéaltakat pedig masodrendi centralis differenciahanyadossal kozelitjiik:

n+1 n

Uu. — U
~ Dk gk
atu(xj7yk7tn) ~ )

-
n n n
O2u(;, g, b)) Uy — 2UGy + UG
xu x‘]?ylﬁ n) ~ h2 5
n n n
Pl o t) 2R 2ufy, + Uy
yu T, Yk, n) ~ h2 )

ahol j=0,...,J, k=0,....Késn=0,...,N— 1.
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Innen a kovetkezd séméat nyerjikk j =0,...,J,k=0,..., K ésn=20,..., N—1 esetén:

(,,n+l __  n n _ n n n . n n
Uik~ Wk o (Yrk T 2k Tk Yk T 20k T Gk Fu o)
T - h2 h2 gk gk
vt - VP — 207, 4+ U v — 207, + o7
7k Jk - D Jt+Llk 5k J—Llk + Jrk+1 7k Jk—1 + (un ’Un)
- -2 B2 B2 9\Uj k> Vi)
0 o .
uj g, = U + U(T, Yr),
0o _ _
L iy, = Vo + (T, Yr),
ahol a homogén Neumann-peremfeltételre felirt séma atrendezésébdl u”,, = uf, és
n_ n C oo e m
uh g = uj_gy teljesil £ = 0,..., K esetén és u} _; = uj; és uj . = ulp  teljesil
j=0,...,J esetén. A v-hez tartozo ghost celldkra hasonld dsszefiiggések érvényesek.

Az intervallum esetéhez hasonldéan az egyszeriibb és hatékonyabb numerikus szimu-
laciok érdekében szeretnénk itt is egyetlen 1épésben kiszamolni a kdvetkezs idérétegre

vonatkozo kozelitéseket az aktualisak alapjan. Ennek érdekében egyetlen vektorban tarol-

juk el minden n =0,..., N mellett a megfelels ¢, id6réteghez tartozo Osszes uy; értéket.
Bevezetjik n = 0,..., N esetén az
Up
un
u" = 0,0 e RUADE+1)
U?,K
ugg

vektort, melynek az i-edik komponensét az alabbi 6sszefiiggés adja. Osszuk el maradékosan

az 1 indexet K + 1-gyel:
i=(K+1D)l+m, 0<m<K-+1.

Ekkor ha m = 0, akkor

n
u, = Ug—1,0,
mig 0 < m < K + 1 esetén
n __.n
W, = U g mi1-

Hasonlo vektort vezetiink be a vy, értékekre v" jeloléssel, tovabba bevezetjik az ", illetve
g" jeloléseket azon vektorokra, amelyeket gy kapjuk, hogy koordinatanként alkalmazzuk

az f, illetve g fliggvényeket az u”, illetve v" vektorokra. Ekkor atrendezve a fenti nume-
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rikus sémat a kovetkezs alakot nyerjiik n =0,..., N — 1 esetén:

u"tt =u" + DléAu” + 7",

vl = v 4+ D,

T

h2

AV + g,

ahol u’ és v a kezdeti feltétel alapjan adottak, valamint

T 21
I T

blokk-tridiagonalis matrix, ami a tridiagonélis

1

I

I

-4 2
—4

T I
21 T

€ RUFDEF)x(J+1)(K+1)

e REFDX(K+1)

6s az I € REHDXEHD) eoysaematrix blokkokbol épiil fel.
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Osszefoglalas

Ebben a dolgozatban Osszefoglaltuk a bioldgiai mintazatképz&désre vonatkozoé Turing-
modell legfontosabb jellemzsit. Megmutattuk, hogy egyetlen vegyiilet jelenléte a vizs-
galt feliileten nem elegenddé egy térben heterogén koncentracideloszlas kialakulasédhoz,
viszont két, egymassal reakcioba 1éps vegyiilet esetén mar 1étrejohet egy heterogén els-
mintazat. A modell érdekessége, hogy a diffizionak instabilizaloé szerepe van, pedig a
diffiiziora mint homogenizal6é folyamatra szokas gondolni. Emellett megkiilonboztettiik
a Turing-instabilitasra vezets rendszerek két tipusat, a serkent$-gatld és a szubsztrat-
kimerits rendszereket. Ezeket a Gierer-Meinhardt-modellen és a Schnakenberg modellen

keresztil mutattuk be numerikusan.

Néhany figyelemre mélto kutatasi teriilet a Turing-modell kapcsan a mintazatképzédés
novekve feliileteken, a véletlen zaj hatésa a rendszerre és a mintazatképzddés altalano-
sabb, akar haromdimenzios feliileteken [3, 7|. Fontos feladat tovabba a folyamatban részt
vevé morfogének meghatarozasa [3|. Turing elmélete az utobbi évtizedekben nagy figye-
lemnek 6rvend a téméaban kutatok korében, és bar vitatott, hogy teljesen hien tiikrozi-e

a valosagot, kétségteleniil valoszert eredményekre vezet.
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