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1. Az azonnali felvételi probléma (secretary problem)

A secretary problem egyik legismertebb forméja a kovetkezs: tegyiik fel, hogy van egy cég, ami fel
szeretne venni egy 1j alkalmazottat. Tobb jelentkezd is akad, a cég célja koziiliik a lehetd legnagyobb
valoszintiséggel a legjobbat felvenni. Egyszerre egy (véletlenszertien valasztott) embert tud behivni
allasinterjira, amely végén kozolnie is kell az illetével, hogy felveszi-e. A probléma nehézségét a
kovetkezd adja: a cég Ossze tudja hasonlitani az eddig meginterjuztatott embereket egymassal, de

nem tud semmit a tobbi jelentkezé képességeirdl.

A secretary problem tobb megoldasa is ismert, a kdvetkezGkben ezek koziil egy szemléletes Gtletet
a ,,The Secretary Problem and its Extensions: A Review” [4] forrasbol, valamint Anupam Gupta és

Sahil Singla cikke [5] alapjan egy lehetséges megoldast fogok ismertetni.

1.1. A probléma szemlélete

Vegyiik észre, hogy a kivalasztasi folyamat minden id6pillanatban leirhato egy szampéar segitségével:
(r,s), ahol r azt mondja meg, hogy az n jelentkezs koziil eddig mennyit interjuztatott meg a cég,
s pedig azt, hogy a jelenlegi interji alanya hanyadik helyen &ll az aktuélis rangsorban. Példaul az
(5,1) azt a helyzetet irja le, hogy éppen az 6todik ember interjujanak végén tartunk, a cégnek el kell

dontetnie, hogy 6t felveszi-e, és azt tudjuk rola, hogy 6 egy jobb jelolt az Osszes eddiginél.

Ezen a ponton vilagos, hogy a cég dontése optimélis esetben mindig az aktualis jelentkezé eluta-
sitasa egy (r,s), s # 1 helyzetben. A kérdés ekkor csupan az: milyen r-re érdemes megallni az (r, 1)

allasban, mikor vegyiink fel egy jeloltet, aki jobb az 0sszes eddiginél?

Koénnyen latszik, hogy nem érdemes til kicsi r-nél megéllni: az els6 emberre mindig igaz, hogy
6 az eddigi legjobb jelolt, de annak a valdszintisége, hogy valoban 6 a legjobb, az csupéan % Ehhez

hasonl6an minden a € Z* igaz, hogy:

P(a legjobb jeldlt eleme az els6 a embernek) = ¢
n

Viszont tul sokéig sem érdemes varni, hiszen minden (r, 1) allasra igaz, hogy ha elutasitjuk, fennéall

a lehetGség, hogy elmulasztjuk a legjobb munkavéallalot.

1.2. A probléma megoldasa

Stratégia: Utasitsuk el az els6 m jelentkez6t, majd vegyiik fel az els6 olyan embert, aki jobb az 0sszes
eddiginél. (Az el6z6 analogiat kovetve: akkor allunk meg egy (r, 1) allasban, ha r > m.) Ekkor annak

a valoszintisége, hogy a legjobb jelentkez6t valasztottuk:

n

Z P(a t-edik ember a legjobb) - P(az elsé t — 1 ember koziil a legjobb az els6 m kozé esett)
t=m+1



m
t—1

m
n

: (Hn—l - Hm—l)

S|

t=m+1
Ahol H, =1+ % + % 4+ -+ % a k.-adik harmonikus szam.
Itt azt az észrevételt hasznaltuk, hogy ha a t-edik ember a legjobb, akkor pontosan akkor esik
ré a valasztasunk a fenti stratégiat kovetve, ha az elGtte 1évs emberek koziil a legjobb az elsé m ko-
z¢ esett. Ezutan a valoszintiség becslésében kihasznaltuk azt a feltevést, hogy a jelentkez6k minden

permutécidja ugyanakkora valoszintiséggel fordulhat el6 (ez egy gyakori feltevés ebben a témakorben).

A fenti kifejezés segitségével mar konnyd megtaldlni az optimalis m-et tetszéleges n-re. Szokas

vizsgalni azt is, hogy ha n — oo, akkor hova tart ez az optimum, a véalasz erre a kérdésre 1/e.

2. Altalanositasok

T6bb cikk is irodott ebben a témaban, én ezek kozil most a [4], [5] és [2]-es hivatkozésokban leirtakat

fogom hasznalni.

Az eredeti probléma egy kézenfekvs altalanositasa a kovetkezd: egy helyett most méar tobb jelent-
kez6t is valaszthat a cég, a lényeg, hogy a kivalasztott halmaz megfeleljen valamilyen elére lerogzitett
tulajdonsagnak. Ilyen példaul a matroid secretary problem, amely egy manapség is kutatott teriilet
[3]. Ttt kezdetben egy matroid struktura adott, amelybdl a fiiggetlen halmazok alkotjak a felvehetd
részhalmazokat. Jelenleg is nyitott kérdés, hogy létezik-e konstans versenyképes algoritmus minden

matroid struktirara.

Egy masik lehetséges irany az tigynevezett online hatizsak feladat. Ennek az egydimenzios vél-
tozata a kovetkezSképpen néz ki: adott n targy, mindegyik két, kezdetben nem ismert paraméterrel:
érték és suly. Van ezen kiviil egy hatizsdkunk, amely m kilogrammot bir el. A célunk a lehet legtobb
osszértékben targyakat pakolni ebbe a hatizsdkba anélkiil, hogy tullépnénk a megengedett silykorla-
tot. A feladat nehézségét az adja, hogy a paramétereket sorban kapjuk meg, és amint megismertiik

egy targy mindkét tulajdonsigét, donteniink is kell arrol, hogy betessziik-e azt a hatizsakunkba.

Ehhez a feladathoz létezik egy tobbdimenzids valtozat is, a késGbbiekben erre két kiilonbozd

algoritmust is be fogok mutatni Shipra Agrawal, Zizhuo Wang és Yinyu Ye cikkébdl [I].

3. Online tobbdimenziés hatizsak feladat

3.1. A feladat leirasa

A secretary problem egy altalanositdsanak tekinthets a kovetkezd probléma: emberek helyett most
ajanlatok érkeznek a kovetkezs formaban: (a;, 7;) az j-edik ajanlat, ahol a; € [0,1]™, 7; € R, m; > 0.
Adott ezen kiviil m kiilonbo6z6 erdforras, a i-edikbdl b; € R egységnyi. a;; azt mondja meg, hogy a
j-edik ajanlat mennyit szeretne a i-edik erdforrasbol, m; pedig azt, hogy mennyit fizetne ezért. A

célunk: a bevétel varhato értékének maximalizalasa gy, hogy minden eréforrasbol legfeljebb annyit



adjunk el, amennyivel rendelkeziink. Az eléz6ekhez hasonléan ez is egy online feladat: az ajanlatok
sorban érkeznek, az aktualisrol azonnal el kell donteniink, hogy elfogadjuk-e vagy sem, anélkiil, hogy
tudnank, milyen ajanlatok fognak még érkezni a jovében.

Vegyiik észre, hogy ha eltekintiink attol, hogy a dontéseket azonnal meg kell hozni (azaz a feladat
offline valtozatat tekintjiik), akkor ez valojaban egy IP feladat:

Zaijxj <b, i=1,..m, z;€{0,1}
j=1

A célfiiggvény:

n
max E 7Tj[Ej
=1

3.2. Bevezetés
A kovetkez6kben Shipra Agrawal, Zizhuo Wang és Yinyu Ye két algoritmusat fogom bemutatni [I].

Tekintstik elgszor az offline feladat LP valtozatat:

n
E At Ty S bi; 1= 1, .,
t=1

0<z <1, t=1,...,n (1)

n
max E Tt Lt
t=1

Ennek a dualisa a kovetkezd:

Z%&pz‘ +y2>m, t=1..n

i=1

P,y >0, i=1,...m, t=1,...,n (2)
minzbipi + Zyt
=1 t=1

A feladat optimumat jeloljiik OPT-tal, a hozza tartozo vektorokat pedig z*,p* és y*-gal. (Ha
tobb vektorharmas is létezik, amelyre felveszi az optimumot, akkor ezek kozil valasszunk ki egyet.)
Emellett legyen N = {1,2,3,...,n}.

Szeretnénk adni egy olyan algoritmust az eredeti (online IP) feladatra, amirdl be tudjuk latni,
hogy a végeredménye valamilyen értelemben nincs messze az optimumtél. Az offline IP feladatot
még mindig elég nehéz megfogni, ezért az eredménytinket a kdvetkezékben az offline LP feladat op-
timumahoz hasonlitjuk majd. Vilagos, hogy az eredeti feladat (online IP) optimuma = az offline IP

feladat optimuma < az offline LP feladat optimuma.

Azt, hogy egy algoritmus ,milyen messze van az optimumtol”, a kovetkezéképp definialhatjuk: je-

16ljik OPT-tal az offline LP feladat optimumaéat. Azt mondjuk, hogy egy A algoritmus c-versenyképes,



ha az eredményének (az dltala generdlt x4-ra a Y, | ma;7t-nek) a varhato értéke > ¢ - OPT.

Vegyiik észre, hogy ahhoz, hogy ezzel a definicidval kozel keriilhessiink az optimumhoz, sziikség
van arra, hogy az offline IP és LP feladatok optimuma se legyen messze egymastol. Tobbek kozott

ezért is lesz sziikségiink néhany feltevésre, miel6tt hozzalathatnank egy algoritmus elemzéséhez.

4. Egyszer tanul6 algoritmus (One-Time Learning Algorithm,
OLA)

Kezdjiik egy egyszeri algoritmus bemutatasaval, amelynek a cikk szerzéi az OLA (one time lear-
ning algorithm) nevet adtak. Ez kicsit hasonlo lesz az alap secretary problem megoldésahoz abbol a
szempontbol, hogy egy ,tanulasi”’, valamint egy ,bevalaszt6” részbdl fog allni, ahol a tanulési fazisban
minden ajanlat elutasitésra keriil majd: ez arra lesz j6, hogy megtudjuk mikor lesz érdemes elfogadni
valamit a kovetkezdé fazisban.

A tanulési fazis az s = en ajanlatig tartson. Ezutan vegyiik a kovetkezd LP feladatot:

Ennek a dualisa a kovetkezd:

m

Zaitpﬂr’yth, t=1,...,s
i=1

piyy >0 i=1,....m, t=1,...,s (4)
L~ s u
man(l - 5)Ebz’pi + Zyt
i=1 t=1
Legyen S = {1,2,3,...,s}. A feladat optimumat jeloljik OPT(S)-sel, a hozza tartozo vektorokat

pedig z,p és y-pal. (Ha tobb vektorharmas is létezik, amelyre felveszi az optimumot, akkor ezek
koziil valasszunk ki egyet.)

Ezek segitségével a kovetkezd szabalyt alkalmazzuk majd a ,bevélasztd” fazisban: Ha m, > pTay,

és ezzel nem 1épjiik til az eréforraskeretet, az ajanlatot elfogadjuk, ha viszont nem, akkor elutasitjuk.
Precizebben: Legyen

1 ha m >pla

0 ha m <pla



Az algoritmus:
1. 1épés: legyen x;, =0 Vt < S.
2. lépés: p kiszamitasa
3. 1épés: t =5+1,5+2,...-re
2(p) ha auxe(p) < b — Y0 ayw; Vire

_ j=1
Ty =
0 kilonben

Az algoritmus outputja az x vektor.

4.1. Feltevések

1.feltevés: Az (a;, ;) ajanlatok véletlen sorrendben érkeznek. Ez alatt azt értjik, hogy az
ajanlatok halmaza adott, képzelhetjiik réla azt, hogy valamilyen eloszlasbol szarmazik, esetleg
egy ,ellenség” altal vilasztott, akinek a célja, hogy a lehetd legkisebb profitra tegytlink szert. Az
ajanlatok érkezési sorrendjébe viszont még neki sincs beleszolasa: minden permutacié egyforma

valoszintséggel fordulhat elé.

2.feltevés: n egy el6re megadott szam.

3.feltevés: Az ajanlatok ,altalanos pozicioban” vannak. Ez alatt azt értjiik, hogy tetszéleges

p vektorra teljesiil, hogy legfeljebb m olyan ajanlat létezhet, amelyre p?a; = m,

4 .feltevés:

6m log(n/e)

B:mmbzz 3
4 3

4.2. Az algoritmus tulajdonsagai

p-re valojaban gy érdemes gondolni, mint egy arvektorra: az i-edik koordinataja azt adja meg, hogy
mennyi bevételre szeretnénk szert tenni az i-edik nyersanyag 1 egységnyi eladasabol. Elfogadunk
egy ajanlatot, ha m, > p’a,, azaz ha az ajanlatban szereplé ar magasabb, mint a benne szerepld

erGlorrasok Osszértéke.

1. tétel. A fenti feltevések mellett az OLA tetszdleges € > 0-ra (1 — 6e) versenyképes.

4.3. Bizonyitas

A bizonyitas menete: be fogjuk latni, hogy {x;(p*)} valamilyen értelemben jo becslést ad z}-ra. Ez-
utan megmutatjuk, hogy az z;(p) nagy valoszintiséggel nem 1épi tul az erdforraskeretet, vagyis x;-t a
legtobb esetben valaszthatjuk majd x;(p)-nak. z;(p)-rdl azt is belatjuk, hogy mz.(p) varhato értéke
kozel esik az optimumhoz. Végiil megmutatjuk, hogy nem veszitiink tul sokat a tanuld fazis alatt, a
fentiekbdl pedig kovetkezni fog az [I] tétel.

Ehhez a kovetkezd lemmakra lesz sziikségiink:

e 2l lemma: x,(p*) < xf Vtre, és x,(p*), xf legfeljebb m darab koordinataban térnek el egy-

mastol.



e 3l lemma:
P(Zaztl't(ﬁ)sz Vz—l,,m>21—5

° lemma:

P (th(p) > (1—3¢)- OPT> >1—¢

e Bl lemma:

E[OPT(S)] < & - OPT

2. lemma. z:(p*) < xf Vit-re, és x(p*), xf legfeljebb m darab koordindtdban térnek el egymdstol.

Bizonyitds. Vizsgaljuk meg az offline LP feladatot. Jeloljiik z*-al az optimalis primél, (p*, y*)-al az

optimélis dudl megoldast. Ekkor az optimalitasi feltételek miatt igaz a kdvetkezs:

m
x>0 = Zaitp;*+y,f =T
=1

Yy >0 = =1

Az x;(p) definicidja miatt z;(p*) akkor és csak akkor vesz fel 1-et, ha (p*)Ta; < m;. Mivel feltétel
az LP feladatban, hogy > " aup; + y+ > m, ezért ha x,(p*) = 1, akkor y; > 0. A fentebb leirt
masodik optimalitasi feltétel miatt ekkor az is latszik, hogy ebbdl kévetkezik, hogy x; = 1. Vagyis a
kovetkezdt kaptuk:

PV ar <m = x(p") =1 = 2} =1

Az z,(p) fiiggvény definicioja miatt x,(p*) két féle értéket vehet fel: 1-et vagy 0-t, és tudjuk, hogy
;>0 = x(p*) <af Vte{l,...,n}.

Vegyiik észre, hogy ha m; < (p*)Tay, akkor x,(p*) = 0 a fiiggvény definicidja miatt, és mivel y; > 0
ezért az els§ optimalitasi feltételbdl az is kijon, hogy ekkor x7 = 0 (a kovetkeztetés jobb oldala nem

teljesil = 2} nem nagyobb mint 0, de =} > 0).

Eddig sikeriilt belatnunk hogy ha m; > (p*)%a; vagy ha m < (p*)Ta;, akkor x(p*) = ;. Most
lesz sziikségiink a 3. feltevésre, ami azt mondja, hogy legfeljebb m olyan koordinata lehet, amelyre

= (p*)Tay = x(p*) és x} legfeljebb m koordinatdban térhetnek el egyméstol.

3. lemma.
P (Zaiﬂt(ﬁ) <b Vi= 1,...,m> >1—¢
t=1
Bizonyitds. Definicié: Azt mondjuk, hogy egy M rossz minta a p vektorra és az ¢ koordinédtara

akkor és csak akkor, ha létezik y, amellyel (p,y) optimélis megoldasa az s idépillanatig tarto offline
LP feladatnak ([{)), de létezik ¢, amelyre > ;| aux:(p) > b;.



Els6 1épésként lassuk be, hogy fix p-re és i-re a rossz minta valoszintisége kicsi. Ezutan Osszegez-

ni fogjuk ezt a valoszintiséget minden p-re és i-re, ebbdl kapjuk majd meg a rossz minta valoszintiségét.

Legyen Y; = aux(p). Ha p = p azaz p optimalis megoldasa a ([{)-es LP feladatnak, akkor:

D V= auam(p) < auk < (1 - e)eb;

teS tesS teS

ahol # az optimalis primal megoldas az s idSpillanatig tart6 offline LP feladatra (3).

Az els6 egyenlGség egyszertien Y definiciojabol kovetkezik. Ezutan az elsé egyenlGtlenségnél a
. lemmaéat hasznéljuk, és azt a megfigyelést, hogy p és & optimélis megoldasai a , —es LP fel-
adatnak. Az utols6 egyenl6tlenségnél egyszertien azt hasznaljuk, hogy T egy megoldasa a —as LP

feladatnak, azaz kielégiti annak feltételeit.
Az alabbi valoszintiséget szeretnénk feliilrl becsiilni fix p-re és i-re:

P <Z Y, > b;, p optimélis megoldasa a —es LP feladatnak>

teN

Ehhez vizsgaljuk meg a kdvetkezd valoszintiséget:

P <2Yt < (1—e)eby, Y Vi > bi)

tes teN

Az els6 eseményrdl az el6bb belattuk, hogy mindig igaz ha p optimalis megoldas, a masodikban
pedig > -t hasznéaltunk a definicibban szereplé > helyett. Azaz ez egy kicsit b6vebb esemény annél,

hogy a rogzitett p-re és i-re az M nem egy j6 minta.

Legyen Z; = % Megfigyelés: >, v Z = b;.

ke

Ekkor:

P (ZYt <(1-e)b, Y Y zm) <P (Zzt <(1-e)b, Y Y, zm)

tes teN tesS teN

Ez azért lesz igaz, mert:

b;
ZZtZZYt'mﬁzyt

tes tes tes
(itt hasznaltuk a ), Y; > b; egyenlStlenséget).

P(ZZtg (1—e)ebs, Y Y, z@-) gP(

tesS teN

Y Zi—e> Z

tesS teN

>,y Y. > @-)

teN

Itt kihasznaljuk, hogy:

10



Y Z < (1-c)eb;
tesS
Z Zt S Ebi — EQbi
tes
Z 7, —eb; < —&%b;
tesS
— Z Zt + €bz‘ Z Ezbi
tesS
_ZZt_'_gZZt 2 82bi
tes teN

Azaz az els§ eseményt egy b&vebb eseményre cseréltiik.

Egyszert latni, hogy:
P (

Ezen valoszintiség becsléséhez sziikségiink lesz egy egyenlGtlenségre, amely Hoeffding és Bernstein

> %,

Y Zi—e> Z

tesS teN

Y Zi—e> 7

teN tesS teN

zs%i,ZYtzbi) §P<

ZY@@-)

teN

nevéhez flizédik:
Hoeffding-Bernstein egyenlGtlenség [7]:

Adott a valds szamok egy {cy, o, . . ., cr} halmaza. Legyenek u;, us, ..., u, ebbdl a halmazbol random,

visszatevés nélkiil valasztott mintédk. Ekkor V¢ > 0-ra:

T t2
P ;,—rel>t)] <2 —_
<Zu re = ) - exp( 27“012%—|—tAR)

i=1
ahol Ap = max; ¢; —min;¢;, ¢=(1/R)Y ¢, és op = (1/R) Zi1(ci — )%

Megfeleltelés:
L {017627"'JCR} = {Zl7Z27"'7Zn}

e R=n

OARgl

o 0% < 1.,

3=

Az utébbi kettét nemsokara belatjuk, de el6bb sziikségiink lesz néhany megfigyelésre:

11



Mivel
ay € [0,1], z4(p) €{0,1} = vVt 0<Y, <1.

Emellett azt is feltettiik, hogy:

ZKstz‘

teN
Ebbdl kovetkezik, hogy:
Vi 0< 7, <1

Amibdl mar kijon a kovetkezs becslés:

SN(2-272=3"22-Y 227+ NZ

teN teN teN

=72 -2ZN-Z+NZ'

teN
<Yz 7
teN teN

Ezek alapjan méar hasznalhatjuk a kovetkezd becsléseket:
ARgl, 0'12%< 1'[)1'

Vagyis azt kaptuk, hogy:
r(a- e

teS teN
Felhasznélva a 4.feltevést, azt kapjuk, hogy:

e3b; 6mlog (2)
2 _ <2 _mosle)
eXp( 2+5)_ eXp( 2+¢

6mlog(@) n 6m £\ s g\ 2m
o (-02150) s (- (2) ) -2 () <2 ()
exp( 2+¢ ) exp< Bz 2—|—€> n - n

(Itt felhasznaltam, hogy & < 1.) A célunk a kovetkezd egyenl6tlenségrsl belatni, hogy teljesiil:

€\ 2m €
2 () <
n m-n™m

Az el6z6 egyenlStlenség egyszert atalakitasokkal a kovetkezd formara hozhato:

> 2b;

eb? £3b;
Y, >b | <2 — : =2 -
Z b= > - eXp( 25n%bz—l—52bz) eXp( 2+8>

teN

m
2m—1 _
€ < —
~ 2m
Mivel m és n is el6re ismert (emlékeztetsiil: m az eréforrasok szama, n pedig a beérkezd kéréseke,
amelyrdl a 2.feltevés szolt), ezért valaszthatjuk gy e-t, hogy ez a feltétel teljesiiljon. (Ha n > 2,

akkor elég, ha e < 1.)
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Ezzel belattuk, hogy fix i-re és p-re a rossz minta valoszintisége < ——.
m-n

Tudjuk, hogy 7 m-féle lehet. Mi a helyzet p-vel?

Definicio: Azt mondjuk, hogy a p és p’ arvektorok lényegesen kiilonbozéek akkor és csak akkor,
ha létezik t, amelyre x;(p) # x:(p’). (Azaz ha létezik olyan ajanlat, amelyet az egyik alapjan elfo-

gadnank, de a méasik alapan elutasitanank.)

Vegyiik észre, hogy elég a lényegesen kiilonb6z6 p-k szaméat becsiilni, hiszen az Y; értékek meg-

egyeznek két nem lényegesen kiilonbozé vektor esetén.

Els6 ranézésre ez a definicio egy 2"-es becslést adna a lényegesen kiilonb6zé p-k szaméra, ennél
viszont nekiink valami erdsebbre lesz sziikségiink. Erre a kovetkezs szemléletes Otlet alapjén van
is reményiink: ha érkezik két nagyon jo ajanlat, mindketténél az ajanlott ar meghaladja a nyers-
anyagok Osszarat a p vektor alapjan, akkor ha jon egy harmadik ajanlat, ami pont az el6z8 kettd
Osszege (mind nyersanyagigény, mind bevétel szempontjabol), akkor a p vektor ezt is biztosan el fogja
fogadni. Mas szoval: nem létezik olyan p, amely elfogadné az elsé 2, de elutasitané a 3. ajanlatot

=—> nem feltétleniil létezik mind a 2" kimenetelre vektor, amely azt produkalna.

A triikk a kovetkezs lesz: tekintsiink az ajanlatokra m + 1 dimenzios vektorokként: az els6 m ko-
ordinata az eddig megszokott a;-vel egyezik meg, és azt tarolja, hogy a t-edik kérés mennyit hasznalna
fel az egyes erGforrasokbol, az utols6 koordinata pedig legyen m;: az ar, amit ajanl. Jeloljiik ezeket a
vektorokat vs-vel. Ehhez hasonléan p-t is bévitsiik ki egy koordinatéval: legyen ez a koordinata —1,
az igy kapott vektort pedig jeloljiik g-val. Vegyiik észre, hogy ekkor a v; ajanlatot a p arvektor alap-

jan elfogadjuk akkor és csak akkor, ha q7v, < 0, azaz ha a q és v, vektorok szége nagyobb mint 90 fok.

Vegyiik a ¢-ra mer6leges hipersikot egy m+ 1 dimenzios térben. Ekkor latszik, hogy ezen hipersik
egyik oldaldn azon ajanlatok vektorai helyezkednek el, amelyeket elfogadnank, ennek a komplemente-
rén pedig azok, amelyeket elutasitanank. Igy a lényegesen kiilonbozé arvektorok szaméat becsiilhetjiik
ezen hipersikok segitségével, a kérdés a kovetkezdvé alakult at: adott n vektor egy m + 1 dimenzios

térben. Hanyféleképpen tudjuk ezeket 2 csoportra osztani egy hipersik segitségével?

A valaszt Orlik és Tareo 1992-es miive rejti [6]: n'™.

Fix i-re és p-re a rossz minta valosziniisége < —=, és most mar azt is tudjuk, hogy i-t m, p-t
m-n

pedig n™ lényegesen kiilonboz6 féleképpen valaszthatjuk meg. = a rossz minta valésziniisége

13
— m-nm

belatni.

-m-n"™ =¢ = annak a valésziniisége, hogy s nem egy rossz minta > (1 —¢). Ezt akartuk

]
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4. lemma.

P <Z Ty (p) > (1 — 3¢) - OPT) >1—¢

Bizonyitds. 1. lépés: Vegyiik a kovetkezé LP feladatot:

E Qit Ty S bi, 1= 1, ..,

teN
0<z, <1, t=1,..,n (5)
maXZﬂ'tZEt
teN
Ennek a dualisa a kovetkezd:
Zaitpi +ty>m, t=1,...n
i=1
P,y >0, i=1,...m, t=1,...,n (6)

min Y bipi+ Yy
=1 t=1

Ahol:
. Y oten @irr(p) ha p; >0
max{) .y axrt(p),bi} ha p; =0

Emellett legyen:

?% = max {Wt - Zaitﬁia 0}
i=1

J = {gz{,}?zl
Allitas: {x,(p)}™, és (p,7') optimalis dudl és primal megoldasai az el6z6 LP feladatnak. (p a
(4])-es szamu LP feladat optimalis megoldasabol jon.)

Bizonyitds. Be fogjuk latni, hogy {x(p)}j-, és (p,7’) teljesitik az optimalitasi feltételeket.

1.feltétel:

pi >0 = Zaitﬂft(ﬁ) = ZA?Z
teN

c sz

2. feltétel:
7, >0 = x(p) =1

Ezt konny latni a kévetkezdk miatt:

J>0 = m= anh >0 < 1> Y aup; < x(p) =1
P i=1
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3. feltétel:
xt(ﬁ) >0 = Ty = Za/itﬁi + Z);
i=1
Tudjuk, hogy x(p) értéke 0 vagy 1, azaz valojaban a kévetkezst szeretnénk belétni:

m

xt(ﬁ) =1 = m= Zaz‘tﬁi ‘f‘?%
i=1

Az el6bb mar belattuk, hogy:

xt(ﬁ) =1 «<— ﬂt—Zaitﬁi >0.

i=1
Ekkor g, definici6ja miatt:
m
Uy = T — Zaitﬁi )
i=1

ezt akartuk belatni.

2. lépés: Lassuk be, hogy:
P(b; > (1—3e)b;) >1—¢

El6szor vizsgaljuk meg a p; > 0 esetet, azaz lassuk be, hogy:
pi>0 = Phi>(1—3e)b)>1—¢

Mivel p-al a —es LP feladat optimalis megoldasa = teljesiilnek az optimalitasi feltételek
= hap;, >0 akkor Y 7 ayiy = (1—¢)-c-b.

Ekkor tudjuk, hogy:

S S

Zait:ct(ﬁ) > Zaitfct —m>(1—¢)-e-bj—e’by=(1-2e)-¢c-b
t=1 t=1
Ahol az els6 egyenlStlenség egyszerten a2l lemmabol kovetkezik, a méasodikhoz pedig kihasznaljuk

a 4. feltevést, azaz, hogy:

6mlog(n/e) m

B =minb; > =—> minb; > 5 = minbi-EQEm
7 1 & 1

e3

Ezutan a bizonyitas nagyon hasonlitani fog az el6z6 lemmaéhoz: fixaljuk le p-t és i-t, majd hasz-

naljuk a Hoeffding-Bernstein egyenlGtlenséget a rossz minta valoszintségének meghatarozaséra:

Definicio: Azt mondjuk, hogy egy M rossz minta a p vektorra és az i koordinatéra akkor és csak
akkor, ha Y7, apzi(p) > (1 —2¢) -e-b;, és D) agx(p) < (1—3¢) - b;
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Az el6z6 lemmahoz hasonloan legyen: Y; = aux(p)

P (i ayzi(p) > (1 — 2e) Zaltazt (1—3¢)- b)

t=1 t=1

:p(iyt (1—2¢)-¢- bZ,ZYt (1—3e) b)
t=1

<p(

Itt kihasznaltuk, hogy ha teljesiil, hogy 7 Vi > (1—2¢)-e-b;és > Y, <(1—3e) b =
IS5 Y —e- 3 Vi > e b

( > 2 bZ,ZYt (1 — 3¢) b)
§P< ZYt_ (1—3¢) b)
t=1

Sroey
t=1
etv?
<2exp (- i
= eXp( 2-3-%(1—35)bi+e%¢-1>

_e. ZYt

> g2 bl,ZYt (1 — 3¢) b)

—e. Zy%

25

A Hoeftfding-Bernstein egyenlGtlenséget hasznélva a kovetkez megfeleltetéssel:
L {017627"‘7CR} - {}/17Y27"'7Yn}

R=n

[
>
=
AN
—

o 0% < 1(1-3e)

Amelyek koziil az utolsé a kovetkezSképp bizonyithato:

n-op=y (Yi-Y)

teN
=S v -2y, Y+ Y
teN teN
=3 Y2 2NV £ NY”
teN
< ZW < ZYt (1—3e)b
teN teN
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Az egyenl6tlenségbdl kapott eredményt tovabb becsiilve kapjuk, hogy:

e4b? etb?
2 - i —9 . i
eXp( 2-3-%(1—35)@%—52@-1) eXp( 2'5'(1_35)bi+52bi>

3b' 3b'
=2 exp (—28_ ;5> < 2exp (—82 Z)

B =minb; >
(2

Hasznéljuk a 4.feltevést:

e (<5 ) <2 e (—UHED) e (—rog (1) 5) <2 ()7 <2 (5)"

A Bl lemmaban belattuk:

Tudjuk, hogy:

()= () =2 () =
n n n m-nm
Az el6z6 lemmahoz hasonléan venni kell ezt a valtszintiséget minden lehetséges p, ¢ kombinéci-
ora. i-t m, p-t pedig n" lényegesen kiilonbozé féleképpen valaszthatjuk meg. = a rossz minta
valoszintisége < —== -m-n™ = ¢ == annak a valoszintisége, hogy s nem egy rossz minta > (1 —¢).

Ezzel belattuk, hogy p; >0 = P(b; > (1 —3e)b;) > 1 —e.

Mi a helyzet a p; = 0 esettel?
b; definiciojabol tudjuk, hogy ekkor b; = max{) .y @l (p),bi} = by > b, = b > (1 — 3e)b;.
Ezzel belattuk a 2. 1épést.

3. lépés: Az eddigiek alapjan belatni a [ lemmaét.

Vegyiik észre, hogy ha b; > (1 — 3e)b; teljesiil (2. 1épés) és x egy megengedett megoldéasa az
eredeti LP feladatnak , akkor (1 — 3¢)z megengedett megoldasa lesz az 1. 1épésben vizsgalt LP
feladatnak = legyen x* optimélis megoldas —re. Ekkor (1 — 3¢)z* megengedett megoldasa az
(B)-nek = max), yma, > Y,y m(l = 3e)r* = (1 = 3¢e) Y, ymx™ = (1 —3¢)OPT. Azt is
tudjuk, hogy {x;(p)};_, optimalis megoldésa az (5)-nek (1. lépés) = > .y mx(p) > (1-3¢)-OPT.

P(Z;i > (1—35)bi> >1-¢ = P(met(ﬁ) > (1—35)-OPT> >1-¢

teN

17



5. lemma. E[OPT(S)| <e- OPT

Bizonyitds. Az eddigi jelolésrendszert hasznalva legyen: x* p*, y* optimélis megoldasai az , —
nek, z,p, y pedig , —nek.

Mivel S C N, egyszert latni, hogy p*, y* megengedett megoldésai (4)-nek, vagyis:

OPT(S) < (1 —¢)ebp* + Zy: <eb'p* + Zy:

tesS tesS

Ennek a segitségével mar megbecsiilhetjiik OPT(.S) varhato értékét a kovetkezd modon:

E[OPT(S)] <eb'p* +E

ny] =c <pr* —|—ny) =¢-OPT

tesS teN

O

Az el6bb belatott 4 lemmaéaval mar minden sziikséges eszkoz rendelkezésiinkre all az alabbi, fen-
tebb mar emlitett tétel bizonyitasahoz ((1)).

Tétel: Az OLA tetszleges € > 0-ra (1 — 6¢) versenyképes.

Bizonyitds. APl és[] lemma alapjan:

(Z (P (1 —3¢)OPT, Zalt:vt < b; W) >1-—2¢

Jeloljiik ezt az eseményt &-vel: P(£) > (1 — 2¢). Ez lesz most szamunkra a ,,jo eset”. Ilyenkor
az OLA nem dob ki igéretes ajanlatot amiatt, mert ne lenne ra elég nyersanyag, és az algoritmus

végeredménye kozel esik az optimumhoz: nagyobb lesz, mint (1 — 3¢)OPT.

Legyen az OLA altal visszaadott eredmény az eddigi jelolést kovetve x;, és jeloljitk a & esemény

indikatorfiiggvényét I(&)-vel.

Az algoritmus tulajdonsigai miatt tudjuk, hogy:

n

Zaitl’t(ﬁ) <b = wz=x4(p),

t=1
Valamint, hogy:

E aztxt<g aztxt

t=1

Ezt felhasznalva:
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=E

n n s T
E Tyt E Ty — E Ty
t=s+1 t=1 t=1 ]

> ma(p)I(€) > m(p)

> (1 — 3¢)P(£)OPT — eOPT

E

>E —E

> (1 —3¢)(1 —2¢)OPT — eOPT
= (1 — 5 + 6*)OPT — eOPT
> (1 —6¢)OPT
Ezzel belattuk a tételt (T)). O

5. Dinamikusan tanulé algoritmus (Dynamic Learning Algo-
rithm, DLA)

A kovetkezSkben az Egyszer Tanul6 Algoritmus egy tovabbfejlsztését mutatom be: a Dinamikusan
tanulo algoritmust (DLA). Most ahelyett, hogy az optimélis dualis megoldast csupan az en. 1épés
utan szamolnank ki, a t = en, 2en, 4en, 8en ... 1épések utan fogjuk (azaz Gsszesen [log,(1/e)]-szer).
Ezzel elveszitjiik az OLA azon elényét, hogy csupan egy kis LP feladatot kellett rajta megoldani en
valtozon, de egy kevésbé szigora also korlat is elég lesz a B-re ahhoz, hogy jol tudjuk kozeliteni az

optimumot.

Legyen € = 27% ¢és L = {en, 2en, 4en, 8en, ..., 2P ten}. Vegyiik a kivetkezs LP feladatot:

Ennek a duélisa a kovetkezds:

m

Zaitpi+ytZ7Tt, t=1,...,¢

i=1

P,y >0 i=1,....m, t=1,....¢ (8)
m E V4
minZl(l - h@)ﬁbipi +;yt

Ahol

hy = ey =
¢ =€ 7
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Jeloljiik 2°, p* és 7’-el ennek egy optimalis megoldasat. Emellett az el6z6 algoritmushoz hasonléan

tetsz6leges p vektorra definialjuk a kovetkezd fiiggvényt:

1 ha m > pla

zy(p) =
0 ha m <pla,

5.1. Feltevések

Az els6 3 feltevésiink ugyanaz lesz mint kordbban, a negyedik pedig a kévetkezd képpen modosul:

o 1.feltevés: Az (a;,m;) ajanlatok véletlen sorrendben érkeznek. Ez alatt azt értjiik, hogy az
ajanlatok halmaza adott, képzelhetjiik rola azt, hogy valamilyen eloszlasbol szarmazik, esetleg
egy ,ellenség” altal vilasztott, akinek a célja, hogy a lehetd legkisebb profitra tegytink szert. Az
ajanlatok érkezési sorrendjébe viszont még neki sincs beleszoléasa: minden permutacio egyforma

valoszintiséggel fordulhat el6.
o 2.feltevés: n egy el6re megadott szam.

o 3.feltevés: Az ajanlatok ,altalanos pozicioban” vannak. Ez alatt azt értjiik, hogy tetszéleges
p vektorra teljesiil, hogy legfeliebb m olyan ajanlat létezhet, amelyre p’a, =

o 4.feltevés:

10mlog(n/e)

B =minb; > 5
% S

5.2. Az algoritmus
1. legyen ty = en. Minden t < tp-ra x; =0
2. Ezutan sorban t =ty + 1,tp + 2,...-re:

a) Legyen @, = x,(p*) ahol £ = 2"en és r a lehetS legnagyobb olyan pozitiv egész szam,

amelyre [ < t.

b) Ha a;zy < b; — 22;11 a;jx; minden ¢-re, akkor legyen z;, = 2, kiilonben legyen x; = 0.

Az algoritmus eredménye az z;.

5.3. A versenyképességi hanyados elemzése

6. tétel. A fenti feltevések mellett tetszdleges € > 0-ra a Dinamikusan Tanulo Algoritmus 1 — O(e)

versenyképes.

A bizonyitas sokban hasonlitani fog az Egyszer Tanulé Algoritmusnél leirtakhoz. A kovetkezé

lemmakat fogjuk belatni a megfelel6 sorrendben:

° lemma: Tetszbleges € > O-ra:

20
. 14 ,
P(Z aitxt(p£)§5~bi Vze{l,...,m},éeL> >1—¢
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e [8 lemma:

<Z7Ttxt 1—2h5—8)OPT24 (2€ b) V€€L> 21—5

E [OPTZ (éb)} < ‘ -OPT
n n

e 9. lemma: TetszGleges I-re:

7. lemma. Tetszdleges € > 0-ra:

3|N

20
P (Z anr(p) < = b Vie{l,..m}, L€ L) >1—¢
Bizonyitds. A bizonyitas sokban hasonlitani fog a[3] lemmara. Fixaljuk le p-t i-t és (-et.

Definicié: Azt mondjuk, hogy egy permutécio rossz a p, 7, harmasra akkor és csak akkor, ha
p = p’ (azaz p optimélis megoldésa a —as LP feladatnak) de:

P

.Lemmat hasznaljuk, és azt a megfigyelést, hogy p’ és z* opt1mahs megoldasai a , —as LP

feladatnak. Az utolsé egyenlétlenségnél egyszeriien azt hasznaljuk, hogy ¢ egy megoldasa a ([7))-es
LP feladatnak, azaz kielégiti annak feltételeit.

Ennek segitségével becstiljiik a rossz permutécio valoszintiségét (az egyszertiség kedvéért az i-ket
ne irjuk ki):

20 be
P <p:ﬁ€ d vz —)
t=0+1 n



l
_P(ZY; (L ZY_ W)
t=1
20
H«E}%_ZK—EbEZn W)

Itt az utolsod egyenlStlenségnél a kovetkezét hasznaltuk:

0 1 20 1 VA 20
;m—§;m =3 ;Y;— Yoy

t=l+1
Mivel
¢ 20
d Vi< > v,
t=1 t=1+1
ezért

1 L 20

S22 Y- Yy =

DREDS
t=

(£ 5

t=l41 t=I4+1
1 /bl bl hy bl
2_(__(1_11@)_):_5._
2\n n 2 n

A bizonyitas menete ezutan a kovetkezd lesz:

e 1. lépés: Belatjuk, hogy:

20

L
bl 200 £
— > N —
p<§t:1:y; (1 hg E Y, > )_2mnm‘

e 2. 1épés: Bebizonyitjuk, hogy

b, _ 2bC
(ZE"ZY_Z PR )—m

o 3. lépés: Az el6z6 kettd segitségével belatjuk a lemmaét.

1. 1épés: Legyen
2-b-1 Y,

Zt — .
2(
n t=1 Y;

Ekkor:

20
(}:K__l—hgw E:K 200

\_/




> hg—

<P<ZZt——ZZt

Hasznaljuk a Hoeffding-Bernstein egyenl6tlenséget:

20
Z 200
Zt — —>
n
t=1

Megfeleltelés:

L {01,02;-‘-,012} = {Z1,Z2,-~;Z2z}

e R=2
o r=/
ot—hg—

e Ar <1 (mert Z, <Y})

Amelybdl az utolsé a kovetkezd miatt igaz:

20 20
SN(2-272=3"22-Y 227+ NZ
t=1 t=1

t=1

20
=2~ 9ZN-Z+NZ'

t=1

20 20
<7<y 7=
t=1 t=1

Ezt hasznalva:

B2 . e p2bt 2n bl
< 2exp S - =2exp | — ] = 2exp S
- 2€%+hz% 24 hy 2+ hy
e2b g210mlog(n/e) 10mlog(n/e)
=2 - <2 - [ _OeE)
exp( 2—|—h@)_ eXp( 24 hy exp( 2+ hy )

v (e () 225) -2 (5

2+hy S 9 <E>m
Be kéne latnunk, hogy

n

e\™ €
() s
n 2-m-nm-FE
1

“dm - E
Mivel E > 1 és m el6re ismert, ezért tudjuk tgy valasztani az e-t, hogy ez teljesiiljon, vagyis

hogy:

Egyszertsitve:

m—1

€

*1<L
— 4m
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igaz legyen.

2. lépés:
20

h,Z % obe
Y, <
n’ Z b= n )
hg bl QZZ 2b£>
>2.Z Nz, =28
n 1 n

gbﬁ

ZYt——ZYt

(%
(5

<P<ZZt——ZZt ;Zt:%bg>

Megint sziikségiink lesz a Hoeffding-Bernstein egyenlGtlenségre, az egyetlen kiilénbség a megfe-

__ZZt

leltetésben ¢ értéke lesz:

. he b€
2
Vagyis a kovetkez§ becslést kaptuk:
he bl

(ZZt——ZZt Zzt 2—M>

< 2exp —ﬁ =2exp | — ©
200 + 5 8+ 2hy

n

Vegyiik észre, hogy a szamlalonk ugyanaz, mint az el6z6 1épésben. Az ottani szamolasokat kdvetve

h2b 10mlog(n/e)
2exp [t | < 2exp [ ——2BUYE)
eXp( S+ 2h, | = eXp( 8+ 2Ny )

~2exp (—log (1) - A2 o (£) <o (£
N P & e) 8+2h ) n - n

Ezen a ponton az 1. lépés megoldasat kovetve készen vagyunk.

azt kapjuk, hogy:

3. lépés:
Az eddigiek alapjan tudjuk, hogy fix p-re i-re és f-re a rossz permutacié valoszintisége kisebb,
mint
€
m-nm-F

A szokasos triikkot alkalmazzuk: lényegesen kiilonb6zg arvektorbol n™ kiilonb6z6 van, ¢ csupan
m, ¢ pedig E féle lehet. Ezekkel az értékekkel felszorozva azt kapjuk, hogy a rossz permutéaciok
valoszintisége < ¢, amib6l méar kovetkezik a lemma allitasa.

]

8. lemma.

20
<Z7Tt$t 1—2h5—8>OPT2g< b) v€€L>21—5
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Bizonyitds. Vezessiink be néhany 1j jelolést: Lenyen LPg(d):

s
E Qi+ Ty S di, 1= 1, .., m

az optimumét pedig jeloljitk OPT,(d)-vel. Emellett legyen:

o) aan(p) bha pf >0
max {32 ayzy(p"), 2 Zp} ha pf =0

Végiil pedig legyen:

m
yfl = max {m Zaitﬁi, 0}

=1

g = (o i

Allitas: {z,(p")}2, és (p,9%) optimalis dual és priméal megoldasai LPy(b) -nak.

Bizonyitds. Be fogjuk latni, hogy {z,(p*)}2, és (p*, §%) teljesitik az optimalitési feltételeket. LPo(b)

a kovetkezsképp néz ki:

E Qi+ Ty S bi, 1= 1, T

0<z <1, t=1,..20 (10)
20
max Z Ty
t=1
1.feltétel:
20
]35 >0 = Zaitxt = i)z"
t=1

c sz

2. feltétel:
g2 >0 = x,(p) =1
Ez azért igaz, mert:

m m
A2K N/ ~f ~f
>0 <— m — E aitpi>0<:>7rt>§ app; <= x(p°) =1
i=1 i=1
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3. feltétel:

:ct(ﬁe) >0 — Ty = Zaitﬁf + thZ
=1

“ e,

Ebbdl kovetkezik, hogy:

~

. b; 20
Z (P OPng(b) > (miln W) OPTy, ( - b)

Mennyi lehet a minimuma a W klfejezesnek7

T sz

Allitas: Ha Pl > O, akkor Vi-re:

2
(b —Zaztxt > 1—2hg—5)—€b> >1—¢

Bizonyitds. Az eléz6ekhez hasonloan fixaljuk le p-t -t és l-et.

Definicié: Azt mondjuk, hogy egy permutécio rossz a p, 7, harmasra akkor és csak akkor, ha
b= ﬁl7 pi > 0 és
20
Z ayxy(p (1 —2hy—¢) —b

Be fogjuk latni, hogy a rossz permutaciok valoszintsége kicsi. A szokott mddon legyen Y; =

a;x(p). Ekkor ha p = p' és p; > 0:

¢ ¢ 0
Z Z auxy(p (1-— hg) —b; —m
t=1

t=1
Itt felhasznaltuk, hogy mivel p = p':
¢ , 0
pi >0 = ;aitxt = (1— hy) ﬁbi
ha x¢ optimalis megoldasa a —nek. Ha ezutan hasznaljuk a |2l lemmat, megkapjuk a megfelel$
egyenlStlenséget. Ezt tovabb becsiilhetjiik a kovetkezd modon:

14 l
L= he) Sb—m > (1= hy—2) S,
(L =he) ~bi—m=(1—he—e)
Ez igaz, hiszen tudjuk, hogy:
e b, > m/e* minden i-re

o !/ >ne

e az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy



Ekkor fix p, i, -re a rossz permutaciok valoszintisége a kévetkezd moédon becstilhetd:

¢ ) X o0
P(;KZ(l—he—ﬁ)ﬁbi,;Yt (1—-2hy—e)— b)

IN

IN

¢
<
=1

Ahol a szokasos triikkot alkalmazva:

(1 — 2hy — £)2b,Y,

¢ 20
1
P(Z)@_§Zn >h,£— ZYt (1 —2hy —¢)
t=1 t=1
¢ 1 2/ bt 20
p(zn—in R R
t=1 t=1 t=1
1 20 bl 20
ZZt_§;Zt Zhgg ;Zt ]_—th—g)

3|§

)
)
)

3|§

3|<*[\§

7, =
t Nyl
(Itt kihasznaljuk, hogy Z; < Y; minden t-re.) Ezutén sziikségiink lesz a Hoeffding-Bernstein
egyenlGtlenségre:
Megfeleltelés:

L {017027"'701%} = {ZhZZ?"'?ZQZ}

e R=2

o r=/

o t = hybt

o Ap <1 (mert Z, <Y;)
o < (1—=2h—e)

Amelybdl az utolsd a kovetkezd miatt igaz:

20 20 20

SN(2-272=3"272-Y 227+ NZ

t=1 t=1 t=1
20 )
= 7} —2ZN-Z+NZ

t=1
20 20 2€
<M 7<) 7= 1—2hg—5)nb
t=1 t=1

Ezek alapjan a kovetkezé becslést kapjuk:

l
P (
t=1

20
Sz 37>
t=1
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thQZQ th
<2exp| — £ n? = 2exp R —
- 20+ (1 —2hy — )% + bt 2 — 3hy — 2

%0 52[)7; <9e ( €2bi>
=2exp | — xp [ —
P 2—-3-ey/nfl—2c) ~ P 2

Hasznéljuk a 4. feltevést:

1
B — min, > L0mloa(n/e)
i g2
Ennek segitségével:
2, 10m1
2 exp <_€2 ) < 2exp (_%WE))

-z (e (2) 1) -2 (3)

Azt szeretnénk belatni, hogy megfelels e-ra teljesiil a kovetkezs:

€\ 5m €
2 (5) <oz
n m-nm-FE
Ehhez elég:

4m 4m
sm—1 n n

—2-m-F 7 2-m-n

Tudjuk € jol valasztani, hiszen n és m el6re ismert. Ezek utan mar csak venni kell az n™ kiilonb6z6

€

p, m féle i és E darab ¢ értéket és azt kapjuk, hogy a rossz permutacié valoszintsége < . FEzzel
belattuk az allitést. O

Vagyis azt kaptuk, hogy ha pf = 0, akkor :

. 2
Z Ty (pY) = OPTae(b) > OPTyy < be )

Ha pedig p¢ > 0, akkor Vi-re:
20
(b—g ayxy (P 1—2hg—5)—b>21—5

. b;
— P(InimWZ(l—2hg—g)> >1—c

20
20
P D 1—2hy — PT >1-—
=4 (Z ﬂ'tl't(p ( hg 5)0 20 (n b)) = 9

t=1
Ezt akartuk belatni. O

E |:OPT4 (gb)} < % - OPT

9. lemma. Tetszdleges [-re:
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Bizonyitds. Legyen LP, (%b) optimélis megoldasa 2’,p/,y/, az (1))-es és (2)-es LP feladatoké pedig a
szokasos jelolést hasznalva z*, p*, y*.
Konnyt latni, hogy p* és y*(megfelel§ koordinatai) egy megengedett megoldasat adjak LP, (ﬁb)—

nek, vagyis:

OPTZ( ) Z —bp* +Zy < pr*+Zy

Ennek segitségével pedig mar be tudjuk latni a lemmat, ugyanis:
/ ¢
E|OPT,(—=b)| < bT “+E
oer.(30)] < v +2 ]
T, % ¢
b'p +Zyt = ﬁ

teN

PT

Sl

14 14
:—bT* —_ *:
o p‘i‘nE Yy

teN

]

Most mar minden sziikséges eszkoz a rendelkezésiinkre all a [6fos tétel belatasahoz, vagyis hogy

tetszoleges € > O-ra a Dinamikusan Tanul6 Algoritmus 1 — O(e) versenyképes.

Bizonyitds. A7l és[8 lemmakbol tudjuk, hogy:

20

20
. 14 : . 20
P ( > aum(p) < b VL€ L,Yi, > may(p) > (1 — 2k — £) OPTyy <Z : b> Vi e L) >1-2

t=0+1 t=1

Jeloljiik ezt az eseményt &-vel: P(§) > (1 — 2¢). Vizsgaljuk meg a DLA é&ltal adott x; megoldast:

E Z Z Ty Z Z tht(ﬁg)l(f)]

lel t=(+1 lel t=0+1

>E

hiszen ha a £ esemény bekovetkezik, akkor az algoritmus soran z;-t mindig ;(p')-nek vélasztjuk.

20
EI> > 7Tt$t(ﬁ£)](§)]

Zﬁtxt(ﬁz)—’(f)]

t=1

>Y E

leL

met(ﬁfﬂ(f)] -> E

t=1 leL

Ezt a[§l lemma segitségével a kovetkezsképp becsiilhetjiik tovabb:

SE Zwtxt(ﬁf)f(g)] ->'E me(ﬁ")l(ﬁ)]

teL t=1 lel t=1
> (1—2h—¢) {OPT% (%b) I(f)} - E {OPTz (gb) I(ﬁ)]

Itt a masodik tagnal hasznéltuk a . lemma allitasat (amiatt nézhetjiik az optimumot %b—ig).

Bontsuk ki a zardjelet, és rendezziik at a tagok sorrendjét:
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>3'E {OPT% (%b) 1(5)} -) E {OPTZ <£b) f(é)}

- ZZE [OPT% <%£b> I(g)] — zeLZ E [OPT% (%b) I (5)}

Vegyiik észre, hogy az els6 két taghol egy csomo elem kiejti egymast, és a kdvetkez6 marad:

> P(€)- OPT — E[OPT., (<b)I(€)]

—) E [OPT% (%gb) [(5)] —) 2R [OPT% (%gb) I(f)]

lel leL

Minden kivonandé tagot becsiilhetiink feliilr6l azzal, ha elhagyjuk belsle az I(£)-t:

> (1 —2¢)OPT — E[OPT,,(¢b)]

—) E [OPT% (%Eb)} —) 2R [OPT% (%éb)}

teL teL
Ezutan hasznéaljuk a9 lemmat:
> (1-2¢)OPT — cOPT — 22 ) Lopr - 4y il opr
N er ! er "

> (1 —-2¢)OPT — cOPT — 2¢(1 —¢)OPT — 4(5/2 - ¢)OPT

= (1 —15¢ +2¢*)OPT > (1 — 15¢)OPT.

Itt az utolso el6tti 1épésnél a kivetkezd becsléseket hasznéltuk:

Sl

el

Zh5§225£-§:52\/g§2,5€
teL teL

el
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Alulirott Méricz Réka Anna nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb felsorolt

feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket alkalmaztam:

Feladat

Felhasznalt eszkoz

Felhasznalas helye

Megjegyzés

LaTeX matematikai

képletek generalasa

Claude 3.7 Sonnet,
GPT-40

Néhéany képlet a 4. és
5. fejezetben,
amelyek az [I]-es

cikkben is szerepeltek

Ezen tablazat GPT-40

elkészitése

Nyelvhelyesség Gemini 2.5 Pro Teljes dolgozat
ellenérzése Preview 05-06

A felsoroltakon til méas MI alapt eszk6zt nem hasznéltam.
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