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Bevezetés

Az algebrai geometria egy jelentds irodalmi hattérrel bird dga az tgynevezett szingularitasok
vizsgalata. Mi most azt szeretnénk megérteni, hogy a komplex algebrai gorbék szingulari-
tasai hogyan viselkednek, hogyan dgyazddnak be a kornyezetiikbe. Talan meglepé médon
ennek leirdsara a csomok egy bizonyos fajtaja ad segitséget.

Az els6 fejezetben egy rovidebb bevezetést nyujtunk az algebrai geometriaba, leginkabb
a téméankhoz kapcsolddo elemekre helyezve a fokuszt. Megismerkediink alapfogalmakkal és
ezek késébb felhasznalando vonatkozasaival. Mindezek alatt szem el6tt tartjuk a gorbékrol
alkotott geometriai képet is.

Az eddigieket ideiglenesen félre téve a gobéket leird egyenleteket vessziik goress ala. Ezek
megoldasanak egy mar régota ismert, Newtontol szarmaztathatdo modjat részletezziik. Az
egyenletek megoldasanak alakja adja majd a visszafordulas lehet&ségét geometriai irdnyaba,
ami a kovetkezs és utolsod fejezet témajaba vezet at.

A harmadik fejezetben felhasznaljuk a korabbiakban megalapozott tudasunkat és topolo-
giai eszk6zokkel egyiitt fogunk eljutni az algebrai gorbék szingularitasainak osztalyozasahoz.



1. fejezet

Algebrai geometria bevezeto

Egyenletek megoldasa el6tt sziikséges néhany, a késébbiekben hasznaltos fogalom targyalasa,
valamit a koherenciat is szem el6tt tartva egy kisebb betekintés az algebrai geometridba. A

tovabbiakban K algebrailag zart testet jelol.

1.1. Definicié. K {ol6tti affin n-térnek hivjuk

koordinatajanak.

1.1. Algebrai halmazok

K"-ben egy K {6l6tti n hatarozatlant polinomot tekinthetjik, mint f : K" ¥ K fiiggvény,

V(F) =fP 2K": f(P)=0;8f 2Fg:

1.2. Definici6é. Az igy el6allo halmazokat algebrai halmaznak nevezziik. Pontosabban
U K" algebrai halmaz, halétezik F K[Xy;::!;Xn] polinomok halmaza, hogy V (F) = U.

Megjegyzés. Hasonloan lehet definialni az analitikus halmazokat, analitikus fliggvények
k6z6s nullhelyeiként.

Az algebrai halmazok viselkedésérdl néhany egyszeri allitast fogunk belatni.

1.3. Allitas.

1. ? és K" algebrai halmazok.



2. Ha U;W K" algebrai halmazok, akkor U [ W algebrai halmaz.

T
3. Ha (U ) ,, algebrai halmazok csaladja (U K™), akkor U algebrai halmaz.

Bizonyitas.
1: V@O0 =K"é V(@) ="
2:V (F1) = U és V(F) =W algebrai halmazok. Ekkor U [W =V (F1F3;), ahol az F1F;

a komplexus-szorzata Fi-nek és Fy-nek, azaz
F1F2 = ffl f2 . fl 2 Fl;fz 2 Fzg:

Hiszen ha P 2 U, akkor minden g 2 F;Fs-re léteznek 1 2 Fy;f, 2 Fo, hogy g(P) =
(fy f)(P) = (P) f(P) =0. Hasonloan W-re. Tovabba ha P 8 U [ W, akkor létezik
fl 2 Fl és f2 2 F2, hogy fl(P) 606 fz(P) Tegét flfz(EI) &0 Vagyis BFB Vv (Fle). 3::
V (F ) =U mind algebrai halmazok. Ekkor V. (  F )= U , vagyis U is algebrai
halmaz O

Megjegyzés. Ezek az allitdsok éppen a topologikus tér zart halmazaira vonatkoz6 axio-
mak. Vagyis az algebrai halmazok komplementereit véve topologiat kapunk, ezt Zariski-
topoldgianak nevezziik.

értelmes az F K[Xy;:::;Xn] halmaz elemei altal generalt idealrol — (F) / K[Xg;:::; Xp]-r6l
— beszéli. Ekkor

V(F) =V ((F)):
Ez az ideal tulajdonséigaibdl kozvetleniil kdvetkezik.
F K[X1;:::;Xn] polinomok halmaza, (F) az F elemei altal generalt ideal. Ha F-hez
hozzévessziik a 0-t, az elemet ellentettjeit és az elemeinek Gsszegét és kiilonbségét, az nem
valtozat V (F)-en, hiszen ha f(P) = g(P) = 0, akkor f(P) g(P) =0, valamint ¥ pontosan
akkor nulla, ha f is az.
Ha F-hez hozzavessziik az elemeinek egy tetsz6leges polinommal vett szorzatat, az szintén
valtozatlanul hagyja V (F)-et, mivel ha f 2 F, h polinom, akkor ha f(P) = 0, abbdl
kovetkezik, hogy f(P) h(P) =0.

Sikeriilt egy gytrd idealjait affin térbeli algebrai halmazokkal azonositani a fent de-
finialt V: P(K[Xg;:::;Xn]) ¥ K" leképezés segitségével. Ez sziirjektiv leképezés, min-
den algebrai halmazhoz létezik megfelel§ ideal, de nem egyértelmtien. Példaul V (FFg) és
V (FF; £2;£3;:::9) ugyanaz az algebrai halmaz (mivel K-nak nincs nem 0 nilpotens eleme).
Viszont egy kisebb megszoritassal mar bijekciot kapunk. Ennek megfogalmazasahoz sziik-
ségesek a kovetkezdk:

1.4. Definici6é. | / R ideal radikalja:

pT:ffZR:gm:fmzlg
P—

|-t akkor neveziink radikalidednak, ha 1 = " |

test folotti n hatarozatlanu polinomok gydr(je, és | /&[Xl;ZZZ;Xn] idedl. Ekkor ha f 2
K[xq;:::;Xn] eltdnik V (1) minden pontjan, akkor £ 2 ° |



A bizonyitas hosszadalmas és nem kapcsolodik szorosan a témankhoz, igy kihagyjuk.
Egy viszonylag révid bizonyitast mutatott Daniel Allcock. [1]

Bizonyitds. Hilbert nullhelytételét | tetszbleges radikilidealra alkalmazva azt kapjuk, hogy
minden f polinom, ami elttnik V (1)-n, az eleme = | = I-nek, azaz V injektiv a radikalide-
alokra megszoritva.

Egy U K" altalanos halmazhoz vegyiik

polinomok halmazat. A cél, hogy I-rél lassuk, hogy a radikalidedlokra megszoritott V
inverze és injektiv. A folytatashoz el6bb még néhany tulajdonsagat be kell latnunk V -nek
és l-nek.

1.7. Lemma.

1. HaF; F,;  KIxg;:::;Xnl, akkor V (F2)  V (Fy1)
2. HaU; U, K", akkor 1(Uy) 1(Uy)

3. V(I(VU)) =U, azaz U lezartja (a Zariski-topologiaban).

Bizonyitas.

1: és 2: trivialisak.

3: V(I(U)) U zart halmaz, tehat UV (1(U)).

Ha U W valamilyen zart halmaz, akkor V (J) = W valamilyen J / K[Xz;:::;Xn] idedlra.
2: miatt ekkor 1(V(J)) 1(U). Természetesen J 1(V(@J)), és igy 1:-bdl kovetkezGen
V() V@A)=W. Tehat U V(I(U)) W tetszéleges U W zart halmazra. O

Mivel tetszéleges X K" algebrai halmaz zart, ezért V(1(X)) = X, azaz V és |
egymas inverz bijekcidi a radikalidealok és az algebrai halmazok kozott, a metszetet és uniot
felcserélik:

VIE\G)=V(F)[V(G); V(F)\V(G)=V(F [G): O

Megjegyzés. Ebbdl a felcserélésbdl kisebb meggondolassal kovetkezik, hogy az affin tér egy

1 Pn) egy maximaélis idedl zérushelye lesz, pontosabban (X1 P1;:::;Xn  Pn)
zérushelye — és az Gsszes maximalis idedlt megkapjuk igy.

Az algebrai halmazok korében, s6t akar altalanosan topologiaban értelmes a irreducibi-
litas fogalma.

1.8. Definicié. X nem iires topologikus tér részhalmaza. X-et irreducibilisnek nevezziik,
ha létezik X; és X, zart halmazok, hogy X = X1 [ X2 és Xq; X5 valodi részhalmazai X-nek,
azaz egyik sem egyenld vele vagy iires.



1.9. Példa. A valés szamsikon vegyiik a
f(y)=x2+xy 2y

kétvaltozos polinomhoz tartozo algebrai halmazt, vagyis a nullhelyeit, V (F) = f(x;y) 2 R? :
f(xy) = 0g.
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1.1. abra. V (f) dbrazolva a R?-n.

Ranézésre felttinhet, hogy igazabodl két egyenest latunk. Ez a két egyenes kiilon-kiilon is
algebrai halmaz lesz (a Zariski-topolégiaban zart), mivel g(X;y) =X y és h(x;y) =x+2y
zérushelyei.

Sikeriilt V (f)-et két valodi részhalmazanak uniojara felbontani:

V() =V(©@ LVH)
Tehat V (f) nem irreducibilis.
Mar a példabol is sejthetd, hogy az algebrai halmazok irreducibilitasa szoros kapcso-

latban van veliikk megfeleltetett radikilidedlokkal. Erre egy egészen egzakt karakterizaciot
tudunk adni az ideal egy nevezetes tulajdonsaganak segitségével:

1.10. Definicié. Az R gytiriibeli P / R valodi idealt primidedlnak hivjuk, ha
minden fg 2 P esetén vagy f 2 P vagy g2 P

1.11. Allitas. Legyen F K[xy;:::;Xn] polinomok halmaza. V (F) algebrai halmaz pon-
tosan akkor irreducibilis, ha (F) primideal.

Megjegyzés. Amennyiben F egyetlen T polinombdl all, az allitas azt mondja ki, hogy V (F)

pontosan akkor irreducibilis, ha f is az, hiszen ha (f) primideal, akkor f irreducibilis.

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy V (F) =V (G) LV (H) valodi felbontas (azaz V (F) nem irre-
ducibilis). Ekkor (F) = (G) \ (H), és létezik g 2 (G)n(F) ésh 2 (H)n(F). gh 2 (F) és



sem ¢ sem h nem eleme (F)-nek, tehat (F) nem primideal.

Tegyiik 61, hogy gh 2 (F) olyan, hogy g és h nem eleme (F)-nek (azaz (F) nem primideal).
Legyen G =fgg [ F é¢s H = fhg [ F. Ekkor (F) = (G) \ (H) és (G);(H) 6 (F) és egyik
sem tres. Vagyis V(F) =V (G) [V (H) valodi felbontés. O

Az alabbi allitast a konvergens hatvanysorokra mondjuk ki, de természetesen a polino-

nulloszté.
Ekkor Ox=(h) dimenzidjan k 1.

1.13. Definici6é. Egy R kommutativ gytrd dimenzidja (Krull-dimenzioja) alatt a prim-
idealokbol all6 lancok hosszainak szuprémumat értjuk. Pontosabban n szuprémumaét, ahol
Po (P11 ( ( Ph R primideéaljaibol allo lanc.

1.14. Példa. Legyenek f;g 2 Cfx;yg relativ prim polinomok. A Krull-féidealtétel szerint
Cfx;yg=(f;g) dimenzioja 2 1 1 = 0. Ekkor V (f;g) irreducibilis komponensei izolalt
pontok, hiszen kiilénben lenne V (J) = P pont és V (1) irreducibilis, hogy P C V(1) (
V (f;0), vagyis J ) 1 ) (F; ), igy lenne CFfX;yg=(F; g)-ben primideal lanc.

Nekiink a kés6bbiekben leginkabb az algebrai halmazok egy specialis tipusa lesz fontos.
1.15. Definicio.
e Algebrai hiperfeliiletnek hivjuk az olyan algebrai halmazokat, amiket egyetlen polinom
zérushelyeiként kapunk, vagyis n 1 dimenziésak.
e Algebrai gorbének nevezziik az 1 dimenzios algebrai halmazokat.
A kés6bbi fejezetben C?-beli algebrai halmazokkal fogunk foglalkozni, ahol a gorbék

egyben hiperfeliiletek is. Tovabbé ezeket inkadbb lokélisan, egy tgynevezett szingularitasuk
kornyezetében vizsgaljuk.

1.2. Algebrai halmazok lokalis jellemz&i

A 1.6 szerint az algebrai halmazokat megfeleltethetjiik az olyan féidealokkal, amik radikal-
ideédlok. Ezen f6idealok generatorai olyan  polinomok, amik nem &llnak el g" = f alakban
r > l-re. E kapcsolat segitségével tudunk algebrai fogalmakat geometriai kontextusban
értelmezni. Példaul:

1.16. Definicié. V(f) =C C" algebrai hiperfeliilet egy P 2 C pontjanak multiplicitasa
P multiplicitasa, mint f gyoke, ahol ¥ nem &ll el g" = f alakban (r > 1, g polinom).



Megjegyzés. Altalaban egy P gyok multiplicitasat  Taylor-soranak segitségével tudjuk

Taylor-soranak legkisebb rendi nem nulla tagjanak rendje.

1.17. Definici6. Egy C algebrai gorbének szingularitasai olyan s 2 C pontok, amik multip-
licitdsa nagyobb 1-nél. A nem szingularis pontokat, azaz amik nem szingularitasok, regularis
pontnak hivjuk.

Megjegyzés. Esetleg kiilon kiemeljiik a 2 és 3 multiplicitast pontokat, ezeket rendere dupla
és tripla pontnak nevezve.

1.18. Példa. Tekintsiik az F(X;y) = x3 y2 = 0 egyenlet altal meghatarozott gorbét a
komplex szamsikon.
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1.2. abra. X3 y? = 0 pontok, megszoritva a valésakra

Ennek a gorbének szingularitisa lesz az origo, hiszen minden legfeljebb els6 rendd deri-
2
valtja 0 a (0;0)-ban és é‘%f(o; 0) = 2 (tehat az orig6 dupla pont).
Az abrara ranézve is észrevehetd, hogy a (0;0)-pont valamilyen értelemben ,kiilonleges”.

Alapvet&en minket a gérbék egy szingularitas koriili lokalis tulajdonségai foglalkoztatnak
majd, {gy most bevezetiink néhany ehhez kapcsol6do, a késGbbiekben hasznos fogalmat.

1.19. Definicié. K"-beli, x 2 K" koriili gorbe csiranak nevezziik azon ekvivalenciaosz-
talyok halmazat, amik X-et tartalmazo goérbékbdl allnak, és két gorbe, C; és C, akkor
ekvivalens, ha létezik U 3 X kornyezet, hogy C; \U = C, \ U.

Hasonl6 csira-fogalmat lehet bevezetni analitikus halmazokkal és n valtozos komplex
holomorf fiiggvényekkel.

1.20. Definici6. C"-beli, X 2 C" koriili analitikus halmazok csirdjanak nevezziik azon
ekvivalenciaosztalyok halmazat, amik X-et tartalmazo analitikus halmazokbol allnak, és
két ilyen halmaz, A; és A, akkor ekvivalens, ha létezik C" U 3 x koérnyezet, hogy
Al \U = A2 \U.



Megjegyzés. Majd igazan az utolso fejezetben lesz sziikségiink analitikus halmaz csirakra,
ekkor majd (X;X)-szel fogjuk jeldlni az X koriili X-szel a fenti értelemben lokalisan meg-
egyez$ analitikus halmazok csirajat.

1.21. Definici6. C™-beli x 2 C" koriili holomorf fiiggvénynek csirajanak hivjuk, azon
ekvivalenciaosztalyok halmazat, amik X egy kornyezetében holomorf fliggvényekbdl allnak,
és két fiiggvény akkor ekvivalens, ha X egy kornyezetében megegyeznek. Ezt jeloljiik Ocn.x-
szel.

Ocn:x kommutativ gylrd, a gytrd axiémai egyszerten leellenérizhetéek. Tovabba Ocn.x
egy eleme, azaz egy ekvivalenciaosztaly megfeleltethetd a vele megegyez Taylor-sorral, ami
természetesen egy osztalyon beliil értelmes. Ez a megfeleltetés izomorfizmus lesz a konver-
gens komplex n valtozos hatvanysorok gytrijére. Ennek részletes leirasa megtalalhato [2]
330. oldalan.

A C2-beli algebrai gorbe csirak klasszifikdlasahoz el6bb egy latszolagos kitérst tesziink, ami
mint késébb ki fog deriilni, egészen egzakt karakterizélast tesz lehetGvé.
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2. fejezet

GOrbek parametrizalasa

Ebben a fejezetben mar megszoritkozunkc?-re és ebb®I kifolydlag egyetlefi polinom vagy
altalanosabban, konvergens hatvanysor zérushelyeit keressiik. A keresés pontosabban az
f(x;y) = 0 egyenlet megoldasat jelenti, aminek aldbbi mdédja Isaac Newtonig vezethet®
vissza ([2] 370.-375. oldalai).

2.1. Newton-poligon

Az f (x;y) = 0 -t, mint analitikus egyenletet fogjuk vizsgalni, y(x) megoldasokat igyeksziink
leirni x hatvanysoraként. Az analitikus implicit fliggvénytétel ad elégséges feltételt ilyen
megoldasok létezésére és konvergencidjara, de nekiink altalanosabb eseteket isp gyelembe
kell venniink. Egyszery példa erre azxP y% = 0 egyenlet. Ahhoz, hogy azy = xd meg-
oldasrdl beszélhessink, értelmesnek kell lennietért hatvanyanak. EI®sz6r a megoldasokat
valamennyivel altalanosabb

y = tx
alakban fogjuk keresni, aholt komplex szam, pedig pozitiv racionalis szam.
Tekintstik a X
f(xy)= a xy

+ =

alaku, ugynevezett kvazi-homogén polinomokat (véges esetben). llyeh-ekre:

X
f(xtx )= a x x t
+ =
X
= a x*' ot
+ =
X
=X a t
+ =
= x g(t)

11



Ha to gydke ag(t) polinomnak, akkor y = topx egy megoldasa af (x;y) =0 egyenletnek.
Newton a fenti f -eknek a kdvetkez® latvanyos geometriai tulajdonsagat hasznélta ki: A
f(x;y) kizarélag olyan a x y monomokat tartalmaz, amikre igaz, hogy + =

Ha (; ) parokat dbrazolunk N2 racspontokon, a feltétel atfogalmazhaté mint geometrlal
feltétel: (; ) pontok essenek egyR2-beli egyenesre, Pammek 1 a meredeksége, az -
tengelyt -ben metszi, és; 2 Q. Altalanos f(x;y) = a x y esetén is vizsgalhatjuk
ezeket a pontokat, amiket formalisan is leirhatunk:

(f)y=f(; Y2N?:a 60g

Ennek segitségével altalanosabb-re is tudunk megoldast talalni.

2.1. Példa.
foay)=y* 23y +x°
2.1. dbra. ( f) egy egyenesre illeszked® pontokbdl all.
( f) pontjaira + = igaz = % =6 esetén. Helyettesitsik bey = tx 2 -t;

foxtxz =x5(t* 22+1)= x5(t2 1)

t; =1;t, = 1 gyokeig(t)-nek tehat y1(x) = x7;y»(x) = x? megoldasaif (x;y) = 0-nak.

12



2.2. Példa.
focy)=y* 2x%y?  4xPy+ x5 x

2.2. abra. ( f) pontjai nem mind egy egyenesen fekszenek.

Itt ( f) pontok nem esnek mind egy egyenesre, a korabban leirt médszer nem mykodik.
irjuk fel f -et, mint két polinom dsszege.

f=f+f

ahol ( f)-beli pontok egy egyenesre esnek, & magasabb foku tagokbdl all. Most egy
ax y monom foka jelentse a megszokottdl eltér® médon+  -t. A példankban f\(x;y) =

yb 23y?+ x8 f(xy)= 4xSy x7, =3.f foka =6. 4xy foka63, x’ foka pedig

7. Helyettesitsiik bey = X2-t (y1(x), f-hoz tartozé megoldas az el®z® példabdi}be.

Csak -nél magasabb foki monomok maradtak, tehat vehetjiky = x2-ot, mint kozelit®
megoldastf (x;y) = 0-ra, és egyenl®re csak tegyuk fel, hogy a tényleges megoldas felirhaté

y(x) = xZ(1+ y1)

alakban. A szamolas megkonnyitése érdekében legyen = x 2, és helyettesitsunkf (x;y)-ba
a kovetkez®ket:

y = X3(1+ y1)
x=x2

Ekkor:

f (230 + 1)) = xP2( X3 dxayr  Axq+ yi+4yd +4y?) = xPPi(xay1)

13



2.3. abra. ( f) pontjai parhuzamos egyenesekre esnek.

Most tekintsiik ( f1)-et, és ismételjik azokat a Iépéseket, amikef (x;y) = 0-val vé-
geztink. A pontok nem esnek mind egy egyenesre, viszont parosaval harom2 mere-
dekségf egyenesen fekszenek, mindharom egyeneshez tartozértéke % Tehat keressik
f1(X1;y1) =0 megoldasat

y1= &f
alakban. Helyettesitsiik be a legkisebb fokil monomokbdél allé polinomba.
4y?  4x;=4x; 21

fi= Lf,=1 Hay = f\].X%-et helyettesitlink f 1 (X1; y1)-be, akkor a kdvetkez®t kapjuk:
f1 X Xl% = X§+4x1% axy + x? 4X1%+4X1=0

gy y1 = f‘lxl% megoldasaf (x1;y1) = 0-nak. A korabbi helyettesitéseket felhasznalva
megoldasat talaljuk f (x;y) = 0 -nak.

3
2

Njw
IS

3 3 1
y=Xx2(1l+y1)= X2+ X2X{ = X2 + X

Nemsokara algalanosan is leirjuk a folyamatot.
Legyenf (x;y)= a x y konvergens hatvanysor (az implicit egyenlet). Az altalanossag
megszoritasa nélkul feltehet®, hogy y -altalanos m > 0 rendben, azazap, 6 0 ésap; =0
minden i < m -re. Hiszen olyan eseteket vizsgalunk, amikor az origé szingularitds, azaz

agy = 0.
Ahhoz, hogy pontosan le tudjuk irni a metédust be kell vezetniink egy fogalmat.

2.3. Denici6. f a fenti polinom. \(/)egyuk a kovetkez® slikidomot:

[
conv@ p+ R* 2 A
p2 ( f)

14



A p+(R")? itt a pozitiv siknegyed eltolasa p-be, a conv(;) pedig a konvex burok. Azt a
toréttvonalat, ami ennek az alakzatnak a hatérol6 vonalanak negativ meredekségf szaka-
szaibdl &ll, f Newton-poligonjanak hivjuk. Ez akar &llhat egy pontbdl is, erre nemsokara
latunk példat.

2.4. Példa. Legyen
f(x;y) = ax®y + bx'y® + ox®y? + dx?y® + ey’

nem nulla egyutthatokkal. Ilyenkor f Newton-poligonja az alabbi abran lathaté médon fog
Osszedlini.

2.4, dbra. A fekete szakaszokbdl all6 térottvonal a Newton-poligon.
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2.5. Példa. Ha
f(xy) = y"a(x;y)
€sg(0;0) 6 0, ekkor a Newton-poligon egyetlen pontbdl all,(0; m)

2.5. abra. Egy pontbdl all6 Newton-poligon.

2.6. Algoritmus.  Vegyuk f Newton-poligonjanak legmeredekebb szakaszat, aminek egye-
nese metsz{0; m) pontot. Legyen ennek io a meredeksége. Ekkof atirhatd olyan alakba,
ahol kulénvalasztjuk a tagokat attol fligg®en, hogy a kitev®kb®I alkotott pontok ra vagy folé
esnek a kivalasztott szakasz egyenesének. Pontosabban:
X X X
a xy = a xy + a xy

+ = 4 + > 5

2.6. abra. % meredekség egyenes( f) pontjai csak folotte vagy rajta lehetnek.
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Az els® szummabdl alkotott egyenlet megoldasat fogjuk felhasznalni, mint els® kozelit®
megoldasf (x;y) = 0-ra. X
fi(xy) = a xy =0

Keressiink megoldasttx ° alakban behelyettesitéssel.

X X
fia(x;tx °) = a x*tot =xo a t =xo(t)=0

+ =9 + =9

0o m-edfok( azy-altalanossag miatt és van nem nulla gyoke hiszen feltehet®, hogy a Newton-
poligonja nem egy pont volt, ekkory = 0 m-szeres gyoke lenne.
Legyenty 6 0 g-nek. Akkor az els® kozelit® megoldas

y=1tox °

lesz. Mivel o raciondlis, létezik g—g legegyszerfbb alakja, azaz, és q relativ primek.
Legyenx; := x%, igy y = toxi°. Mint ahogy a példaban is szerepelt, a kdvetkez® kozelit®
megoldast
y = xP(to + y1) ésx = xP°
behelyettesitéssel keressik, azaz
f(xP;xP(to+ y1)) =0

az 0] implicit egyenletink.
X X
f(x3; x5 (to + y1)) = a Xy °x{°(to+y1) + a Xqp°x{ °(to+ y1)
+ = 0 + > 0

A fentit osztja x;1°" P° = x,°%. Vagyis felirhaté mint

f(xP5xP(to + y1)) = x.°%Fa(x1;y1)
f1 yi-altalanos m;  m rendben, hiszeny helyére y;-ben linearis kifejezést helyettesitet-
tiink. Ezek utan ismételjik az eljarastf(x;;y1) = 0-ra. Legyen il a megfelel® legmerede-
kebb szakasz meredekséda Newton-poligonjaban, ahol ;| = % relativ primek hanyadosa.
Kiszamitjuk y, = tix;' kOvetkez® approximalt megoldast. Majd behelyettesitjikf1-be
X1 = xJ-et ésy; = ty1xb (ty + y2)-t. Az eredmény oszthato leszx,'* -gyel, azaz felirhat6
mint:

fa(x3 X8 (t1 + ¥2)) = x1* ¥ fa(x2;y2)
Ahol f, szintén megfelel a kezdeti feltételeknek o, m;). Ezt ismételve kapjuk az
fi(xi;yi) = 0 implicit egyenletek megoldasainak sorozatat:

y =X °(to+ Y1)

y1 = X' (t1 + y2)
Y2 = X% (t2 + y3)
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Visszahelyettesitést kdvet®en:

y=X (ot X" (t2+ X" (ta+ x3° (1+ 1))
= toX O+ t1X OXgt H ToX OXtXo% + 13X OX TX,PXgd +

Po PO, _P1 POy P1 , P2
= fpX% + ty1X9  do91 + foX 90 9041 dodids +

Azaz y-t felirtuk mint x ndveked® kitev®jf hatvanysora. Természetesen ez véges is lehet,
példaul ha valamelyy; = 0. Ekkor a sor értelmes lesz. Altaldban ez nem egyértelm.
A kovetkez®kben belatjuk, hogy -k elég nagyi-kre mind egészek lesznek, igy a nevez®k
korlatosak, tehat felirhatd, mint egész egyitthatos hatvénysorx%-ben valamelyn 2 N-re

2.7. Allitas. Létezik elég nagyo 2 N, hogyn = g ¢, k6z6s nevez®je a fenti hatvanysor
kitev®inek.

Bizonyitas. Azt fogjuk bizonyitani, hogy mi = m; 1) g 1 = 1. Ebb®I kiévetkezne az
allitds, hiszenm véges éamn;-k természetes szamok, azaz véges sokszor fordulhat el®, hogy
m; <m; 1. Véges sok természetes szdmnak a szorzata kdzos tébbszorosuk.

m=m 1) G 1=1:

Vegyik azi: behelyettesitést.

G 1
i

yi 1= X Nt 1+ )

Xi 1= X

Ekkor
fi a(x 1;>>(<ip' b1+ oY) = «
= a xxPN ) o+ a x''xPUNE ) =
+ =i b + >1| 1
- X
=x' e a (t 1+y) +x( A

+ =01
Azaz x;j = 0-t fi-be helyettesitve

X
Fi(0yi) = a (t 1+y) =0 o(ti 1+Vi)

+ =1

m; leszy; = 0 multiplicitdsa. Tovabba g ; mj-ad fokd, t; ;-et pont g 1(t) nem nulla
gyokeként kaptuk. Vagyism; t; 1 multiplicitasais g 1(t)-ben. Tegyuk fol, hogym; = m; 1.
llyenkor

git)= bt t )™ * (b6O)

Specidlisant™ 1 1 egy(tthatéja sem O ( bm; 1t; 1), azaza., , , 1 nem 0 valamilyen
2 N-re, ahol + ; ¢(mj 1 1)= ; 1. Viszont m—ll = ill a meredekség, tehat

+ 5 a(m ¢ )= 1=m; 1 tvagyis ; 1= 2N O

Belattuk, hogy az eljaras soran kapotty egy hatvanysoraxm-nek valamely n 2 N-re.
Jeldljuk ezt y(x)-szel. f (x;y(x)) tagjai ilyenkor mind eltfnnek a konstrukcié miatt, tehat
y(x) megoldasa a# (x;y) = 0 implicit egyenletnek. Az f (x;y) =0 egyenlet
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X i
y(x) = xm
i=ko

megoldasat egy Puiseux-sorban kaptuk meg. A kdvetkez®kben fogjuk targyalni ezen megol-
dasok egyértelm{ségét és konvergenciajat. Ehhez szikségink lesz egy tételre.

2.8. Tétel (Weierstrass el®készitési tétel)

Ekkor léteznek egyértelmfen(t;z) 2 Cft;zg, gi(z) 2 Cfzg, hogy
f(tz)= u(tz) t“+ @t "+ @@t 2+ + %(2)
Valamint u(0;0) 6 0 ésgi(0) =0 mindeni re.

Megjegyzés. At<+gi(2)th 1+ g (2)t¢ 2+  +ge(z) alaki polinomokat szokas Weierstrass-
polinomnak hivni, gyakran jeldljik W (z)-vel. Az u(0;0) 6 0 feltétel pontosan annyit jelent,
hogy u egység (invertalhat).

A bizonyitashoz felhasznalunk egy masik tételt.

2.9. Tétel (Specidlis osztas tétel) Legyenpk(t;y) 2 Cfyq;:::;ykdt] olyan, hogy

X .
p(ty) = th+  ytc
i=1
Ekkor minden f 2 Cft;z;yg-hoz létezikq 2 Cft;z;yg ésr(t;z;y) 2 Cfz;yg[t] k-nal kisebb
fokd polinom, hogy

X .
rtzy)=  b@yt ' (b(zy) 2 Cfz;yg)
i=1
és
f=qp+r

Ennek a bizonyitasat technikai mivolta és hossza miatt kihagyjuk, megtalalhato [2] 342.
oldalan.

A tétel neve arulkodé. Valdban egy specidlis esete a kdvetkez® tételnek:

2.10. Tétel (Osztas tétel). Legyenf;g 2 Cft;zg ésg t-altalanos k rendben. Ekkor létezik
egyértelmf q 2 Cft;zg és k-nél kisebb fokur 2 Cfzg[t] konvergens komplex hatvanysorok
folotti polinom, hogy

X
ritz)y=  a(@t“ ' (ai(z) 2 Cfzg)
i=1
és
f=qg+r

Megjegyzés. Erdekesség, hogy az Osztas tétel kdvetkezik a specidlis valtozatabol, viszont
erre nem lesz szikségiink, igy nem is bizonyitjuk.
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A célunk az, hogy Weierstrass el®készitési tételt (2.8) visszavezessilk a Specidlis osztas

tételre (2.9).

2.11. Allitas.  Specidlis osztas téte) Weierstrass el®készitési tétel

Bizonyitas. Legyeng 2 Cft;zgt altalanos k rendben. Azaz
o(t; 0) = ¢ t* + magasabb foku tagok c6 0

Ekkor a specidlis osztas tétel szerint
I
X -
atz)= altz;y) N+ yit" T o+r(tzyy) (2.1)
i=1
€s
Xk .
rtziy)= bzt "
i=1
Ahol q 2 Cft;z;yg ésr 2 Cfz;yg[t]. A terviink az, hogy y;-ket kicseréljik holomorf fligg-
vényekkel ugy, hogyr(t;z;y(z)) 0 legyen. Ehhez az implicit figgvény tételt fogjuk alkal-
mazni, viszont akkor le kell ellen®rizziik, hogy

b(z;y) = (bu(z;y); 5 (Z3Y)
yi-k szerinti parciélis derivaltjai megfelel®ek-e.
2.12. Allitas.

0 ha i>j

@b .
@ %97 ¢ oha iz

Bizonyitas. 2.1-be helyettesitsiinkz = 0-t ésy = 0-t.
Xk .
g(t; 0) = q(t; 0;0) t“+  b(0;0)tk ' = ¢ t*+ magasabb fok( tagok

i=1

Ebb®I latszik, hogyh (0;0) = 0 mindeni-re ésq(0;0;0) = c. Derivaljuk 2.1 mindkét oldalat
y; szerint majd ismét helyettesitsiink bez = 0-t ésy = O-t.

X
0= g;(t;o;O) X+ g(t; 0;0) t< 1+

i=1

@b ki
——(0;0)t
@y( )
Ebb®! latjuk, hogy gb(0;0)=0, hai>] és

@0 e e o
@V(O, 0) q(0; 0;0) c: O

Az el®z® Allitds miatt g—;’ _ -kb®I allé matrix fels® haromszdgmatrix, aminek a f®@éatldja
i

csupa c. Vagyis a determinansa( c)¥ 6 0, azaz teljesiil az implicit fliggvény tétel feltétele
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ab(z;y) = 0 egyenletre. Az implicit figgvény tételt felhasznalva tudjuk, hogy létezik olyan

Ezt az y(z)-t 2.1-ba helyettesitve:
!

X .
atz) = qtz;y(2) t+ i)t

i=1
= u(tz) N+ vt T+ Y@t 2+ + yw(2)

u(t;z) = q(t; z;y(2)) esetén.u(0;0) = c 6 0, igy mér csak a felbontds egyértelmfségét

nem bizonyitottuk.
Tegyuk fol, hogy

f(tz)= utz) t“+q@t" '+ @@t 2+ +g(2)
=4(tz) gt T+ e@t 2+ +(2)

LegyenW = U V C Ck 0 egy olyan kérnyezete, aholu és & sem nulla. Ekkor
megfelel®en kicsi (normajuy-re g(t; z) t-beli gydkei egybeesnek

+ a@th T+ e@th 2+ + (2
és

t“+ g @)t T+ @)t 2+ +9(2)

gyokeivel ésV -beliek. Ezt megtehetjik, mivel egy polinom gyokei folytonosan fliggenek,
az egyutthatoitdl, igy z-t®l is, valamint gi(0) = g (0) = 0 minden i-re. Mivel minden
gyokik egybeesik és a f®egyiitthatéjuk adott, a tdbbi egyitthatd is meg kell egyezzen.
Tehat megfelel®en kicsi-kre gi(z) = 6 (z) minden i-re, igy g = & a holomorf fliggvények
identitastételéb®| kdvetkez®en, és ezt felhasznalve= . O

Mindezt a 2.6-es algoritmus eredményének konvergenciajanak igazolasahoz fogjuk hasz-
nalni. EI®szor csak konvergens megoldas létezését latjuk be. Ehhez még a kdvetkez® de ni-
ciét fogjuk felhasznalni:

2.13. De nicid. =( 1;::75 n) 2 (RT)™ multisurgard polidiszknek hivjuk a
U =fz2C":jzj< i mindeni-reg
halmazt.

2.14. Tétel. Legyenf (x;y) 2 Cfx;ygy altalanos m > 0 rendben és irreducibilis. Ekkor
létezik ¢ > 0, hogy minden o> > 0-hoz megadhaté olyan > 0, hogy ha

X =f(x;y)2U. :f(x;y)=0g;

akkor léteziky(z) 2 Cf zg konvergens hatvanysor, melyre & = fz2 C: jzj < ng diszkr®l
képez® : D ! C2?, ' (2) = (z™;y(2)) holomorf. Tovabba a diszket és a komplex sikot
kilyukasztva' : D nfOg! Cnf0g biholomorf, vagyis az inverze is holomorf, és 1(0)=0
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Bizonyitas. A 2.8-es Weierstrass el®készitési tétel szerint

foay)=uy) y" + a(x)™ T+ ()" 2+ + gn(X)

Viszont f irreducibilis, igy u az egységelenC[x;y]-ban, a gyokdket nem befolyasolja. Ve-
hetjik

FOGY) = ym + ()™ T+ ()" 2+ + gn(X)
Weierstrass-polinomot. Ekkor létezik olyan kicsi > 0 és hozza& > 0, hogy régzitett
Xo2 D =1fx2 C:jxj< gref(Xo;y) mnd az m gyoke benne vanU. -ban. Hasonlo6an,
mint 2.11 allitas bizonyitasaban.
Az f irreducibilitdsabdl fakadoan f és %; relativ primek, mint Cf xg[y]-beli Weierstrass-
polinomok, nekiink viszont arra lesz szikségiink, hogZf x; yg-ban is relativ primek legye-
nek. Ehhez egy lemmat hivunk segitségdil.

hogy
h=0 @, @i;0 2 Cfz;;:::;zn 1;2,9 nem invertalhatéak.

Konnyen latszik egy Weierstrass-polinom korabban megadott alakjabol, hogy z, -altalanos
(valamilyen rendben), igy g; ésg; is az. Hasznaljuk a 2.8-es Weierstrass el®készitési tételt
g1-re ésgy-re.

GL=U hy

G2 = Uz h

az ilyen felbontas egyértelm¢, tehat

h= hl hz:

h,; ésh, nem lehetnek egységelCfzy;:::;z, 10[zn]-ben, hiszen akkorg; vagy g, is inver-
talhat6 lenne. Ezzel belattuk az egyik iranyt.
A masik irany igazoldsahoz tegyik fol, hogyh = g1 @ Cfzy;:::;z, 10[z.]-beli nem egy-
ségelemek szorzata. Meg szeretnénk mutatni, hogy ésg, Cfzy;:::;z, 1;zng-ben is nem
egységelemek. Ehhez irjuk fef); -et ésg,-t a kdvetkez® alakban:

g = azk + ) .

%= bz + zn-ben alacsonyabb foku tagok

Mivel h-ban z, legnagyobb fokal egyutthatoval szerepel,ab = 1. llyenkor g = bg és
g = ag, is j6 felbontas lenne, azaz feltehet®, hogg = b= 1. Amennyiben g; egység,

®=0"'h
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egy felbontasag,-nek egy egység és egy Weierstrass-polinom szorzatara, ami szintén a 2.8-es
tétel szerint egyértelmf, tehat

=1
g@=h
Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogyy; ésg, valddi osztdi h-nak. O

Ezt a lemmat felhasznalva mondhatjuk, hogyf és %fy relativ primek Cfx;yg-ban is.

igy %fy nem nulloszté Ox. o = Cfx; yg=(f )-ben és a 1.12-es Krull-f®@idealtétel miatf és%fy

kdzos gyokei izolalt pontok. Tehét elég kis -ra, ha xo 2 D nf0g, akkor %; esf (Xo;y)-nek
nincs kdzods gyoke y-ban). Legyeny; f (Xo;y)-nak egy egyszeres gybke. Ekkor az implicit
fuggvénytétel miatt 1étezik v (x) holomorf figgvény, hogyf (x; v1(x)) : x2 D g\ Vi = X\ V;
valamilyen (xo;y1) 2 Vi kornyezetre. V, jo térképkdrnyezet x 7! (x; y(x)) térképpel, tehat
X\ V; sokasag és a : X ! D vetités biholomorf V; belsejében.
lgy

jX nf Og
fedése lesD -nak, mivel jx nfog jO lokalis homeomor zmus lesz kell®en kis kérnyezetben.
X -nek egy szingularitasa van, a0. X nf0g 6sszefligg®, én szeres fed®ter® n f0g-nek,
hiszen mindenx 2 D nf0g-hezm kilénbdz®(x; y;) gyok tartozik. Egy lyukas két dimenzids
diszk egy ilyen fed®leképezése7! zm. Nevezzik eztg-nek. A g-hez tartoz6 fed®tér olyan
z-kb®I all, amikre f (z™;y(z)) = 0 pontosabban:

Bnfog=fz2Cnfog:f(z";%z)=0g

Ekkor B nfOg homeomorfX nfOg-val. Tehat létezik ' : BnfOg! X nfOghomeomor zmus,
ami z;-et (z"; y(z1))-be képezi, és a kdvetkez® abra kommutal:

B nfOg ' X nfOg

N

D nfOg

A ' -hez tartoz6y : EnfOg! C koordinata leképezés folytonos, mivel is az. Tovabba az
abra miatt y(z) lokalisan megegyeziy (g(z))-vel,. vagyis hglomorf. Es' biholomorf, hiszen
y holomorfsaga miatt holomorf és'  (x;y) = Ri, ahol ™ x g inverze, egy megfelel® aga
az m: gyobkvonasnak.
A tétel allitAsabol még az hianyzik, hogyy O-ban értelmes és holomorf legyen (ekkor (0)
is az). Mivel y(z) azf (z™;y) polinom gyoke, folytonosan fliggz-t®l ésf (0;y) = 0 esetén
y = 0 megoldas, tehaty(0) = 0 jo6 lesz, hiszen ha0-n kivil holomorf és O-ban folytonos,
akkor 0-ban holomorf is.

" (2™y(2)
a tételben megfogalmazott elvarasoknak megfelel®. O

2.16. De nici6. LegyenX analitikus halmaz, jelélje S(X) a szingularis pontjait.

Ekkor X szingularitdsainak rezoluciéja egy : X! X szirjektiv, holomorf leképezés, ahol
X komplex sokasag é$ : X'n  1(S(X))! X nS(X) biholomorf.
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Megjegyzés. A tételben szerepl® mindezek mellett még homeomor zmus is.

A fenti tételt felhasznalva mutatjuk meg, hogy a 2.6 algoritmus eredményélil kapott
Puiseux-sor konvergens.f 2 Cfx;yg, f (0;0) =0 ésf (x;y) =0 egyenlet megoldasat keres-

suk. f megfelel a 2.8 Weierstrass el®készitési tétel feltételének, vagyis az altalanossag meg-
szoritdsa nélkul feltehet®, hogy m -ed fokd Weierstrass-polinom. Ekkor haf irreducibilis,

akkor az el®z® tétel (2.14) miatt létezily x~ hatvanysor, ami megoldasaf (x;y) = 0 -nak.
llyenkor

" " L 1
Xm  JIi0Y TmoaXm

1
m 2
m m

y X gy taxm oy
2 ik

mind megoldasok, ahol" x -k, az m: egységgyokok ¢ = ). Ez 6sszesemm darab megoldas,
vagyis az 6sszes megoldas ilyen alakban van, specialisan a 2.6 algoritmus eredményéil kapott
is, tehéat ez is konvergens. H& nem irreducibilis, akkor faktorizalhat6. Pontosabban

ahol fi-k irreducibilisek és -k egész kitev®k. Ekkor az algoritmushdl kapott Puiseux-sor
egy fi(x;y) = 0-nak megoldasa, amire elmondhaté ugyanaz, mint a korabbf -re, vagyis
konvergens.

Most a megoldasok egy szingularitas korili vizsgalatdhoz topolédgiai eszkézoket fogunk hasz-
nalni. A széban forgd izolalt szingularitasrél tovabbra is tegyuk fél, hogy a(0; 0)-pont. f
legyen irreducibilis, y-altalanos m > 0 rendben, és vegyiink egy a 2.14 tételnek megfelel®

> O-t és X -et. Tekintsilk, a D nfOg-beli :[0;1]! D nf0Og hurkokat, azaz olyan folyto-
nos leképezéseket, amikre (0) = (1). Ezek felemelhet®ekn kilonbdz® GtbaX nf0g-ben.
llyenek legyenek:

Egyik sem fog talalkozni ezek kozil, azaz8t 2 [0;1] : yi(t) & y; (t). Tovabba y;-k folyto-
nosak lesznek, mivel egy hurok felemeléseinek koordinata fiiggvényei.

2.17. Példa. Vegyuk
X =f(xy)2C?:x* y®=0g

algebrai gorbét. A (0;0) szingularitasnak rezollcidja lesz & (z) = ( z3;z%) leképezés, igy
y(z) = z* ésm = 3. Vegyiik a

W=€em"; 0 t 1
hurkot. Ekkor az  (t)* y(t)® = 0 megoldasai:

yi(t) = e %t; yo(t) = "%GZi %t; ya(t) = "%eZi E
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2.7. &bra. A fekete gorbék azy;-k abrazolvat fliggvényében. A z6ld a valds tengely, a kék
az imaginarius.

A példaban szerepl® abra is okot adhat a fonat fogalmanak bevezetésére. Ennek a
pontossa tételéhez sziikségiink lesz egy tér de nialasara:

Ym = f(z1;:::;Zm)2C" 1216 z; i 6 j-reg=Sy

Ahol S;, azm elem{ permutacié csoport, és Ugy hat &"-en, hogy a koordinatakat felcseréli.
Tehat Y, komplex m-esek, amik elemei mind kilonbéznek és nem tesziink kiilonbséget
atrendezések kozott.

2.18. De nici6. m szall fonatnak hivunk egy kotott homotopiaosztélyt Yy, -ben. Maskép-
pen azm szalu fonat 1(Ym;Yo) egy eleme.

A de niciénak kénnyen lehet intuitiv magyarazatot is adni. Azzal, hogy homotépia-
osztalyokként fogalmaztuk meg a fonatokat kikeriltik azt, hogy egyméasba mozgathat6
fonatokat kilonb6z®nek vegyunk.Yy, térben eleve nem teszink kilonbséget a szalak (koor-
dinatak) kozott, és egy kotott homotdpia pont egy olyan folytonos mozgatas , aminek nincs
olyan pillanata, hogy két szal metszené egymast, azaz a szalak elvagasa nélkil visszik vég-
be ezt mindamellett, hogy a végpontok mozdulatlanok.

1(Ym;Yo) @ egy bazisponttol fiiggetlen csoportot alkot, ahol a szorzas a reprezentansok
egymas utan f{izése, mint ahogy altaldban fundamentalis csoportban.

Visszatérve szingularitasokhoz; az, hogy milyen fonatot kapunky;(t)-kb®I csak homo-
topiaosztalyatdl fog fiiggeni adott f mellett. Ez abbdl kdvetkezik, hogy ha és © hurkok
D nfOg C-ben szabadon homotdpok ésl : [0; 1]? ! D nf0Og az ®ket 8sszekodt® homotdpia,

Ym-benf (H(s;t);y(s;t)) =0 megoldasokon keresztil.

Szerencsére (D nf0g) csoport kdnnyen kezelhet®, az osztalyok csak a hurkok el®jeles
koruljarasi szamatdl fiiggenek és &-t egyszer megkerll® hurkok osztalya generalja az egész
csoportot, vagyis 1(D nfOg) = Z. Emiatt elegend® lesz a

(t=e?t: 0o t 1
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gorbét gyelembe venni megfelel®en kicsi-ra, hiszen adottf esetén (D nf0g) elemeihez
tartoz6 fonatokat megkapjuk a (t)-hez tartoz6 egymas utan fflzéseként.

A kovetkez® kérdés, hogy hogyan fligg a fondt-t®l. A megoldasok Puiseux-sorait megkap-
tuk a 2.6 algoritmus segitségével, és ez kifejezetten hasznos lesz a kdvetkez®kben. Tekintsiik
az alabbi példakat:

2.19. Példa. Legyen
y(x) = X% + x%

Egy megoldas Puiseux-sora. Ekkor azy(x) = x3-hoz, mint kozelit® megoldashoz@ -n
beldl, elég kicsi > 0-ra) tartoz6 fonatot a 2.7 abran mar lattuk. Azaz ha (t) egy kis kéron
végigmegy az origo koriil, akkor t; ty( (t)) pontok rajzoljak ki az egyik szalat mentén fog

ly(x)-et még perturbaljuk egy x & taggal, igy a hozza tartozé fonat egy szalat a

Gy( M= t OF+ (©)F

pontok rajzoljak ki. A -t még a hatodrend® komplex egységgyokokkel megszorozva hat
szall fonatot kapunk.

2.8. dbra. A fekete gorbék a fonat szalai.

-t megfelel®en kicsinek valasztva elérhet®, hogy a szalak kézel maradjanag:ay( (t)))
megfelel® széalaihoz, igy nem fogjdk metszeni egymast, vagy 0sszegabalyodni .

2.20. Példa. Most legyen
y(x) = X% + x%

Az el®z® példahoz hasonldan megfelel®en kicgivalasztva t; (t)s + (t)5 pontokbdl
fog alni egy szal, de most harom lesz 6sszesen, mivehek csak kébgyokei szerepelnek.
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2.9. abra.

Ez viszont ugyanaz a fonat, mint amit 2.17 példaban kaptunk, a szalak latvanyosan
egymasba vihet®ek.

Ezekb®l levonhatd konkluzio, hogy kulonbdz® Puiseux-sorokhoz tartozhat ugyanaz a
fonat, igy durvabb karakterizaciora lesz sziikségiink. Az utébbi (2.20) példa miatt gondol-
hatnank, hogy a sor kitev®inek nevez®i lesz a kulcs. Valdjaban a pontos megfeleltetés az
ugynevezett Puiseux-parok hasznalataval valik lehetségessé.

2.2. Puiseux-parok

Legyenf 2 CI[x;y] irreducibilis, y-altalanos m > 0 rendben és tegyuk fol, hogy a(0;0)
m-szeres gyoke -nek. Ez azt eredményezi, hogy egy megoldas Puiseux-sordnak alakja az
alabbi: X
y(x) = agx9 = ax + magasabb rendf tagok 1

ahol g racionalis szam ésqg 1 minden g-ra. Vegyik a legkisebb nem egésg = ¢ -et. Ha
nincs ilyen, akkor nem de nialtak a Puiseux-parok.

Ny

my

Ahol m; <n 1, ny ésm; relaativ primek. (mq;n;) f els® Puiseux-pérja.

Tekintsik a kdvetkez® olyan kitev®t, ami nem irhat6 f('jlmil alakban. Ennek a kitev®nek
lesz

_ N
® mm,
alakja, aholm;, > 1, m, ésn, relativ primek. Esetleg ham, ésn, nem relativ primek, akkor
a tortet lehet egyszer{siteni,m, ésn, legnagyobb k6z6s osztdjavalf masodik Puiseux-péarja
(m2; ny).

Altalaban, ha ismert az els® 1 Puiseux-par (my;n1);:::5(m; 1;n; 1)), akkor legyen g
az els® olyan kitev®, amit nem lehet folirni
n
mi mj 1



alakban. Ekkor

ahol mj > 1, m; ésn; relativ primek.
2.21. Denicio. A fenti (mq;ny);:::(mMg;nk) parokat hivjuk f Puiseux-péarjainak.

2.22. Példa.
y(x) = X3+ x®
Esetén a Puiseux-parok(3; 4); (2; 13) mivel

4 i3
3 6

W

13
3

y(x):x + X = X3 + X32

Valamint a kett® korabbi példanknak (2.17, 2.20), amik ugyanazt a fonatot eredményezték:
y(x) = X3 ésy(x) = X3+ X3
Ezek Puiseux-parjai megegyeznek, mindkett®nek €3; 4).

Milyen szamparok lehetnek egyf polinom Puiseux-parjai? g -k monoton n®nek, vala-
mint foltettik, hogy 1-nél nagyobbak. Vagyis

“mi<ni
R ni : S e
N 1< & haj> 1 (a szigori monotonitasbol)

" m; ésn; relativ primek minden j-re
Tovabba ezen tulajdonsagokkal rendelkez® péarok tetsz®leges sorozatahoz tarsithatd egy

parokhoz
ny _ "k

y(X): X + + x% = xm1 + + Xm1 my
jO0 Puiseux-sor lesz. A tovabbiakban ezt nevezzilk standard Puiseux-sornak vagy standard
alaknak.
Vegyilnk egy altalanos standard Puiseux-sort.

y(x) = X% + x® + +XQK:XF:711+er1‘7%2+ +Xmlnikmk
Most ehhez készitlink egy fonatot, hasonléan mint a 2.19 példaban. Tekintsiik
(t=e?t: 0o t 1

hurkot. A szigorlan monoton néveked® kitev®k mia}tt vehetjiky;(x) = x%-et, mint els®
kodzelit® megoldast az origd egy kis kornyezetében. Igy

M=

J
mi

giat: j=0::0mp 1

az els® approximaciohoz tartozo szalak egy* sugaru koron futnak o, sebességgel az origo
korul. Ezeket perturbdljuk a méasodik taggal: y5(x) = x% + x%. Egy adott i-re:

Yo ()= @ @te @, v @let j=0inmy 1

J
mi mp
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Azaz minden yi( (t)) szal koéril m, darab szal fut % sugar( kéron, g sebességgel (az
el®z® szalhoz viszonyitva) a masodik kozelitésben. Megfelel®en kiesialasztva ezek kozel
maradnak azy;( (t) szalakhoz.

Ezt iteralva eljutunk az utolsé kozelitéshez, a pontos megoldashoz, amikor 6sszesen
m; Mg darab szélat kapunk és ezek meghatérozzdk(x) fonatat, megint csak megfelel®en
kicsi valasztasa mellett.

2.23. Példa. Vizsgaljuk \ N .
y(x) = X3+ X6 + X5

Puiseux-sort. Ennek a standard alakja:

A mésoqik kozelités mar szerepel a 2.19 példaban. A pontos sor fonata 6sszegef 5 = 30
szélas. Es a fent leirt gondolatmenetet kdvetve kapjuk a kévetkez® abrat:

2.10. 4bra. A piros fonat az els® kozelités, a kék a masodik kozelités, végil a fekete a pontos
sor fonata. A piros kdrok az egyes fonatok vetiletei.

Eljutottunk az alabbi karakterizaciéhoz:

2.24. Allitas. Azonos Puiseux-parokkal rendelkez® Puiseux-sorokhoz ugyanaz a fonat tar-
tozik.

A rigorézus bizonyitds hosszadalmas, igy nem részletezzik, viszont az eddigiek alapjan
mar kialakult egy geometriai képink.
Az egyutthatok, a szalak altal befutott kdrok sugarat befolyasoljak, igy megfelel®en kicsi
-val ezek nem interferalnak . J6 homotépia lesz a

X
Y = o
DT o
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a csupal egyutthatos és aag 8 0 egyutthatos Puiseux-sorok kozoétt. Minden Puiseux-sort
(igy a csupal egyutthatésat is) fel tudunk bontani egy standard Puiseux-sor és egy maradék
sornak az 6sszegére.

y=y+r
Ekkor a standard Puiseux-sornak a fenti eljarassal meg tudjuk allapitani a fonatat, és a

maradék sor ezt csak Ugy fogja megvaltoztatni, hogy homotép ekvivalens marad a fonat,
ugyancsak elegend®en kicsi melett, mint a 2.20 példaban.

Egyenl®re nem lattuk, hogy ez az osztalyozas miért hasznos a gorbe csirdk karakterizalasara,
viszont a fonatok miatt mar sejthet®, hogy valdjdban sokat leirnak a Puiseux-parok az
algebrai gorbe csirak topolégiai tulajdonsagairol.
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3. fejezet

Topoldgiai karakterizalas

Az osztalyozas kovetkez® és utolso lépés lesz, hogy az egyenlet altal meghatarozott gorbét
mint lokdlis analitikus halmazt tekintjik a (0; 0) szingularitas korul, pontosabban mint ana-
litikus halmaz csira, és bizonyos ekvivalencia erejéig megmutatjuk, hogy a Puiseux-parok
invariansai ezeknek. Ehhez az ekvivalencidhoz szilkséges fogalom a kbvetkez®:

3.1. Denici6.  (X;x) és(Y;y) (C"-beli), x ésy korili analitikus halmaz csirdkat homeo-
morfnak hivunk, ha léteznekx 2 U X ésy 2 V Y koérnyezetek, hogy(U;x) és(V;y)
mint térparok homeomorfak, azaz létezik :U ! V homeomor zmus, hogy (x)=y.

Szemléltetésképpen ezt egyb®I felhasznaljuk egy allitashoz.
3.2. Allitas.  Minden (X; 0) C2-beli 1 dimenziés irreducibilis analitikus gérbe csira homeo-
morf (C;0)-val.

Itt a dimenzi6 fogalma val6jaban ekvivalens a 1.13-as Krull-dimenziéval, de most érdemes
egy geometriai atfogalmazasat hasznalni.
3.3. De nici6. Legyen X nyilt halmaz analitikus részhalmazaC"-ben.

1. Tetsz®legex 2 X regularis pontnak létezik egyx 2 U C" kdrnyezete, amireX \ U

egy komplexd-dimenziés sokasdg. Ekkox reguléris pont dimenzidja d.

2. Egy (X;x) halmaz csira dimenzidja (imy X ) a legnagyobbd, hogy x minden kdrnye-
zetében vand dimenziés regularis pont.
3. X dimenziéja
max dimy, X
X02X

Bizonyitas. Mivel (X; 0) irreducibilis, létezik f 2 Cf x; yg irreducibilis, hogy f nullhelyeinek
halmaza X . Ekkor alkalmazhat6 a 2.14 tétel, amiben szerepl® rezollci6 homeomor zmus
adD CésX kozétt, valamint ' (0;0) = 0. Tovabba (D; 0) = (C;0)igy(X; 0) = (C;0). O

Megjegyzés. Altalaban nem irreducibilis gérbe csirak esetén a komponensek szama szamit,
azonos szamu irreducibilis komponensekre szétes®ek homeomorfak lesznek.
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Ez az allitas arra vilagitott ra, hogy a csirak kozé6tti homeomor zmus nem igazan ad
betekintést a gorbék szingularitas korili viselkedésébe, még szilkséges szfkiteni az ekviva-
lenciét.

3.4. De nici6. LegyenekX ésY C" két tartomanyaban fekv® analitikus halmazok, vala-
mint x 2 X ésy 2 Y pontok. A tovabbiakban (X;x) csirat és(Y;y) csirat topologikusan
ekvivalensnek hivunk, ha léteznekk 2 U C" ésy 2 V.  C" kdrnyezetek és : U ! V
homeomor zmus, hogy (x)=yés (X\ U)= (Y\ V).

Megjegyzés. Gyakran nevezik a fenti fogalmat beagyazott topologikus ekvivalencianak, a
korabbi homeomor zmust pedig topologikus ekvivalencianak, viszont most ezt az egysze-
riség kedvért leroviditjiik, tekintve hogy a homeomor zmus fogalma nekiink nem igazan
hasznos.

Ez a fogalom mar gyelembe veszi a gérbékC"-beli elhelyezkedését is, hiszetd ésV
komplex an térbeli kdrnyezetek és kovetkezik bel®le a korabbi homeomor zmus, tehat
nomitottunk az ekvivalencian. Egyenl®re U-rél és V-r®l csak annyit tettiink fél, hogy

kornyezetek. Viszont a topologiai ekvivalencia leirasat nagy mértékben megkonnyiti, ha a
kdrnyezeteket megfelel®en 'szépnek’' valasztjuk. Tovabba szeretnénk, ha elegend®en kicsi
kornyezetekre X \ U ésX \ U° ekvivalensek lennének, igy a kdrnyezeteinkben nem enged-
hetlink meg lyukakat és bonyolult hatarokat.

Ennek eléréshez a korabban méar emlitett fogalmak segitenekB, -el jeldljik, az r sugari
C"-beli nyilt golyo, valamint D -vala =( 1;:::; n) multisugard C"-beli nyilt polidiszket.

A hatarok valéban egyszerfek lesznek. A golyok hatarai ag8?" !-ek, azaz2n 1 dimenzios

r sugart gébmbok. A polidiszkek hatarai valamivel dsszetettebbek. Példaul egy = ( 1; 2)
multisugar C?-beli polidiszk hatara felbomlik a kévetkez®képpen:

@D = @(xy)2C*:jxj< 1;jyj< 29
=@fx2C:jxj< 19 f y2C:jyj< 20)
=@, B),)

@Bl BZ[ B 1 @BZ

:Sl D2[ D2 Sl

Azaz @B, B ,=Tp+ ésB, @B, = Tp kéttdmor kétdimenzios térusz. Ennek a két
térusznak a k6zos pontjai egy kétdimenzios téruszt alkotnak.
Hasonléan felbontast végezhetiink a&C2-beli goly6 hataraval, amikor r2 = 2+ 2.

SP=f(xy)2S7:jyi  20[f (xy)2SP:jxj 10
Ekkor egy f(x;y) 2 S8 : jyj 2g is tdmor kétdimenzios térusz lesz.
Ter =f(xy)2S7:jyi 29
=f(xy)2 C* X = 1% j iyl 29
==f(xy)2C*jxj= ujyi o
Ahol (x;y) 7! 1%;y j6 homeomor zmus Tg+ és Tp.+ kozétt. Hasonléan készithet®

homeomor zmus, hogyTg ésTp kozott is, ezek egyutt meghatérozzak : Tp+ [ Tp !
Tg+ [ Ts homeomor zmus. Azaz

@D=Tp+[To =Te+ [ Te = @B
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Mindezen tll még az is igaz, hogy tetsz®leges gorbe egy szingularitasa koril ugyanigy néz
ki egy kicsi polidiszk hataran és egy kicsi goly6 hataran.

Legyenf 2 Cfx;yg, X f nullhelyei, (0;0) 2 X pedig szingularitds. Valasszunkx;y koordi-
natékat, hogy y-tengely ne érintseX -et (0; 0)-ban, azazf y -altalanos m > 0 rendben ésm
az origd multiplicitasa. Legyen a kicsiség a kovetkez®:

Tekintsiik egy irreducibilis komponensre vett rezollcibéjat szingularitasnak, mint korabban:
z 7! (z";yk(2)). ValasszukD zart polidiszk (; ) multisugarat, hogy benne csak az origd
szingularitas, ésD \ X rezolGci6 szerinti ®sképe ory sugaru diszkekb®I all. Tovabba -et
olyan kicsinek, hogyjyk (2)j Ligy X\ @ Tp-.

Az utolso feltétel -re, hogy X ne érintse aD-n belilli golydk hatarat, és vegyik B, golyo
sugarat ennek megfelel®nek. Ez részletesebben megtalalhaté [2] 418. oldalan.

Ezen kicsiség mellett az alabbi allitas igaz lesz.

3.5. Allitas. LegyenX a fenti gérbe. Ekkor:

1. Tetsz®lege8 és B kicsi golyokra létezik :B ! B°homeomor zmus, hogy (0)= 0
é6s (X \ B)= X \ B°

2. Tetsz®legedB kicsi golydhoz ésD kicsi polidiszkhez létezik : B! D homeomor z-
mus, hogy (0)= 0és (X \ B)= X\ D.

A bizonyitast itt nem részletezzilk, megtalalhaté [6] 108.-110. oldalain.

A fenti allitas kévetkezménye, hogy egy ilyenB-re ésD-re. (@B; @B X) és(@D; @D X)
homeomorfak mint térparok.

Ekkor @B X az irreducibilis komponensek szdmaval megegyez® darab kér diszjunkt unidjara
fog szétesni, hiszen egy komponens Bsmetszete egy diszk és a komponensek egyetlen kdzos
pontja az origd (B-n beliil). Mivel B hatara (megfelel® sugari)s®, @B\ X értelmezhet®,
mint egy S3-ban fekv® link, illetve ha X irreducibilis, akkor egy S3-beli csomé.

3.6. Denici6. K  S®csomé egy iranyitott sokasag, ami homeomorst-gyel. Két csomé
azonosnak tekintiink, ha létezik olyan iranyitastart6 homeomor zmus : S® ! S2, ami
az egyik csomoét a mésikba képezi az iranyitast tartva. A linkek diszjunkt csomok unidja,
hasonléan de nialhat6 az ekvivalenciajuk.

3.7. Példa. Az S3-beli csomokat tudjuk R3-ban abrazolni sztereogra kus vetitéssel arra
gyelve, hogy a csomonak ne legyen része az idealis pont. Igy taldn a legegyszerfbb csomo
az Ggynevezett trividlis csomé, ami egy korR3-ban. Szintén gyakori példa a trefoil csoma.

33



3.1. &bra. Trefoil csomé

Ezen csomok segitségével fogjuk klasszi kéini az algebrai gorbéket egy szingularitasuk
kornyezetében. Gorbékhez linket a fent leirtak alapjan tudunk késziteni, viszont a ma-
sik irAdny nem tfnik egyértelmfinek. Valéjaban a link is meghatarozza az algebrai gorbét
homeomor zmus erejéig. Err®| szél a kdvetkez® allitas.

3.8. Allitds. LegyenB kicsi goly6 X algebrai gérbe egy szingularitasa korul. K = @\ X
link, valamint jel6ljuk C(K)-val azx csucs(,K -ra illesztett B -beli kapot, pontosabban:

C(K)=fz2B:z=1t(k x)+ x valamilyenk 2 K -ra ést> 0-rag

Ekkor (B; B\ X) és(B;C(K)) homeomorfak, mint térparok.

A bizonyitas a 3.5-éhez hasonlo, itt nem targyaljuk. Megtalalhaté Milnor kdnyének 18.
oldalan [5].

Megjegyzés. Azaz az allitds szerint, ha két gérbe csirahoz ugyanaz a link tartozik, akkor
a két csira topologikusan ekvivalens. Belathaté a masik irany is, vagyis a megfeleltetés
mindkét iranyban egyértelmy (a megfelel® ekvivalencidk erejéig).

El®szor tekintsiik az irreducibilis gérbéket. A fenti allitas értelmében elegend® klasszi-
kali a hozzajuk tartozé6 csomdékat ahhoz, hogy a csiraikat topolégiai ekvivalencia erejéig
leirjuk. Ehhez a klasszi kalasahoz most a csomdkat mint = @D -beli csomokat vizsgaljuk.
Ezt megtehetjuk, mivel létezik a kordbban konstrualt : @B! irdnyitastartd homeo-
mor zmus.
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A harmadik fejezetben készitettlink fonatokat f (x;y) = 0 egyenlety;(x) megoldasainak se-
gitségével. Ezek a fonatolky : [0;1]! Yn, folytonos leképezések homotdpia osztalyai voltak,
amik reprezentansait ugy allitottuk el®, hogy vettik a

(t) - eZit

hurok mentén f (x;y) = 0 megoldasait,y;( (t))-ket és a sorrendjukt®I eltekintettlink.
A hurok képére az(x;y) 7! x vetités egy \ X = K | S?! leképezés, ahol egx = (t)
pont ®sképei a

pontok, tehat az y; megoldasok meghatarozzalk csomot.

Amikor a D = f(x;y) 2 C2:jxj :jyi g polidiszk kicsiségét hataroztuk meg, megko-
veteltlk, hogy a \ X = K egészét tartalmazza az egyik tomor térusz Tp+ ), amire -t
felbontottuk. Ez a tdmdr térusz el®all, mint egy henger hanyadostere:

[0;1] D2=(0;y) (Ly)=s' D?

Amik kozott a _
(ty) 7! e?t.y
j6 homeomor zmus, igy a (t;y1( (1)) ;:::(t;ym( (1)) pontok képe éppen

Informélisan: K csomét el®allitottuk, mint egy (a Puiseux-parokbdl meghatarozhato) fonat,
aminél a szemben all6 szal végeket dsszekotottik.

Ezekr®| a csomokroél ismert a kovetkez®.

3.9. Allitas.  Két ekvivalens fonatbdl el®allitott linkek, igy csomok is, ekvivalensek.

Ez abbdl latszik, hogy két fonat kdzotti kotdtt homotdpia a fenti hdnyados térben is
kotott homotopia lesz.
Az altalaban nem igaz, hogy ha két fonatbdl készilt link megegyezik, akkor a fonatok ekvi-
valensek. Példaul egy fonat és a konjugaltja ugyanazt a fonatot eredményezi (6sszekotéskor
fonat két vége kibogozza egymast). Ezt pontositja Markov fonatokra vonatkozé tétele, ami
szerint az ugynevezett Markov mozgatasokkal (egyikiik a konjugélas) egyméasba vihet®ek az
ekvivalens linkeket eredményez® fonatok [3].

A kovetkez® lépés az igy kapott linkek klasszi kdldsa. Minden link el®allithaté fonatok
segitségével (Alexander tétele [4]), viszont mi csak azokkal a fonatokkal foglalkozunk, ami-
ket Puiseux-parok alapjan készitettink. Ez nagyban megkdnnyiti ezt az altalanossagban
igencsak nehéz feladatot. Tekintsiik el®sz6r ém;n) Puiseux-part, azazn ésm relativ pri-

mek. Ehhez tartoz6 irreducibilis gdrbe példaul ax? y% = 0 megoldasai, Puiseux-soruk
y(x) = xm, a hozza tartoz6 fonat szalai:

Vagyis egyu 2 St = fu 2 C:juj = 1g korb®l a

u7! (um™; UM (=)
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Tp + -ba képz® homeomor zmus képe ponK csomd, hiszenu(t) = €' w0t m
parametrizalassal visszakapjuk( (t);y;( (t)) pontokat. K csomé ekkor
To+ = (Xy) 2 C?ixj = ;jyj hatéran fekszik, azaz egy téruszban.

@%+ = (xy)2C*jxj= ;jyj= =s8' s
Ahhoz, hogy pontosabban le tudjuk irni ezt a csomét, tekintsiik a vetitéseket:
1:St st st ,:st st st

Ezeket a K csoméra megszoritvam rétf és n rét] fedéseket kapunk rendre. Hétkdznapi
szbhasznalattal a toruszt aK csomom-szer keriili meg az egyik iranyban és-szer a masik
iranyban. Tovabbéa belathatd, hogy ha adottak a vetitések megszoritasak S!St

csomoéra és ezen leképezések fokai ésn, akkor ez aK csomé valamilyen az identitassal
homotop S* S'! S' S! homeomor zmussal beleképezhet® a fenty 7! (u™;u") altal

parametrizalt csomoba képezhet®.

3.10. Példa. 2.17 példaban elkészitettiik, a(3;4) Puiseux-parhoz tartozé fonatot. Ebb®I
a fonatbdl késziilt csomot azu 7! ud;u* leképezés parametrizélja. Ezt egy toruszon
abrazolva a kbévetkez® csomot kapjuk.

3.2. abra. (3;4) tipusu térusz csoméd

3.11. De nici6. LegyenF 2-térusz, h:F ! S! S! homeomor zmus ésKk F csomo.
A 1 hés 5 h vetitések fokai rendrem ésn.
Ekkor K (m;n) tipusu térusz csomoF -en, h trivializaciéval.

Megjegyzés. h ismerete azért fontos, mert amennyiben kilénb6z® homotopiaosztalybeli
trivializacidkat tekintlink, ugyanaz a csomo kiilonbdz® tipusi lehet. Példaul a(ty;t,) 7!
(ti;t1 tp) egyh : St St st S! homeomorzmus, de ha az identitast hasznalva
S!  S!-negy térusz csomdm;n) tipusd, akkor h-t hasznalva (m;m + n) tipusd lesz (mivel
h megcsavarja a toruszt egyszer).

A mi esetlinkben most tisztazzuk, hogy milyen trivializaciét hasznalunk.
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Korabban a C2-beli golyo hatarat felbontottuk két tomor két dimenzids toruszra.
SS=f(xy)2S’:yi  290[f (xy)2S’:jxj 19=Tex[Ta ; r?= 7+ 3

K csomd ol bedgyazott, haK S' D? = Tg, és 1 :K | S! vetités sima, iranyi-
tastartd fedés. Tp. trivializaciojat megcsinaltuk, ami  -vel komponélva j6 leszTg .+ -hoz,
viszont nemsokéara alkalmazzuk a kovetkez®t is. VegylK egy olyan cs®szery kornyezetét,
azazK D? = T-t, hogy mindent 2 S'-re T\ ftg D? diszjunkt D;(t) diszkekbdl all,
amik kozéppontjaiaK \ ftg D? megfelel® pontjai,p; (t)-k. Legyenek a hosszusagi korok
egy Dj (1) hatara. A szélességi koroknek pedig azog (t) 2 Dj(t) gorbéket valasszuk, amikre
g(t) pi(t) D?-ben azonos iranyd mindent-re.

3.12. Példa. Igy a korabbi 3.10 példaban szerepl® térusz csomora:

3.3. 4bra. A (3;4) toérusz csomoé egy a fentiekben leirt cs®szer| kérnyezete, egy hosszlusagi
€s egy szélességi korrel egytt.

3.13. De nici6. A f0g S trivialis térusz csomé rendje 0. Ezen az(m1;n,) tipusd térusz
csomo a trivialis csomé fentiekben leirt cs®szer kornyezetén rendq (m1; ny) tipusi térusz
csomo. Altalaban egy K ; S D? S? jol beagyazott (mq;ng);:::;(mi;n;) i-ed
rendq torusz csomé cs®szery kdrnyezetén e@mi.1 ; Ni+1 ) tipust K4, térusz csomo a fenti
trivializalassal, akkor Ki.; i +1-ed rend iteralt térusz csomé. Az 1-nél nagyobb rendf
térusz csomokat hivjuk iteralt térusz csomoéknak.

Megjegyzés. Csomobelméleti eredmény, Puiseux-parokhoz tartozé iteralt térusz csomék
pontosan akkor ekvivalensek, ha megegyeznek a Puiseux-parok.

Ezzel klasszi kaltuk az el®fordulé fonatokbdl készilt csomdkat, igy az adott Puiseux-
parokhoz tartozoakat. Pontosabban a kovetkez® azonositdshoz jutottunk el.

3.14. Allitas. A " n

y(x):x 1+ + Xm1 mg

37






	Bevezetés
	Algebrai geometria bevezető
	Algebrai halmazok
	Algebrai halmazok lokális jellemzői

	Görbék parametrizálása
	Newton-poligon
	Puiseux-párok

	Topológiai karakterizálás
	Irodalomjegyzék

