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Bevezetés

Az algebrai geometria egy jelentős irodalmi háttérrel bíró ága az úgynevezett szingularitások
vizsgálata. Mi most azt szeretnénk megérteni, hogy a komplex algebrai görbék szingulari-
tásai hogyan viselkednek, hogyan ágyazódnak be a környezetükbe. Talán meglepő módon
ennek leírására a csomók egy bizonyos fajtája ad segítséget.

Az első fejezetben egy rövidebb bevezetést nyújtunk az algebrai geometriába, leginkább
a témánkhoz kapcsolódó elemekre helyezve a fókuszt. Megismerkedünk alapfogalmakkal és
ezek később felhasználandó vonatkozásaival. Mindezek alatt szem előtt tartjuk a görbékről
alkotott geometriai képet is.

Az eddigieket ideiglenesen félre téve a göbéket leíró egyenleteket vesszük górcső alá. Ezek
megoldásának egy már régóta ismert, Newtontól származtatható módját részletezzük. Az
egyenletek megoldásának alakja adja majd a visszafordulás lehetőségét geometriai irányába,
ami a következő és utolsó fejezet témájába vezet át.

A harmadik fejezetben felhasználjuk a korábbiakban megalapozott tudásunkat és topoló-
giai eszközökkel együtt fogunk eljutni az algebrai görbék szingularitásainak osztályozásához.
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1. fejezet

Algebrai geometria bevezető

Egyenletek megoldása előtt szükséges néhány, a későbbiekben használtos fogalom tárgyalása,
valamit a koherenciát is szem előtt tartva egy kisebb betekintés az algebrai geometriába. A
továbbiakban K algebrailag zárt testet jelöl.

1.1. Definíció. K fölötti affin n-térnek hívjuk

Kn = f(a1; : : : ; an) : ai 2 K 81 � i < n-reg

K-beli elemek n-eseiből álló halmazt. Ez természetesen függ K választásától.
Pontnak nevezzük Kn egy elemét, egy (a1; : : : ; an) ponthoz tartozó ai-t pedig a pont i.
koordinátájának.

1.1. Algebrai halmazok

Kn-ben egy K fölötti n határozatlanú polinomot tekinthetjük, mint f : Kn ! K függvény,
ami P 2 Kn ponthoz f(P ) = f(a1; : : : ; an) 2 K-t rendeli, „kiértékeljük P -ben”. Így polino-
mok egy F � K[x1; : : : ; xn] halmazához tudjuk rendelni f 2 F polinomok közös gyökeit:

V (F ) := fP 2 Kn : f(P ) = 0;8f 2 Fg :

1.2. Definíció. Az így előálló halmazokat algebrai halmaznak nevezzük. Pontosabban
U � Kn algebrai halmaz, ha létezik F � K[x1; : : : ; xn] polinomok halmaza, hogy V (F ) = U .

Megjegyzés. Hasonlóan lehet definiálni az analitikus halmazokat, analitikus függvények
közös nullhelyeiként.

Az algebrai halmazok viselkedéséről néhány egyszerű állítást fogunk belátni.

1.3. Állítás.

1. ? és Kn algebrai halmazok.
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2. Ha U;W � Kn algebrai halmazok, akkor U [W algebrai halmaz.

3. Ha (U�)�2I algebrai halmazok családja (U� � Kn), akkor
T
�
U� algebrai halmaz.

Bizonyítás.
1 :: V (0) = Kn és V (1) = ?.
2 :: V (F1) = U és V (F2) = W algebrai halmazok. Ekkor U [W = V (F1F2), ahol az F1F2

a komplexus-szorzata F1-nek és F2-nek, azaz

F1F2 = ff1 � f2 : f1 2 F1; f2 2 F2g:

Hiszen ha P 2 U , akkor minden g 2 F1F2-re léteznek f1 2 F1; f2 2 F2, hogy g(P ) =
(f1 � f2)(P ) = f1(P ) � f2(P ) = 0. Hasonlóan W -re. Továbbá ha P 62 U [W , akkor létezik
f1 2 F1 és f2 2 F2, hogy f1(P ) 6= 0 6= f2(P ). Tehát f1f2(P ) 6= 0 vagyis P 62 V (F1F2). 3 ::
V (F�) = U� mind algebrai halmazok. Ekkor V (

S
� F�) =

T
� U�, vagyis

T
� U� is algebrai

halmaz

Megjegyzés. Ezek az állítások éppen a topologikus tér zárt halmazaira vonatkozó axió-
mák. Vagyis az algebrai halmazok komplementereit véve topológiát kapunk, ezt Zariski-
topológiának nevezzük.

K[x1; : : : ; xn] polinomok halmazáról tudjuk, hogy kommutatív gyűrű. Innentől kezdve
értelmes az F � K[x1; : : : ; xn] halmaz elemei által generált ideálról – (F ) / K[x1; : : : ; xn]-ről
– beszéli. Ekkor

V (F ) = V ((F )):

Ez az ideál tulajdonságaiból közvetlenül következik.
F � K[x1; : : : ; xn] polinomok halmaza, (F ) az F elemei által generált ideál. Ha F -hez
hozzávesszük a 0-t, az elemet ellentettjeit és az elemeinek összegét és különbségét, az nem
változat V (F )-en, hiszen ha f(P ) = g(P ) = 0, akkor f(P )�g(P ) = 0, valamint �f pontosan
akkor nulla, ha f is az.
Ha F -hez hozzávesszük az elemeinek egy tetszőleges polinommal vett szorzatát, az szintén
változatlanul hagyja V (F )-et, mivel ha f 2 F , h polinom, akkor ha f(P ) = 0, abból
következik, hogy f(P ) � h(P ) = 0.

Sikerült egy gyűrű ideáljait affin térbeli algebrai halmazokkal azonosítani a fent de-
finiált V : P(K[x1; : : : ; xn]) ! Kn leképezés segítségével. Ez szürjektív leképezés, min-
den algebrai halmazhoz létezik megfelelő ideál, de nem egyértelműen. Például V (ffg) és
V (ff; f2; f3; : : :g) ugyanaz az algebrai halmaz (mivel K-nak nincs nem 0 nilpotens eleme).
Viszont egy kisebb megszorítással már bijekciót kapunk. Ennek megfogalmazásához szük-
ségesek a következők:

1.4. Definíció. I / R ideál radikálja:
p
I = ff 2 R : 9m : fm 2 Ig

I-t akkor nevezünk radikálideának, ha I =
p
I

1.5. Tétel (Hilbert nullhelytétele, Nullstellensatz). Legyen K[x1; : : : ; xn] algebrailag zárt
test fölötti n határozatlanú polinomok gyűrűje, és I / K[x1; : : : ; xn] ideál. Ekkor ha f 2
K[x1; : : : ; xn] eltűnik V (I) minden pontján, akkor f 2

p
I
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A bizonyítás hosszadalmas és nem kapcsolódik szorosan a témánkhoz, így kihagyjuk.
Egy viszonylag rövid bizonyítást mutatott Daniel Allcock. [1]

1.6. Állítás. K[x1; : : : ; xn] radikálideáljai és Kn-beli algebrai halmazok között a V bijekció.

Bizonyítás. Hilbert nullhelytételét I tetszőleges radikálideálra alkalmazva azt kapjuk, hogy
minden f polinom, ami eltűnik V (I)-n, az eleme

p
I = I-nek, azaz V injektív a radikálide-

álokra megszorítva.
Egy U � Kn általános halmazhoz vegyük

I(U) = ff 2 K[x1; : : : ; xn] : f(x) = 0 8x 2 U -reg

polinomok halmazát. A cél, hogy I-ről lássuk, hogy a radikálideálokra megszorított V
inverze és injektív. A folytatáshoz előbb még néhány tulajdonságát be kell látnunk V -nek
és I-nek.

1.7. Lemma.

1. Ha F1 � F2 � K[x1; : : : ; xn], akkor V (F2) � V (F1)

2. Ha U1 � U2 � Kn, akkor I(U2) � I(U1)

3. V (I(U)) = U , azaz U lezártja (a Zariski-topológiában).

Bizonyítás.
1 : és 2 : triviálisak.
3 :: V (I(U)) � U zárt halmaz, tehát U � V (I(U)).
Ha U � W valamilyen zárt halmaz, akkor V (J) = W valamilyen J / K[x1; : : : ; xn] ideálra.
2 : miatt ekkor I(V (J)) � I(U). Természetesen J � I(V (J)), és így 1 :-ből következően
V (I(U)) � V(J) = W . Tehát U � V (I(U)) �W tetszőleges U �W zárt halmazra.

Mivel tetszőleges X � Kn algebrai halmaz zárt, ezért V (I(X)) = X, azaz V és I
egymás inverz bijekciói a radikálideálok és az algebrai halmazok között, a metszetet és uniót
felcserélik:

V (F \G) = V (F ) [ V (G); V (F ) \ V (G) = V (F [G):

Megjegyzés. Ebből a felcserélésből kisebb meggondolással következik, hogy az affin tér egy
pontja (p1; : : : ; pn) egy maximális ideál zérushelye lesz, pontosabban (x1 � p1; : : : ; xn � pn)
zérushelye – és az összes maximális ideált megkapjuk így.

Az algebrai halmazok körében, sőt akár általánosan topológiában értelmes a irreducibi-
litás fogalma.

1.8. Definíció. X nem üres topologikus tér részhalmaza. X-et irreducibilisnek nevezzük,
ha létezik X1 és X2 zárt halmazok, hogy X = X1[X2 és X1; X2 valódi részhalmazai X-nek,
azaz egyik sem egyenlő vele vagy üres.
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1.9. Példa. A valós számsíkon vegyük a

f(x; y) = x2 + xy � 2y

kétváltozós polinomhoz tartozó algebrai halmazt, vagyis a nullhelyeit, V (f) = f(x; y) 2 R2 :
f(x; y) = 0g.

1.1. ábra. V (f) ábrázolva a R2-n.

Ránézésre feltűnhet, hogy igazából két egyenest látunk. Ez a két egyenes külön-külön is
algebrai halmaz lesz (a Zariski-topológiában zárt), mivel g(x; y) = x� y és h(x; y) = x+ 2y
zérushelyei.
Sikerült V (f)-et két valódi részhalmazának uniójára felbontani:

V (f) = V (g) [ V (h)

Tehát V (f) nem irreducibilis.

Már a példából is sejthető, hogy az algebrai halmazok irreducibilitása szoros kapcso-
latban van velük megfeleltetett radikálideálokkal. Erre egy egészen egzakt karakterizációt
tudunk adni az ideál egy nevezetes tulajdonságának segítségével:

1.10. Definíció. Az R gyűrűbeli P / R valódi ideált prímideálnak hívjuk, ha
minden fg 2 P esetén vagy f 2 P vagy g 2 P

1.11. Állítás. Legyen F � K[x1; : : : ; xn] polinomok halmaza. V (F ) algebrai halmaz pon-
tosan akkor irreducibilis, ha (F ) prímideál.

Megjegyzés. Amennyiben F egyetlen f polinomból áll, az állítás azt mondja ki, hogy V (f)
pontosan akkor irreducibilis, ha f is az, hiszen ha (f) prímideál, akkor f irreducibilis.

Bizonyítás. Tegyük föl, hogy V (F ) = V (G) [ V (H) valódi felbontás (azaz V (F ) nem irre-
ducibilis). Ekkor (F ) = (G) \ (H), és létezik g 2 (G) n (F ) és h 2 (H) n (F ). gh 2 (F ) és
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sem g sem h nem eleme (F )-nek, tehát (F ) nem prímideál.
Tegyük föl, hogy gh 2 (F ) olyan, hogy g és h nem eleme (F )-nek (azaz (F ) nem prímideál).
Legyen G = fgg [ F és H = fhg [ F . Ekkor (F ) = (G) \ (H) és (G); (H) 6� (F ) és egyik
sem üres. Vagyis V (F ) = V (G) [ V (H) valódi felbontás.

Az alábbi állítást a konvergens hatványsorokra mondjuk ki, de természetesen a polino-
mokra is igaz lesz. A konvergens komplex hatványsorok gyűrűjét Cfx1; : : : ; xng-nel jelölünk.

1.12. Állítás (Krull-főideáltétel speciális változata).
Legyen I = (f1; : : : ; fk) végesen generált ideál Cfx1; : : : ; xng-ben és X = fx 2 Cn : f(x) =
0 8f 2 Ig = V (I) analitikus halmaz. Továbbá OX = Cfx1; : : : ; xng=I és h 2 OX nem
nullosztó.
Ekkor OX=(h) dimenziója n� k � 1.

1.13. Definíció. Egy R kommutatív gyűrű dimenziója (Krull-dimenziója) alatt a prím-
ideálokból álló láncok hosszainak szuprémumát értjuk. Pontosabban n szuprémumát, ahol
P0 ( P1 ( � � � ( Pn R prímideáljaiból álló lánc.

Megjegyzés. K[x1; : : : ; xn] dimenziója n, mint ahogy az intuitív lenne, valamint K di-
menziója 0. Egy algebrai vagy analitikus halmaz dimenzióját is ez alapján határozzuk meg,
V (F ) dimenziója dimK[x1; : : : ; xn]=(F ).

1.14. Példa. Legyenek f; g 2 Cfx; yg relatív prím polinomok. A Krull-főideáltétel szerint
Cfx; yg=(f; g) dimenziója 2 � 1 � 1 = 0. Ekkor V (f; g) irreducibilis komponensei izolált
pontok, hiszen különben lenne V (J) = P pont és V (I) irreducibilis, hogy P ( V (I) (
V (f; g), vagyis J ) I ) (f; g), így lenne Cfx; yg=(f; g)-ben prímideál lánc.

Nekünk a későbbiekben leginkább az algebrai halmazok egy speciális típusa lesz fontos.

1.15. Definíció.

• Algebrai hiperfelületnek hívjuk az olyan algebrai halmazokat, amiket egyetlen polinom
zérushelyeiként kapunk, vagyis n� 1 dimenziósak.

• Algebrai görbének nevezzük az 1 dimenziós algebrai halmazokat.

A későbbi fejezetben C2-beli algebrai halmazokkal fogunk foglalkozni, ahol a görbék
egyben hiperfelületek is. Továbbá ezeket inkább lokálisan, egy úgynevezett szingularitásuk
környezetében vizsgáljuk.

1.2. Algebrai halmazok lokális jellemzői

A 1.6 szerint az algebrai halmazokat megfeleltethetjük az olyan főideálokkal, amik radikál-
ideálok. Ezen főideálok generátorai olyan f polinomok, amik nem állnak elő gr = f alakban
r > 1-re. E kapcsolat segítségével tudunk algebrai fogalmakat geometriai kontextusban
értelmezni. Például:

1.16. Definíció. V (f) = C � Cn algebrai hiperfelület egy P 2 C pontjának multiplicitása
P multiplicitása, mint f gyöke, ahol f nem áll elő gr = f alakban (r > 1, g polinom).
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Megjegyzés. Általában egy P gyök multiplicitását f Taylor-sorának segítségével tudjuk
meghatározni. Pontosabban f 2 C[x1; : : : ; xn] és f(P ) = 0 esetén P multiplicitása f P -beli
Taylor-sorának legkisebb rendű nem nulla tagjának rendje.

1.17. Definíció. Egy C algebrai görbének szingularitásai olyan s 2 C pontok, amik multip-
licitása nagyobb 1-nél. A nem szinguláris pontokat, azaz amik nem szingularitások, reguláris
pontnak hívjuk.

Megjegyzés. Esetleg külön kiemeljük a 2 és 3 multiplicitású pontokat, ezeket rendere dupla
és tripla pontnak nevezve.

1.18. Példa. Tekintsük az f(x; y) = x3 � y2 = 0 egyenlet által meghatározott görbét a
komplex számsíkon.

1.2. ábra. x3 � y2 = 0 pontok, megszorítva a valósakra

Ennek a görbének szingularitása lesz az origó, hiszen minden legfeljebb első rendű deri-
váltja 0 a (0; 0)-ban és @2

@y2 f(0; 0) = �2 (tehát az origó dupla pont).
Az ábrára ránézve is észrevehető, hogy a (0; 0)-pont valamilyen értelemben „különleges”.

Alapvetően minket a görbék egy szingularitás körüli lokális tulajdonságai foglalkoztatnak
majd, így most bevezetünk néhány ehhez kapcsolódó, a későbbiekben hasznos fogalmat.

1.19. Definíció. Kn-beli, x 2 Kn körüli görbe csírának nevezzük azon ekvivalenciaosz-
tályok halmazát, amik x-et tartalmazó görbékből állnak, és két görbe, C1 és C2 akkor
ekvivalens, ha létezik U 3 x környezet, hogy C1 \ U = C2 \ U .

Hasonló csíra-fogalmat lehet bevezetni analitikus halmazokkal és n változós komplex
holomorf függvényekkel.

1.20. Definíció. Cn-beli, x 2 Cn körüli analitikus halmazok csírájának nevezzük azon
ekvivalenciaosztályok halmazát, amik x-et tartalmazó analitikus halmazokból állnak, és
két ilyen halmaz, A1 és A2 akkor ekvivalens, ha létezik Cn � U 3 x környezet, hogy
A1 \ U = A2 \ U .
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Megjegyzés. Majd igazán az utolsó fejezetben lesz szükségünk analitikus halmaz csírákra,
ekkor majd (X;x)-szel fogjuk jelölni az x körüli X-szel a fenti értelemben lokálisan meg-
egyező analitikus halmazok csíráját.

1.21. Definíció. Cn-beli x 2 Cn körüli holomorf függvénynek csírájának hívjuk, azon
ekvivalenciaosztályok halmazát, amik x egy környezetében holomorf függvényekből állnak,
és két függvény akkor ekvivalens, ha x egy környezetében megegyeznek. Ezt jelöljük OCn;x-
szel.

OCn;x kommutatív gyűrű, a gyűrű axiómái egyszerűen leellenőrizhetőek. Továbbá OCn;x
egy eleme, azaz egy ekvivalenciaosztály megfeleltethető a vele megegyező Taylor-sorral, ami
természetesen egy osztályon belül értelmes. Ez a megfeleltetés izomorfizmus lesz a konver-
gens komplex n változós hatványsorok gyűrűjére. Ennek részletes leírása megtalálható [2]
330. oldalán.
A C2-beli algebrai görbe csírák klasszifikálásához előbb egy látszólagos kitérőt teszünk, ami
mint később ki fog derülni, egészen egzakt karakterizálást tesz lehetővé.
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2. fejezet

Görbék parametrizálása

Ebben a fejezetben már megszorítkozunkC2-re és ebb®l kifolyólag egyetlenf polinom vagy
általánosabban, konvergens hatványsor zérushelyeit keressük. A keresés pontosabban az
f (x; y) = 0 egyenlet megoldását jelenti, aminek alábbi módja Isaac Newtonig vezethet®
vissza ([2] 370.-375. oldalai).

2.1. Newton-poligon

Az f (x; y) = 0 -t, mint analitikus egyenletet fogjuk vizsgálni, y(x) megoldásokat igyekszünk
leírni x hatványsoraként. Az analitikus implicit függvénytétel ad elégséges feltételt ilyen
megoldások létezésére és konvergenciájára, de nekünk általánosabb eseteket is �gyelembe
kell vennünk. Egyszer¶ példa erre azxp � yq = 0 egyenlet. Ahhoz, hogy azy = x

p
q meg-

oldásról beszélhessünk, értelmesnek kell lenniex tört hatványának. El®ször a megoldásokat
valamennyivel általánosabb

y = tx �

alakban fogjuk keresni, aholt komplex szám,� pedig pozitív racionális szám.
Tekintsük a

f (x; y) =
X

� + �� = �

a�� x � y�

alakú, úgynevezett kvázi-homogén polinomokat (véges esetben). Ilyenf -ekre:

f (x; tx � ) =
X

� + �� = �

a�� x � x �� t �

=
X

� + �� = �

a�� x � + �� t �

= x �
X

� + �� = �

a�� t �

= x � g(t)
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Ha t0 gyöke ag(t) polinomnak, akkor y = t0x � egy megoldása azf (x; y) = 0 egyenletnek.
Newton a fenti f -eknek a következ® látványos geometriai tulajdonságát használta ki: A
f (x; y) kizárólag olyan a�� x � y� monomokat tartalmaz, amikre igaz, hogy � + �� = � .
Ha (�; � ) párokat ábrázolunk N2 rácspontokon, a feltétel átfogalmazható mint geometriai
feltétel: (�; � ) pontok essenek egyR2-beli egyenesre, aminek� 1

� a meredeksége, az� -
tengelyt � -ben metszi, és�; � 2 Q. Általános f (x; y) =

P
a�� x � y� esetén is vizsgálhatjuk

ezeket a pontokat, amiket formálisan is leírhatunk:

�( f ) = f (�; � ) 2 N2 : a�� 6= 0g

Ennek segítségével általánosabbf -re is tudunk megoldást találni.

2.1. Példa.
f (x; y) = y4 � 2x3y2 + x6

2.1. ábra. �( f ) egy egyenesre illeszked® pontokból áll.

�( f ) pontjaira � + �� = � igaz � = 3
2 , � = 6 esetén. Helyettesítsük bey = tx

3
2 -t:

f
�

x; tx
3
2

�
= x6(t4 � 2t2 + 1) = x6(t2 � 1)2

t1 = 1 ; t2 = � 1 gyökei g(t)-nek tehát y1(x) = x
3
2 ; y2(x) = � x

3
2 megoldásaif (x; y) = 0 -nak.
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2.2. Példa.
f (x; y) = y4 � 2x3y2 � 4x5y + x6 � x7

2.2. ábra. �( f ) pontjai nem mind egy egyenesen fekszenek.

Itt �( f ) pontok nem esnek mind egy egyenesre, a korábban leírt módszer nem m¶ködik.
Írjuk fel f -et, mint két polinom összege.

f = f̂ + f

ahol �( f̂ )-beli pontok egy egyenesre esnek, ésf magasabb fokú tagokból áll. Most egy
ax� y� monom foka jelentse a megszokottól eltér® módon� + �� -t. A példánkban f̂ (x; y) =
y4 � 2x3y2 + x6, f (x; y) = � 4x5y � x7, � = 3

2 . f foka � = 6 . � 4x5y foka 61
2 , x7 foka pedig

7. Helyettesítsük be y = x
3
2 -t ( y1(x), f̂ -hoz tartozó megoldás az el®z® példából)f -be.

f
�

x; x
3
2

�
= � 4x

13
2 � x7

Csak � -nél magasabb fokú monomok maradtak, tehát vehetjüky = x
3
2 -ot, mint közelít®

megoldást f (x; y) = 0 -ra, és egyenl®re csak tegyük fel, hogy a tényleges megoldás felírható

y(x) = x
3
2 (1 + y1)

alakban. A számolás megkönnyítése érdekében legyenx1 = x
1
2 , és helyettesítsünkf (x; y)-ba

a következ®ket:
y = x3

1(1 + y1)

x = x2
1

Ekkor:

f (x2
1; x3

1(1 + y1)) = x12
1 (� x2

1 � 4x1y1 � 4x1 + y4
1 + 4y3

1 + 4y2
1) = x12

1 f 1(x1; y1)

13



2.3. ábra. �( f ) pontjai párhuzamos egyenesekre esnek.

Most tekintsük � ( f 1)-et, és ismételjük azokat a lépéseket, amiketf (x; y) = 0 -val vé-
geztünk. A pontok nem esnek mind egy egyenesre, viszont párosával három� 2 mere-
dekség¶ egyenesen fekszenek, mindhárom egyeneshez tartozó� értéke 1

2 . Tehát keressük
f 1 (x1; y1) = 0 megoldását

y1 = t̂x
1
2
1

alakban. Helyettesítsük be a legkisebb fokú monomokból álló polinomba.

4y2
1 � 4x1 = 4x1

�
t̂2 � 1

�

t̂1 = � 1; t̂2 = 1 . Ha y1 = t̂1x
1
2
1 -et helyettesítünk f 1 (x1; y1)-be, akkor a következ®t kapjuk:

f 1

�
x1; � x

1
2
1

�
= � x2

1 + 4x
3
2
1 � 4x1 + x2

1 � 4x
3
2
1 + 4x1 = 0

Így y1 = t̂1x
1
2
1 megoldásaf 1 (x1; y1) = 0 -nak. A korábbi helyettesítéseket felhasználva

megoldását találjuk f (x; y) = 0 -nak.

y = x
3
2 (1 + y1) = x

3
2 + x

3
2 x

1
2
1 = x

3
2 + x

7
4

Nemsokára általánosan is leírjuk a folyamatot.
Legyenf (x; y) =

P
a�� x � y� konvergens hatványsor (az implicit egyenlet). Az általánosság

megszorítása nélkül feltehet®, hogyf y -általános m > 0 rendben, azaza0;m 6= 0 ésa0;i = 0
minden i < m -re. Hiszen olyan eseteket vizsgálunk, amikor az origó szingularitás, azaz
a00 = 0 .
Ahhoz, hogy pontosan le tudjuk írni a metódust be kell vezetnünk egy fogalmat.

2.3. De�níció. f a fenti polinom. Vegyük a következ® síkidomot:

conv

0

@
[

p2 �( f )

�
p +

�
R+ � 2

�
1

A
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A p + ( R+ )2 itt a pozitív síknegyed eltolása p-be, a conv(:) pedig a konvex burok. Azt a
töröttvonalat, ami ennek az alakzatnak a határoló vonalának negatív meredekség¶ szaka-
szaiból áll, f Newton-poligonjának hívjuk. Ez akár állhat egy pontból is, erre nemsokára
látunk példát.

2.4. Példa. Legyen

f (x; y) = ax6y + bx4y3 + cx3y2 + dx2y3 + ey5

nem nulla együtthatókkal. Ilyenkor f Newton-poligonja az alábbi ábrán látható módon fog
összeállni.

2.4. ábra. A fekete szakaszokból álló töröttvonal a Newton-poligon.
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2.5. Példa. Ha
f (x; y) = ym g(x; y)

ésg(0; 0) 6= 0 , ekkor a Newton-poligon egyetlen pontból áll,(0; m)

2.5. ábra. Egy pontból álló Newton-poligon.

2.6. Algoritmus. Vegyük f Newton-poligonjának legmeredekebb szakaszát, aminek egye-
nese metszi(0; m) pontot. Legyen ennek� 1

� 0
a meredeksége. Ekkorf átírható olyan alakba,

ahol különválasztjuk a tagokat attól függ®en, hogy a kitev®kb®l alkotott pontok rá vagy fölé
esnek a kiválasztott szakasz egyenesének. Pontosabban:

X
a�� x � y� =

X

� + �� = � 0

a�� x � y� +
X

� + ��>� 0

a�� x � y�

2.6. ábra. � 1
� 0

meredekség¶ egyenes,�( f ) pontjai csak fölötte vagy rajta lehetnek.
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Az els® szummából alkotott egyenlet megoldását fogjuk felhasználni, mint els® közelít®
megoldásf (x; y) = 0 -ra.

f 1(x; y) =
X

� + �� = � 0

a�� x � y� = 0

Keressünk megoldásttx � 0 alakban behelyettesítéssel.

f 1(x; tx � 0 ) =
X

� + �� = � 0

a�� x � + � 0 � t � = x � 0
X

� + �� = � 0

a�� t � = x � 0 g0(t) = 0

g0 m-edfokú azy-általánosság miatt és van nem nulla gyöke hiszen feltehet®, hogy a Newton-
poligonja nem egy pont volt, ekkor y = 0 m-szeres gyöke lenne.
Legyen t0 6= 0 g-nek. Akkor az els® közelít® megoldás

y = t0x � 0

lesz. Mivel � 0 racionális, létezik p0
q0

legegyszer¶bb alakja, azazp0 és q0 relatív prímek.

Legyen x1 := x
1

q0 , így y = t0xp0
1 . Mint ahogy a példában is szerepelt, a következ® közelít®

megoldást
y = xp0

1 (t0 + y1) ésx = xq0
1

behelyettesítéssel keressük, azaz

f (xq0
1 ; xp0

1 (t0 + y1)) = 0

az új implicit egyenletünk.

f (xq0
1 ; xp0

1 (t0 + y1)) =
X

� + �� = � 0

a�� x �q 0
1 x �p 0

1 (t0 + y1) � +
X

� + ��>� 0

a�� x �q 0
1 x �p 0

1 (t0 + y1) �

A fentit osztja x �q 0 + �p 0
1 = x � 0 q0

1 . Vagyis felírható mint

f (xq0
1 ; xp0

1 (t0 + y1)) = x � 0 q0
1 f 1(x1; y1)

f 1 y1-általános m1 � m rendben, hiszeny helyére y1-ben lineáris kifejezést helyettesítet-
tünk. Ezek után ismételjük az eljárást f 1(x1; y1) = 0 -ra. Legyen� 1

� 1
a megfelel® legmerede-

kebb szakasz meredekségef 1 Newton-poligonjában, ahol � 1 = p1
q1

relatív prímek hányadosa.
Kiszámítjuk y2 = t1x � 1

1 következ® approximált megoldást. Majd behelyettesítjükf 1-be
x1 = xq1

2 -et és y1 = t1xp1
2 (t1 + y2)-t. Az eredmény osztható leszx � 1 q1

2 -gyel, azaz felírható
mint:

f 1(xq1
2 ; xp1

2 (t1 + y2)) = x � 1 q1
1 f 2(x2; y2)

Ahol f 2 szintén megfelel a kezdeti feltételeknek (m2 � m1). Ezt ismételve kapjuk az
f i (x i ; yi ) = 0 implicit egyenletek megoldásainak sorozatát:

y = x � 0 (t0 + y1)

y1 = x � 1
1 (t1 + y2)

y2 = x � 2
2 (t2 + y3)

...
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Visszahelyettesítést követ®en:

y = x � 0 (t0 + x � 1
1 (t2 + x � 2

2 (t3 + x � 3
3 (1 + � � � ))))

= t0x � 0 + t1x � 0 x � 1
1 + t2x � 0 x � 1

1 x � 2
2 + t3x � 0 x � 1

1 x � 2
2 x � 3

3 + � � �

= t0x
p 0
q0 + t1x

p 0
q0

+ p 1
q0 q1 + t2x

p 0
q0

+ p 1
q0 q1

+ p 2
q0 q1 q3 + � � �

Azaz y-t felírtuk mint x növeked® kitev®j¶ hatványsora. Természetesen ez véges is lehet,
például ha valamely yi = 0 . Ekkor a sor értelmes lesz. Általában ez nem egyértelm¶.
A következ®kben belátjuk, hogy� i -k elég nagy i -kre mind egészek lesznek, így a nevez®k
korlátosak, tehát felírható, mint egész együtthatós hatványsorx

1
n -ben valamely n 2 N-re

2.7. Állítás. Létezik elég nagyi 0 2 N, hogyn = q0q1 � � � qi 0 közös nevez®je a fenti hatványsor
kitev®inek.

Bizonyítás. Azt fogjuk bizonyítani, hogy mi = mi � 1 ) qi � 1 = 1 . Ebb®l következne az
állítás, hiszen m véges ésmi -k természetes számok, azaz véges sokszor fordulhat el®, hogy
mi < m i � 1. Véges sok természetes számnak a szorzata közös többszörösük.
mi = mi � 1 ) qi � 1 = 1 :
Vegyük az i: behelyettesítést.

x i � 1 = xqi � 1
i

yi � 1 = xpi � 1
i (t i � 1 + yi )

Ekkor

f i � 1(xqi � 1
i ; xpi � 1

i (t i � 1 + yi )) =

=
X

� + �� = � i � 1

a�� x �q i � 1
i x �p i � 1

i (t i � 1 + y1) � +
X

� + ��>� i � 1

a�� x �q i � 1
i x �p i � 1

i (t i � 1 + yi ) � =

= x � i � 1 qi � 1
i

0

@
X

� + �� = � i � 1

a�� (t i � 1 + yi ) � + x i (� � � )

1

A

Azaz x i = 0 -t f i -be helyettesítve

f i (0; yi ) =
X

� + �� = � i � 1

a�� (t i � 1 + yi ) � = gi � 1(t i � 1 + yi )

mi lesz yi = 0 multiplicitása. Továbbá gi � 1 mi -ad fokú, t i � 1-et pont gi � 1(t) nem nulla
gyökeként kaptuk. Vagyis mi t i � 1 multiplicitása is gi � 1(t)-ben. Tegyük föl, hogymi = mi � 1.
Ilyenkor

g(t) = b(t � t t � 1)m i � 1 (b 6= 0)

Speciálisantm i � 1 � 1 együtthatója sem 0 (� bmi � 1t i � 1), azaz a�;m i � 1 � 1 nem 0 valamilyen
� 2 N-re, ahol � + � i � 1(mi � 1 � 1) = � i � 1. Viszont � m i � 1

� i � 1
= � 1

� i � 1
a meredekség, tehát

� + � i � 1(mi � 1 � 1) = � i � 1 = mi � 1� i � 1 vagyis � i � 1 = � 2 N.

Beláttuk, hogy az eljárás során kapott y egy hatványsora x
1
n -nek valamely n 2 N-re.

Jelöljük ezt y(x)-szel. f (x; y(x)) tagjai ilyenkor mind elt¶nnek a konstrukció miatt, tehát
y(x) megoldása azf (x; y) = 0 implicit egyenletnek. Az f (x; y) = 0 egyenlet
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y(x) =
1X

j = k0

aj x
j
n

megoldását egy Puiseux-sorban kaptuk meg. A következ®kben fogjuk tárgyalni ezen megol-

dások egyértelm¶ségét és konvergenciáját. Ehhez szükségünk lesz egy tételre.

2.8. Tétel (Weierstrass el®készítési tétel).
Legyen f (t; z) = f (t; z1; : : : ; zn ) 2 Cf t; z1; : : : ; zn g, f t -általános k rendben.
Ekkor léteznek egyértelm¶enl(t; z) 2 Cf t; zg, gi (z) 2 Cf zg, hogy

f (t; z) = u(t; z)
�
tk + g1(z)tk � 1 + g2(z)tk � 2 + � � � + gk (z)

�

Valamint u(0; 0) 6= 0 és gi (0) = 0 minden i re.

Megjegyzés. A tk + g1(z)tk � 1+ g2(z)tk � 2+ � � �+ gk (z) alakú polinomokat szokás Weierstrass-
polinomnak hívni, gyakran jelöljük W (z)-vel. Az u(0; 0) 6= 0 feltétel pontosan annyit jelent,
hogy u egység (invertálható).

A bizonyításhoz felhasználunk egy másik tételt.

2.9. Tétel (Speciális osztás tétel). Legyenpk (t; y) 2 Cf y1; : : : ; yk g[t] olyan, hogy

pk (t; y) = tk +
kX

i =1

yi tk � i :

Ekkor minden f 2 Cf t; z; yg-hoz létezikq 2 Cf t; z; yg és r (t; z; y) 2 Cf z; yg[t] k-nál kisebb
fokú polinom, hogy

r (t; z; y) =
kX

i =1

bi (z; y)tk � i (bi (z; y) 2 Cf z; yg)

és
f = q � pk + r:

Ennek a bizonyítását technikai mivolta és hossza miatt kihagyjuk, megtalálható [2] 342.
oldalán.

A tétel neve árulkodó. Valóban egy speciális esete a következ® tételnek:

2.10. Tétel (Osztás tétel). Legyen f; g 2 Cf t; zg és g t-általános k rendben. Ekkor létezik
egyértelm¶ q 2 Cf t; zg és k-nál kisebb fokúr 2 Cf zg[t] konvergens komplex hatványsorok
fölötti polinom, hogy

r (t; z) =
kX

i =1

ai (z)tk � i (ai (z) 2 Cf zg)

és
f = q � g + r

Megjegyzés. Érdekesség, hogy az Osztás tétel következik a speciális változatából, viszont
erre nem lesz szükségünk, így nem is bizonyítjuk.
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A célunk az, hogy Weierstrass el®készítési tételt (2.8) visszavezessük a Speciális osztás
tételre (2.9).

2.11. Állítás. Speciális osztás tétel) Weierstrass el®készítési tétel

Bizonyítás. Legyen g 2 Cf t; zg t általános k rendben. Azaz

g(t; 0) = c � tk + magasabb fokú tagok c 6= 0

Ekkor a speciális osztás tétel szerint

g(t; z) = q(t; z; y) �

 

tk +
kX

i =1

yi tk � i

!

+ r (t; z; y) (2.1)

és

r (t; z; y) =
kX

i =1

bi (z; y)tk � i :

Ahol q 2 Cf t; z; yg és r 2 Cf z; yg[t]. A tervünk az, hogy yi -ket kicseréljük holomorf függ-
vényekkel úgy, hogyr (t; z; y(z)) � 0 legyen. Ehhez az implicit függvény tételt fogjuk alkal-
mazni, viszont akkor le kell ellen®rizzük, hogy

b(z; y) = ( b1(z; y); : : : ; bk (z; y))

yi -k szerinti parciális deriváltjai megfelel®ek-e.

2.12. Állítás.
@bi
@yj

(0; 0) =
�

0 ha i > j
� c ha i = j

Bizonyítás. 2.1-be helyettesítsünkz = 0-t és y = 0-t.

g(t; 0) = q(t; 0; 0) � tk +
kX

i =1

bi (0; 0)tk � i = c � tk + magasabb fokú tagok

Ebb®l látszik, hogybi (0; 0) = 0 minden i -re ésq(0; 0; 0) = c. Deriváljuk 2.1 mindkét oldalát
yj szerint majd ismét helyettesítsünk bez = 0-t és y = 0-t.

0 =
@q
@yj

(t; 0; 0) � tk + q(t; 0; 0) � tk � j +
kX

i =1

@bi
@yj

(0; 0)tk � i

Ebb®l látjuk, hogy @bi
@yj

(0; 0) = 0 , ha i > j és

@bj
@yj

(0; 0) = � q(0; 0; 0) = � c:

Az el®z® állítás miatt
�

@bi
@yj

�

ij
-kb®l álló mátrix fels® háromszögmátrix, aminek a f®átlója

csupa� c. Vagyis a determinánsa(� c)k 6= 0 , azaz teljesül az implicit függvény tétel feltétele
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a b(z; y) = 0 egyenletre. Az implicit függvény tételt felhasználva tudjuk, hogy létezik olyan
y(z) = ( y1(z); : : : ; yk (z)) ,yi 2 Cf zg (hiszen a holomorf függvények analitikusak), hogy

b(z; y(z)) = ( b1(z; y(z)) ; : : : ; bk (z; y(z))) = 0

Ezt az y(z)-t 2.1-ba helyettesítve:

g(t; z) = q(t; z; y(z))

 

tk +
kX

i =1

yi (z)tk � i

!

= u(t; z) �
�
tk + y1(z)tk � 1 + y2(z)tk � 2 + � � � + yk (z)

�

u(t; z) = q(t; z; y(z)) esetén. u(0; 0) = c 6= 0 , így már csak a felbontás egyértelm¶ségét
nem bizonyítottuk.
Tegyük föl, hogy

f (t; z) = u(t; z) �
�
tk + g1(z)tk � 1 + g2(z)tk � 2 + � � � + gk (z)

�

= ~u(t; z) �
�
tk + ~g1(z)tk � 1 + ~g2(z)tk � 2 + � � � + ~gk (z)

�

Legyen W = U � V � C � Ck 0 egy olyan környezete, aholu és ~u sem nulla. Ekkor
megfelel®en kicsi (normájú)z-re g(t; z) t-beli gyökei egybeesnek

tk + g1(z)tk � 1 + g2(z)tk � 2 + � � � + gk (z)

és
tk + ~g1(z)tk � 1 + ~g2(z)tk � 2 + � � � + ~gk (z)

gyökeivel ésV -beliek. Ezt megtehetjük, mivel egy polinom gyökei folytonosan függenek,
az együtthatóitól, így z-t®l is, valamint gi (0) = ~gi (0) = 0 minden i -re. Mivel minden
gyökük egybeesik és a f®együtthatójuk adott, a többi együttható is meg kell egyezzen.
Tehát megfelel®en kicsiz-kre gi (z) = ~gi (z) minden i -re, így gi = ~gi a holomorf függvények
identitástételéb®l következ®en, és ezt felhasználvau = ~u.

Mindezt a 2.6-es algoritmus eredményének konvergenciájának igazolásához fogjuk hasz-
nálni. El®ször csak konvergens megoldás létezését látjuk be. Ehhez még a következ® de�ní-
ciót fogjuk felhasználni:

2.13. De�níció. � = ( � 1; : : : ; � n ) 2 (R+ )n multisurgarú polidiszknek hívjuk a

U� = f z 2 Cn : jzi j < � i minden i -reg

halmazt.

2.14. Tétel. Legyen f (x; y) 2 Cf x; yg y általános m > 0 rendben és irreducibilis. Ekkor
létezik � 0 > 0, hogy minden � 0 > � > 0-hoz megadható olyan� > 0, hogy ha

X = f (x; y) 2 U�;� : f (x; y) = 0 g;

akkor léteziky(z) 2 Cf zg konvergens hatványsor, melyre aD = f z 2 C : jzj < �
1
m g diszkr®l

képez®' : D ! C2, ' (z) = ( zm ; y(z)) holomorf. Továbbá a diszket és a komplex síkot
kilyukasztva' : D n f 0g ! C n f 0g biholomorf, vagyis az inverze is holomorf, és' � 1(0) = 0
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Bizonyítás. A 2.8-es Weierstrass el®készítési tétel szerint

f (x; y) = u(x; y)
�
ym + g1(x)m � 1 + g2(x)m � 2 + � � � + gm (x)

�

Viszont f irreducibilis, így u az egységelemC[x; y]-ban, a gyököket nem befolyásolja. Ve-
hetjük

f (x; y) = ym + g1(x)m � 1 + g2(x)m � 2 + � � � + gm (x)

Weierstrass-polinomot. Ekkor létezik olyan kicsi � > 0 és hozzá� > 0, hogy rögzített
x0 2 D � = f x 2 C : jxj < � g-re f (x0; y) mind az m gyöke benne vanU�;� -ban. Hasonlóan,
mint 2.11 állítás bizonyításában.
Az f irreducibilitásából fakadóan f és @f

@y relatív prímek, mint Cf xg[y]-beli Weierstrass-
polinomok, nekünk viszont arra lesz szükségünk, hogyCf x; yg-ban is relatív prímek legye-
nek. Ehhez egy lemmát hívunk segítségül.

2.15. Lemma. Legyenh 2 Cf z1; : : : ; zn � 1g[zn ] Weierstrass-polinom. Ekkor h pontosan ak-
kor reducibilis Cf z1; : : : ; zn � 1g[zn ]-ben, hogy ha reducibilisCf z1; : : : ; zn � 1; zn g-ben. Továbbá
egy reducibilis h minden osztója Weierstrass-polinom.

Bizonyítás. Tegyük föl, hogy h reducibilis Cf z1; : : : ; zn � 1; zn g-ben. Azaz létezik g1 és g2,
hogy

h = g1 � g2; g1; g2 2 Cf z1; : : : ; zn � 1; zn g nem invertálhatóak.

Könnyen látszik egy Weierstrass-polinom korábban megadott alakjából, hogyh zn -általános
(valamilyen rendben), így g1 ésg2 is az. Használjuk a 2.8-es Weierstrass el®készítési tételt
g1-re ésg2-re.

g1 = u1 � h1

g2 = u2 � h2

ui (0) 6= 0 éshi 2 Cf z1; : : : ; zn � 1g[zn ] Weierstrass-polinom. Vagyis

h = 1 � h = ( u1 � u2) � (h1 � h2) :

Ahol u1 � u2(0) ésh1 � h2 2 Cf z1; : : : ; zn � 1g[zn ] Weierstrass-polinom. De a 2.8-es tétel szerint
az ilyen felbontás egyértelm¶, tehát

h = h1 � h2:

h1 és h2 nem lehetnek egységekCf z1; : : : ; zn � 1g[zn ]-ben, hiszen akkorg1 vagy g2 is inver-
tálható lenne. Ezzel beláttuk az egyik irányt.
A másik irány igazolásához tegyük föl, hogyh = g1 � g2 Cf z1; : : : ; zn � 1g[zn ]-beli nem egy-
ségelemek szorzata. Meg szeretnénk mutatni, hogyg1 ésg2 Cf z1; : : : ; zn � 1; zn g-ben is nem
egységelemek. Ehhez írjuk felg1-et ésg2-t a következ® alakban:

g1 = azk
n + � � �

g2 = bzl
n + � � �

zn -ben alacsonyabb fokú tagok

Ahol a; b2 Cf z1; : : : ; zn � 1g.
Mivel h-ban zn legnagyobb foka1 együtthatóval szerepel, ab = 1 . Ilyenkor g0

1 = bg1 és
g0

2 = ag2 is jó felbontás lenne, azaz feltehet®, hogya = b = 1 . Amennyiben g1 egység,

g2 = g� 1
1 h

22



egy felbontásag2-nek egy egység és egy Weierstrass-polinom szorzatára, ami szintén a 2.8-es
tétel szerint egyértelm¶, tehát

g1 = 1
g2 = h

Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogyg1 ésg2 valódi osztói h-nak.

Ezt a lemmát felhasználva mondhatjuk, hogy f és @f
@y relatív prímek Cf x; yg-ban is.

Így @f
@y nem nullosztó OX; 0 = Cf x; yg=(f )-ben és a 1.12-es Krull-f®ideáltétel miattf és @f

@y

közös gyökei izolált pontok. Tehát elég kis� -ra, ha x0 2 D � n f 0g, akkor @f
@y ésf (x0; y)-nek

nincs közös gyöke (y-ban). Legyen y1 f (x0; y)-nak egy egyszeres gyöke. Ekkor az implicit
függvénytétel miatt létezik ~y1(x) holomorf függvény, hogyf (x; ~y1(x)) : x 2 D � g\ V1 = X \ V1

valamilyen (x0; y1) 2 V1 környezetre. V1 jó térképkörnyezet x 7! (x; ~y(x)) térképpel, tehát
X \ V1 sokaság és a� : X ! D � vetítés biholomorf V1 belsejében.
Így

� jX nf 0g

fedése leszD � -nak, mivel � jX nf 0g jó lokális homeomor�zmus lesz kell®en kis környezetben.
X -nek egy szingularitása van, a0. X n f 0g összefügg®, ésm szeres fed®tereD � n f 0g-nek,
hiszen mindenx 2 D � nf 0g-hezm különböz®(x; y i ) gyök tartozik. Egy lyukas két dimenziós
diszk egy ilyen fed®leképezésez 7! zm . Nevezzük eztg-nek. A g-hez tartozó fed®tér olyan
z-kb®l áll, amikre f (zm ; ~y(z)) = 0 pontosabban:

B n f 0g = f z 2 C n f 0g : f (zm ; ~y(z)) = 0 g

Ekkor B nf 0g homeomorfX nf 0g-val. Tehát létezik ' : B nf 0g ! X nf 0g homeomor�zmus,
ami z1-et (zm

1 ; y(z1)) -be képezi, és a következ® ábra kommutál:

B n f 0g X n f 0g

D � n f 0g

'

g �

A ' -hez tartozó y : E n f 0g ! C koordináta leképezés folytonos, mivel' is az. Továbbá az
ábra miatt y(z) lokálisan megegyezi~y1(g(z)) -vel, vagyis holomorf. És' biholomorf, hiszen
y holomorfsága miatt holomorf és' � 1(x; y) = m

p
x, ahol m

p
x g inverze, egy megfelel® ága

az m: gyökvonásnak.
A tétel állításából még az hiányzik, hogyy 0-ban értelmes és holomorf legyen (ekkor' (0)
is az). Mivel y(z) az f (zm ; y) polinom gyöke, folytonosan függz-t®l ésf (0; y) = 0 esetén
y = 0 megoldás, teháty(0) = 0 jó lesz, hiszen ha0-n kívül holomorf és 0-ban folytonos,
akkor 0-ban holomorf is.

' (zm ; y(z))

a tételben megfogalmazott elvárásoknak megfelel®.

A fenti ' (z) = ( zm ; y(z)) leképezést a szingularitás rezolúciójának hívjuk. Általában:

2.16. De�níció. Legyen X analitikus halmaz, jelölje S(X ) a szinguláris pontjait.
Ekkor X szingularitásainak rezolúciója egy' : ~X ! X szürjektív, holomorf leképezés, ahol
~X komplex sokaság és' : ~X n � � 1(S(X )) ! X n S(X ) biholomorf.

23



Megjegyzés. A tételben szerepl®' mindezek mellett még homeomor�zmus is.

A fenti tételt felhasználva mutatjuk meg, hogy a 2.6 algoritmus eredményéül kapott
Puiseux-sor konvergens.f 2 Cf x; yg, f (0; 0) = 0 és f (x; y) = 0 egyenlet megoldását keres-

sük. f megfelel a 2.8 Weierstrass el®készítési tétel feltételének, vagyis az általánosság meg-
szorítása nélkül feltehet®, hogyf m -ed fokú Weierstrass-polinom. Ekkor haf irreducibilis,
akkor az el®z® tétel (2.14) miatt léteziky

�
x

1
m

�
hatványsor, ami megoldásaf (x; y) = 0 -nak.

Ilyenkor
y

�
x

1
m

�
; y

�
" 1

m
x

1
m

�
; y

�
" 2

m
x

1
m

�
; : : : ; y

�
" m � 1

m
x

1
m

�

mind megoldások, ahol" k
m

-k, az m: egységgyökök (e
2 �ik

m ). Ez összesenm darab megoldás,
vagyis az összes megoldás ilyen alakban van, speciálisan a 2.6 algoritmus eredményéül kapott
is, tehát ez is konvergens. Haf nem irreducibilis, akkor faktorizálható. Pontosabban

f = f � 1
1 : : : f � n

n ;

ahol f i -k irreducibilisek és � i -k egész kitev®k. Ekkor az algoritmusból kapott Puiseux-sor
egy f i (x; y) = 0 -nak megoldása, amire elmondható ugyanaz, mint a korábbif -re, vagyis
konvergens.

Most a megoldások egy szingularitás körüli vizsgálatához topológiai eszközöket fogunk hasz-
nálni. A szóban forgó izolált szingularitásról továbbra is tegyük föl, hogy a(0; 0)-pont. f
legyen irreducibilis, y-általános m > 0 rendben, és vegyünk egy a 2.14 tételnek megfelel®
� > 0-t és X -et. Tekintsük, a D � n f 0g-beli � : [0; 1] ! D � n f 0g hurkokat, azaz olyan folyto-
nos leképezéseket, amikre� (0) = � (1). Ezek felemelhet®ekm különböz® útbaX n f 0g-ben.
Ilyenek legyenek:

(� (t); y1(t)) ; : : : ; (� (t); ym (t))

Egyik sem fog �találkozni� ezek közül, azaz8t 2 [0; 1] : yi (t) 6= yj (t). Továbbá yi -k folyto-
nosak lesznek, mivel egy hurok felemeléseinek koordináta függvényei.

2.17. Példa. Vegyük
X = f (x; y) 2 C2 : x4 � y3 = 0g

algebrai görbét. A (0; 0) szingularitásnak rezolúciója lesz a' (z) = ( z3; z4) leképezés, így
y(z) = z4 ésm = 3 . Vegyük a

� (t) = e2�it ; 0 � t � 1

hurkot. Ekkor az � (t)4 � y(t)3 = 0 megoldásai:

y1(t) = e2�i 4
3 t ; y2(t) = " 1

3
e2�i 4

3 t ; y1(t) = " 3
3
e2�i 4

3 t
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2.7. ábra. A fekete görbék azyi -k ábrázolva t függvényében. A zöld a valós tengely, a kék
az imaginárius.

A példában szerepl® ábra is okot adhat a fonat fogalmának bevezetésére. Ennek a
pontossá tételéhez szükségünk lesz egy tér de�niálására:

Ym = f (z1; : : : ; zm ) 2 Cn : zi 6= zj i 6= j -reg=Sm

Ahol Sm azm elem¶ permutáció csoport, és úgy hat aCn -en, hogy a koordinátákat felcseréli.
Tehát Ym komplex m-esek, amik elemei mind különböznek és nem teszünk különbséget
átrendezések között.

2.18. De�níció. m szálú fonatnak hívunk egy kötött homotópiaosztályt Ym -ben. Máskép-
pen azm szálú fonat � 1(Ym ; y0) egy eleme.

A de�níciónak könnyen lehet intuitív magyarázatot is adni. Azzal, hogy homotópia-
osztályokként fogalmaztuk meg a fonatokat kikerültük azt, hogy �egymásba mozgatható�
fonatokat különböz®nek vegyünk.Ym térben eleve nem teszünk különbséget a szálak (koor-
dináták) között, és egy kötött homotópia pont egy olyan folytonos �mozgatás�, aminek nincs
olyan pillanata, hogy két szál metszené egymást, azaz a �szálak elvágása nélkül� visszük vég-
be ezt mindamellett, hogy a végpontok mozdulatlanok.

� 1(Ym ; y0) a egy bázisponttól független csoportot alkot, ahol a szorzás a reprezentánsok
egymás után f¶zése, mint ahogy általában fundamentális csoportban.

Visszatérve szingularitásokhoz; az, hogy milyen fonatot kapunkyi (t)-kb®l csak� homo-
tópiaosztályától fog függeni adott f mellett. Ez abból következik, hogy ha � és � 0 hurkok
D � nf 0g � C-ben szabadon homotópok ésH : [0; 1]2 ! D nf 0g az ®ket összeköt® homotópia,
akkor a hozzájuk tartozó fonatok (y1(t); : : : ; ym (t)) , (y0

1(t); : : : ; y0
m (t)) szabadon homotópok

Ym -ben f (H (s; t); y(s; t)) = 0 megoldásokon keresztül.

�Szerencsére�� 1(D n f 0g) csoport könnyen kezelhet®, az osztályok csak a hurkok el®jeles
körüljárási számától függenek és a0-t egyszer megkerül® hurkok osztálya generálja az egész
csoportot, vagyis � 1(D n f 0g) �= Z. Emiatt elegend® lesz a

� (t) = �e2�it ; 0 � t � 1
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görbét �gyelembe venni megfelel®en kicsi� -ra, hiszen adott f esetén� 1(D n f 0g) elemeihez
tartozó fonatokat megkapjuk a � (t)-hez tartozó egymás után f¶zéseként.

A következ® kérdés, hogy hogyan függ a fonatf -t®l. A megoldások Puiseux-sorait megkap-
tuk a 2.6 algoritmus segítségével, és ez kifejezetten hasznos lesz a következ®kben. Tekintsük
az alábbi példákat:

2.19. Példa. Legyen
y(x) = x

4
3 + x

13
6

Egy megoldás Puiseux-sora. Ekkor az1y(x) = x
4
3 -hoz, mint közelít® megoldáshoz (D � -n

belül, elég kicsi� > 0-ra) tartozó fonatot a 2.7 ábrán már láttuk. Azaz ha � (t) egy kis körön
végigmegy az origó körül, akkor

�
t; 1y(� (t))

�
pontok rajzolják ki az egyik szálat mentén fog

1y(x)-et még perturbáljuk egy x
13
6 taggal, így a hozzá tartozó fonat egy szálát a

(t; y(� (t)))) =
�

t; � (t)
4
3 + � (t)

13
6

�

pontok rajzolják ki. A � -t még a hatodrend® komplex egységgyökökkel megszorozva hat
szálú fonatot kapunk.

2.8. ábra. A fekete görbék a fonat szálai.

� -t megfelel®en kicsinek választva elérhet®, hogy a szálak közel maradjanak a(t; 1y(� (t)))
megfelel® szálaihoz, így nem fogják metszeni egymást, vagy �összegabalyodni�.

2.20. Példa. Most legyen
y(x) = x

4
3 + x

13
3

Az el®z® példához hasonlóan megfelel®en kicsi� -t választva
�

t; � (t)
4
3 + � (t)

13
3

�
pontokból

fog álni egy szál, de most három lesz összesen, mivelx-nek csak köbgyökei szerepelnek.
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2.9. ábra.

Ez viszont ugyanaz a fonat, mint amit 2.17 példában kaptunk, a szálak látványosan
egymásba vihet®ek.

Ezekb®l levonható konklúzió, hogy különböz® Puiseux-sorokhoz tartozhat ugyanaz a
fonat, így durvább karakterizációra lesz szükségünk. Az utóbbi (2.20) példa miatt gondol-
hatnánk, hogy a sor kitev®inek nevez®i lesz a kulcs. Valójában a pontos megfeleltetés az
úgynevezett Puiseux-párok használatával válik lehetségessé.

2.2. Puiseux-párok

Legyen f 2 C[x; y] irreducibilis, y-általános m > 0 rendben és tegyük föl, hogy a(0; 0)
m-szeres gyökef -nek. Ez azt eredményezi, hogy egy megoldás Puiseux-sorának alakja az
alábbi:

y(x) =
X

aqxq = ax� + magasabb rend¶ tagok; � � 1

ahol q racionális szám ésq � 1 minden q-ra. Vegyük a legkisebb nem egészq = q1-et. Ha
nincs ilyen, akkor nem de�niáltak a Puiseux-párok.

q1 =
n1

m1

Ahol m1 < n 1, n1 ésm1 relaatív prímek. (m1; n1) f els® Puiseux-párja.
Tekintsük a következ® olyan kitev®t, ami nem írható föl n

m 1
alakban. Ennek a kitev®nek

lesz
q2 =

n2

m1m2

alakja, ahol m2 > 1, m2 ésn2 relatív prímek. Esetleg ham2 ésn2 nem relatív prímek, akkor
a törtet lehet egyszer¶síteni,m2 ésn2 legnagyobb közös osztójával.f második Puiseux-párja
(m2; n2).
Általában, ha ismert az els®j � 1 Puiseux-pár ((m1; n1); : : : ; (mj � 1; nj � 1)), akkor legyen qj

az els® olyan kitev®, amit nem lehet fölírni
n

m1 � � � mj � 1
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alakban. Ekkor
qj =

nj

m1 � � � mj
;

ahol mj > 1, mj ésnj relatív prímek.

2.21. De�níció. A fenti (m1; n1); : : : (mk ; nk ) párokat hívjuk f Puiseux-párjainak.

2.22. Példa.
y(x) = x

4
3 + x

13
6

Esetén a Puiseux-párok(3; 4); (2; 13) mivel

y(x) = x
4
3 + x

13
6 = x

4
3 + x

13
3 � 2

Valamint a kett® korábbi példánknak (2.17, 2.20), amik ugyanazt a fonatot eredményezték:

y(x) = x
4
3 ésy(x) = x

4
3 + x

13
3 :

Ezek Puiseux-párjai megegyeznek, mindkett®nek a(3; 4).

Milyen számpárok lehetnek egyf polinom Puiseux-párjai? qj -k monoton n®nek, vala-
mint föltettük, hogy 1-nél nagyobbak. Vagyis

ˆ m1 < n 1

ˆ nj � 1 < n j

m j
, ha j > 1 (a szigorú monotonitásból)

ˆ mj ésnj relatív prímek minden j -re

Továbbá ezen tulajdonságokkal rendelkez® párok tetsz®leges sorozatához társítható egy
Puiseux-sor (több is), aminek ezek a Puiseux-párjai. Például(m1; n1); : : : ; (mk ; nk ) ilyen
párokhoz

y(x) = xq1 + � � � + xqk = x
n 1
m 1 + � � � + x

n k
m 1 ��� m k

jó Puiseux-sor lesz. A továbbiakban ezt nevezzük standard Puiseux-sornak vagy standard
alaknak.

Vegyünk egy általános standard Puiseux-sort.

y(x) = xq1 + xq2 + � � � + xqk = x
n 1
m 1 + x

n 2
m 1 m 2 + � � � + x

n k
m 1 ��� m k

Most ehhez készítünk egy fonatot, hasonlóan mint a 2.19 példában. Tekintsük

� (t) = �e2�it ; 0 � t � 1

hurkot. A szigorúan monoton növeked® kitev®k miatt vehetjüky1(x) = xq1 -et, mint els®
közelít® megoldást az origó egy kis környezetében. Így

yj
1(� (t)) = � q1 " j

m 1
e2�iq 1 t ; j = 0 ; : : : ; m1 � 1

az els® approximációhoz tartozó szálak egy� q1 sugarú körön futnak q1 sebességgel az origó
körül. Ezeket perturbáljuk a második taggal: yi

2(x) = xq1 + xq2 . Egy adott i -re:

yj
2(� (t)) = � q1 " i

m 1
e2�iq 1 t + � q2 " i

m 1
" j

m 2
e2�iq 2 t ; j = 0 ; : : : ; m2 � 1
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Azaz minden yi
1(� (t)) szál körül m2 darab szál fut � q2 sugarú körön, q2 sebességgel (az

el®z® szálhoz viszonyítva) a második közelítésben. Megfelel®en kicsi� -t választva ezek közel
maradnak azyi

1(� (t) szálakhoz.

Ezt iterálva eljutunk az utolsó közelítéshez, a pontos megoldáshoz, amikor összesen
m1 � � � mk darab szálat kapunk és ezek meghatározzáky(x) fonatát, megint csak megfelel®en
kicsi � választása mellett.

2.23. Példa. Vizsgáljuk
y(x) = x

4
3 + x

13
6 + x

16
5

Puiseux-sort. Ennek a standard alakja:

y(x) = x
4
3 + x

13
3 � 2 + x

96
3 � 2 � 5

A második közelítés már szerepel a 2.19 példában. A pontos sor fonata összesen2� 3� 5 = 30
szálas. És a fent leírt gondolatmenetet követve kapjuk a következ® ábrát:

2.10. ábra. A piros fonat az els® közelítés, a kék a második közelítés, végül a fekete a pontos
sor fonata. A piros körök az egyes fonatok vetületei.

Eljutottunk az alábbi karakterizációhoz:

2.24. Állítás. Azonos Puiseux-párokkal rendelkez® Puiseux-sorokhoz ugyanaz a fonat tar-
tozik.

A rigorózus bizonyítás hosszadalmas, így nem részletezzük, viszont az eddigiek alapján
már kialakult egy geometriai képünk.
Az együtthatók, a szálak által befutott körök sugarát befolyásolják, így megfelel®en kicsi
� -val ezek nem �interferálnak�. Jó homotópia lesz a

H (x; t ) =
X aq

t + (1 � t)) jaqj
xq
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a csupa1 együtthatós és aaq 6= 0 együtthatós Puiseux-sorok között. Minden Puiseux-sort
(így a csupa1 együtthatósat is) fel tudunk bontani egy standard Puiseux-sor és egy maradék
sornak az összegére.

y = ~y + r

Ekkor a standard Puiseux-sornak a fenti eljárással meg tudjuk állapítani a fonatát, és a
maradék sor ezt csak úgy fogja megváltoztatni, hogy homotóp ekvivalens marad a fonat,
ugyancsak elegend®en kicsi� melett, mint a 2.20 példában.

Egyenl®re nem láttuk, hogy ez az osztályozás miért hasznos a görbe csírák karakterizálására,
viszont a fonatok miatt már sejthet®, hogy valójában sokat leírnak a Puiseux-párok az
algebrai görbe csírák topológiai tulajdonságairól.
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3. fejezet

Topológiai karakterizálás

Az osztályozás következ® és utolsó lépés lesz, hogy az egyenlet által meghatározott görbét
mint lokális analitikus halmazt tekintjük a (0; 0) szingularitás körül, pontosabban mint ana-
litikus halmaz csíra, és bizonyos ekvivalencia erejéig megmutatjuk, hogy a Puiseux-párok
invariánsai ezeknek. Ehhez az ekvivalenciához szükséges fogalom a következ®:

3.1. De�níció. (X; x ) és (Y; y) (Cn -beli), x ésy körüli analitikus halmaz csírákat homeo-
morfnak hívunk, ha léteznek x 2 U � X és y 2 V � Y környezetek, hogy(U; x) és (V; y)
mint térpárok homeomorfak, azaz létezik� : U ! V homeomor�zmus, hogy � (x) = y.

Szemléltetésképpen ezt egyb®l felhasználjuk egy állításhoz.

3.2. Állítás. Minden (X; 0) C2-beli 1 dimenziós irreducibilis analitikus görbe csíra homeo-
morf (C; 0)-val.

Itt a dimenzió fogalma valójában ekvivalens a 1.13-as Krull-dimenzióval, de most érdemes
egy geometriai átfogalmazását használni.

3.3. De�níció. Legyen X nyílt halmaz analitikus részhalmazaCn -ben.

1. Tetsz®legesx 2 X reguláris pontnak létezik egyx 2 U � Cn környezete, amireX \ U
egy komplexd-dimenziós sokaság. Ekkorx reguláris pont dimenziója d.

2. Egy (X; x ) halmaz csíra dimenziója (dimx X ) a legnagyobbd, hogy x minden környe-
zetében vand dimenziós reguláris pont.

3. X dimenziója
max
x 0 2 X

dimx 0 X

Bizonyítás. Mivel (X; 0) irreducibilis, létezik f 2 Cf x; yg irreducibilis, hogy f nullhelyeinek
halmaza X . Ekkor alkalmazható a 2.14 tétel, amiben szerepl®' rezolúció homeomor�zmus
ad D � C ésX között, valamint ' (0; 0) = 0 . Továbbá (D; 0) �= (C; 0) így (X; 0) �= (C; 0).

Megjegyzés. Általában nem irreducibilis görbe csírák esetén a komponensek száma számít,
azonos számú irreducibilis komponensekre szétes®ek homeomorfak lesznek.
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Ez az állítás arra világított rá, hogy a csírák közötti homeomor�zmus nem igazán ad
betekintést a görbék szingularitás körüli viselkedésébe, még szükséges sz¶kíteni az ekviva-
lenciát.

3.4. De�níció. LegyenekX ésY Cn két tartományában fekv® analitikus halmazok, vala-
mint x 2 X és y 2 Y pontok. A továbbiakban (X; x ) csírát és(Y; y) csírát topologikusan
ekvivalensnek hívunk, ha léteznekx 2 U � Cn és y 2 V � Cn környezetek és� : U ! V
homeomor�zmus, hogy � (x) = y és � (X \ U) = � (Y \ V ).

Megjegyzés. Gyakran nevezik a fenti fogalmat beágyazott topologikus ekvivalenciának, a
korábbi homeomor�zmust pedig topologikus ekvivalenciának, viszont most ezt az egysze-
r¶ség kedvért lerövidítjük, tekintve hogy a homeomor�zmus fogalma nekünk nem igazán
hasznos.

Ez a fogalom már �gyelembe veszi a görbékCn -beli elhelyezkedését is, hiszenU és V
komplex a�n térbeli környezetek és következik bel®le a korábbi homeomor�zmus, tehát
�nomítottunk az ekvivalencián. Egyenl®re U-ról és V -r®l csak annyit tettünk föl, hogy
környezetek. Viszont a topológiai ekvivalencia leírását nagy mértékben megkönnyíti, ha a
környezeteket megfelel®en 'szépnek' választjuk. Továbbá szeretnénk, ha elegend®en kicsi
környezetekreX \ U ésX \ U0 ekvivalensek lennének, így a környezeteinkben nem enged-
hetünk meg lyukakat és bonyolult határokat.
Ennek eléréshez a korábban már említett fogalmak segítenek.B r -el jelöljük, az r sugarú
Cn -beli nyílt golyó, valamint D � -val a � = ( � 1; : : : ; � n ) multisugarú Cn -beli nyílt polidiszket.
A határok valóban egyszer¶ek lesznek. A golyók határai azS2n � 1

r -ek, azaz2n � 1 dimenziós
r sugarú gömbök. A polidiszkek határai valamivel összetettebbek. Például egy� = ( � 1; � 2)
multisugarú C2-beli polidiszk határa felbomlik a következ®képpen:

@D� = @f (x; y) 2 C2 : jxj < � 1; jyj < � 2g

= @(f x 2 C : jxj < � 1g � f y 2 C : jyj < � 2g)

= @(B � 1 � B � 2 )

= @B� 1 � B � 2 [ B � 1 � @B� 2

�= S1 � D 2 [ D 2 � S1

Azaz @B� 1 � B � 2 = TD + ésB � 1 � @B� 2 = TD � két tömör kétdimenziós tórusz. Ennek a két
tórusznak a közös pontjai egy kétdimenziós tóruszt alkotnak.
Hasonlóan felbontást végezhetünk aC2-beli golyó határával, amikor r 2 = � 2

1 + � 2
2.

S3
r = f (x; y) 2 S3

r : jyj � � 2g [ f (x; y) 2 S3
r : jxj � � 1g

Ekkor egy f (x; y) 2 S3
r : jyj � � 2g is tömör kétdimenziós tórusz lesz.

TB + = f (x; y) 2 S3
r : jyj � � 2g

= f (x; y) 2 C2 : jxj2 = r 2 � j yj; jyj � � 2g

= �= f (x; y) 2 C2 : jxj = � 1; jyj � � 2

Ahol (x; y) 7!
�

� 1
x

jx j ; y
�

jó homeomor�zmus TB + és TD + között. Hasonlóan készíthet®
homeomor�zmus, hogyTB � ésTD � között is, ezek együtt meghatározzák : TD + [ TD � !
TB + [ TB � homeomor�zmus. Azaz

@D� = TD + [ TD �
�= TB + [ TB � = @Br
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Mindezen túl még az is igaz, hogy tetsz®leges görbe egy szingularitása körül ugyanúgy �néz
ki� egy kicsi polidiszk határán és egy kicsi golyó határán.

Legyen f 2 Cf x; yg, X f nullhelyei, (0; 0) 2 X pedig szingularitás. Válasszunkx; y koordi-
nátákat, hogy y-tengely ne érintseX -et (0; 0)-ban, azazf y -általános m > 0 rendben ésm
az origó multiplicitása. Legyen a �kicsiség� a következ®:
Tekintsük egy irreducibilis komponensre vett rezolúcióját szingularitásnak, mint korábban:
z 7! (zm k ; yk (z)) . VálasszukD zárt polidiszk (�; � ) multisugarát, hogy benne csak az origó

szingularitás, ésD \ X rezolúció szerinti ®sképe�
1

m k sugarú diszkekb®l áll. Továbbá� -et
olyan kicsinek, hogy jyk (z)j � � , így X \ @D � TD + .
Az utolsó feltétel � -re, hogy X ne érintse aD-n belüli golyók határát, és vegyük B r golyó
sugarát ennek megfelel®nek. Ez részletesebben megtalálható [2] 418. oldalán.
Ezen kicsiség mellett az alábbi állítás igaz lesz.

3.5. Állítás. LegyenX a fenti görbe. Ekkor:

1. Tetsz®legesB és B 0 kicsi golyókra létezik� : B ! B 0 homeomor�zmus, hogy� (0) = 0
és � (X \ B ) = X \ B 0.

2. Tetsz®legesB kicsi golyóhoz ésD kicsi polidiszkhez létezik� : B ! D homeomor�z-
mus, hogy� (0) = 0 és � (X \ B ) = X \ D .

A bizonyítást itt nem részletezzük, megtalálható [6] 108.-110. oldalain.

A fenti állítás következménye, hogy egy ilyenB -re ésD-re. (@B; @B\ X ) és(@D; @D\ X )
homeomorfak mint térpárok.
Ekkor @B\ X az irreducibilis komponensek számával megegyez® darab kör diszjunkt uniójára
fog szétesni, hiszen egy komponens ésB metszete egy diszk és a komponensek egyetlen közös
pontja az origó (B -n belül). Mivel B határa (megfelel® sugarú)S3, @B\ X értelmezhet®,
mint egy S3-ban fekv® link, illetve ha X irreducibilis, akkor egy S3-beli csomó.

3.6. De�níció. K � S3 csomó egy irányított sokaság, ami homeomorfS1-gyel. Két csomó
azonosnak tekintünk, ha létezik olyan irányítástartó homeomor�zmus � : S3 ! S3, ami
az egyik csomót a másikba képezi az irányítást tartva. A linkek diszjunkt csomók uniója,
hasonlóan de�niálható az ekvivalenciájuk.

3.7. Példa. Az S3-beli csomókat tudjuk R3-ban ábrázolni sztereogra�kus vetítéssel arra
�gyelve, hogy a csomónak ne legyen része az ideális pont. Így talán a legegyszer¶bb csomó
az úgynevezett triviális csomó, ami egy körR3-ban. Szintén gyakori példa a trefoil csomó.
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3.1. ábra. Trefoil csomó

Ezen csomók segítségével fogjuk klasszi�kálni az algebrai görbéket egy szingularitásuk
környezetében. Görbékhez linket a fent leírtak alapján tudunk készíteni, viszont a má-
sik irány nem t¶nik egyértelm¶nek. Valójában a link is meghatározza az algebrai görbét
homeomor�zmus erejéig. Err®l szól a következ® állítás.

3.8. Állítás. LegyenB kicsi golyóX algebrai görbe egyx szingularitása körül. K = @B \ X
link, valamint jelöljük C(K )-val az x csúcsú,K -ra illesztett B -beli kúpot, pontosabban:

C(K ) = f z 2 B : z = t(k � x) + x valamilyen k 2 K -ra és t > 0-rag

Ekkor (B; B \ X ) és (B; C (K )) homeomorfak, mint térpárok.

A bizonyítás a 3.5-éhez hasonló, itt nem tárgyaljuk. Megtalálható Milnor könyének 18.
oldalán [5].

Megjegyzés. Azaz az állítás szerint, ha két görbe csírához ugyanaz a link tartozik, akkor
a két csíra topologikusan ekvivalens. Belátható a másik irány is, vagyis a megfeleltetés
mindkét irányban egyértelm¶ (a megfelel® ekvivalenciák erejéig).

El®ször tekintsük az irreducibilis görbéket. A fenti állítás értelmében elegend® klasszi-
�káli a hozzájuk tartozó csomókat ahhoz, hogy a csíráikat topológiai ekvivalencia erejéig
leírjuk. Ehhez a klasszi�kálásához most a csomókat mint� = @D-beli csomókat vizsgáljuk.
Ezt megtehetjük, mivel létezik a korábban konstruált  : @B! � irányítástartó homeo-
mor�zmus.
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A harmadik fejezetben készítettünk fonatokat f (x; y) = 0 egyenlet yi (x) megoldásainak se-
gítségével. Ezek a fonatoky : [0; 1] ! Ym folytonos leképezések homotópia osztályai voltak,
amik reprezentánsait úgy állítottuk el®, hogy vettük a

� (t) = �e2�it

hurok mentén f (x; y) = 0 megoldásait,yi (� (t)) -ket és a sorrendjükt®l eltekintettünk.
A hurok képére az (x; y) 7! x vetítés egy � \ X = K ! S1

� leképezés, ahol egyx = � (t)
pont ®sképei a

(� (t); y1(� (t)) ; : : : ; (� (t); ym (� (t))

pontok, tehát az yi megoldások meghatározzákK csomót.
Amikor a D = f (x; y) 2 C2 : jxj � �; jyj � � g polidiszk kicsiségét határoztuk meg, megkö-
veteltük, hogy a � \ X = K egészét tartalmazza az egyik tömör tórusz (TD + ), amire � -t
felbontottuk. Ez a tömör tórusz el®áll, mint egy henger hányadostere:

[0; 1] � D 2=((0; y) � (1; y)) �= S1
� � D 2

Amik között a
(t; y) 7!

�
�e2�it ; y

�

jó homeomor�zmus, így a (t; y1(� (t))) ; : : : (t; ym (� (t))) pontok képe éppen
(� (t); y1(� (t))) ; : : : ; (( � (t); ym (� (t)))) azazK csomó.
Informálisan: K csomót el®állítottuk, mint egy (a Puiseux-párokból meghatározható) fonat,
aminél a szemben álló szál végeket összekötöttük.

Ezekr®l a csomókról ismert a következ®.

3.9. Állítás. Két ekvivalens fonatból el®állított linkek, így csomók is, ekvivalensek.

Ez abból látszik, hogy két fonat közötti kötött homotópia a fenti hányados térben is
kötött homotópia lesz.
Az általában nem igaz, hogy ha két fonatból készült link megegyezik, akkor a fonatok ekvi-
valensek. Például egy fonat és a konjugáltja ugyanazt a fonatot eredményezi (összekötéskor
fonat két vége �kibogozza� egymást). Ezt pontosítja Markov fonatokra vonatkozó tétele, ami
szerint az úgynevezett Markov mozgatásokkal (egyikük a konjugálás) egymásba vihet®ek az
ekvivalens linkeket eredményez® fonatok [3].

A következ® lépés az így kapott linkek klasszi�kálása. Minden link el®állítható fonatok
segítségével (Alexander tétele [4]), viszont mi csak azokkal a fonatokkal foglalkozunk, ami-
ket Puiseux-párok alapján készítettünk. Ez nagyban megkönnyíti ezt az általánosságban
igencsak nehéz feladatot. Tekintsük el®ször a(m; n) Puiseux-párt, azazn ésm relatív prí-

mek. Ehhez tartozó irreducibilis görbe például axp � yq = 0 megoldásai, Puiseux-soruk
y(x) = x

n
m , a hozzá tartozó fonat szálai:

yi (� (t)) = �
n
m " i

m
e2�i n

m t i = 0 ; : : : ; m � 1

Vagyis egy u 2 S1 = f u 2 C : juj = 1g körb®l a

u 7! (�u m ; �u n ) ; (� = �
n
m )
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TD + -ba képz® homeomor�zmus képe pontK csomó, hiszenu(t) = e2�i 1
m t , 0 � t � m

parametrizálással visszakapjuk(� (t); yi (� (t)) pontokat. K csomó ekkor
TD + =

�
(x; y) 2 C2 jxj = �; jyj � �

	
határán fekszik, azaz egy tóruszban.

@TD + =
�

(x; y) 2 C2 jxj = �; jyj = �
	 �= S1

� � S1
�

Ahhoz, hogy pontosabban le tudjuk írni ezt a csomót, tekintsük a vetítéseket:

� 1 : S1
� � S1

� ! S1
� ; � 2 : S1

� � S1
� ! S1

�

Ezeket a K csomóra megszorítvam rét¶ és n rét¶ fedéseket kapunk rendre. Hétköznapi
szóhasználattal a tóruszt aK csomóm-szer kerüli meg az egyik irányban ésn-szer a másik
irányban. Továbbá belátható, hogy ha adottak a vetítések megszorításaiK � S1 � S1

csomóra és ezen leképezések fokaim és n, akkor ez a K csomó valamilyen az identitással
homotóp S1 � S1 ! S1 � S1 homeomor�zmussal beleképezhet® a fenti,u 7! (um ; un ) által
parametrizált csomóba képezhet®.

3.10. Példa. 2.17 példában elkészítettük, a(3; 4) Puiseux-párhoz tartozó fonatot. Ebb®l
a fonatból készült csomót azu 7!

�
u3; u4

�
leképezés parametrizálja. Ezt egy tóruszon

ábrázolva a következ® csomót kapjuk.

3.2. ábra. (3; 4) típusú tórusz csomó

3.11. De�níció. Legyen F 2-tórusz, h : F ! S1 � S1 homeomor�zmus ésK � F csomó.
A � 1 � h és � 2 � h vetítések fokai rendrem ésn.
Ekkor K (m; n) típusú tórusz csomóF -en, h trivializációval.

Megjegyzés. h ismerete azért fontos, mert amennyiben különböz® homotópiaosztálybeli
trivializációkat tekintünk, ugyanaz a csomó különböz® típusú lehet. Például a(t1; t2) 7!
(t1; t1 � t2) egy h : S1 � S1 ! S1 � S1 homeomor�zmus, de ha az identitást használva
S1 � S1-n egy tórusz csomó(m; n) típusú, akkor h-t használva (m; m + n) típusú lesz (mivel
h �megcsavarja� a tóruszt egyszer).
A mi esetünkben most tisztázzuk, hogy milyen trivializációt használunk.
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Korábban a C2-beli golyó határát felbontottuk két tömör két dimenziós tóruszra.

S3
r = f (x; y) 2 S3

r : jyj � � 2g [ f (x; y) 2 S3
r : jxj � � 1g = TB + [ TB � ; r 2 = � 2

1 + � 2
2

K csomó � jól beágyazott�, ha K � S1 � D 2 = TB + és � 1 : K ! S1 vetítés sima, irányí-
tástartó fedés. TD + trivializációját megcsináltuk, ami  -vel komponálva jó leszTB + -hoz,
viszont nemsokára alkalmazzuk a következ®t is. VegyükK egy olyan cs®szer¶ környezetét,
azazK � D 2 = T-t, hogy minden t 2 S1-re T \

�
f tg � D 2

�
diszjunkt D i (t) diszkekból áll,

amik középpontjai a K \
�
f tg � D 2

�
megfelel® pontjai,pi (t)-k. Legyenek a hosszúsági körök

egy D i (t) határa. A szélességi köröknek pedig azonqt (t) 2 D i (t) görbéket válasszuk, amikre
qi (t) � pi (t) D 2-ben azonos irányú mindent-re.

3.12. Példa. Így a korábbi 3.10 példában szerepl® tórusz csomóra:

3.3. ábra. A (3; 4) tórusz csomó egy a fentiekben leírt cs®szer¶ környezete, egy hosszúsági
és egy szélességi körrel együtt.

3.13. De�níció. A f 0g � S1 triviális tórusz csomó rendje0. Ezen az(m1; n1) típusú tórusz
csomó a triviális csomó fentiekben leírt cs®szer¶ környezetén1: rend¶ (m1; n1) típusú tórusz
csomó. Általában egy K i � S1 � D 2 � S3

r � jól beágyazott� (m1; n1); : : : ; (mi ; ni ) i -ed
rend¶ tórusz csomó cs®szer¶ környezetén egy(mi +1 ; ni +1 ) típusú K i +1 tórusz csomó a fenti
trivializálással, akkor K i +1 i + 1 -ed rend¶ iterált tórusz csomó. Az 1-nél nagyobb rend¶
tórusz csomókat hívjuk iterált tórusz csomóknak.

Megjegyzés. Csomóelméleti eredmény, Puiseux-párokhoz tartozó iterált tórusz csomók
pontosan akkor ekvivalensek, ha megegyeznek a Puiseux-párok.

Ezzel klasszi�káltuk az el®forduló fonatokból készült csomókat, így az adott Puiseux-
párokhoz tartozóakat. Pontosabban a következ® azonosításhoz jutottunk el.

3.14. Állítás. A
y(x) = x

n 1
m 1 + � � � + x

n k
m 1 ��� m k

Puiseux-kiterjesztéshez és a(m1; n1); : : : ; (mk ; nk ) Puiseux-párokhoz tartozó csomó egyk-ad
rend¶ (m1; n1); (m2; n2); : : : ; (mk ; nk ) típusú tórusz csomó.
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