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Bevezetés

A csoportelméletben természetes az éppen szoban forgd csoport Cayley-grafjat
vizsgalni valamely generatorhalmaza mellett. Ezen dolgozat a véges, nem kommutativ,
egyszer csoportok Cayley-grafjainak az atmérdivel foglalkozik. 1992-ben Babai Léaszlo
megfogalmazta azt a sejtést, miszerint barmely G véges, nem kommutativ, egyszertd
csoport tetszéleges generatorrendszere mellett a Cayley-grafjanak dtmérdje legfeljebb
(log |G])€, ahol C' egy univerzélis konstans. A dolgozatom kozpontjaban a sejtés

bizonyitasa all a PSLy(F,) csoportokra.

El6szor ismertetiink néhany Fourier-analizisbeli alapfogalmat a Z, csoport felett.
Fourier-analizisbeli eszkozok segitségével bizonyitunk egy kombinatorikai allitast, amire

a késébbiekben sziikségilink lesz.

Ezutan bevezetjiik a Cayley-grafok fogalmét, és megmutatjuk azoknak néhany
alaptulajdonsagat. Ismertetjiik a mar fent emlitett Babai-sejtést, és megmutatjuk,
hogy a nem kommutativitas megkovetelése sziikséges gy, hogy adunk egy kommutativ

csoportsorozatot, amelyre nem létezhet j6 univerzélis konstans.

Majd ratériink a sejtés bizonyitasara a PSLy(F,) csoportok korében. Azt mutatjuk
meg, hogy az ilyen csoportok korében egy, a csoport méretéhez képest kicsi halmazt
Osszeszorozva magaval haromszor, a halmaz nagy mértékben né. Ennek belatasahoz
sok segédlemman és allitdson keresztiil vezet az ut. Majd végiil belatjuk, hogy a
csoport méretéhez képest nagy halmazbol konstans 1épésben elérjiik az egész csoportot.
Szeretnék megemliteni néhény, a szakdolgozatomon tilmutaté eredményt. Pyber
Laszlo és Szabo Endre bebizonyitottédk a sejtést minden véges, egyszert, korlatos rangu
Lie-tipust csoportra [16]. A bizonyitasuk koézéppontjaban egy, a 3.1.1. allitashoz
nagyon hasonlé all. Majd késébb Martino Garonzi, Halasi Zoltan és Somlai Gabor
bebizonyitottak a sejtést a PSL,(F,), PSp, (F,) és a PSU, (F,) csoportokra, ha ¢ ¢
{9,81}, ¢q paratlan, és a generatorhalmazok tartalmaznak legalabb egy transzvekeciot

18]-

Bevezetjik az expander fogalmat. Az expanderek 1j fogalomnak szdmitanak a
matematikdban, viszont sok felhasznalasi teriiletiik van, példaul hélozatelméletben,
szamitastechnikaban, komplexitaselméletben, kodelméletben, stb. Kétféle megkozelitést
adunk az expanderek definicidjara, elGszor egy grafelméleten alapulot, ami a grafbeli
csucshalmazok hataranak nagysagat veszi alapul. Majd adunk egy linearis algebran
alapulo definiciot is, pontosabban a graf spektrélis résének nagysagara fogalmazzuk at
fogja realizalni. Tovabba ramutatunk arra, hogy milyen kapcsolat van egy graf expander
mivolta és az atmérGje kozott, és ebbdl vonunk le csoportelméleti kovetkeztetéseket.

Ahogy az a dolgozatban is emlitésre keriil, Grigory Margulis volt az els6, aki egzakt



konstrukciot adott egy expander csalddra, méghozzéa a 7Z,, x 7Z, cstcshalmazokon iigyes
élvalasztasokkal. Bar a dolgozatban errél nem esik sz6, viszont szeretném ismertetni
Mark Pinsker korai eredményét az expanderekkel kapcsolatban. O bebizonyitotta,
hogy rogzitett d > 3 természetes szam mellett, 1étezik egy £(d) > 0 konstans, amire
egyenletesen valasztva egy n csucsu d-regularis G, 4 grafot, akkor a h(G,q) > €(d)
esemény valoszintisége 1-hez tart ahogy n — oo [15]. Tovabba megemlitésre érdemesek
a Ramanujan-grafok, hiszen a definidldsdhoz sziikséges spektral grafelméleti alapok
ismertetését megtessziik a dolgozat soran. A Ramanujan-grafok olyan d-regularis G
grafok, melyek spektralis rése a lehetd legnagyobb, vagyis A(G) = |{\I}|zm<>§ I\i| < 2vd—1.
A dolgozat soran oly sokat foglalkozott PSLy(F,) csoportok Cayley-grafjai segitségével

explicit megadhatok Ramanujan-grafok jol valasztott generatorhalmazok esetén.

Végiil visszatériink az PSLy(F,) csoporthoz és azt mutatjuk meg, hogy bizonyos
feltételek mellett ezen csoportok Cayley-grafjai expandert alkotnak. Ez fontos eredmény,
hiszen ismertetni fogjuk, hogy attol, mert ezen csoportok atmérsi a csoportok méretéhez

képest logaritmikusak, nem kdvetkezik, hogy expandert alkotnak.



1. Fourier-analizis véges csoportokon

A dolgozatban feldolgozott cikkek megértéséhez sziikségiink van néhany alapvets
Fourier-analizisbeli eszko6z és modszer ismertetésére. Ennek a fejezetnek a megirasdban

nagyban hagyatkoztam a [1] cikkre.

1.1. Definicidk és alapismeretek

Legyen G egy tetszdleges véges csoport és f : G — C egy G-n értelmezett komplex

értékd fliggvény.

1.1.1. Definici6. Az f fiiggvény egyes, kettes és végtelen normajan a kovetkezdket

értjiik

£l =D 1f(9)l,

geG

Il = [>1F(a)P,
geG

£l oo ZgleaGXIf(g)l-

1.1.2. Definicio (Fiiggvények konvolicioja). Egy véges G csoport felett értelme-

zett f és h fliggvények konvolucidja

frh) =" flzg™)h(g).

geG

Az n-szeres konvolucidt, vagyis amikor egy fliggvényt Osszekonvolualunk sajat

magaval n-szer, a kovetkezSképp jeloljiik

fr=ffaen
—Sszer

1.1.3. Megyjegyzés. Abel-csoport esetén a jelolés természetesen

frh(z)=>" f(z—g)h(g).

geG

1.1.4. Tétel (Young-egyenlGtlenség). Legyen p, q,r € N*U{oo} ugy, hogy %—k% =
% + 1, tovabba f,h: G — C. Ekkor

1f * glle < [ £llpll9llq-

>



1.1.5. Allitas. Legyen G véges csoport és A, B C G. Ekkor ||x4 * xll1 = |A||B]

D xalzgxs(9)| =D xalzg™)xslg) =

Bizonyitas: ||xa * x5l =

geG 1 zeGgeG
DD xalab ) =37 3 1=]4B| =
beBzeG bEngb{ElgA

1.2. Fourier-analizis a 7, csoporton

A kovetkez§ definicio és két allitas egy fiiggvény Fourier-transzformaltjarol és annak
tulajdonsagairdl szol. Erdemes megjegyezni, hogy ezek ugyantgy realizalhatok barmely

Abel-csoport esetén a csoport irreducibilis karaktereit hasznalva.

1.2.1. Definici6 (Fourier-transzformalt). Az f : Z, — C fiiggvény diszkrét

Fourier-transzforméltjat fA—al jeloljik, és

Z f —qux

9ELyp

ahol a szorzast modulo p értjiik.

~

1.2.2. Allitas. Legyenek f,h : Z, — C fiiggvények. Ekkor m(x) = (x)ﬁ(x) Vx €
Z

D

Bizonyitas: f x h(x Zf x h(g e = Z (Zf —5) ) =5

gELyp gEZLy SELyp

SN Hg=s)eT R T = Yo h)e TN flg—s)e v =@

9ELpsELy SE€EZLp 9E€Zyp

727r7,( s)x 727”( )
Rogzitett s-re Zf —3) — = Zf ’ , tehat

gEZy gEZLy

®=Y hls)e 7 Jla)=F@)Y hs)e 7 = fla)h(x). 0

S$E€EZLp SE€Zyp

1.2.3. Allitas (Parseval-tétel). Legyen f : Z, — C. Ekkor a Fourier-transzformécio

konstans szorzo erejéig egy izometria

LF13 = pIlFIIE-



Bizonyitas: |fl3=Y_IF(0)f = > Flo)fle)= > fs)fBe 7 e =
9ELy

geZF gvs7t€Zp

S IOy e =@

ERASY/ 9EZLy
ami(s—t)g Pl i(s—t)
mi(s—t)g —2mi(s—t . —zmils—t)g

Ha s # t, akkor Ze P = % = 0. Ha pedig s = t, akkor Ze P =

g=0 € P -1 g=0

p—1

Zl = p. Mindezek alapjan

g=0

®=pY _f(5)f(s)=p> _If(s)]* =plfIB. O

SE€Zyp SELyp

A kovetkezd kombinatorikai allitas az el6zGekkel ellentétben méar specifikusan az
egyik késébbiekben feldolgozand6 cikkben [9] szerepel és véges testekbeli halmazok
méretének becslésére szolgal.

1.2.4. Allitas. Legyen p primszam, A C F, és S C [Fy. Ekkor barmely ¢ € (0, 1]-hez
létezik legalabb (1 — ¢)|S| olyan s € S, hogy
oin {91421
b,
p

Bizonyitas: A masodik egyenl6tlenség trivialis, mert ha 117 > =L, akkor 1 m o
P s[lA]2

|A+ sA| > >

l\DIO

. S||A]2
2. Hasonl6an, ha , akkor € > dSlAF

\SHAP = ptEaE P
Parseval
Py _lxaxsxal? Y Ixa=sxald =D lIRa-sxald =D > IXalg) - Xalsg)]* <
seS seS seS s€SgelF,
2
SIRAOF+ 3 Y Ra(@) Ral)? = ISIAI+ (X [Ra@)) = ISI1AP+p2lxalld =
z€Fy€elFy z€Fy

[SIIA[* + p*| AP
Eszerint létezik egy olyan sq € S, hogy

> |A|4 plAJ?
”XA*SOXA||2— + = |S| .

Masrészrél barmely ¢ € (0, 1]-hez 1étezik legalabb (1 — ¢)|.S| olyan s € S elem, amire

xa*sxalls <

iy

p ||



A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség miatt
Ixa* sxall? < 1A+ sA[- [Ixa*sxal3,

mert

2 C.B.S.
Iearsxall = (3 Lhvassxa(9)) < [A+sAl Y Peassxa(g)l = [A+sAarsall

geG geG

Az 1.1.5. allitas miatt |[xa * gxall1 = |A|]> barmely g € F;-re, tehat

2 4
|A+$0A‘ > ”XA*SOXA“; > |A4‘A|p|A2 =73 ! 7
X * soxalls T s 0w + Ts17Ap
Masrészt legalabb (1 — ¢)|S| darab s € S elemre igaz, hogy
2 4
|A+SA| 2 HXA*SXAH; 2 C|A|4|A|p|A2 =7 ¢ o
HXA*SXAH2 T—FW 5+ [ST|AJ2



2. Cayley-grafok és csoportok atmeéréi

2.1. Definiciok

2.1.1. Definicié (Cayley-graf). Egy G csoport és annak egy S C G részhalma altal
implikalt Cay(G, S) Cayley-grafjan azt a (V) F) iranyitott grafot értjiik, ahol V = G
¢s E={(g,95) | g€ G, ,s€S}

Minden Cay(G, S)-beli él megfeleltethets S egy elemének. Legtobbszor ha Cayley-
grafokrol van szo, akkor fel van téve, hogy S egy generatorhalmaz (vagyis Cay(G, S)

osszefiiggd) és az is, hogy az egységelem nincs benne S-ben, mert az csak hurokéleket

rak minden cstcsra.

Ha s,s57! € S, akkor az s-hez tartozo éleket tekinthetjiik iranyitatlannak, mert
(9,95) € E és (gs,gss™') = (gs,g) € E. Ha pedig S = S7!, akkor Cay(G, S) egy

irdnyitatlan graf.

2.1.2. Példa. Legyen G = S5 és S az {(12),(123)} generatorhalmaz.

(12) (23)

Az (123) permutaciohoz a piros, az (12) permutaciohoz pedig a kék élek tartoznak,
amik iranyftatlanok, hiszen (12)~! = (12).
2.1.3. Példa. Legyen G = D5 = (r,s | r° = 1,8* = 1,srs = r~ 1) és S az {r,s}

generatorhalmaz.




A

reguléris graf, ahol d |S|-tdl fiigg.

2.1.4. Definici6é (Csucstranzitivitas). Egy (V, E) grafot csucstranzitivnak neve-

ziink, ha barmely u,v € V csticsokhoz létezik egy ¢ : V — V grafautomorfizmus ugy,
hogy p(u) = v.

2.1.5. Allitas. Barmely Cay(G,S) graf cstcstranzitiv.

Bizonyitas: Legyen g1,92 € G (g # h) két tetsz6leges csoportbeli elem.
Legyen ¢ : G — G, ¢(g9) = 297 'g. Ekkor ¢(g1) = g2 és ¢ egy grafautomorfizmus,

mert ha vesziink két csicsot, akik 6ssze vannak kotve (g, gs), akkor azok képei is Gssze

lesznek kotve: (g297'9, 9297 g5). ]

2.2. A Babai-sejtés

2.2.1. Definicio (Graf atmérdje). Egy (V, E) véges graf atmérGjén a két, egymastol
legmesszebb 1év6 csics kozti tavolsagot értjiik, vagyis diam(V, E) = max d(u,v), ahol

)

d(u,v) az u és v csucsok kozti legrovidebb ut hosszat jeldli.

Babai Laszlo és Seress Akos a kovetkezs sejtést fogalmaztik meg az 1992-ben

megjelent cikkiikben [3].

2.2.2. Sejtés (Babai-sejtés). Létezik egy abszolut C' konstans ugy, hogy barmely G

nem kommutativ, egyszerid csoport és annak barmely S generdtorhalmazéra
diam(Cay(G, S)) < (log |G])°.

2.2.3. Megyjegyzés. Kommutativ, egyszeri csoportokra valoban nem feltétleniil igaz
a sejtés. Példaul legyen G, = Z, = (g | ¢* = 1), ahol p egy primszam és S = {g},
ekkor log |G| = log(p) és diam(Cay(G, S)) = & (p # 2), amibél kévetkezik, hogy ha

p — 00, akkor C' — 00, vagyis nem létezik j6 abszolit konstans.

Most lassunk egy allitast, ami kommutativ csoportok atmérgjére ad egy alsod becslést,

amely megtalalhato a mar fent is emlitett [3] cikkben.

2.2.4. Allitas. Legyen G egy tetszoleges véges Abel-csoport és S neki egy generéator-
halmaza. Ekkor

diam(Cay(G, S)) > |9| <|G2|:| — 1).

10



Bizonyitas: Legyen d = diam(Cay(G, S)) és S = {s1, 52, , 55/} Ekkor G barmely

S|
cleme felirhat6 az sish? - - - sﬁ‘qfl alakban, ahol »_ |k;| < d. Mivel G kommutativ, ezért
i=1

a szorzas sorrendje nem szamit, tehat

d+ 5] —1 2e(d + |5])\ !
< 9ISl AL el V)
= ( 5] -1 )<( 5T )

és ezzel belattuk az allitast. O

11



3. A Babai-sejtés igazolasa a PSLy(IF,) csoportra

SL () = { (Z Z)

PSLy(F,) = SLa(F,) {41}

a,b,c,de]Fp,ad—bc:l}

A kévetkezkben a Babai-sejtést fogjuk bizonyitani a PSLy(F,) csoportra. Vagyis
azt, hogy ha a nem kommutativ, egyszert csoportok koziil csak a PSLy(F,) csoportokat

vessziik figyelembe (ahol p > 3 egy primszam), akkor létezik jo abszolut konstans.

A dolgozat soran végig az SLy(IF,) csoporttal fogunk dolgozni, hiszen a PSLy(F,)
csoport faktora neki, és [SLy(F,)| = 2|PSLy(F,)| barmely p primre. Tehat ha igazoljuk
a sejtést az SLy(F,) csoportra és vessziik a PSLy(F,) egy generator rendszerét, akkor
annak a felemeltjérél mar tudni fogjuk, hogy igaz ra a sejtés. A {6 célunk az lesz, hogy
bebizonyitsuk az alabbi allitast, és ebben a fejezetben nagyban hagyatkozunk Harald
Helfgott munkajara [9].

3.1. Nagy halmaz generalasa logaritmikus 1épésben

3.1.1. Allitas. Legyen p primszam és A az SLy(FF,)-nek egy tetszoleges generatorhal-

maza. Ekkor az alabbiak igazak:

(a) Ha |A| < p*% valamely rdgzitett § > 0 szamra, akkor
|A-A- Al > c|A|*
ahol ¢ > 0 és € > 0 csakis 0-t6l fliggnek.

(b) Ha |A| > p° valamely rogzitett d-ra, akkor létezik egy csakis 0-tol fiiggs n € N
szam gy, hogy SLy(F,) barmely eleme kifejezhets legfeljebb n az A U A™!
halmazbeli elem szorzataként.

Itt fontos megjegyezni, hogy mind az (a), mind a (b) pontban szerepls ¢, € és n
egylitthatok nem fiiggnek p-t6l. Az allitas (a) részének segitségével logaritmikus idében
fel tudjuk fajni a generator halmazunkat "nagyra", ezt tgy értve, hogy mér kozel
p® méretti legyen a generalt halmazunk. A p?-re azért hivatkozunk nagyként, mert
|SLy(F,)| = p* — p. A (b) rész segitségével pedig konstans lépésben elérjiik a csoport

Osszes elemét.

A tétel (a) részének bizonyitasahoz vezets uton nagy segitségiinkre lesz az alabbi

tavolsagfogalom, amely Ruzsa Imre, magyar matematikus nevéhez ftiz6dik.

12



3.1.2. Definicié (Ruzsa-tavolsag [17]). Egy G csoportban legyen A és B két

tetszoleges részhalmaz. Az 6 Ruzsa-tavolsaguk alatt a kovetkezot értjiik

[AB~]]

ARIEE]

Bér az igy definialt d fliggvény elsére egy metrikdnak ttinhet a P(G) halmazon,

d(A, B) = log

val6jaban nem az. Legyen példaul A = B = gH, ahol H a (G csoport egy tetszdleges

nem trivialis részcsoportja, g pedig egy tetsz6leges nem H-beli elem, ekkor

_ o lgHg'HTY o |gHg T H| . |(gHg ')H]

=log ———= =log —F————= =log —F"—"—,
VIgH|lgH| VIHI[H] |H]

ami nem feltétleniil 0, hiszen ha H nem normaloszt6, akkor (¢Hg ')H szamossaga

d(gH, gH)

sokkal nagyobb lehet mint |H|. Viszont ennek ellenére a haromszog-egyenldtlenség igaz

ra.

3.1.3. Lemma (Haromszog-egyenl6tlenség [17]). Egy G csoportban legyenek A,
B és C tetsz6leges részhalmazok. Ekkor

d(A,C) <d(A,B)+d(B,C).
Bizonyitas: Azt szeretnénk belatni, hogy

d(A,C) < d(A,B) +d(B,C) <>
|AC| |AB~Y| |BC!|

e < log — s Flog e =
vaniie V1Al B VIBIIC]
ACTY _ |ABTY |BCY
VIAlICT — VIAlIB VIBIIC

AC™"||B| < |AB'||BC].

log log +1

Ezt gy szeretnénk belatni, hogy konstrualunk egy f : AC™! x B — AB~! x BC™!
injekciot. Az dsszes d € AC™! elemhez rogzitsiink egy (agq,cq) € A x C parost gy,
hogy adcgl = d. Ezt felhasznalva legyen

f(d,b) = (adb_l,bcgl).

Az f képhalmazabol valasztott tetszéleges (aqb™?, bcgl) péarosbol egyértelmtien vissza-
fejthets a d értéke, hiszen agb~'bc;' = d. Viszont d-hez egyértelmiien vélasztottuk az
aq és a by elemeket, amikbdl mar b-t is tudjuk. Vagyis f valéban egy injektiv leképzés.

O

13



Mostantol a haromszog-egyenlStlenség hasznalatat tgy jeloljiik, hogy az egyenlét-
A A

lenség folé irunk egy haromszoget: > vagy <.

Egy n > 0 természetes szam mellett a tovabbiakban jeldlje A, az A U A~!-beli

elemek legfeljebb n elemit szorzatainak a halmazat, vagyis

A, = {alag...an

ai, ao, ..., 0y, EAUA_lu{l}}.

3.1.4. Lemma. Legyen n > 2 egy természetes szam és A egy részhalmaza a G
csoportnak ugy, hogy
|[Anl > A",

valamely ¢ > 0 és € > 0 szamokra. Ekkor
|A-A- Al > A,
ahol ¢ > 0 és ¢’ > 0 csakis c-t6l, e-t6l és n-tdl fiiggnek.

Bizonyitas: A fent bizonyitott haromszog-egyenltlenséget fogjuk hasznalni.

[An| _ [Ana - Aol & [Ang - ATH A - Asf _ [An ] |4
A AL T A AL T AL 1A

Ezt rekurzivan ismételve kapjuk, hogy

Ll o (L)
A~ \|A]

Felhasznélva a lemma feltételeit kapjuk, hogy

A (AN
< | —— .
A< = U

Mar csak annyit szeretnénk megtenni, hogy %—t feliilrsl becsiiljiik |AiiiA‘

nyaval. Ezt tgy fogjuk megtenni, hogy az As-ban el6forduld Gsszes tipust szorzatot

egy hatva-

kiilon-kiilén becsiiliink a haromszog-egyenlGtlenség segitségével.

A-A-ATY JAAATAT A A A AIAT AT (\A-A-A|>2
A |AJ? - | AJ? - |4 ’

A-AV Al JACATUAJA] 2 JACATL ATY[AC Al JACACATYA - A
AL |AJ* - |AJ* B A2 -

|A-A-AN\?|A-A- A IA-A- AN
< < )
A |Al A

A7 ACAl AT ACAJJAT 2 AT A ATJAT AT A AT A4 A
AL |AJ” N |A[? N |AJ” N
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_ (|A-A-A|>3|A-A-A| B (|A-A-A|)4
A A |Al '

Mindezek alapjan

% < |7}|<|A-A~A\+|A1-A1-A1|+]A~A-A1|+|A~A1-A1|+|A-A1~A\+|A1-A~A1]+

2
|A]

<y \A.A-Ay+<\A-A.Ay)2+(|A.A-A|>3+(yA.A-A\)“ <8(|A-A-A|)4
- |4 |4 |4 |4 |4 '

Ezt felhasznalva

+|A-1-A-A|+|A—1-A—1-A|) (|A-A-A|+|A-A-A—1|+|A-A—1-A|+|A-1-A-A|) <

A n—2 A-A-A 4(n—2)
c|AlF < ('—3’) < 8" (—| ‘) —

|4 |4
=
4(n—2 e
A A Al > C% A" e
1
Tehat a ¢ = % ésaz e = ﬁ valasztasok kielégitik az allitést. ]

Ez a lemma kulcsfontossagi lesz a tovabbiakban, hiszen ha talalunk valamilyen
univerzalis k konstanst, amire |Ag| > c|A|'*¢, akkor be is lattuk a 3.1.1. allitas (a)
részét. Es pontosan ez lesz innentdl a célunk. Elgszor azért fogunk dolgozni, hogy
talaljunk egy Tr(A)-tol fliggd elemszamu, egyidejiileg diagonalizalhaté matrixok egy
halmazat As-ben, ahol A, = {a1a2a3a4’a1, as, as,a, € AUATU {1}}, ahogy azt mar
ezel6tt is definialtuk.

3.1.5. Allitas. Legyen A a G csoport egy tetszéleges nem iires részhalmaza és jelolje
Q4 az olyan konjugaltosztalyok halmazat, amelyeknek van kozos eleme az A-val. Ekkor

létezik egy olyan a € A, hogy

- Q4[l4]
At Ay » Al
Bizonyitas: Vegyiik az a, hy, hy elemeket az A halmazbol, amikre igaz, hogy hyah; ' =
haahy . Ekkor hy'hy € A~ANCg(a). Tehat egy durva also becslést alkalmazva kapjuk,
hogy barmely A-beli a elemre

Al
|Ca(a) N A—TA|

[{hah™ | h € A}| >

Tartalmazzom I' C A az 4-beli konjugaltosztalyokbdl egy-egy reprezentans elemet.

Tegyiik fel, hogy barmely g € T'-re igaz, hogy |Cq(g) N A71A| < |f|19ﬁ|léll|' Ekkor

|A-A- AT > [{hgh™ [he A,ge T} >
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A-A-ATY .
> A-A-A
> > S A

tehat ellentmondésra jutottunk. O

3.1.6. Lemma. Legyen A az SLy(FF,) csoport egy tetsz6leges részhalmaza. Ekkor Ay

tartalmaz legalabb 1| A| — 1 olyan matrixot, amelyek nyoma nem +2.

Bizonyitas: Legyen g € A egy olyan méatrix, ami nem a £ és Tr(g) = 2 vagy —2. Ha

nem tudunk ilyen g-t valasztani, akkor készen vagyunk. Tudunk tgy bazist valasztani,

At
hogy g = (0 /\1>. Mivel Tr(g) = £2, ezért A = 1, hiszen

Tr(g) =42 <= MA =42 <= VLD +1=0 <= \£1)’ =0 < A= *1.

+1 ¢
Tehat g ( 0 j:l) alakba irhato, ahol ¢ # 0, hiszen g # +1. Legyen

B = {h € A | Tr(h) = £2 és legalabb egy kozos sajatvektora van g—val}.

b
Elgszor tegyiik fel, hogy |B| < %|A| +3. Legyen h = ¢ J € A\ B egy tetszdleges
c

matrix. Nyilvan ¢ # 0, mert h ¢ B. Ha barmely ilyen h matrixnak a nyoma nem

+2, akkor készen vagyunk. Ha Tr(h) = 42, akkor vizsgaljuk a gh és g~'h matrixok
+1 ¢ a b +a+tc ..
gh = =
0 =1 c d +d
g’lh: Fl1 —t a b _ Fa—tc ..
0 1) \c¢ 4 . T

Vagyis Tr(gh) = +(a+d) + tc = £2+tc és Tr(g'h) = F(a +d) — tc = £2 — te. Mivel
sem ¢, sem ¢ nem 0, ezért vagy gh-nak vagy g~ 'h-nak a nyoma kiilonbozik £2-t6l. Ezek

alapjan AUA- AU A™!. A-nak legalabb %]A\B| > %\A| — 1 elme van aminek a nyoma

nem =+2.

nyomat:

Most tegyiik fel, hogy |B| > }L|A| + 3. Legyen h € A olyan matrix, aminek nincs
kozos sajatvektora g-vel. Ekkor legfeljebb ketts ¢’ € B elem létezik, amire Tr(g’'h) =
hiszen ahogy azt mar kordbban levezettiik Tr(g'h) = +2+t'c, ami egy els6foku egyenlet
t"-ben. Kovetkeztetésként, A - A legaldbb $]A| + 3 — 2 = 1|A| — 1 matrixot tartalmaz,
amelyek nyoma kiilonb6z6 +2-t6l. O

3.1.7. Definicio. Két azonos dimenzioju A és B négyzetes matrixot (A, B € M,,)
egyidejileg diagonizalhatonak neveziink, ha létezik egy kézos bazis, amiben mindketten

egyszerre diagonalisak. Vagyis 35 € M,, tgy, hogy S71AS és S™1BS is diagonalis.
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3.1.8. Kovetkezmény. Legyen A az SLy(F,)-nek egy tetszéleges generatorhalmaza.

o) (L1Al—
Feltéve, hogy |A| > 4 és Tr(A) > 2, létezik legalabb (ITY(A)I‘jiTAA\ D egyidejiileg

diagonizalhat6 matrix Ay-ben.

Bizonyitas: Legyen B = {g € Ay | Tr(g) # £2}. Az el6z6 lemma értelmében
|B| > }L]A| — 1. Alkalmazva a 3.1.5. allitast, kapunk egy olyan b € B elemet, amire
igaz, hogy

Qsl1Bl o (BBl (Tr(4)| - 2)(E[A ~ 1)

Ce(b)NB™'B| >
Ca(b) |_]B-B-B*1\_|B~B-B*1\_ | Ag|

Azt szeretnénk belatni, hogy a Cg(b) N B~' B halmaz minden eleme diagonélis abban

a bazisban, amiben b az. Tegyiik fel, hogy b diagonalis valamilyen &ltalunk valasztott

A
bézisban, tehat b = (0 /\?1> . Mivel Tr(b) # £2, ezért b # +1I (és ezéaltal X # \71),

hiszen

Tr(b) # 4£2 <= AN #£ 422 = NE2A+1 40 <= (A£1)2#£0 < )\ # 1.

Vegylink egy tetszdleges (7;; 7) matrixot a Cg(b) N B~!B halmazbol, ami nyilvan

m n A0 A0 m n
= <
k1 0 X! 0 X! k1
am A ln am An
= <
Me AT A e AU

A= A1 .
" =)
e = Ak

kommutéal b-vel

Tehat valoban, ha b diagonalis, akkor a Cg(b) N B~!B minden eleme is az. Masrészrdl

Ay D BB és ezzel belattuk, amit szerettiink volna. O

A kovetkez§ lemma alapvets fontossagu lesz abban, hogy talaljunk egy olyan
univerzalis k konstanst, amire Ay méretét alulrol tudjuk becsiilni A és Tr(A) méretének

segitségével.

3.1.9. Lemma. Legyen G < GL(V), ahol V' egy K test feletti vektortér. Tovabba
legyen W =W, UWoU---UW,, ahol Wi, Wy, ... . W, <V valodi alterek. Legyen A
egy tetszoleges részhalmaza a G csoportnak és O valamely V-beli elem (A)-orbitja ugy,
hogy O ¢ W. Ekkor léteznek o > 0 és m € N szamok, amik csak n-t6l és dim(V')-t6l
fiiggnek gy, hogy barmely = € O-hoz létezik legalabb max{1, «|A|} olyan g € A,,
elem ugy, hogy gz ¢ W.
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Bizonyitas: ElGszor azt szeretnénk belatni, hogy létezik gy, ¢o,..., g € A, ugy, hogy
barmely x € O-ra létezik legalabb egy 1 < i < [ index, hogy g;x & W (I és r itt is
csak dim(V)-t6l és n-t6l fiiggnek). Ezt teljes indukcioval fogjuk belatni a (dw, sw)
szamkettdsre nézve, ahol

dw = max dimW; és sy = [{W; | dimW; = dy }|.

1<i<n

Masszoval, az aktudlis W-ben szereplé alterek maximalis dimenzidjara és az ilyen
dimenzi6ju alterek szaméra indukciézunk. Az lesz a célunk, hogy az indukcios lépés
soran W-ré6l egy olyan W'-re lépjiink, ahol dy > dy vagy dy = dy viszont sy > syr.

Legyen D= |J W,
dimW;=dw

Ha DN O = (), akkor legyen W' = W\ D. Alkalmazva az indukcios feltevést W'-re
kapunk g1, o, ..., 41, € Ay, elemeket, hogy barmely = € O-re létezik legalabb egy
1 <i<lyr, hogy gix & W’. Mivel DN O = (), ezért az is igaz, hogy g;x & W.

Ha DNO # (), akkor létezik egy olyan 2/ € OND, amihez létezik egy g € AUA™! agy,
hogy gz’ & D. Ekkor legyen W/ = WngW = (W NgW)U(WongW)U---U(W,NgW).
Mivel 2’ valamely maximélis dimenzioju W; altérben benne van, viszont a g szerinti
képe nincs, ezért W’ kevesebb dy, dimenzidju alteret tartalmaz (sy > sy+) vagy

dy > dy. Akéarhogy is, alkalmazhatjuk az indukeios feltevést W'-re.

Az indukcios feltevés szerint 1étezik ¢i, g5, . . ., g € A, Ggy, hogy barmely = € O-hoz
legalabb az egyik gix ¢ W' =W N gW, vagyis gix ¢ W vagy gix & gW. Ha glz & gW,
akkor g7 'glz & W.

Mindezek alapjan legyen
91=01.92=Go,- - v = Gy
gr41 = g_lg/17gl’+2 = g_lgé, .y gy = g_IQZ/ (l = 2l/ ésr = T/ + 1)

Végiil, barmely x € O és barmely g € A-ra legalabb egy g;gx nem lesz benne W-ben,
ahol 1 <i <[ és g; € A.. Minden lehetséges g;g legfeljebb [ kiilonb6z6 g € A elemhez
tartozhat. Tehat, legalabb min {1, uﬂ} h = g;g elemre igaz, hogy hax & W. O

3.1.10. Kovetkezmény. Legyen A az SLy(IF,)-nek egy tetszbleges generatorhalmaza
(p > 3). Létezik egy olyan k abszolut konstans, hogy EQ barmely vq, vy bazisahoz
tartozik egy g € Ay elem ugy, hogy gv; # Av; VA € ]PTp, i,7 € {1,2}.

Bizonyitas: Az el6z6 3.1.9. lemmat szeretnénk hasznalni. Legyen V = My(F),),

vagyis a 2 x 2, I, feletti invertalhatoé matrixok vektortere. Tovabba legyen

W={heV|hv=>Mj;ahol A€ F, ési,j € {1,2}} = My, UM;5U My U Mas,
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ahol M, ; = {h € V | hv; = Av; ahol A € F,} <V és o = I. Mivel (A) = SLy(F,),
ezért O = SLy(IF,), tehat a lemma értelmében létezik egy k konstans és g € Ay ugy,
hogy gxr = g ¢ W és ezt szerettiik volna belatni. Viszont ahhoz, hogy hasznélni tudjuk
az el6z6 lemmat, elGszor ellendrizniink kell, hogy O = SLy(F,) € W.

Azt fogjuk megmutatni, hogy |SLy(F,)| < |[W N O|. Ismert, hogy |SLy(F,)| =
p(p* — 1). Tudjuk, hogy

WNO=G1UG2UGy1 UGy,

ahol G; ; = {h € SLy(F,,) | hv; = Av; ahol A € F,}. Vegyiink egy tetszleges G; ;-beli
g elemet és egy v € IFIZ) vektort, ami nem skalarszorosa v;-nek. Mivel det(g) = 1 és
gu; = \vj, ezért gu értéke egyértelmii kell legyen adott A mellett. Tehat |G, ;| < p? — 1,
vagyis [W N O] < 4(p? — 1). Mivel feltettiik, hogy p > 3 prim, ezért |[IW N O] <
A(p* — 1) < p(p* — 1) = |SLy(F,)|. O

3.1.11. Ko6vetkezmény. Legyen A az SLo(F,)-nek egy tetszéleges generatorhalmaza.
Ekkor léteznek olyan abszolit ¢ > 0 és k € N konstansok tgy, hogy barmely két

rogzitett vy, vy € IF_',,Q vektor mellett
|Ak\(Hv1 U Hvz)| > C‘A|7

ahol H, = {h € SLy(F,) | h-nak v egy sajatvektora}.

Bizonyitas: Az el6z§ bizonyitashoz hasonloéan, szintén a 3.1.9. lemmét szeretnénk
hasznalni. Most is legyen V' = My(F,), v =1 és W = H;, U H;_, ahol

H, = {h € My(F,) | h-nak v; egy sajatvektora}.

Mivel x = I, ezért O = (A) = SLy(F,). Ahhoz, hogy hasznalni tudjuk a lemmat, be
kell latnunk, hogy SLy(F,) € W. Vegyiik az alabbi harom SLy(IF,)-beli matrixot:

G000

Ezen méatrixoknak nincsen kozos sajatvektora, tehat nem léteznek olyan vy, v9 vektorok,

amire barmely SLy(F,)-beli matrixnak ¢k a sajatvektorai lennének.

Tehat a 3.1.9. lemma alapjan létezik egy abszolut k € N és egy ¢ > 0 ugy, hogy
legalabb c|A| darab g € Ag-re igaz, hogy gxr = g € W. Vagyis |Ax\(H,, U Hy,)| > c|A4],

és ezt szerettik volna belatni. OJ

A kovetkezd lemma segitségével megmutatjuk, hogy hogyan gyarthatunk "nagy"
halmazt egyidejtileg diagonizalhaté6 matrixok és egy olyan elem segitségével, aki nem

diagonalis az ¢ kozos sajatbazisukban.
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3.1.12. Lemma. Legyen V C SLy(F,) egyidejtleg diagonizalhat6 méatrixok egy
halmaza (a kozos sajatvektoraik legyenek vy és vy). Legyen tovabbéa g € SLy(IF,) olyan,
hogy gv; # Av; VA € F,,i,j € {1,2}. Ekkor

_ 1/1
Vave vl 2 3 (31 -o)IvE

Bizonyitas: Bar feltettiik, hogy létezik a fenti feltételekkel rendelkezd g matrix, valo-

jaban a 3.1.10. kovetkezmény biztositja szamunkra egy ilyen elem létezését. A tovabbi-

b
akban frjunk minden matrixot a v, v, béazisban. A fentiek értelmében g = <a d)’
c
0
ahol a, b, c,d # 0 és barmely V-beli v matrixra igaz, hogy v = (g 1) . Tekintsiik a
r
r 0\ _, (rad—r"bc ab(r'—r)
TNo »1)9 = cd(r —r=t) r~tad — rbc
métrixot. A mellékatlo elemeinek a szorzata —abed(r—r~1)2. Vegyiik az r — —abed(r —

r~1)?% leképzést, ez nem kiildhet négynél tobb kiilonbozs elemet egy tetszélegesen

valasztott Fr-beli elembe, hiszen a —abed(r — r~H? = X egy negyedfokt egyenlet.

Vagyis
1y < VY
[{hzhai|h € gV g} 2 =
A f6atlon 16v6 elemek akkor és csakis akkor lehetnek egyszerre nullak, ha r? — r=2 = 0,

ami az r legfeljebb négy kiilonbozs értékére torténhet meg. Legyen U = {h € gVg™! |
hi1hishor # 0 és hoghishey # 0}, ekkor [{hioho | h € U} > % — 6, mert a mellékatlon
1évé elemek akkor és csakis akkor lehetnek nulldk, ha r = +1 (ekkor a féatlon 1évs
elemek nem nullék, hiszen ad — bc = 1), ha r # %1, akkor a fgatlé mindkét eleme

nullanak kell lennie, amirél megmutattuk, hogy legfeljebb négy értékre lehet igaz.

Rogzitsiink egy h € U matrixot. Tovabba legyen

S 0 hii hia t 0 sthyy Stilhlg
fh(svt) = -1 1] = -1 —14—1 )
0 s h21 h22 0t S thgl st hgg

Vilagos, hogy fu(s,t) € VgVg V. A mell¢katlo szorzata hishsr, vagyis a h € U
ismeretében visszafejthetd s?, t? és st az fi,(s, t)-bol. Tehat, rogzitett h mellett legfeljebb
ketts (s,t) parra lesz az f(s,t) matrix megegyezs. Ezek szerint, valasztva egy konkrét
h-t minden {hisho; | h € U}-beli elemhez, kapjuk, hogy

1 1/1
VaVe VI glhatar [ € UYIVE 2 5 (311~ 6) v
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3.1.13. Allitas. Legyen A az SLy(F,)-nek egy tetszéleges generatorhalmaza. Feltéve,
hogy |Tr(A)| > 2,]|A| > 4 és p > 3, akkor létezik egy abszolut k € N konstans gy,

hogy

11 (|Te(A)] - 2)(41A] - 1) (ITe(A)] — 2)(4A] - 1))
Al 2 5<Z A - 6) ( A ) '

Bizonyitas: A 3.1.8. kovetkezmény szerint létezik V' C Ay egyidejiileg diagonizalhato

)=2)(314]-1)
Aol

sajatvektorai legyenek vy és vy, a 3.1.10. kovetkezmény szerint 1étezik egy g € A; ugy,

. A V-ben lév8 matrixok kozos

matrixok halmaza tgy, hogy |V| > (ITr(A
hogy gv; # \v; barmely A € F,, i,j € {1,2}. Végiil, az el6z6 lemma szerint

1/1
|Ags12| > [VgVg™'V| > §<Z_L|V| - 6> VI* >

>

(LT =9G4 -1 ) (B =264 -1
1 A Al |

N |

]

Az el6zé allitas segitségével megmutattuk, hogy |Ay| mérete alulrdl becsiilhets
[ Te(A)]*|A]®
8[Ag|?

k' méasik univerzalis konstans talalni ugy, hogy |Tr(Ax )| > |A\%. Pontosan ezt fogjuk

nagyjabol -nal. Természetes Otlet, hogy megprobaljunk egy k-tol fiiggetlen
tenni. Persze, még utana marad a feladat, hogy ezt a két eredményt megprobaljuk

valahogy Osszehangolni egy 1j univerzalis konstansban.

3.1.14. Lemma. Legyen A az SLy(FF,)-nek egy tetszéleges részhalmaza. Rogzitsiink
az EQ egy vy, U9 béazisat és frjunk minden SLy(F,)-beli métrixot ebben a béazisban.
Feltéve, hogy barmely g € A maétrixra igaz, hogy g2, 901 # 0 (vagyis a vy, vy nem

sajatbazisa egyetlen A-beli elemnek sem), akkor

A
Tr(AA™ Y| > ‘ )
A 2 S o) T9 € A7)

Bizonyitas: Valasszuk olyan g, h € A matrixokat, amikre igaz, hogy a f6atloik meg-
egyeznek, vagyis g1 = hi1, ga2 = hoo. Felhasznalva, hogy hiihes — hioho1 = 1, kapjuk,
hogy

gr1g22 — 1

Tr(ghfl) = gi11haa + ga2hi1 — gi2ho1r — g21hi2 = 2g11922 — Gi2ho1 — go1 h
21

Vagyis, egy rogzitett g € A matrixhoz legfeljebb ketté h € A tartozhat tgy, hogy
hi1hag — highey = 1 és Tr(gh™') = k valamely szintén rogzitett k € T, értékhez, hiszen
a Tr(gh™!) = k egy hyi-ben mésodfoku egyenletre redukalodik. Es ebbél adodik a

lemma allitésa. O
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3.1.15. Allitas. Legyen A az SLy(F,)-nek egy tetszoleges generatorhalmaza. Ekkor
léteznek olyan abszolut k € N és ¢ > 0 konstansok, hogy

Tr(Ag) > c|Al5.

Bizonyitas: Valasszunk egy h € A matrixot ugy, hogy Tr(h) # £2. Amennyiben nem
tudunk ilyen elemet valasztani, akkor a 3.1.6. lemma alapjan A,-b&l mér biztosan

tudunk. Minden SLy(FF,)-beli matrixot irjunk a h sajatvektoraibol allé vy, vy bazisban.
A 3.1.11. kovetkezmény értelmében léteznek kg € N és ¢y > 0 abszolut konstansok,
hogy |X| > co|A|, ahol X = Ay \(H,, U H,,). A 3.1.14. lemma értelmében

X|
Tr(A > |Tr(XX Y| > | '
| Tr(Aag, )| > |Tr( )= 2/{(g11,922) | g € X}|

Legyen t € F,, ekkor definiadljuk D;-t a kovetkezSképp {(g11,922) | 911 + 922 =

t és g € X}. Valasszuk meg to-t ugy, hogy |D;,| maximalis legyen. Tudjuk, hogy

r 0
h = (O _1>. Vizsgaljuk a hg méatrix nyomat, ahol g € X és (g11, ga2) € Dy, -
r

Tr(hg) =7rgi1 + 77 'go = (r —r g +r to=rto+ (r™" —r)ga

Vagyis kiilonb6z6 g, ¢’ matrixokra, amik fGatloi benne vannak D, -ban, a hg és a hg'’

méatrixok nyomai is kiilénbozéek kell, hogy legyenek. Tehéat

G11,922) | g € X}
| Tr(X)]

Az eddig felirt két egyenlStlenség megfelels tagjait osszeszorozva kapjuk, hogy

X
> _—
(Tr(Azio) ITr(Ap2)] > 5 ey

I Tr(Agg12)| > |Tr(hX)| > |Dyy| > {(

Mindkét oldalt végigszorozva |Tr(X)|-el, majd egy egyszert felsSkorlatot véve adodik,

hogy
1
[ Tr(Agky)> > [Tr(Agig) | Tr(Agg42) || Tr(X)| > S X1

Mindezek alapjan

1

3 1
[Tr(Asg,)| > 5 1AJE

3

A kovetkez§ allitast bizonyitas nélkiil mondjuk ki.

3.1.16. Allitas. Legyen 6 > 0 és a,b € 7., ahol n € N tetsz6leges. Ekkor barmely
V C Fiu-ra, amire C' < |V| < p' ™ igaz, hogy

Ha(zy +2 'y ) +blaly +ay™) |2,y € Vao}| > |V,

ahol C' > 0 és ¢ > 0 csakis a J-t6l fiiggnek.
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Be szeretnénk latni a 3.1.1. allitas (a) pontjat, ami a kévetkezSképpen szolt:

Ha |A| < p*° valamely rogzitett 6 > 0 szamra, akkor
IA-A- Al > c|A]*

ahol ¢ > 0 és € > 0 csakis 0-t6l fiiggnek.

Ehhez a 3.1.4. lemmat szeretnénk hasznalni, vagyis az lesz a célunk, hogy taléljunk
egy olyan k € N szamot, amire igaz, hogy |A| > c|A|'T=.

Feltehetjiik, hogy p nagyobb valamilyen abszolut konstansnal, hiszen ha nem lenne
az, akkor az (a) pontban szerepls ¢ konstanst elég kicsire megvalasztva az allitast
belattuk. Ugyanezen ok miatt feltehets, hogy |A| is nagyobb valamilyen abszolut

konstansnél.

A 3.1.15. allitas értelmében léteznek olyan ky € N és ¢y > 0 abszolut kons-
tansok, hogy |Tr(Ak)| > colA|3. Az el6bb elmondottak alapjan feltehets, hogy
|A| > max{%, 23}, vagyis | Tr(Ag, )| > 4 és |A| > 2. Ezek alapjan az A-ra alkalmazhato
a 3.1.8. kovetkezmény, ami azt allitja, hogy létezik legaldbb

(ITr(Agy)| = 2) (3] Ak, | — 1) - col Al5 | Ay
|A6k0 ’ N 16|AGI€0 ’

egyidejileg diagonizalhaté matrix As,-ban. Legyen V' ezen méatrixok sajatértékeinek
halmaza, ami bijekcioban all magukkal a maéatrixokkal, hiszen minden ilyen matrix
r
0 rt

kiilonben a 3.1.4. lemma alapjan mér kész volndnk. Tovabba a feltevéseink kozott volt,

alaki. Nyilvan feltehetjiik, hogy ¢y < 1 és azt is, hogy |Agg,| < ]A|1+%,

hogy |A| < p*~°. Ezek alapjan
C < f—%m\% < V] < |AJ3 < pi~3,

ahol valaszthatunk ilyen megfelels C' konstanst, hiszen feltettiik, hogy |A| alulrol
korlatos.

b
A 3.1.10. kovetkezmény értelmében létezik egy olyan (a d) € Ay, matrix, hogy
c

a,b,c,d # 0, ahol k; egy abszolit konstans.

Tr((ﬁ w()l) (Z fl) (g y01> (—dc _ab>> =ad(zy+a'y™") —be(zy +ayt)

= Tr(Aieoko+2k,) = Tr(A20.akg+ky+20-4ko+k1 ) O

S {ad(wy + 27y ™) —be(a Ty +ay™t) [,y € Vaod
Alkalmazva a 3.1.16. allitast, kapjuk, hogy

I Tr(Agorg+26,)| > [V,
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ahol e csakis 0-tol fiigg. Az el6z6ekben hasznalt okok miatt szintén feltehetjiik, hogy

| Tr(As6oro+2k: ) || Av60ko+2k: |

> 40,
| Ag(160k0+2k1),|

kiilonben készen volnank. A 3.1.13. allitas alapjan létezik egy olyan abszolut ko

konstans, hogy

L Tr(Aseororor) || Arsororom [ o 1 |TF(A1601€0+21<:1)|3’V|3(1+e) >

Ak ko-+2k1)| = = 9216

1| Tr(Assorgrom)® gl Arol®
T 219 | Ag(r6okotarn) [P 22 Ae, [®

apre> @ AP e
~ 2% | Ag(160k0-+2k1) |

3 3
. 7 3 T € P
Vagyis, |Ag(160ko+2k1)| = %\A|1+7 vagy | Ak, (160ko+2k1)| > %‘A|1+7. Felhasznalva a 3.1.4.
lemmat, belattuk a f6 tételiink (a) pontjat.

Ennek segitségével tudunk konstrualni egy p*~° méretd halmazt gy, hogy az A

~ . » . C
generatorhalmazunkat onmagaval 6sszeszorozzuk (log ﬁ) -SZer.

3.2. Az egész csoport elérése egy nagy halmazbol

Most mar csak azt kell megmutatnunk, hogy létezik egy p-t6l fiiggetlen szam gy, hogy
egy majdnem akkora halmazbol, mint maga az SLy(IF,) hogyan kapjuk meg az egész

csoportot ennyi lépésben.

3.2.1. Lemma. SLy(F,) barmely eleme a kévetkezd alakba irhato

FDEDEDEIE)

a b
Bizonyitas: Legyen ( d) € SLy(F,) egy tetszlleges matrix. Tegyiik fel, hogy
c

ahol z,y,2,s,t € F,.

a # 0. Ekkor szamoléssal igazolhato, hogy

R [ IR T R

b 0 =X
Ha a = 0, akkor ¢ = . Ha d = 0, akkor a Gauss-eliminacio
c d At od

segitségével olyan alakba tudjuk hozni ahol a bal fels6 elem nem nulla.

SIS

3.2.2. Lemma. Legyen p prim. Legyen H az SLy(FF,) csoport fels§ vagy also
haromszog-matrix részcsoportja. Legyen tovabba A € H olyan, hogy |A| > 2p3 + 1.

Ekkor Ag tartalmazza a H O6sszes 2 nyomu elemét.
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Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy H a felsé haromszog-matrixok csoportja. Legyen

o 5) <}

Mivel |A| > ng + 1, ezért a skatulya-elv alapjan létezik egy r € F) ugy, hogy

P.(A) = {x elF,

t
|P.(A)| > 2p3. Legyen t # 1 és (0 tu1) € A. Ekkor

t wu rox T —u (7t 2\ 1 (=2 )+ (1 —rP)ut
0 t1)\o rtJ\ 0 ¢t o r/) \o 1 '

Tehat P (AAATTA™Y) D r(—=P.(A) +t*P.(A)) + (1 — r*)ut. Legyen

t
t#résIueclh,: (O ;1) EA}.

5
Mivel |A] > 2p3 + 1, ezért [S] > 222 > p3. Az 1.2.4. allitas kovetkeztében létezik
egy olyan t € S, hogy

S:{tng

(=P (A)+£° B (A)+(1=r)ut| = [P, (A)—t*P,(A)] =

Vagyis

(MR + 2R + (1= ) + (FCRA) + 2R + (1= ) =F,

1
Tehat AAATAPAAATA~! tartalmazza az Osszes <O f) alakd matrixot, és ezt

szerettik volna beldtni.

Mar csak a 3.1.1. allitas (b) pontja maradt hatra. Az (a) pont miatt feltehetjiik,
hogy |A| > 6p> 3 = 6p3 > (2p3 + 1)(p+ 1). A skatulya-elv szerint létezik legalabb
ng + 1 matrix, amelyek felsd sora pozitiv szorzd erejéig megegyezik, és hasonlé okok
miatt ugyanez elmondhaté az also sorokrdl is. Vagyis az AA~! tartalmaz legalabb

ng + 1 felsd, illetve alsd6 haromszog-matrixot, hiszen

m n s t 71_ m n Ab —t\  [A(mb—na) ns—mt
a b Aa A\b “\a b “xa s | 0 bs —at |

1 10
Az el6z6 lemma alapjan (AA™')g tartalmazza az Osszes 0 Cll és <b 1) alaku

matrixot. Masrészrél viszont megmutattuk, hogy SLo(F,) minden eleme

6 DEE0)

alakba frhat6. Tehat SLy(F,) = (AA™1)g(AA™)g(AA™)g(AAT)s(AA™)g, ami azt

jelenti, hogy Asgy tartalmazza az 6sszes SLy(IF,)-beli matrixot.
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4. Expanderek

Ebben a fejezetben expander grafcsaladokat fogunk vizsgalni. Az expanderek reguléris,
erGsen Osszefiiggs grafok, és egy viszonylag 1j fogalom a matematikaban. Viszont sok
felhasznélasi teriiletiik van, példaul hélézatelméletben, szamitastechnikaban, komplexi-
taselméletben, kodelméletben, stb. Az erGsen Osszefiiggdség szoros kapcsolatban van a
graf atmérGjével, és expanderek segitségével szeretnénk csoportelméleti kovetkezteté-
seket levonni. A tovabbiakban feltessziik a szobanforgd grafokrol, hogy Osszefiiggbek,

nem irdanyitottak és hurokélmentesek. Ebben a fejezetben nagyban hagyatkozunk a
[12] és a [13] forrasokra.

4.1. Kombinatorikus megkozelités

4.1.1. Definicié. Legyen G = (V, E) egy tetsz6leges graf és M, N C V tetszSleges
diszjunkt részhalmazai a graf csiicsainak. Ekkor az M kiilonb6z6 hatarait és az M és

N kozott futo éleket a kovetkezdképpen értelmezziik
OnM ={m e M | Jv € V\M 1gy, hogy (m,v) € E}

OoutM = {v € VA\M | 3m € M tugy, hogy (m,v) € E}
Ocdge M = {(m,v) € E|ve V\M,m e M}
E(M,N)={(m,n) € E|me Mmnec N}

4.1.2. Definicio. Egy G = (V, E) véges graf Cheeger konstansat a kovetkezsképpen
definialjuk

ae ($] X V

h(G) = min {%'@ £X CVes|X|< ‘%}

A Cheeger konstans egy mérészama annak, hogy a graf mennyire dsszefliggs, vagyis
minél nagyobb a Cheeger konstans, annal nehezebb levalasztani a V' egy részhalmazat a
graf tobbi részétdl élek elhagyasaval. Az is vilagos, hogy egy nagy Cheeger konstanssal
rendelkezé graf gyorsan nd, olyan értelemben, hogy ha a csticsainak egy részhalmazahoz
ismételve hozzavessziik a hatarat, akkor "gyorsan" bekebelezziik a grafot. Erzédik,
hogy egy graf ilyenfajta OsszefliggGsége és az atmérdje kozott van kapcsolat, és ezt

nemsokira meg is mutatjuk.

Konnyen lathato, hogy egy graf Cheeger konstansa pontosan akkor 0, ha a graf nem

Osszefiiggs.

4.1.3. Példa. Vegyiik az n hossza kort: C,, (n > 2). Vilagos, hogy barhogyan is
vesziink ki egy legfeljebb L%J elemtd X részhalmazat C),-nek, akkor |Oedge(X)| > 2.
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Tehat legyen X minél tobb egymas mellett 16vS cstics Osszesége, 18y |Oedge(X)| = 2. A
legnagyobb ilyen X cstcshalmaz mérete a Cheeger konstans definicioja miatt L%J lehet.
Ezek alapjan

h(C,) L% J :
4.1.4. Lemma. Legyen G = (V, E) egy véges, osszefiiggd graf. Ekkor

2

s h(G) < min{deg(v)}.

Bizonyitas: Vegyiink a V' cstcshalmaz egy tetszéleges X nemiires részhalmazat ugy,
hogy | X| < “2/—‘ Mivel G Osszefliggs, ezért [Oeqqe(X)| > 1. Tehat

()] 1 2
X X1~ Vi
A fels6becslést illetGen pedig legyen X = {v} valamely v cstcsra. Ekkor |Gedge(X)| =

deg(v), tehat

|Oedge (X)) _ deg(v) _
RY {v}
vagyis h(G) < Igéi‘gl{deg(v)}. O

4.1.5. Definicié. Egy G = (V| E) graf tetszéleges v € V csticsatol legfeljebb n

tavolsagra 1évG cstcsok halmazat a kdvetkezdképpen jeloljiik
B,(v) ={w e V | d(v,w) <n}
Mint ahogy az maéar ezel6tt is emlitésre keriilt, a Cheeger konstans és a grafbeli
novekedés Osszefiigg. Ezt a kovetkezd lemma részletezi.

4.1.6. Lemma. Legyen G = (V| F) egy véges, Osszefliggs graf és v € V egy tetszbleges

B, ()] > m{@ (1+ %)}

ahol M = rgea‘;c{deg(v)}.

csucs. Ekkor

Bizonyitas: Azt szeretnénk megmutatni, hogy ha |B,(v)| < %, akkor

Bl = (14 52 15,0

Vizsgéljuk azokat a csucsokat, akik B,,1(v)-ben benne vannak, viszont B, (v)-ben nem,
vagyis a Oout(Bn(v)) halmazt. Az Osszes ilyen cstcsba legfeljebb M Oeqge (B (v))-beli él
futhat be. Tehat

Dedge(Bn(v)) _ h(G)
|Oout (Bn(v))| = [Bny1(v)\Bp(v)| > d M > Vi

| B (v)]-
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Ezek alapjan

hG)

B (0] = 1,00 + 1Buss(N\Bu0)] 2 (142570 ) 18,0

4.1.7. Allitas. Legyen G = (V, E) egy véges, Gsszefiiggs graf. Ekkor

%
—4_37
log(1+ *7)

1
diam(G) < 2 o8

ahol M = max{deg(v)}.

veV

Bizonyitas: Vilasszunk két tetszbleges v, w € V cstucsot. Azt szeretnénk megmutatni,
hogy
%
— = +3.
hG)
log(l + 7)

1
d(v,w) <2 o8

Legyen n az a legkisebb természetes szam, amire (1 + %)n > Ml Ekkor az el6z6

2
4 Vv
Buaa0)] > ) as B, )] 2 .

lemma miatt

Ez azt jelenti, hogy B,y1(v) N B,(w) # 0, tehat d(v,w) < 2n + 1. Mivel v és w
tetszbleges csicsok voltak, ezért diam(G) < 2n + 1. Masrészrol

V] 14}
2

”ZPEE—J—E;—“
log(1+ 7))~ log(1+57)

tehét

V]

2
—©°2 __ 43
log (1 + *7)

1
diam(G) < 2 o8

O

4.1.8. Definicié6 (Expander). Egy d-reguléaris, névekvs csicsszamu, Osszefliggd
(G;)ien grafokbol allo sorozatot e-expandernek neveziink, ha barmely i-re h(G;) > ¢,
ahol € > 0.

Sokaig nem volt explicit konstrukcié expanderekre. Elgszor Grigory Margulis adott

egy konstrukciot [18], amirdl be tudta latni, hogy egy expander:

Legyen G, = (Zy, X Zy, E), ahol egy (z,y) cstcs Ossze van kétve az (x + y,y), (v —
y.y), (@ y+a), (zy—x), (e +y+Ly) (x—y+Ly) (@y+a+l)ésaz (z,y—z+1)
csucsokkal (minden miivelet modulo n értendd). Lathato, hogy G,, egy 8-regularis graf

barmely n-re. A bizonyitasiat annak, hogy ez valéban expander, nem részletezziik.
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4.1.9. Példa. A G,, = C,, grafok nem alkotnak expandert. Az igaz, hogy C,, barmely

n-re egy 2-regularis graf, viszont

h(C,) = — — 0 ahogy n — oo.
3]
Altalaban eldénteni egy d-regularis grafsorozatrol, hogy valoban expander-e, nagyon

nehéz.

Fel szeretnénk hasznalni a nemrég bizonyitott grafok atmérgjérdl szolo allitasunkat.

Legyen (G;);en egy e-expander, ekkor barmely a sorozatbeli grafra igaz, hogy
Mg, = me%/x{deg(v)} =d és h(G;) > ¢,
veV;

tehat
log 4l log vl
2 2

e 2 <922
log(1+ 2€2) "7 = “log(1+3)

%

+3 < Clog |Vil,

ahol C' egy megfeleléen nagy univerzalis konstans.

Ez azért fontos, mert ha vesziink véges csoportok egy sorozatat valamilyen generé-
torrendszerekkel (példaul (SLy(F,)),, ahol p befutja a primszamokat) és megmutatjuk,
hogy az 6 Cayley-grafjaik expandert alkotnak, akkor tudni fogjuk, hogy ilyen generator-
rendszerek mellett az ¢ atmérsik nagysagrendileg az elemszédmaiknak a logaritmuséaval

egyenld.

4.2. Algebrai megkozelités

A meglévs expander definicionk grafelméleti alapokon nyugszik, pontosabban azon, hogy
az adott grafok barmely csticshalmazainak hatara "nagy". Most azonban szeretnénk
egy linearis algebrai megkozelitést adni az expanderekre, ami grafok spektralis résén

fog alapulni.

4.2.1. Definicioé (Szomszédsagi matrix). Egy G = (V| E) véges graf A adjacencia,
vagy szomszédsagi matrixan azt a |V| x |V|-es matrixot értjiik, amire

1 ha(i,j) € E

0 kiilsnben

CLZ‘J' =
4.2.2. Definicidé (Fokszam matrix). Egy G = (V, F) véges graf D fokszam matrixan
azt a |V| x |[V]-es diagonalis matrixot értjiik, aminek a fgatlojanak i. eleme deg(v;).

4.2.3. Definicié (Laplace matrix). Egy G = (V, E) véges, hurokél mentes graf L

Laplace matrixan a D — A matrixot értjiik, ahol A a graf szomszédségi matrixa, D
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pedig a graf fokszam matrixa. Vilagos, hogy

-1 hai#jés (i,j) € E
lij = { deg(v;) hai=j
0 kiilénben

4.2.4. Példa. Tekintsiik az alabbi egyszert grafot.

Ekkor a graf szomszédsagi, fokszam és Laplace matrixa a kévetkezd:

01 0O0O00O0 1 000 0O
1 01 0 0 1 03 0000
1
A:O Ollo,D:OOBOOOés
001010 000200
0011060 000020
01 0O0O00O0 0 0O0OO0OO0T1
1 -1 0 0 0 O
-1 3 -1 0 0 -1
o -1 3 -1 -1 0
I —
o o0 -1 2 -1 0
o o0 -1 -1 2 0
o -1 0 0 0 1

Ahogyan az a definiciokbdl is latszik, a szomszédségi, illetve Laplace matrixok valds

értékiek és szimmetrikusak. A kovetkezd, linearis algebrabol jol ismert tételt bizonyitas

nélkiil elfogadjuk.

4.2.5. Tétel. Legyen M egy valos értéki, szimmetrikus négyzetes méatrix. Ekkor M

Osszes sajatértéke valos:
A > A > > A

Tehat barmely véges graf szomszédsagi és Laplace matrixanak a sajatértékei valosak.

Egy d-reguléris graf esetén a szomszédsagi matrix minden soraban és oszlopdban

pontosan d darab egyes talalhato. Ekkor a Laplace métrix a kdvetkezd alakba irhaté

dl — A.
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Vagyis, ha az A szomszédsagi matrix sajatértékei a A\;y > Ay > --- > \,, szamok, akkor
a Laplace matrix sajatértékei a kovetkezdk: d — A\, >d —\,_1 > - >d— \y.

Az expanderek vizsgalata szempontjabol minket a reguléris grafok fognak érdekelni.
A kovetkezs lemma egy d-regularis graf szomszédsagi matrixanak a sajatértékeinek

kozelebbi megértésérsl szol.

4.2.6. Lemma. Legyen G = (V| F) egy d-reguléris véges graf, a szomszédsagi matrixa
A és ezen matrix sajatértékei Ay > Ay > --- > \,,. Ekkor

(a) Ay =d.

(b) Ada = A3 = -+ = X\ = d akkor és csakis akkor ha G-nek legalabb k darab

Osszefliggdségi komponense van.

Bizonyitas: (a): Egyrészrol, A-nak minden soranak és oszlopanak osszege d, ezért

Q14
az; d
Al = ;2 = | =a,
Zaln
=1

tehéat a d valoban sajatértéke az A-nak.

Maésrészrél, meg kell mutatnunk, hogy nincs nagyobb sajatérték. Legyen A\ egy
T

tetszGleges sajatértéke A-nak és v = <vl e vn> a A egy olyan sajatvektora, amire
igaz, hogy |v;| < 1 barmely j-re és létezik egy olyan v; koordinataja, amire |v;| = 1.
Ekkor . N .
A=l = > agos| <D lagllog] <Y lay| = d.
=1 j=1 j=1

(b): Tegyiik fel, hogy G-nek legalabb k darab osszefiiggdségi komponense van és
legyenek C1,Cy, ..., C, a graf Osszes Osszefiiggdségi komponense (r > k). Legyen 1,
az a vektor, amely a C; komponens csticsainal 1, minden mas cstucsnal pedig 0 értéki.
Vildgos, hogy (1¢,,1¢;) = 0 ha i # j, mésszoval paronként merdlegesek és Alg, = dlg,
barmely i-re. Tehdt Ao = A3 =--- =\, =d.

Most tegytik fel, hogy létezik egy olyan = & span{1¢,, 1¢,, - ,1c,} vektor amire
Ax = dz, ekkor vélaszthatunk egy C; komponenst amin x nem konstans. Ezt x
valasztasa miatt meg tudjuk tenni. Legyen v € C; olyan csiics, amire z, maximalis.

Mivel d az x-hez tartozo6 sajatérték, ezért

Z Ty = dT,.

WEDout ('U)
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x, maximélitdsa miatt x,, = x, barmely w € Oy (v) esetén. Ezt ismételve kapjuk,

hogy barmely w € C; cstcsra x,, = x,, vagyis x konstans C;-n, ami ellentmondas. [

Kovetkeztetésként levonhatjuk, hogy egy d-regularis graf akkor és csakis Osszefiiggd,
ha Ay < d = \;. Az fog kideriilni, hogy a A\ eltérése d-t6l osszefiigg azzal, hogy a graf

mennyire erésen Osszefiiggd.

4.2.7. Definici6. Egy d-regularis graf spektralis résén a d — Ay értéket értjiik, ahol Ag

a graf szomszédsagi matrixanak a masodik legnagyobb sajatértéke.

Az expanderek definiciojanak atfogalmazasahoz sziikségiink lesz egy Osszefiiggd
d-reguléris graf Cheeger konstansa és a spektralis rése kozotti kapcsolatra. Ebben a
Cheeger-egyenlétlenség lesz a segitségiinkre. Miel6tt erre ratérnénk, elGszor bizonyitas
nélkiil kimondunk egy tételt és egy lemmat, amire sziikségiink lesz.

4.2.8. Tétel (Courant—Fischer-tétel [2]). Legyen M egy valos értéki, szimmetrikus
négyzetes matrix és \y > Ay > --- > )\, a sajatértékei. Tovabbé legyen v; egy valos, a
A\; sajatértékhez tartozo sajatvektor. Ekkor

T Mx . 2T Mx
Al =max ——— = min T
U A x€span{va, v}t T X
x#0
2T Mx ) T Mx
Ay =  max = min T
x€span{v1}t T T xz€span{vs, -, }+ T T
x#0 x#0
T Mz o 2TMzx
P max 7 = min ——/—.
x€span{vi, - ,vp_1}+ T T A0 x'lx
x#0

Legyen egy egyszertd, d-regularis véges graf adjecencia méatrixdnak masodik leg-
nagyobb sajatértéke A\o. Vilagos, hogy ekkor a graf Laplace matrixanak a masodik
legkisebb sajatértéke d — Ag. A Courant-Fischer-tétel értelmében:

R

d — Ay = min
zl1 Ty

x#0

4.2.9. Lemma ([19]). Legyen G = (V| E) egy Osszefiiggs, egyszerti, d-regularis véges
graf szomszédsagi métrixdnak mésodik legnagyobb sajatértéke \o. Ekkor

> (Tu— J7v)2

A . (uw)eE
d — Ay = min = min
z11 Ty zl1 23 a2
x#0 x#0 Py
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4.2.10. Tétel (Cheeger-egyenlStlenség). Legyen G = (V, E) egy véges, egyszert, d-
regularis graf, aminek az adjecencia matrixédnak a sajatértékei d = Ay > Xy > -+ > \,.
Ekkor

d— A
5 2 < WG) < /2d(d — \y).
Bizonyitas: Elgszor lassuk az elsé egyenl6tlenséget. Létezik egy olyan X C V| X| <
|—‘2/| csucshalmaz, amire a Cheeger konstans realizalodik, vagyis h(G) = % (Y =

VAX ) Legyen az y vektor a kovetkezGképpen definialva:

ﬁ have X
Yo =
1
—m haveY
Vegyiik észre, hogy y L 1, hiszen (y,1) = ﬁ + > (- ﬁ) =1-1=0

sew?x L @ata) Geran) 2o

(u,v)eE _ (uw)EE(X)Y) . (uw)eBE(X)Y)
2> y? > #}(\2 + 2 d2\1Y\2 d2|§(\2 1+ W 21
veV veX veY veX veY

1 1)2
(g + 1v7) E(X,Y) ( 11 ) 1Oectge (X))
X Y] ’ edge
= = = + = ]|0edge(X)| < 2—5—— = 2h(G)
ey X ) | X]|

Az €l626 lemma alapjan d — Ay < 2h(G), vagyis 22 < 2h(G).

Most lassuk az masik egyenlGtlenséget. Legyen x egy olyan vektor, amire realizal6dik

Z (mu—mv)Q
ad— N\ = % egyenlGség. Feltehetjiik, hogy az x vektor legfeljebb ng
veV

koordinataja pozitiv, mert ha ez nem lenne igaz, akkor dolgozhatunk a —x vektorral.
Legyen

x, hax,>0 —z, haz, <0
Yy = és z, = _
0 kiulénben 0 kiillonben

Vilagos, hogy y > 0 és 2 < 0. Az y és z vektorok definiciojabol kovetkezik, hogy
2 )
((yu —Y) — (20 — zv)) > (Yu — %)2 + (2u — Zv)2 €S

(yu - Zu)2 S yi + 23

Ezeket felhasznalva kapjuk, hogy

> (Tu— xv)2 > ((yu —Yu) = (20 — Zv))z > (yu— ?Jv)Q + > (2 — Zv)2

(u,v)eE _ (u,v)EE > (u,w)eE (u,v)EE
2% a3 2 (4 — 20)? - 2> yp+2) 2
veV veV veV veV
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Mivel pozitiv a, b, ¢, d szdmokra teljesiil, hogy % > min {%, s}, ezért elég belatnunk,
hogy

> (Y — yv)2
(u,v)eE hQ(G)

>
2>y 2

veV

Nyilvan ugyanezt a z vektorra is be kellene latnunk, de arra a bizonyités hasonlo. A
Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz, illetve a nem negativ szamokra fennallé (a + b)? <

2(a? + b*) egyenlétlenségeket felhasznalva kapjuk, hogy

> (Yu— y)? > e —wl? Y el

(u,v)EE . (u,v)EE (uw)eE C,E.S,
2 Z ?J% 2 Z y% Z (yu + yv)2 (a+b)2<2(a2+b2)
veV veV (u,v)eE

2 2
( > !yu—vaquryv\) ((Z !yi—yﬁ\)

(u,v)EE u,v)EE

s T o) sa(ma)

veV (u,v)EE veV

Szamozzuk meg a csiacsokat 1-t8l n-ig (vagyis V = {1,2,--- ,n}) ugy, hogy y; > y >
-+« > y,. Tovabba, legyen S, = {1,2,--- ,k}. Mivel feltettiik, hogy z-nek legfeljebb
ng koordinataja pozitiv, ezért barmely i > L%J indexre y; = 0. Fel fogjuk hasznalni,
hogy y? —v2 = (v —vi 1)+ (Wi —vie) +- -+ (¥, —v3). Foglalkozzunk a szamlaloban
1évé kifejezéssel:

3] n L5]

doolE—vil=2> > aui—y) =2> > > a(Ui —vi) =

(uw)EE i=1 j=i+1 k=1 i<k j>k
5] 5]
=2 (yi - y,3+1)|E(Sk, V\Sk)| > 2 (?Jl% - yi+1)|5k|h( ) =
k=1 k=1

Mindezt felhasznalva

d— (uv)€E veV _ hZ(G)’
o) os(ge)
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A Cheeger-egyenlétlenség segitségével atfogalmazhatjuk az expanderek definiciojat,
hiszen ha (G;);en egy e-expander, vagyis h(G;) > ¢ barmely i-re, akkor

2

V2d(d — Mo(Gy)) > h(Gy) = d— M\(Gy) >

l\.')l(T)
SH

Es forditva, ha d — M\y(G;) > € valamely £ > 0 konstansra, akkor

d— A
2

4.2.11. Kovetkezmény (Expander atfogalmazas). Egy d-regularis, névekvd

h(G;) > >

DO | ™

cstcsszamu, Osszefiiggs (G;)ien grafokbol allo sorozat egy C-expander valamilyen
C > 0 konstansra akkor és csakis akkor, ha

lim sup A2(G;) < d.

i—00

4.3. Cayley-grafok és expanderek kapcsolata

Bizonyitas nélkiil kimondunk egy mély, a csoportelméletet és spektréalelméletet 6sszekots

tételt [11], amely bizonyitésa megtalalhato a [6] szamu hivatkozasban.

4.3.1. Tétel (Diaconis-Shahshahani-tétel). Legyen G egy véges csoport és S C G

egy tetszGleges generatorrendszere tugy, hogy 1 ¢ S és S zart a konjugalésra nézve.
Ekkor a Cay(G, S) sajatértékei a

1
A = m ZX(S)

sES

szamok x(1)? multiplicitassal, ahol x befutja a csoport irreducibilis karaktereit.

A véges Abel-csoportokat jol értjiik, és természetes otlet lenne az Abel-csoportok
Cayley-grafjainak korében expandereket keresni. Azonban a kovetkez§ tétel kimondja,

hogy ez reménytelen.

4.3.2. Tétel. Legyen (G;)ien egy novekvs elemszami, kommutativ csoportok egy
rendszere tetszleges, rogzitett elemszamu S; generatorrendszerek mellett (|S;| =

d barmely i-re). Ekkor (Cay(G;, S;))ien nem egy expander grafcsalad.

Bizonyitas: Az altalanossig megsértése nélkiil feltehets, hogy —S; = S;, mert azt
fogjuk megmutatni, hogy barmelyik G; csoport til lassan né és ha ezt nagyobb ge-
neratorrendszer mellett is meg tudjuk mutatni, akkor készen vagyunk. Kommutativ
csoportok 1évén, additiv jelolést fogunk hasznélni. A mar megszokott modon legyen az
egységelem n sugari kornyezete

d
o; >0 és Zai §n}.
i=1

Bn(O) = {04181 + 989 + -+ - + AgSq
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Mivel G; kommutativ, ezért az Osszeadas sorrendjét figyelmen kiviil hagyhatjuk ha
meg szeretnénk becsiilni B, (0) nagysagat. Pontosabban azzal becsiilhetjiik feliilrsl,
hogy n-ig a természetes szamokat hanyféleképpen lehet felirni d darab nem negativ

természetes szam Osszegeként. Feltehetd, hogy n nagyobb mint d.

d—1

|<Z<l+d—1> Z(l+d—1> ;%S

=

d—1 n
) <
Z( )*lz(d—m Sa-ot e

=

ahol C' = z (l+d 1) univerzalis konstans olyan szempontboél, hogy csakis d-t6l fiigg, ami

rogzitett. Vagyls |B,.(0)| = O(n?), viszont megmutattuk, hogy az expanderek exponen-
cialis novekedéstiek, lévén a Cheeger konstansuk alulrol korlatos. Tehat (Cay(G;, S;))ien

valoban nem alkothat expandert. O]

A kovetkezd tételt bizonyitas nélkiil mondjuk ki.

4.3.3. Tétel. Legyen (G;);en egy novekvs elemszamu, véges, feloldhato csoportok
egy rendszere tetszéleges, rogzitett elemszamu S; generatorrendszerek mellett (|.S;| =
d barmely i-re) tgy, hogy barmely csoport kommutétorlanca legfeljebb n hosszi, ahol
n egy rogzitett természetes szam. Ekkor (Cay(G;, S;))ieny nem expander.
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5. Az SLy(F,) csoport és az expanderek kapcsolata

Ebben a fejezetben az lesz a célunk, hogy megmutassuk azt, hogy megfelels feltételek
mellett a (Cay(SL2(F,), Sp)), grafcsalad expandert alkot és a [8] cikk alapjan fogjuk ezt
megtenni. Bar mar megmutattuk, hogy a Cay(SLy(F,), S)) grafnak logaritmikus atmé-
rGje van és azt is tudjuk, hogy egy expanderben szerepls grafok atmérgje logaritmikus,
ett6l még nem biztos, hogy egy logaritmikus atmérével rendelkezd d-regularis grafesalad
expandert alkot. Minket szimmetrikus S, generatorhalmazok fognak érdekelni, ami azt
jelenti, hogy S 1= S, ahol |S,| = 2d (d rogzitett természetes szdm). Természetesen

feltehetjiik, hogy I & S, barmely p-re.

5.1. Definiciék és alapismeretek

Ismertetiink néhany jelolést és a tovabbiakban fontos szerepet jatszo allitast és tételt.

A kovetkezs lemma egy klasszikus grafelméleti Osszefiiggés [12].

5.1.1. Lemma. Legyen G egy véges graf és A a szomszédsagi métrixa. Ekkor Afj
egyenlé a k hosszu sétaknak a szamaéaval az ¢ csticsbol a j csticsba. A {Gatlon 1évs

szamok tehat a k hosszu korok szama G-ben.

Az el6z6 lemmét atfogalmazzuk csoportok Cayley-grafjara és azok sajatértékeire.

5.1.2. Kovetkezmény. Legyen G egy véges csoport az S generatorrendszerrel, tovabba
legyenek |S| = A > Xy > -+ > Ag a Cay(G, S) sajatértékei és A a szomszédsagi

matrixa. Jelolje W5, a 2m hosszt sétak szaméat az egységelembdl 6nmagaba. Ekkor

G|
Tr(A*) = ) A" = |G W,

i=1

Ferdinand Georg Frobenius az SLy(IF,) csoporttal kapcsolatos eredményei [10]

alapjan a kovetkezd lemmat fogalmazhatjuk meg.

5.1.3. Lemma. Az SLy(IF,) csoport barmely nemtrivialis C feletti irreducibilis repre-

P

zentacidjanak a dimenzi6ja nagyobb vagy egyenls, mint ’%1.

5.1.4. Definici6 (Multiplikativ energia). Legyen A és B két tetsz6leges részhalmaza

a (G csoportnak. Az multiplikativ energidjukon a kévetkezs halmaz szamossagat értjiik

E(A,B) = |{(a1,a2,bl,b2) € A? x B? | a1b; = a2b2}|

A multiplikativ energiara vonatkozé képlet atirhaté a kovetkezd lemma segitségével.
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5.1.5. Lemma. Legyen A és B két tetszbleges részhalmaza a G csoportnak. Ekkor
E(A, B) = |[xa * xsll5.

Bizonyitas: Legyen h € G tetsz6leges. xa * x(h) = > xa(hg ')xs(g) = hanyféle-
geG
képpen lehet felirni h-t egy A és egy B-beli elem szorzataként. Ez alapjan

Ixa*xal; = Z(XA +x8(9))* = Z(XA *xB(9))(xa * x5(9)) =

= " [{(a1,b2) | a1 € A, by € B,arhy = g}| - [{(az,b2) | a2 € A, by € B, ashy = g}| =

geG

> (a1, a2,b1,b5) € A% x B? | by = ashy = g}| = E(A, B).
geG

]

A kovetkez§ tétel a Balog-Szemerédi-Gowers-tételkornek egy nemkommutativ verzi-

6ja, amelyet bizonyitas nélkiil mondunk ki.

5.1.6. Tétel. Legyen A és B két tetsz6leges részhalmaza a G csoportnak tgy, hogy
E(A,B) > %|A|%|B|%, ahol K > 1 rogzitett konstans. Ekkor létezik egy A" C A
halmaz gy, hogy |A’| = Q(ﬁ]%ﬂ) és |A'(A)7Y = O(K°W|AJ) valamely abszolut

C konstansra.

A tovabbiakban jelolje pug az éppen szoban forgé G csoporton értelmezett, S tartoja

valoszintiségi mértéket, ahol S a csoport egy generator rendszere:
1
ps(g) = E 255(9)7
seS

ahol §, az s elemhez tartozé Dirac delta fliggvény:

1 hag=s

ds(g) =
) 0 hag#s

Feltéve, hogy S egy szimmetrikus 2d elemszamu generatorrendszer, akkor a konvoltcio

segitségével a kovetkezd formulat irhatjuk fel:

W-
*2m 1 — 2m

girth(G) a G graf legrovidebb korének méretére hasznalt jelolés. Az lesz a célunk,

hogy belassuk a kévetkezd tételt.
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5.1.7. Tétel. Legyen d > 2 egy rogzitett természetes szam, és legyenek 2d elemszaman,

szimmetrikus generatorrendszerei az SLo(F,) csoportoknak az S, halmazok gy, hogy

girth <Cay(SL2(]Fp), Sp)> > 7logy, v,

ahol 7 > 0 egy p-tdl fliggetlen rogzitett konstans. Ekkor (Cay(SLy(F,),S,)), egy

expander.

Ez a tétel a kovetkezménye a kovetkezé allitasnak.

5.1.8. Allitas. Tegyiik fel, hogy a Cay(SLy(F,),S,) grafokra (|S,| = 2d) teljesiil,

hogy
girth (C’ay(SLg(Fp), Sp)> > 7108y, P

Ekkor barmely pozitiv e-ra létezik egy C(e,7) > 0 valos szam tugy, hogy ha n >
C(e, 1) logy, p, akkor
*N -34e
gl <p™2".

Lassuk, hogy miért kovetkezik a most vazolt allitasbol a fenti f6 tétel. Mivel S, egy

szimmetrikus generator halmaz, ezért

p2r ) = S ugango ) = 3 (n50) = g3

geG geG

Ez alapjan barmely n > C(e, 7) log,, p természetes szamra W, < ( 5)

5. Legyen Ay, a
Cay(SLy(F,), Sp) A szomszédsagi matrixanak masodik legnagyobb sajatertéke és ennek

multiplicitasa m,(As2,). Tudjuk, hogy

[SL2(Fp)|
SLy(F,)|[Wa, = Z AP > my( Ao p) A3

A 5.1.3. lemma alapjan allithatjuk, hogy m,(A2,) > 1%1 > £, de a konstans szorzo

elhanyagolhato. Ahogy azt mar kordbban is ismertettiik, |SLy(F,)| = p* —p < p?.
Mindezek alapjan

(2d)*" " (2d)*" " 2d
’ 3—2¢ > p/\;p 1—2¢ > )‘g,p — 1—2¢ > )\Z,p
p p p 2n
Legyen n = C(e, 7) logyy p, ckkor
2d _1-2
Aoy < —== = (2d)" e < 2d,
pT

és ezzel belattuk a kivant tételt, hiszen limsup Ay, < 2d. Természetesen még hatravan
p—00

ennek az allitasnak a bizonyitasa.
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5.2. Valoszintiségi mértékek az SLy(F,) csoporton

5.2.1. Definici6 (K-approximéacios részcsoport). Legyen G egy tetszdleges csoport
és 1 € H egy olyan szimmetrikus részhalmaza (H~' = H), amelyre létezik egy olyan
X C G ugy, hogy |X| < K, ahol K > 1 konstans, H- H C X -Hés H-HC H- X.

Ekkor H-t K-approximécioés részcsoportnak nevezziik.

Ezt a fogalmat Terence Tao vezette be el@szor [5] és arra hivatott, hogy megallapitsa,
hogy egy csoport részhalmaza mennyire van kozel ahhoz, hogy részcsoport legyen. Itt a
K konstans egy mérdszamként is felfoghatd. Szintén Tao nevéhez fliz6dik a kovetkezs

tétel, amire nemsokara sziikségiink lesz.

5.2.2. Tétel. Legyen A és B két multiplikativ részhalmaza a G csoportnak és K > 1
rogzitett konstans. Ekkor a kovetkezs két allités ekvivalens valamilyen konstans erejéig,
ugy értve, hogy ha az 7. allitas igaz valamely C; abszolut konstansra, akkor a j. allitas

is fennall valamely C; abszolut konstansra.

(1) d(A,B) = zog% < Cylog K.

(2) Létezik egy CoK2-approximéacios H részcsoport tgy, hogy H < C,K¢2|A|,
AC X -Hé B CY - H valamely X,Y multiplikativ részhalmazokra amikre
X[, Y] < CoK©2,

Ebben az alfejezetben az lesz a célunk, hogy bebizonyitsuk a kévetkezd allitast.

5.2.3. Allitas. Legyen v egy szimmetrikus valoszintségi mérték az SLy(FF,) csoporton,

vagyis v(g) = v(g~!). Ha valamely rogzitett 0 < v < % konstansra fennall, hogy
(@) IVl < 55,
(b) [[vll> > p=2*7,
(c) v (H) < 1% barmely H valodi részcsoportra,

Ekkor 1étezik egy ~-tol fliggé € > 0 konstans gy, hogy ha p elég nagy, akkor

1
[ vlla < Il

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas, vagyis barhogyan valasztunk egy
€ > 0 konstanst

1
[ vlla > Il
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Azt fogjuk megmutatni, hogy ha e-t eléggé kicsire valasztjuk, akkor a (b) feltétel
sériilni fog. Legyen J = 10logp. Az egészrész fiiggvénnyel analog fliggvényt fogunk

legyartani a v mértékbdl.
i :
P 9 X

ahol A; = {g 2% <v(g) < 2]“} és Ay = {g’O <v(g) < 2%} Megjegyzends, hogy

barmely 1 < j < J indexre |A;] < 27, hiszen ha lenne 27 + 1 olyan elem, akinek a

2941 2941
akkor > v(gg) > Z 1+ 5 > 1. Ekkor barmely
k=1

mértéke nagyobb mint 2],

g € SLy(F,) elemre igaz, hogy

- . 1

v(9) = v(g) < 20(9) + 57X 455.(9)-
E miatt és az kezdeti feltevésiink miatt o-ra is igaz, hogy || * D] > #HDHQ. Most
szeretnénk egy felss, illetve also becslést adni || * ||o-ra és ||7]|o-ra. El6szor nézzik a

felsé becslést, ahol a haromszog-egyenl6tlenséget fogjuk hasznalni.

1
Z i+j XA; % X4

1<ij<J

[ 7|2 =

A 1
< Z 2i+j||XAi*XAj||2’

o 1Siy<t

A skatulya-elv alapjan létezik olyan ¢ és j indexek, amikre

2
17 7ll2 < Sl xa, -

Most lassuk az alsé becslést

L 1A [[A)| |4 amcev 1
§ > LR e
22l 921 92j 2%2%

=1

172 =

Felhasznélva mindkét becslést, azt kapjuk, hogy

J2
2i+J

Ixa; * xa;lla = (|75 7]z > p—||V||2

2323 |4, ﬁA B 1
; > >
T2pe A3 Ayl 3 e Al Ayl
Az A = A; és B = A; jelolésekkel alkalmazva az 5.1.6. tételt, kapunk egy A1 C A
halmazt, amire |A;| > %|A|, ahol e, = 4C1e és C] egy abszolut konstans gy, hogy

= E(Ai, 4;) = [Ixa = xall2 > e HE VLD

[ALAT ] < p™ | Aul-

Vegyiik észre, hogy ekkor
(A1, Ar) < e1logp,
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hiszen

[A1AT P A
d(Ay, Ay) = log ——— < log = g1 logp.
v ALl 4] Al

Emiatt alkalmazhatjuk az 5.2.2. tételt, vagyis 1étezik egy H p°2-approximacios részcso-
port, amire

|H| < p™|Ay], Ay C XH, Ay C HY ¢és | X|,|Y| < p®,
ahol g5 = Cyey és Cy egy abszolut konstans. Mivel A; C |J xH és |X| < p2, ezért a

zeX
skatulya-elv alapjan létezik egy xq € X 1gy, hogy

1
|A1 ﬂl’oH| > ]E’Aﬂ

L, P Al A, ,
Mésrészrél Ay C A = A; és min {%, ‘2—7”} > JQLPE, ezért
1 1

Al > e =

1
l/(l’oH) > V(Al ﬂon) > §|A1 mIL'()H| > |A1| >

Qipaz 2ip82p51

Felhasznalva az (a) feltevésiinket, adodik, hogy |H| > p?~=. Mivel A; C A;, |H| <
p2|Ay|, ezért |H| < 2'p®.
A Young-egyenldtlenség || f * gll2 < || fll2llg]l1 alakjat hasznélva

I, * xa, || < A2 ]Ay] < 2527,

Ezt felhasznélva és a kezdeti (b) ||v||e > p~ 217 feltevést, kapjuk, hogy

1

3—2v
i+j '

_3 1 1 )
p 2t < EIIV!\z < XA, % xa,ll2 < = 2'<p

2
Visszatérve H méretének becsléséhez adodik, hogy |H| < p*~27t<2. Mivel H egy p2-
approximéacios részcsoport, ezért

|H?| = |H-H?| < |H* X| < |H - X?| < p*|H| =

2e
— |H-H-H| < |H" 5.

A 3.1.1. allitas (a) pontjat hasznalva allithatjuk, hogy H nem generatorhalmaza az
SLy(FF,) csoportnak, vagyis 6t tartalmazza valamely G, valodi részcsoport. Az el6zéek
ol

fényében és e-t elég kicsinek megvélasztva (ligy, hogy legyen €3 < 2) adddik, hogy

v(zoGo) > L% = 1*}(Gy) > z%’ ami ellentmondas. O
p

5.3. A {6 tétel bizonyitasa

5.3.1. Tétel (Dickson). Legyen p > 5 prim. Ekkor az SLy(FF,) csoport barmely

részcsoportja izomorf a kovetkezs csoportok valamelyikével:
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(a) 2(EE) rendii diédercsoport és azok részcsoportjai.
(b) @ rendt Borel részcsoport és részcsoportjai.
(c) A4, Sy vagy As.

5.3.2. Allitas. Legyen H az SLy(F,) csoport egy 60-nal nagyobb elemszamu valo-
di részcsoportja. Ekkor a H-nak a mésodik kommutétora trividlis, vagyis barmely

g1, 92, 93, g4 € H elemekre
[91792]7 [93794]] =1.

Bizonyitas: H > 60, tehat H % Ay, Sy, A5 az el6z6 tétel alapjan. Ha H izomorf egy
diéder csoporttal, akkor ismert, hogy H' = (r?). Ekkor [y*",y*"] = 1. Ha H egy
Borel részcsoporttal izomorf, akkor feltehetjiik, hogy izomorf a fels§ haromszog-méatrix

csoporttal. Vizsgéljuk az els6 kommutétor részcsoportot:

a T by ot —z\ (07" —y) (1 a
0 atJ\o v\ 0 a o o) \o 1)’
ahol o € F,,. Vilagos, hogy az ilyen alakt métrixok kommutélnak egymassal. O]

5.3.3. Tétel. Legyen d > 2 egy rogzitett természetes szam, és legyenek d elemszamu

részhalmazai az SLy(FF,) csoportoknak az S, halmazok tgy, hogy

girth <C’ay(SL2(]Fp), Sp)) > 1logy, p,

17

ahol 7 > 0 egy p-tdl fiiggetlen rogzitett konstans. Ekkor, ha p > (2d)+, akkor
Cay(SLy(F),), S,) Osszefiiggs.

Bizonyitas: Legyen G, az S, altal generalt részcsoportja az SLo(F,) csoportnak.
Azt szeretnénk megmutatni, hogy elég nagy p-re G, = SLy(F,). Az vilagos, hogy
Gp % Ay, Sa, As, hiszen az azt jelentené, hogy S, tartalmaz egy kis rendd elemet, ami

megsértené a feltételt miszerint a legkisebb kor a grafban nagyobb mint 7log,, p.
Az el6z6 allitas alapjan barmely sq, sq, 53, 54 € S, generatorelemekre
[517 82]7 [537 54]] = 17

ami implikal egy 16 hosszt kort Cay(SLa(F)), S,)-ben, ezzel megsértve a lekisebb korre

17

vonatkozo feltételt ha 7logy,p > 17 <= p > (2d)+ O

Kimondunk egy segédlemmat.

5.3.4. Lemma. Jelolje Wi (L) az L hosszu szavak halmazat az Fy szabadcsoportban.
Legyen Y(k, 1) egy részhalmaza a Wj,(21) halmaznak gy, hogy |S(k,1)| > I és legyen
T = {[gl,gg] | g1, 92 € Z(k}, l)} Ekkor |T| > 3.
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Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy |T| < [3. Ekkor létezik egy a € T gy, hogy

H g1,92) € X(k, 1) x X(k, l)Hgla!h _ a}| |E|2

Hasonlo okok miatt létezik egy b € X(k, 1), b # 1 gy, hogy

[{g € Sk, 1)|[b,g] = a}| > |Ek” > 12,

Legyen ¥y = {g € 3(k l)|[b gl = a}. Legyen g, h € 3, ekkor

gb~tg7t =b"ta

— gb'g 'hbh Tt =1 <= b(h 'g) = (h 'g)b.
hb~h! = bl

Vagyis b és h~'g kommutalnak. Mivel egy szabadcsoportban dolgozunk, ezért 1étezik
egy ¥ € F}, Ggy, hogy ™ = h™lg és b = ™. Tehat b" = (h~1g)™, ami egyértelmiien
meghatérozza h~'g-t a b fiiggvényében. Mivel 2", ™ € Wy, (2l), ezért n, m < 2I, vagyis
legfeljebb 4% lehetséges értéke lehet az (n, m) kettdsnek. Ezek alapjan

ISP < 4P| = |54] < 48,
ami ellentmondés, hiszen megmutattuk, hogy |3;] > I3. O]

5.3.5. Kovetkezmény. Az el6z6 jeloléseket hasznalva, legyen X (k, ) egy részhalmaza
a Wy (20) halmaznak ugy, hogy Vg1, g2, 93, g4 € 3 (k, 1) elemekre [[31, Sa), [33,54]] = 1.
Ekkor |X(k, )| < 1.

Bizonyitas: Az el6z6 lemma jeldléseit hasznalva, allithatjuk, hogy barmely xq,z9 € T
elemekre [z1, 23] = 1. Viszont tudjuk, hogy egy szabadcsoportban két elem akkor és
csakis akkor kommutalnak, ha valamely csoportbeli elem hatvanyai. Ez alapjan, T-t
tartalmazza a szabadcsoport egy ciklikus részcsoportja. Masrészrél T C Wi, (81), tehat
IT| = O(l). Az el6z6 lemma tagadasat hasznalva kapjuk, hogy |2(k, )] < 1. O

A kovetkezd tétel biztositja szamunkra a legkisebb korre vonatkozé als6 becslést.

5.3.6. Tétel. Rogzitett d mellett, az SLy(FF,) csoport egy random Cayley-grafjanak
legrévidebb kore legalédbb (5 — o(1))log,_, [SLa(F,)| ahogy p — oo.

Legyen F,, a n elem altal generélt szabadcsoport, és a generédtorai legyenek aq, as, - - - , a,.
Jelolje pu az F-en értelmezett, {ay,aq, -+ ,a,} tartoju valoszintségi mértéket

n

1
h=o- ;(5% +0,1).

Tovabba legyen PW(x,7y) annak a valésziniisége, hogy az x csticsbol indulva [ 1épés

utan y-ba jutunk, ha a bolyongast a p szerint végezziik.
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5.3.7. Allitas (Kesten). Legyen F, a n elem altal generalt szabadcsoport, és a
generatorai legyenek aq,as, - ,a,. Jelolje pu az F,-en értelmezett, {ay,as, -+ ,a,}
tartoju valoszintségi mértéket

n

1
H = m ;(5% + (5a;1>'

Tovabba legyen PW(x, 1) annak a valésziniisége, hogy az x csticsbol indulva [ 1épés

utan y-ba jutunk, ha a bolyongast a u szerint végezziik. Ekkor

Vva2n —1
limsup /PO (x,z) = v o
n

l—00

A fenti tétel kovetkezményeként allithato, hogy ha [ paros, akkor PO (z,y) <
POz, 2) < <_¢2n—1)’

Még hatravan az 5.1.8. allitas bizonyitasa. Az allitast ugy fogjuk belatni, hogy az
5.2.3. allitast alkalmazzuk az ,u’glp mértékre, ahol [ ~ logp. Befogjuk bizonyitani, hogy
erre a mértékre fennallnak az (a) és (c) tulajdonsagok. Vilagos, hogy azt szeretnénk

megmutatni, hogy a (b) tulajdonsidg nem teljesiil.

Szeretném megjegyezni, hogy a cikk feldolgozasa soréan egy jelentés hibara buk-
kantam ebben a bizonyitasban, mégpedig arra, hogy a cikk szerzéi felhasznaltak azt,
hogy

1125, Il oo lsupp (25, ) < 1,
ami nyilvanval6an nem igaz, hiszen az egyenlGtlenségnek forditva kellene allnia. A
bizonyitasban tovabba egy masik rossz iranya becslés is hasznalatra keriilt, mégpedig
E logzdpJ -1= glogmp,

ami szintén vildgos, hogy nem igaz. Ezért adtam egy mésik bizonyitasat az allitasnak.

Legyen [y = E logs, pJ —1. A feltevésiinkbdl, miszerint girth <C’ay(SL2(]Fp), Sp)> >
7 logy, p, kovetkezik, hogy egy legfeljebb [ hosszi véletlen séta a grafon olyan, mintha a
séta egy 2d-regularis fan torténne, vagy ugy is mondhatnank, hogy az Fy,; Cayley-grafjan.
Ezt tudvan, felhasznalva az el6z6 tételt, kapjuk, hogy

lo
VAd =1
*lo _ *lo < plo) (1 < X2 - =
g oo e i, (9) < e (1,9) < 54
d(lvg)gl() d(lvg)glﬂ
L% logyy PJ -1 7 logag p

Ha feltessziik, hogy 7 < 3, akkor

T 2d 1 T 1 T
7 —:—<1——1 4d—1><—<1——1 2d>:—<
2 Og2d m 2 2 Ode( ) 2 2 Og2d( ) 4

\]

)

> w
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vagyis a 7 = Zlogy, \/% valasztassal teljesiil az 5.2.3. allitas (a) feltétele a ,u*lo

—z L
meértékre. A Young-egyenl6tlenség || f * glloo < ||fllollgll1 alakjat hasznélva
% « _T _2d
oo < g2 loollias, Il = Ilig0lloe - 1 < p72 82 viemy

vagyis azt kaptuk, hogy barmely [ > [y szamra teljesiil az imént emlitett feltétel
! mértékre teljesiil a 5.2.3. (c)

F,) gy, hogy 14 (aGo)
> L. Ekkor

L

ol
2

hS]

Most megmutatjuk, hogy ha [ > [y, akkor a u
Tegyiik fel, hogy létezik egy a € SLy(

feltétele, ha v < 3—.
valamely G valodi részesoportra (amibdl kovetkezik, hogy ,u*zl(Go)

— < 1 (aGo) (=10) () o (ya G
1 MSCLO Zﬁbs (ya 0) <

1
yGSLgle

=, Miax ps (bGo).

max MS °(bGy) = nax

*(1—lo)
Z Hs, () beSLoF,

yESLQ]Fp
Jelolje Wg(L) az L hosszu szavakat az S generatorrendszerre nézve. Tovabbé, legyen

(S, lo) = {g S G() N WS(2l0)}

lo

Felhasznalva az 5.3.2. allitast, az 5.3.7. allitast és az 5.3.5. kovetkezményt, allithatjuk

hogy
M*Zlo (GO) 1 1 Bz 2lo 'Y<% d2 4
1§ > |2(S,1o)| > =2 > ——- N ’
l1s, e PYIIHS, Ml 2d =1 2d -1
ami ellentmondas, hiszen az egyenl6tlenség-lanc két végét vizsgalva azt kapjuk, hogy
o % logyg(p) =2
(510 )6 S G R (G T dilost
9 24 P 0 5d — 1 2d (2d) v
V2d pilsad 24 pit \/2d o
o log,4(2d) d ) pg - d p,

d ps

ami nem igaz elég nagy p-re.
Tegyiik fel, hogy az 5.2.3. allitas (b) feltétele is fennall a uglp mértékre, ahol [ > [y,
- 4 2 .. *Slp, l 2 lo

vagyis [|[pg |2 > p 2. Ekkor hasznalhatjuk az 5.2.3. allitast az Gsszes 1

mértékre. Tehat
s, Nl > 7|1,
valamely e-ra, ami csakis v-tol fiigg. Viszont ekkor
> p s S prepiy = prinst,

15, 2 > Pl llo > 0%y ll2 > -
n-t elég nagyra valasztva azt kapjuk, hogy || ,uS |2 > 1, ami ellentmondas. Es ezzel

belattuk az 5.1.8. allitést.
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Alulirott Gyorgypél Taméas nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az

alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket alkalmaztam:
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o Writefull Teljes dolgozat —
ellendrzése

Dolgozat formazasa

Gemini 2.5 Flash
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Teljes dolgozat
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