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Bevezetés

A pénziigyi vilag szamos kihivas elé allitja az embert, mert a gazdasagi bizonytalan-
sédgok és a jov6beli kockazatok nagy hatassal vannak a vallalatok és maganszemélyek

stratégiaira egyarant.

Sztochasztikus optimalizélas soran az optimélis dontéseket olyan modellek alapjan
hozzuk meg, amelyek figyelembe veszik a kockézatot és a jovébeli bizonytalansagokat,
ismert valoszintiségi eloszlasok alapjan. FEzzel szemben a robusztus optimalizilas
nem a bizonytalansag eloszlasara, hanem annak egy ismert halmazara épit, olyan

dontéseket keresve, amelyek a legrosszabb esetben is kielégitik az el&irt feltételeket.

E szakdolgozat célja bemutatni a matematikai optimalizaldsnak ezen két fontos
agazatat. A szakdolgozat elején a sztochasztikus programozés egy- és tobblépcsds
esetével fogok foglalkozni. Ezeknek elGszor elméleti alapjait fogom targyalni, majd
specialis esetek felépitéseit fogom vizsgalni. Gyakran latni fogjuk, hogy az elsére
nehezen kezelhets, véletlent tartalmazo problémakat kordbban megtanult linearis
programozasi vagy konvex optimalizalési problémékka lehet alakitani. Dolgozatom
masodik részében a robusztus optimalizalasrol lesz sz6, ahol elGszor bevezetem a
robusztus optimalizalas alapfogalmait, majd attérek a bizonytalansagi halmazok

specidlis eseteire.

Szakdolgozatom utolso6 fejezete a tobblépesds sztochasztikus programozas alkal-

mazasat mutatja be gyakorlati pénziigyi feladatokon.



1. fejezet

Alapfogalmak

Az alabbiakban azokat a kordbban tanult definiciokat és tételeket gytjtottem Ossze,
amelyeket szakdolgozatom megértése szempontjabol a legfontosabbnak tartok. Fon-
tos azonban megjegyezni, hogy ezen kiviil is léteznek olyan, meg nem emlitett,

elGismeretek, amelyek sziikségesek lehetnek.

1.0.1. Definici6. (Optimalizalasi feladat): Adott egy f(x) : R — R fiiggvény és
egy H C R™ halmaz. Egy standard optimalizalasi feladat célja, hogy egy olyan
r* € H-t talaljunk, amely maximalizalja (minimalizalja) f(x)-et. A H halmazt a

megengedett megoldasok halmazéanak, az f-et pedig célfiiggvénynek nevezziik.

1.0.2. Megjegyzés. Megeshet, hogy nem létezik ilyen x*. Ha az el6bb emlitett
H iires, akkor a probléma megoldhatatlan, ha pedig talalhat6 egy olyan x; € H

pontsorozat, hogy f(x;) — oo, ha k — oo, akkor a célfiiggvény feliilr6l nem korlatos.

1.0.3. Definicié. (Optimalis megoldas): Optiméalis megoldasnak neveziink egy olyan
x* € H-t, amelyre teljesiil a kovetkezs: f(z*) > f(z), Vo e H.

1.0.4. Definicié. (Valoszintségi mezd): A (€2, A, P) harmast valosziniiségi mezonek
hivjuk, ha:

e () a lehetséges kimenetelek halmaza

o A egy o-algebra, az események rendszere (azaz () részhalmazaibol 4llo csalad)

o P valoszintségi mérték, vagyis o-additiv A — [0, 1] fliggvény
1.0.5. Definicid. (Valoszintségi vektorvaltozo): Legyen (€, A, P) egy valoszintiségi
mezs és d > 1 egy egész szam. Egy

X = (X1, Xy,...,Xq) : Q= R

fiiggvényt valoszintiségi vektorvaltozonak neveziink, ha minden komponense valdszi-
niiségi valtozo, vagyis olyan X; : Q@ — R, (i = 1,2,...,d) fiiggvény, amire teljestil,
hogy minden Borel-halmaz 6sképe benne van A-ban, vagyis mérhets vagy A-mérhetd.

Formaélisan:

XM H)={weQ|Xw)e H} € A, VH € B(R?Y).
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1.0.6. Definicié. (Primal-dual LP feladatpar altalanos alakjai):

Primal feladat Dualis feladat
. T T
max CoXp + C121 min by yo + by 1
Zo,T1 Yo,Y1
s.t. Pxo+ Axqy = by s.t. yoP +11Q = ¢
Qxo + B < b YA+ B > ¢
I Z 0 n Z 0

ahol:
e 1o € R" x; € R™ a primél valtozok,
e yo € R™ y; € RP: a dudl valtozok,
e ¢p € R", ¢; € R™: a primal célfiiggvény vektorai,
e by € R™, by € RP: a primél megszoritasok jobb oldali vektorai,
e PcR™" AeR™" Qe RP B e RP™: a feltételmatrixok.

1.0.7. Tétel. (Dualitdsi alternativa tétel): Az aldbbi négy dllitds kézil pontosan az
eqyik teljestil:

1. A primdl és dudl feladat is megoldhato, és

max(coxg + c111) < min(boTZ/O + blTyl)-
T0,T1 Y0,Y1

(Erds dualitds esetén egyenldség dll fenn.)

2. Egyik sem oldhato meg.

3. A primdl feladatnak nincs megolddsa, és a dudlis feladat célfiigguénye alulrol
nem korldtos.

4. A dudl feladatnak nincs megolddsa, és a primdl feladat célfiigguénye feliilrdl

nem korldtos.

1.0.8. Definicié. (Konvex halmaz): Egy H € R? halmazt konvexnek neveziink, ha
Va,y € H pontpéarra és VA € [0,1]-re a Ax + (1 — Ay pont is € H.

1.0.9. Definicié. (Konvex fiiggvény): Legyen H € RY halmaz f : H — R fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy az f fliggvény konvex, ha H konvex halmaz, és Vx,y € H és
VA € [0,1] esetén teljesiil:

FOz+ 1 =Ny) <AMf(z)+ 1 =N F(y).

1.0.10. Definicié. (Logkonkav fiiggvény): Legyen f : R4 — [0,00). Azt mondjuk,
hogy f logkonkav, ha Vz,y € R? és VA € [0, 1] esetén teljesiil:

fOz+ (1= Ny) = fl@) fy)'

Ezzel ekvivalens, hogy az f fliggvény logaritmusa konkav.

1.0.11. Megjegyzés. Logkonvexitas definicioja ugyanez, forditott egyenlStlenséggel.



2. fejezet

Egylépcs6s sztochasztikus

programozas

Az egylépess sztochasztikus programozasi feladatokban a célunk egy olyan x dontési
vektor megvalasztasa, amely megfelel a determinisztikus feltételeknek és a bizonyta-
eseményeket r megvalasztasa utan figyeljik meg, ezért nincs lehetéség x utolagos
megvaltoztatasara. A feladat célja tehat az, hogy tgy valasszunk megengedett x
megoldast, még a bizonytalan események bekovetkezése el6tt, hogy ennek a véletlen
események figyelembevételével kiértékelt célfiiggvényértéke a lehets legkedvezsbb

legyen. A fejezet a [2], [3], [5], [8] forrasokat veszi alapul.

2.1. Bevezetés

Az egylépcsGs sztochasztikus linearis programozasi modellekben, akar a feltételekben,
akar a célfiiggvényben, rendszerint megtalédlhatd a kdvetkezd tipusi véletlen vektor:
W(x, &) = T(§)x — h(€), ahol £ : Q@ — R" vektorvaltozo egy (2, A, P) valoszintiségi
mez$ felett. Vagyis T'(§) € R¥*™ és h(§) € R?, igy &-t6l fliggd véletlen métrix és

véletlen vektor. Errdl az Osszefiiggésrdl feltessziik, hogy linearis, vagyis:
TE) =T+ T&  hE)=h+> h&
i=1 i=1

Itt T, T;, h, h; megfelel6 méretti determinisztikus matrixok és vektorok ¢+ =1,...7.

Tovabba feltessziik, hogy az egylépcsés modellek esetében (és késébb a tobb-
lépesés modellek esetében is) a bizonytalansagot hordozo vektorvaltozok eloszlasa
ismert. Ennek megfelelGen ismertnek tekintjiik azoknak a paramétereknek az egyiit-
tes eloszlasat is, amelyek ezekbdl a vektorvaltozokbol szarmaznak, és amelyek a
célfiiggvényben vagy a feltételekben szerepelnek. Jelen esetben £ eloszlasat, valamint

a (T'(&),h(£)) paros egyiittes eloszlasat is ismertnek feltételezziik.



Vegyiik észre, hogy T'(&)x — h(&) egy affin leképezés rogzitett T-re és h-ra, igy
vektor egy adott rogzitése soran egy konkrét eloszlast hatarozunk meg ¢ (z, £)-nek.
Tehat amikor az x dontési vektort megvalasztjuk, akkor gyakorlatilag arra torek-
sziink, hogy a ¢ (z, £) véletlen vektor eloszlasa szamunkra megfeleld tulajdonsagokkal
rendelkezzen. Ahhoz, hogy egy véletlen vektorrdl el tudjuk donteni, hogy ,mennyire
jo” szamunkra, bevezetiink egy 1 : R” — R tgynevezett ,mindségi mutato” fliggvényt.
Egy adott x kiértékelését pedig ugy végezziik, hogy a pi-be behelyettesitjik a ¢ (z, £)-t,
vagyis G(x) = pu(¢¥(x,§)). Az egylépess sztochasztikus programozasi feladatok két

alapvetd tipusa a kovetkez§ alakkal rendelkezik:

T
mj;r;x:c bx min, 'z + G(z)

Ar=1b
G(z) >d

2.2. Lehetséges mindségi mutatok

A legegyszeriibb megkozelités egy véletlen vektor mindségi mutatojara az, ha egy-
szertien vessziik a varhato értékét, vagyis: u(v(z,€)) = E[(¢(z,€))]. Ekkor a
E[(¢(x,€))] > 0 a feltételek kozott azt jelenti, hogy E[T'(€)]z > E[h(§)]. Ez azonban
egy meglehetdsen durva rendszer, ugyanis a (7'(€), h()) egyiittes eloszlast egyetlen

métrixszal és vektorral jellemzi, és semmilyen tekintettel nincs a szoérasra.

2.2.1. Példa. Tekintsiik az aldbbi problémdt:

min xg + x;
0,71

xo > hi(€)

x1 > hy(§),
ahol h(€) = (€,€), és € és P(€ = 0) = 0,999, P(¢ = 1000) = 0,001. Ekkor ha h(€)-t
E[h(§)]-vel helyettesitjiik a kivetkezd LP-feladatot kapjuk:

min xg + 21
z0o,T1

To > 1

x> 1,
amire az (xo, 1) = (1,1) az optimdlis megolddspdr, azonban vegyiik észre, hogy az
(20, 21) = (0,0) ugyanakkora valdsziniséggel lesz megengedett megoldds az eredeti

problémdra, mint az (1,1), de a célfiggvényértéke kisebb.

Ahelyett, hogy a vektorvaltozokat a varhato értékiikkel helyettesitenénk, egy
ennél kifinomultabb megkozelités, a valdszintiségi korlat, ahol a minéségi mutatot
a p((z, &) = P((v(x,€) > 0) <= P(T(&)z > h(€)) formaban definialjuk. Igy a

valoszintiséggel korlatozott modellekben a megszokott feltételek (Ax = b) mellett,



a P(T(&)x > h(§)) > « tipusu, vagy a kifejezés zarojelén beliili feltételeket kiilon
kiértékels P(tI(&)xz > hi(€)) > o, tipust feltételek jelennek meg, ahol a,q; €
[0,1],  =1,...,s. Az el6bbi tipusu feltételeket kozos vagy egyiittes valoszintiségi

korlatoknak, mig az utébbiakat kiilonallo valoszintiségi korlatoknak nevezziik.

2.3. Val6szintiségi korlatok, ahol csak a jobb oldal

véletlen

A valoszintiségi feltételekkel korlatozott modellek esetén kiilonosen fontos megvizsgalni
a megengedett megoldasok halmazanak konvexitédsat. Amennyiben a célfiiggvény
is megfelel§ tulajdonsidgokkal rendelkezik: példaul minimalizalds esetén konvex,
maximalizalas esetén konkév, akkor a feladat egy konvex optimalizalasi probléma.

Az ilyen problémak elényei kozé tartozik, hogy a célfiiggvénynek van globéalis
szélsGértéke. Egyes esetekben rendelkezésiinkre allnak megoldd algoritmusok, mig
més esetekben csupén a konvexitas tulajdonsagai alapjan tudunk hasznos kovetkez-
tetéseket tenni, vagy becsiilni a megoldast.

A kovetkezSkben azokat az eseteket fogom bemutatni, amikor a valoszintiséggel
korlatozott feltételek kozott csak olyanok vannak, melyeknek a P-n beliili résznek
a jobb oldala véletlen, a bal oldala determinisztikus, vagyis T(§) = T. ElGszor
a kiilonallo, majd az egyiittes valdszintiségi korlatokkal ellatott modellekkel fogok

foglalkozni, melyek az alabbi médon néznek ki:

Kiilonallo valoszintiségi korlatok Egyiittes valoszintiségi korlatok
min cl'x min cla
Axr=b Axr =b
Ptlz > hi(&) > a;, i=1,...,s P(Tz > h()) > «

2.3.1. Definici6. Legyen H C R? halmaz és f : H — R fiiggvény. Azt mondjuk,
hogy az f fuggvény kvazikonvex, ha H konvex halmaz, és Vx,y € H és VA € [0, 1]

esetén teljesiil:

PO+ (1= A)y) < max{f(z), Fy)}-
Tovabba, ha f kvéazikonvex, akkor g = —f kvazikonkav: g(Ax + (1 — N)y) >
min{g(x), g(y)}-

2.3.2. Allitas. Az egydimenzids valdszindségi vdltozok eloszldsfigguényei kvdzikon-

vexek és kvdzikonkdvak is.

Bizonyitas. Nyilvanvaloan kovetkezik abbol, hogy az eloszlasfiiggvények monoton
novekvsk. Ekkor F(Az + (1 — N)y) < max{F(z), F(y)} biztosan teljesiil, hiszen
egy [z,y] intervallumon beliili tetszéleges ponton felvett fiiggvényérték legfeljebb
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annyi, mint F(y). A kvazikonkav tulajdonsagot teljesen ugyanezzel a logikaval tudjuk
belatni. [

Kiilonall6 valészintiségi korlatok
Ilyen esetben G;(z) = P(tlx > hy(€)) = Fre(tix), i=1,...,s
2.3.3. Allitas. A H = {z | Fj,(¢)(tF'z) > a} halmaz konvez.
Bizonyitas. Mivel Fj, ) kvazikonkav fiiggvény, ezért a kovetkezd igaz:
Fiye) (87 (M + (1= N)y)) = min{ Fy, ) (t] @), Fhe)(t )}
Kell: Vz,y € H ¢s VA € [0,1]-re Az + (1= Ny € H, vagyis Fj,, ) (tT Az + (1= \)y))

«. Ez teljesiilni fog, hiszen, ha t]z < t]y, akkor Fj, (] (Az + (1 — N)y))
min{ Fy, ) (t] ), Fre)(t] y)} = Fue)(tiz) 2 a. O

AVARVS

2.3.4. Megjegyzés. A H = {x | F,¢)(t] z) < a} halmaz is konvex, Fj, ) kvézikon-

vexitédsa miatt, hasonlé bizonyitassal.

Igy az egyenlStlenségrendszer altal meghatarozott halmaz konvex halmazok met-
szete, tehat konvex. S6t LP-re is atirhato a feladat, hiszen a Fj, ) (t] z) > a feltétel
ekvivalens a ¢!z > Fh_i%&)(oz) feltétellel, ahol a Fh_i%&)(a) =inf{s € R: Fy,(s) > a}

az altalanositott inverz eloszlasfliggvény vagy méas néven kvantilisfiiggvény.

Egyiittes val6szintiségi korlatok

A korabbiakbol vilagos, hogy a megengedett megoldasok halmazanak konvexita-
sdéhoz G(x) = P(Tx > h(§)) = Fhe(Tx) feltételek mellett az eloszlasfiiggvények
kvazikonkavitasa elégséges feltétel volt. Ez a tulajdonsag tetszéleges R — R el-
oszlasfiiggvényre teljesiil, azonban az R? — R eloszlasfiiggvényeknek csak bizonyos
halmazaira, amennyiben 2 < d € Z. A kovetkezGkben ezekrél az esetekrdl lesz sz6.
Amennyiben a h;(€), 1 =1,..., s, valosziniiségi valtozok egymastol fiiggetlenek,
akkor az egyiittes eloszlasfiiggvényiik a marginalis eloszlasok eloszlasfiiggvényeinek
szorzataként adhato meg, azaz Fye) = [[_; Fri(¢)- Sajnélatos modon azonban a kvaz-
ikonkav fliggvények szorzatarol altalaban nem mondhaté el, hogy az is kvazikonkav
lenne. Példaul, ha fi(z) = —2? és fo(x) = —1, akkor ezek szorzata fi(z) - fo(z) = 22,
ami konvex, tehat nem kvézikonkév. Ezzel ellentétben a konkév fiiggvények Osszege
konkav, vagyis a természetes otlet, hogy vegyiik a logaritmusat az eloszlasfiiggvé-
nyeknek. Igy log Fiue) = > i 1 1og Fy,¢) > log a feltétellel helyettesitve az eredetit
ekvivalens feladatot kapunk. Ebbdl latszik, hogy a marginalis eloszlasfiiggvények
logkonkavitasa elégséges feltétel, ahhoz, hogy konvex tartoméanyon optimalizaljunk.
Amennyiben nem feltételezhets a valosziniiségi valtozok fiiggetlensége, gy alta-

laban nem tehetiink olyan allitast a marginélis eloszlasok tulajdonséigairél, amely
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onmagaban biztositana, hogy az optimalizalasi probléma konvex marad. Ehelyett
célszert olyan tobbdimenzios eloszlédsokat vizsgélni, amelyek egyiittes eloszlasfiiggvé-
nye kvazikonkav, mivel ez kozvetleniil garantalhatja a konvex tartoményokat, és igy

a konvex optimalizalasi keret megtartasat.
2.3.5. Allitas. Minden logkonkdv fiigguény egqyben kvdzikonkdv is.
Bizonyitas. Legyen f : R — [0, 00) logkonkév fiiggvény, azaz
fOz+ (1 =XNy) = fl@)*f(y)' ™ Yo,y e R Ae[0,1].
Legyen m = min{ f(z), f(y)}. Mivel mindkét f(x), f(y) > m, ezért:
Fa)t =m? o fy)' = m!

Ezért:

fOz+ (1= Ny) = f@) () 2 m*m! ™ =m0 = m = min{f(z), f(y)}.
Ez pontosan a kvazikonkav fliggvény definicioja. [J
2.3.6. Tétel. (Prekopa-Leindler egyenldtlenség): Legyen 0 < X < 1, és f,g,h : R —
[0,00) nemnegativ, valds értékii mérhetd fiigguények, amelyekre Va,y € RY esetén

fOz+ (1= N)y) > g(@)*h(y)'

[ swas ([ o) ([ row)

2.3.7. Tétel. Logkonkdv striségfiigguényi eloszlas, eloszlasfiigguénye is logkonkdv.

Ekkor

Bizonyitas. Legyen f: R? — [0, c0) logkonkév fiiggvény, azaz
FO@+ 1 =Ny) = f@)* ()™ Yo,y R A€[0,1].
Legyenek A és B C R? konvex halmazok. Definialjuk a f a kovetkezd fiiggvényeket:

fie) = f(z), haxze A,
0, egyébként,
fole) = f(z), haze€ B,

0, egyébként,

f(z), haze A+ (1-)N)B,
fs(x) =
0, egyébkeént.
Ekkor fy, fo és f3 is logkonkavak. Fz azért van igy, hiszen ha z,y olyan pontok,
amelyekre f;(z) = f(x) és fi(y) = f(y), akkor kévetkezik abbol, hogy f logkonkav.
Ha meg f;(z) = 0 vagy fi(y) = 0, akkor is nyilvanvaléan teljesiil a logkonkavitas

definicidja. A kovetkezs egyenlGtlenség fog teljesiilni fi, fo és f3 fiiggvényekre:
fs(t) > sup  fi(z) faly)

t=Az+(1-N)y

11



Ez logkonkavitasbol kovetkezik, ha v € A ésy € B, és ha x ¢ A vagy y ¢ B, akkor
fi(x) =0 vagy fo(y) =0, igy fi(z)*f2(y)!=* = 0. Alkalmazva a Prékopa—Leindler-

egyenlStlenséget a f(t) = f3(t) g(z) = fi(x)*, h(y) = fo(y)' fiiggvényekre, azt
kapjuk, hogy:

y fs(t)dt > ( » fi(z) dx)k< y fo(y) dy>1_A,
T

ot (fsers) ([ )"

P(AA + (1 — \)B) > P(A)P(B)' .

Mivel belattuk, hogy a valoszintiségi mérték logkonkav, ezért kévetkezik, hogy az

azaz:

eloszlasfiiggvény is logkonkav, hiszen tébbdimenzios valésziniiségi valtozok esetén az

eloszlasfiiggvény a kovetkezdképpen definialt:
F(x) =P(Xy <xq,...,Xq < 24),
ami a H = (—o0,x1] X + -+ X (—00, 24| halmazhoz rendeli annak a valdszintiségét,
hogy x € H. U
Az el6bb lattuk, hogy a logkonkav strtségfiiggvénnyel rendelkezd eloszlasoknak az

eloszlasfliggvényei is logkonkéavak, és kovetkezésképpen kvazikonkavak is. Most pedig

a d-dimenzi6s normalis eloszlas strtiségfiiggvényérsl megmutatom, hogy logkonkav.

2.3.8. Allitas. Legyen X d-dimenzids normdlis eloszldsi valdszindségi vdltozd u
vdrhatoérték vektorral és ¥ pozitiv definit kovarianciamdtrizszal. Ekkor a siriség-

fiigguénye, vagyis a

0) = G (—3e =05 e - )

fuigguény logkonkdv.

Bizonyitas. Vegyiik f(z) logaritmusat:

log () = — 2 log(27) — 5 log ] — 1 (& — 1) "5 (x — p)
Az els6 két tag konstans, igy nulla a masodik derivaltjuk, a harmadik tag pedig egy
kvadratikus alak megszorozva —%—el. Mivel ¥ pozitiv definit, ezért X! is pozitiv
definit, igy a kvadratikus alak masodik derivaltja, azaz Hesse-méatrixa pozitiv definit.
Ezért az egész kifejezés —%—szerese negativ definit lesz, tehat log f(z) szigortan

konkav fiiggvény. [

2.3.9. Megjegyzés. Tovabbi logkonkav stirtiségfiiggvényti eloszlasok példaul a konvex

halmazon értelmezett egyenletes eloszlas és a Dirichlet eloszlas.
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3. fejezet

Tobblépcsbs sztochasztikus

programozas

Ennek a fejezetnek a kozéppontjaban a tébblépcesds sztochasztikus lineéris progra-
mozas all. A rovid elméleti bevezetést kovetGen azokra az aggregacios technikakra
térek ki, amelyek célja a problémak megoldasédnak kozelitése, mikézben csokkentett
feladatmérettel dolgozunk.

Ezt kévetGen bemutatom a kétlépcsds modellek felépitését, valamint a tobblépcsds
sztochasztikus programozas diszkrét esetét, kiilonos tekintettel az ezekhez kapcso-
l6d6 dekompozicios algoritmusokra, mint a Benders-dekompozicié és a beagyazott
(Benders)-dekompozicio.

A fejezet szakirodalmi alapjat elsésorban a kovetkezd forrasok képezték: [1, [2],
131, [, [6]

3.1. Bevezetés

Az olyan problémékban, ahol a véletlen szerepet jatszik, a legtébbszor nem all ren-
delkezésére a dontéshozonak elegendd informacio, hogy optimalis déntéseket hozzon
egybdl. Az ilyen feladatokban azonban gyakran megengedett, hogy a kezdeti donté-
sek meghozatala utan tgynevezett potlasi 1épéseket tegylink, miutan a dontésekhez
lényeges informaciobol tobb all rendelkezésiinkre.

Szamos ilyen tipusu feladatra alkalmazhatok a tobblépcsds sztochasztikus progra-
mozés kiillonbo6z§ algoritmusai, megoldéasi modszerei, ahol a | lépcsdk” szama a dontési
szakaszok szaméara utal. A tobblépcesés modellekben kezdeti dontéseket hozunk,
majd felvaltva megvarjuk egy véletlen esemény bekovetkezését, és ez alapjan tjabb
dontéseket hozunk. A modell ezen strukturaja miatt megkiilonboztetiink anticipativ,
vagyis el6relato, illetve adaptiv valtozokat.

Ez formalisan lefrva egy n 1épcsGs modellre:
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Az i-edik szakaszban meghozott dontésvektor z; fiigg az Gsszes korabbi dontéstsl
és véletlen eseménytdl, és ennek benne kell lennie egy ra vonatkozé megengedett

megoldasok halmazaban, vagyis

(T, oy o X138, ., &) € Hi(xy, 29, ..o 2i1580,...,&) CRY Vi=1,...,n,
ahol H; egy feltételes megengedett dontési halmaz, n; pedig dontésvektor hossza.
Tovabba minden szakaszban a déntésvektorhoz tartozik egy c;(&1,...,&)T, és a cél,
hogy maximalizaljuk a E[c! ;] varhato értékek osszegét.

Explicit leirva: Legyen (€2, A, P) egy valoszintiségi mez6, legyenek &; : Q@ — R™
vektorvaltozok. Definidljuk a kovetkezs vektort: & = (&1,&7 ... 6T : Q —
RE. ahol R = ry 4+ r5 + - -- + 1,,. Legyen tovabba (;, ami a & vektor elsé i koordina-
tajabol allo része: ¢ = (61,&F, ... €NT az 4. allapotvaltozo i = 1,...,n. Ekkor az
altalanos tobblépcsds sztochasztikus linearis program a kovetkezd formét olti:

max ¢l + Z Elc} (G)zi(G)]

L1,-3Tn N
=2

A1,19€1 =b (3 1)

Aia (G + > Aii(G)a(G) = bi(G), (mam) i=2,....n
Jj=2

zi(G) >0, (mm.) i=1,...,n
Legyen F; = 0((;) C A, ekkor z;(¢;): Q@ — R™, A, ;(¢;): Q= R™*% j=1,...,14,
bi(G): Q= R™, ¢;(¢): Q — R™ Fi-mérhetsk i = 1,...,n-re, {F,...,F,} pedig
egy filtracio, ahol {0,Q} = F, C F»--- C F, C A. Tovabba feltessziik a feladat
feltételei kozott szereplé matrixokrol és vektorokrol, hogy az egylépcesds modelleknél

definialttal megegyez6 modon fiiggenek a véletlen vektoroktol.

3.1.1. Megjegyzés. Innentdl az egyszeriiség kedvéért ((;)-ket nem fogom kiirni,

valamint a problémék a kévetkezs formaban lesznek:

max Z Elc] z;]
i=1

T1yeesTm

i
E Ai’jiCj:bl', 221,...,n
j=1

1’120, izl,...,n

3.2. Aggregacios technikak

A teljes valoszintiségi tér leirasa a feladaton beliil sokszor olyan komplex és nagy
szamitasigényd modellekhez vezet, hogy a gyakorlatban nehéz ezekkel elérejutni.

Ennek kikiiszobolésére kiillonbozs aggregacios technikakat lehet alkalmazni, amelyek
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egyszertisitik a feladatot, és bar nem feltétleniil adjak vissza az optimélis megoldast,

gyakran jo becsléseket adnak jelentGsen révidebb futasi id§ mellett.

3.2.1. Definicio. (Részfiltracio): Legyen (9, A, P) egy valoszintiségi mezs, és legyen
{Fi}i>1 egy filtracio, azaz egy bévills o-algebra sorozat: F; C F;, ha j <1i. Egy
{Gi}ix1 filtracio résziltracioja az {F;}i>1 filtracionak, ha minden i-re G; C F;.

Dontési aggregacid

Itt a dontést kevesebb informéaciobol hozzuk meg, vagyis az x;: 2 — R™ valtozok
nem csak az eredeti F; C Fy--- C F, filtracié megfelel§ o-algebraira, hanem ennek
egy Fi C Fyeo C Fp részfiltracio o-algebraira is mérhetsk. Igy a dontés-aggregalt
probléma a kovetkezs format olti:

max [E

T1see9Tm

SO m]
=1

i
E Ai,jacj:b,;, 2:1,...,71
j=1

x>0, 2=1,...,n

Feltétel aggregacio

A feltétel-aggregalt verzioban a kényszereket aggregaljuk az el6z6h6z hasonlé modon,

igy a probléma jelentGsen kisebb nagységu lesz és a kdvetkezd alakot veszi fel:
[ n
E Ty

E iAi,jxj | .ﬁ'z

Lj=1
r; >0, 1=1,...,n

:Eh|ﬂy i=1...n

Teljes aggregacio

L1,y

max E ZE[C;‘F | ]%]a:Z]
[ i=1

E iAi’jxj | JT:;

Lj=1
xlz(), Z:L,?’L

:Eh\ﬁy i=1,....n,

3.2.2. Allitas. Jeloljék a megengedett megolddsok halmazdt az eredeti, déntés-,

feltétel- és teljesen aggregalt problémdban H,, Ho, Hs, Hs halmazok. FEkkor a
kovetkezok mondhatok el ezekrdl: Ho C Hq C Hsz; Ho C Hy C Hs;
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3.2.3. Megjegyzés. Ennek egyszerii kovetkezménye az, hogy az eredeti feladat (és
a teljesen aggregalt feladat) optimumara als6 becslést ad a dontés aggregalt, felsg
becslést pedig a feltétel-aggregalt feladat optimuma, hiszen maximalizélasnal, ha egy
megengedett megoldasok halmazanak csak egy részhalmazan optimalizalunk, akkor

az optimum legfeljebb akkora, mint az eredeti halmazon.

Bizonyitas. Elegendd Ho C Hi C Hs-t bizonyitani, Hy C Hy C Hjs bizonyitasa
hasonlé moédon torténik.

Hi D Ha: A feltételek ugyanazok a dontés-aggregalt problémaban, mint az eredeti-
ben, azonban a valtozok a rész-o-algebrakra is mérheték. Természetesen ekkor az
eredetiekre is azok, tehat minden megengedett megoldas a dontés-aggregalt feladat-
ban megengedett megoldas lesz az eredeti feladatban is.

Hi C Hs: A sztochasztikus programozasi feladatokban x;-k valdszintiségi valtozok,
vagyis, amikor egy feladatot megfogalmazunk, ott igazabol azt mondjuk, hogy olyan
valoszintiségi valtozokat kell valasztani, hogy a feltételek 1-valoszintiséggel teljesiilnek
és ezen beliil a célfiiggvény maximélis. Ekkor a feltételes varhato érték tulajdonsagai

miatt, i =1,...,n-re:

j=1

i
> Ay | Fi
j=1

teljesiil, vagyis az eredeti probléma minden megoldasa benne van a feltétel-aggregalt

probléma megoldésai kozott, igy az eredeti probléma megengedett megoldasainak

halmaza részhalmaza a feltétel-aggregalténak. [

3.3. A kétlépcs6s modell

A kétlépcsts sztochasztikus lineéris programozasi feladatot a tobblépcsds altalanos
formaja (3.1)) alapjan fel lehet irni:

max C?ZB +E [cg(S)y(é)}

:E,y
Az =b, (3.2)
B(§)z + C(&)y(&) = d(¢),
x>0, y&) =0
Egy masik megszokott feliras a kovetkezs:
max ¢z + E[f(z,&)]
Az =b (3.3)

x>0

ahol f(z,€) = max, { (€)y | Bz + CE(E) = d(E), y(€) > 0} az tigyneveett
potlasi figgvény, f(z) = E[f(x,&)] pedig a varhato potlas fiiggvénye. Gyakorlat-

ban az f(x) fiiggvény kiszamitasa altalaban komoly erdfeszitéseket igényel, hiszen
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ezek gyakran tobbdimenziés integralok kiszamitasat jelentik. Ezért fontos az a fel-
adat, hogy felismerjiik azokat a problématipusokat, melyeknél a nagy szamitasigény

nagymértékben leegyszertisodik.

3.3.1. Definicié. Egy kétlépcsds sztochasztikus programozasi feladatra azt mondjuk,
hogy:
e rogzitett potlasi, ha a potlasi valtozokhoz tartozod egyiitthatomatrix determi-
nisztikus, vagyis C'(§) = C.
e teljes potlasi, ha Vo € R™ és minden £ altal felvehetd vektorra a potlasi feladat
megoldhato.
e relative teljes potlast, ha Vo € H, ahol H = {x | Az = b} és minden ¢ &ltal

felvehets vektorra a potlasi feladat megoldhato.

3.4. A diszkrét véges eset

Tekintstink egy kétlépcsds sztochasztikus linearis programozasi feladatot € diszkrét

és véges vektorvaltozoval. Ilyenkor a (3.2) probléma atirhaté egy determinisztikus

LP-valtozatra. Legyenek a lehetséges események wq,ws, ..., w, és ezen események
valoszintségei: p1, pa,...,p,. Ekkor a kétlépcsss feladat a kovetkezd format olti:

min ¢l x + Z PR TN ¢} Y
x —
st. Az =10
B+ Cryp =di, k=1,...,r
z >0
>0, k=1,...,r
Ez a feladat a szimplex modszerrel megoldhatd, azonban vegyiik észre, hogy a
probléma mérete nagymértékben fiigg a véletlen esemény lehetséges kimeneteleinek
a szdmatol, ami gyorsan nagy szamitasigényi feladatokhoz vezethet. A gyorsitas
érdekében érdemes megvizsgalni a feltételmétrix alakjat:
A
B, O
‘ (Az tires helyeken nullmatrixok vannak)
B, C,
A matrix alakjabol latszik, hogy a kiilonb6z6 kimenetelek csak az elsé dontésben
(z) fiiggenek ssze. Igy logikus gondolat az, ha ezeket kiilon feladatként oldjuk
meg. A kovetkezSkben erre fogunk egy modszert latni, amit a szakirodalom Benders-
dekompoziciénak vagy a sztochasztikus programozasban L-shaped method-nak is

neveznek.
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3.5. Benders-dekompozicid

A feladat atirasa

A Benders altal bevezetett dekompoziciés algoritmus a mér el6bb emlitett féle
szerkezetet hasznalja ki. Az eljaras elsé lépésében az tgynevezett mesterproblémanak,
amelynek célja = megfelel§ megvélasztasa, oldjuk meg egy relaxalt valtozatat, ezzel
meghatarozva egy = vektort, amelyet majd a potlasi problémakba helyettesitiink.
Ezen megoldas alapjan megprobaljuk megoldani a potléasi feladatokat, amelyek az
adott x mellett vizsgaljdk a masodik lépésben felléps dontéseket. Ezek a problémak
nem feltétleniil megoldhatok, illetve az igy kapott megoldas az eredeti probléma
szempontjabol még nem feltétleniil optimalis.

A potlasi feladatok megoldasa soran azonban informaciot nyeriink az adott x
megoldasrol, és ennek segitségével vagasokat (optimalitasi vagy megengedettségi
vagasokat) tudunk hozzédadni a mesterproblémahoz. Ezutdn a modositott mes-
terprobléméat ismét megoldjuk, Gj x megoldast nyerve, majd ezt felhasznalva ujra
megvizsgaljuk a potlasi problémakat, és Gjabb vigasokat adunk a mesterproblémahoz.

Ezt az iterativ folyamatot mindaddig folytatjuk, amig el nem ériink egy olyan x*
megoldast, amely az eredeti kétlépcsGs probléma szempontjabol optimalis.

Az algoritmus sorén az alabbi optimalizalasi feladatot vizsgaljuk:

min car+ > prfulx)
K=1

Ay — (3.5)

x>0

ahol fi.(z) a k. eseményhez tartozo potlasi probléma, vagyis fi(z) = min{cly |
Ckyk:dk—Bkﬁ, Yk ZO} k= 1,...7’.

3.5.1. Allitas. Az {z | Ax =b, Bo+Cy=d, >0, y > 0} # 0 korldtos halmazon
definidlt f(z) = min{c'y | Cy = d — Bx, y > 0} fiigguény szakaszonként linedris,

konvex és alulrol korldatos fligguény.

Bizonyitas. A feltevés szerint az f(x) értelmezési tartomanya, tehat a H = {z |
Ar=b, Bx+Cy=d, 2>0,y>0}={z | Az =b, 2 >0}N{x|Jy>0: Cy=
d — Bz} # () halmaz korlatos. H tovabba egy poliéder (tehat konvex), hiszen két
poliéder metszete. Az {x | Az = b, x > 0} halmaz nyilvan egy poliéder. A méasik
halmaz, {z | Jy > 0: Cy = d — Bz}, szintén poliéder, mivel ez a kovetkezd halmaz
vetiilete az x-valtozoinak terére: {(z,y) | Bx + Cy = d, y > 0}. Ez maga is egy
poliéder. Poliéderek metszete pedig szintén poliéder. Egy adott € H-ra az

f(x) =c}.Z5'(d - Bx), ha Z;'(d— Bx) >0,

ahol Z¢ egy optimalis bazisa C-nek az adott x-re nézve. Legyen adott egy tetszSleges
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x € H, és tekintsiik az ehhez tartozo optimalis bazist Zo. Amig az x a H-n beliil ugy
valtozik, hogy az optimélis bazis nem valtozik, az f(z) fliggvény egy linearis alakot
vesz fel. Amint pedig az x atlépi azt a hatart, ahol az optimalis bazis megvaltozik, a
fiiggvény egy masik linearis szakaszra tér at. Igy az f(z) fiiggvény a H-n egy véges
sok linearis szakaszbol allo, azaz szakaszonként lineéris fliggvény.

Mivel az f(x) egy korlatos halmazon értelmezett, szakaszonként lineéris, igy
folytonos fliggvény, ezért biztosan alulrél korlatos is.

A konvexitas bizonyitdsahoz mar lattuk, hogy konvex tartomanyon van értelmezve
a fliggvény. Most pedig vegyiik az x1, xo € H vektorokat és a hozzajuk tartozo6 yi, ya
vektorokat. Ezekre igaz, hogy: f(x;) = c'y;, Cy; =d — Bxy, y; >0, i=1,2.

M+ (1 =Ny € {Cy=d—B(Az1+ (1= Nzx2), y >0} VAe|0,1]
és
fOr + (1= Nap) =min{c’y | Cy =d — Bz + (1 — N)ay), y > 0} <

Ay + (L= Nya) = Af(z1) + (1= A) fzz). O
A feladat egy ekvivalens megfogalmazasa a kovetkezd:
mmin cOTx + ipkek
k=1
Axr=b
O, — fr(x) >0 k=1,...,r
x>0

3.5.2. Megjegyzés. Ez valojaban igy nem LP alaki, de kezelhetjiik LP-ként, mert
ahogy az el6bb lattuk, az fi(z) szakaszonként lineéris, konvex és alulrol korlatos
fiiggvény Vk = 1,... r-re. Tehat 1étezik véges sok linearis fiiggvény, amelyeknek

maximuma fi(x):

fe(z) = nax Prm ().

Igy a
O — fe(x) >0 k=1,...,r
feltételeket helyettesithetjiik a kovetkezs linearis egyenlétlenségekkel:
O — pem(z) >0 m=1,....,M, k=1,...,r

amelyek mar linearis programozasi alakot eredményeznek, ezek lesznek az optimalitési
vagasok.

Néhény tovabbi linearis egyenl6tlenséget is hozza kell adni a feladathoz, annak
érdekében, hogy biztositsuk, hogy fi(z) értelmezési tartoméanyan maradunk Vi =
1,...,r-re, ezek pedig a megengedettségi vagéasok:

Tei(z) >0 1=1,...,L, k=1,...,r
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Algoritmus lépései

1. Talaljunk 6,-ra k= 1,...,r-re alsé korlatot az aldbbi feladat megoldasaval:
0, = min{c}yx | Av = b, Cpyp = dp — Brz, x>0, y > 0},
majd oldjuk meg a
min{clz + pT0 | Az =b, § > 6, x> 0} feladatot,

ahol pT = (p1,....pr), 0= (01,....0,)7, 6= (6y,...,0,)T. Ebbdl kapjuk az (i, 6)
part.

2. A kapott z alapjan irjuk fel a potlasi problémékat és azok duélisait:

fe(2) = min{cyx | Cryp = dp — B, yr >0} =
max{ui (d, — Bp2) |ui Cp, < ¢}, k=1,...,r
(Ez itt most egy egyszertsités jelolésben, mert nyilvan, ha az egyik nem oldhato
meg, akkor ez nem igaz. Tehat vehetjiik tgy, hogy a célfiiggvény értelmezve
van a nem megoldhaté problémak esetében is, és ilyenkor +oco-t vagy —oo-t vesz
fel, attol fiiggden, hogy primal vagy dual a nem megoldhato feladat). A dudlis
feladatok megoldasa utan két lehet&ség allhat els: minden poétlasi problémaéaban:
a) A primal feladat nem oldhaté meg és a dual nem korlatos.
b) A primal feladat megoldhaté és a primal- és duél optimumok megegyeznek.
Ha van olyan poétlasi probléma, amire az a) eset kovetkezik be, akkor a 3. 1épés
jon, egyébként pedig a 4.

3. Ha valamelyik potlési feladat nem megoldhato, akkor az z biztosan nem megen-
gedett megoldés. Ilyenkor a potlasi feladat duélisa nem korlatos, vagyis létezik
egy Uy végtelen novels irany: uf (dy — Bri) > 0 és Clul < 0. Ezt a szimplex
modszer megadja. Ekkor ha a i} (dy, — Brr) < 0 egyenlétlenséget hozzaadjuk a
f6probléméhoz, akkor a f6probléméabol azt az Z-et, amibdl ezt kaptuk kizartuk.
Az ilyen egyenléStlenség hozzaadasat a féfeladathoz megengedettségi viagasnak
nevezziik. Folytatjuk az 5. lépéssel.

4. Ha az 6sszes potlasi probléma megoldhato, akkor: fi.(2) = 4l (dy — Bi), és
tetszoleges z-re fy(x) > 4} (dy, — Bgz), hiszen a potlasi probléma dudlisanak
feltételei nem fliggenek x-t6l. A 0p — fir.(x) > 0 feltételek az eredeti feladatban és
az el6z6 feltételek implikaljak a kovetkezd egyenlStlenséget: 0 > 4} (d, — Byx). Ha
czek egy (#,0) parra k = 1, ..., r-re mind teljesiilnek, akkor tudjuk, hogy az eredeti
feladatnak egy optimalis +* = & megoldéasat talaltuk meg. Ez azért van igy, mert
az algoritmus futésa soran végig igaz, hogy a megengedett megoldésok halmazanak
részhalmaza az eredeti probléma megengedett megoldasainak halmaza, tehat annak
optimum. Tehéat, ha az algoritmus soréan talalt (z, é) par megengedett az eredeti

problémara nézve, akkor optimalis is. Kiilonben van olyan () # K C {1,...,r},
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hogy Vk € K 6, < fr(2). Ekkor a f6problémahoz adjuk a kévetkezd korlatokat:
Or > 4T (dy — Byz) k € K(ezzel levagjuk a nem optimalis (&,6) part), majd
folytatjuk az 5. lépéssel.

5. Oldjuk meg a f6probléméat a hozzaadott vagasokkal egyiitt, hogy megkapjuk a

(z, é) part, majd térjink vissza a 2. lépéshez.

3.5.3. Megjegyzés. A potlasi problémék duélisair6l mindig fel van téve, hogy
létezik megengedett megoldasuk, hiszen azok az esetek, amikor nincs, nem érdekesek

szamunkra, mert ilyenkor a primél vagy nem megoldhato, vagy nem korlatos.

3.5.4. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ha a feladat rogzitett potlasu feladat, és
a potlasi lépések célfiiggvényei is fixek, akkor a potlasi problémak dualisai csak
a célfiiggvényiikben térnek el (a valoszintiségek kiemelhetGek még a primélnal a
célfiiggvénybdl, hiszen ezek csak szamok, igy az optimumhelyet nem befolyasoljak).
Vagyis, ha az elsére talalunk egy optimalis megoldast, akkor a hozza tartozé bazis az
sszes tobbire is dualmegengedett. Igy minden potlasi problémahoz a bazis alapjan
tudunk szamolni egy primal vektort: y, = Z~1(dy — Byz') médon, ahol Z a duél
megengedett bazis C-ben. Ha y, > 0, akkor ez primal-megengedett is, igy a szimplex
modszer elinditasa nélkiil talaltunk egy optimélis megoldast az xi-hez tartozo k.
poOtlasi probléméra. Az oOtlet innen maéar viladgos: mindig mikor megtalalunk egy
megoldéast, akkor elvégezziik az el6bbi ellenérzé 1épést a még megoldatlan potlasi
problémakra, majd egy olyan megoldaséaval folytatjuk ugyanezt az eljarast, amire nem
teljesiilt a primél-megengedettség. A szakirodalomban ezt az 6tletet bunchingnak

szoktak hivni.

Algoritmus helyessége

3.5.5. Allitas. Az algoritmus véges sok lépésben megtaldlja a kordbban emlitett

tulajdonsdgokkal rendelkezd x*-ot.

Bizonyitas. Elegendd arra az esetre belatni, hogy csupén egyfajta realizacidja van
a véletlen eseménynek, a tobbféle realizacios eset hasonlé modon torténik. Nézziik
egy adott z-re a lehetséges eseteket. Ha az ehhez tartozo potlasi probléma nem
megoldhato, vagyis a duélisa nem korlatos, akkor létezik @ végtelen névels irany
(u"'(d — Bz) > 0 és CTu” < 0). Ezt a noveld iranyt a szimplex modszer megadja, és
azt is tudjuk, hogy ez a C irdnykupjanak general6 vektora. Ilyenbdl véges sok van,
tehat amikor eljutunk addig a pontig, hogy mar csak optimalitasi vagast adhunk
a féprobléméahoz, tudjuk, hogy véges sok megengedettségi vagassal frissitettiik a
féproblémét, hiszen minden 1épésben legalabb 1-et levagtunk a C' iranykupjat generalo
vektorok koziil. Ha a poétlasi probléma megoldhato, akkor legyen az optimalis dual

megoldas u. Mivel véges sok dual megengedett bazis van, ezért véges sok a dual
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bazismegoldas is, vagyis a 0 > 1’ (dy — Byx) tipust optimalitési vadgasbol csupan véges
sokat tudunk a féprobléméhoz adni, hiszen mindegyik bazismegoldashoz legfeljebb
1 tartozik. Amikor eljutunk oda, hogy a f&problémabol kapott (i, ) parra igaz a

6 > ul (dy, — Bpi), leall az algoritmus és csak véges lépést tettiink. [

3.6. BeAgyazott dekompozicio

Feladat felirasa szcenariofaval

A Benders-dekompozicié altalanositasa a beagyazott dekompozicié. Ez az algoritmus

a ketténél tobb lépesével rendelkezd sztochasztikus linearis programozasi feladatokra
is alkalmazhato a kovetkezo feltételek mellett:

o A & vektorvaltozok diszkrét eloszlasuak, és véges szamu értéket vehetnek

fel minden 7 = 1,...,n esetén, kovetkezésképp a (; valtozok is diszkrétek,

véges értékkészlettel, minden ¢ = 1, ..., n-re. Ilyenkor a véletlen vektor Gsszes

realizaciojat egy szcenariofan szoktuk reprezentalni.

Ez példaul egy négylépcsds probléma dontési faja, ahol az elsé szinten hozzuk
meg az xr; dontést. Ezt kdvetGen megfigyeljiik a véletlen & kimenetelét, amely
alapjan a folyamat a masodik szint 2-es vagy 3-as cstcsaba keriil. Az aktualis
csucs ismeretében hozzuk meg a kovetkezs dontést, xo-t. Ezutan kovetkezik a
&3 véletlen vektor realizacidja. Ha az el6z6 szinten a 2-es csticsba jutottunk,
akkor most a 4-es vagy 5-0s csicsok valamelyikébe lépilink tovabb. Ha viszont
a 3-as csticsba keriiltiink, akkor a 6-os vagy 7-es csucs lehet a kovetkezd allapot.

A megfelels csucs ismeretében meghozzuk a harmadik dontést, rz-at. Az x4
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vektor megvalasztasa hasonléan torténik, vagyis figyelembe vessziik &4-et és,
hogy jelenleg melyik csticsan alltunk a szcenariofanak.

e A masik kikotés pedig, hogy a lépcsck kozotti kapesolatokat kifejezd feltételek,
csak egymés utani lépcsékre vonatkoznak, vagyis a feladat a kovetkezd formét
olti:

min  cf 7y + ZE (Gi)xi(G)]

TlseeyTm

Az = by (3.6)
Bi(G)zior + Ai(G)zi(G) = bi(¢), (mom.) i=2,....n
zi(G) >0, (mm.) i=1,...,n

Az algoritmus megértéséhez sziikséges bevezetni néhény jelolést:

Legyen a szcenariofa cstucsainak halmaza N = {1,...,r}, az i. szint cstcsainak
halmaza N;, valamint legyen |N'| =1, |N;|=r;, é ri+re+...1, =r. Jelolje
tovabbéa a k cstcs sziilGjét h(k), gyermekeit c(k), g(k) pedig a k gyokerti részfa
cstcsainak halmazat. Mivel € véletlen vektor diszkrét, véges értékkészlet véletlen

vektor, ezért a (3.6)) feladat atirhato a kovetkezd formara:

min cfxl + Zn: (Z pkc;‘:x;ﬁ>

i=2 \keN;
Ajx; =b; (3.7)
Bk;l’h(k) + Agzr =by, keN
2, >0, keN
Az r cstcst szcenariofanak tetszéleges k € N szammal indexelt cstucsahoz tartozo
pr valoszintiség azt fejezi ki, hogy mekkora valoszintiséggel jutunk el k cstucsba, a
gyokérbol indulva. A szcenériofa i. szintjén 1évd csicsokra ez azt jelenti, hogy a &;
véletlen vektor mekkora valoszintiséggel veszi fel a cstcshoz rendelt értéket. Ezen
valoszintiségekre igaz, hogy tetszéleges, nem utolso szinten levs cstics valoszintisége
a gyermekei valoszintiségének az Osszege, valamint minden szinten a valdszintiségek
Osszege 1, vagyis:
pe= Y pj VEEN\Ny; > pe=1
jec(k) keN;
A feladat alternativ felirasa a kovetkezd:
Fy =min ¢z + Z prFy(x)
kee(1)
Ay = by

1'120
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Tetsz6leges k € N\ {1}-re:

. Dbj
jeetk) Pk

Agzy = by — Brope
Vagy LP formaban:

. Dj
Fi(2h(r)) = min ety + Z —]cij
jegk PF

Az = b, — Brop)
Bjang) + Ajzg =bj,  jeglk)\ k
z; >0 jegk)

A Benders-dekompozicié soran egyetlen mesterprobléménk van, amelyhez tobb potlasi

/

probléma tartozik. Azonban tobblépcsss struktirak esetében minden egyes csics
paraméteres mesterproblémaként értelmezhets az 6t megel6z6 sziil6 dontési valtozok
fiiggvényében.

Ezért, ha egy adott k cstcs sziil§jét, xp)-t mar rogzitettiik, akkor a cstcshoz

tartozo relaxalt mesterprobléma, Rel(k, z4)) a kovetkezd alakot olti:

. )
min chk + 0y,

Az = b, — Brop)

T
UkJ.ka Z Tkl = 1, c. ,lk
T
VpmTh + 0k 2 peom, m=1,...,my

/
A harmadik és negyedik sorban talalhato feltételek a relaxalt mesterprobléméahoz

eddig hozzaadott megengedettségi és optimalitasi vagasok. A Rel(k, xpx)) dudlisat a

kovetkez6 matrixos alak segitségével fel tudjuk irni:

o
Al
T Qk
W, [ A 0] = [ bx — Brray
0< Yk U, O > Tk
0< | 2 Ve 1] > Pk
Al A
Ck 1
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Tehat Rel(k, zp)) dudlisa:

max  w; (b — Branwy) + v + 2L pr

lk mi
wy Ay + Z Wit (Yr)r + Z Uk (21)m < Ck
=1 m=1

mg

D () =1

m=1
(yk)lzo, lzl,,lk

(2zk)m >0, m=1,...,mg J

Itt uy,; az Uy matrix [. sorat, a vy, pedig a Vj métrix m. sorat jelenti.

3.6.1. Megjegyzés. A Rel(k, zpx)) jelolésében, ha k = 1, akkor az 2,1y = 0 teljesiil,
valamint Vk € N;-re my, és [, mindvégig 0 Rel(k, x5 )-ban.

Megengedettségi vagasok

Ha egy tetsz6leges k csticshoz tartozo, Rel(k, Zx)) feladatbol kapott 2-ra 35 € c(k),
amelyre Rel(j, ) nem oldhaté meg, akkor ennek a dualisiban van egy végtelen
noveld irany. Ilyenkor egy ezt kizaré megengedettségi vagast adunk a Rel(k, & (nk))
feladathoz. A végtelen névels irany az az (w;,y;), y; > 0, amelyre:

L
U}]TA] + ZujJ(yj)l S 0, és ij(bJ - B]fk) + ijTj >0
=1

A z; vektort azért lehet kihagyni, mert > 07 (2i)m = 185 (%), >0, m=1,...,mj,
vagyis Z; minden koordinataja 0. Az ) megoldast, amibél a névels iranyt kaptuk,

ki tudjuk zarni a kovetkezd feltétel segitségével:

Ezt atirva kapjuk a:

u;{,zk,ﬂmk 2 Thlp+1 (3.8)
feltételt, ahol
valamint
Tk 41 = wJTb] + ?JJTT]‘.
Az I, + 1 azt jelenti, hogy eddig [, darab megengedettségi vagasa volt k-nak, de

ezekhez most hozzavesziink egyet, ez lesz az [, + 1.
A (3.8) feltételt adjuk hozza a Rel(k, Zx)-hoz.
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Optimalitasi vagasok

Ha egy tetszdleges k csucs relaxalt feladatara kapott zx mellett Rel(7, ) megoldhatd
Vj € c(k) esetén, akkor megvizsgaljuk, hogy adhato-e optimalitasi vagas a Rel(k, Zx))
feladathoz. Minden j € c(k) esetén oldjuk meg a Rel(j, Zx) problémat, és legyen
(ij,éj) az ebbdl kapott optimalis megoldas, valamint (w;,y;, 2;) a hozza tartozo
duélis megoldés. Tetszbleges j-re ezekrsl elmondhato, hogy:
Fy(x) = ] &+ 0; = @] (b; — Byd) + 9,75 + 2] p,
Tovabba tudjuk, hogy:
Fy(aw) > ] (b — Byaw) + 9] 75 + £y

igaz tetszbleges xy-ra, hiszen Rel(j, zx) dudlisanak feltételei nem fiiggenek x-tol,
igy (w;,9y;, 2;) megengedett megoldas, de x;-hoz nem feltétleniil ez az optimalis a
Rel(j, 1) dudlisara. Ezek alapjan az alabbi optimalitasi vagas fogalmazhat6é meg a
Rel(k, zpky) problémahoz:

o> > % (7 (b; — Biae) + 775 + 21 ps] - (3.9)

jec(k)

Ezutén ellendrizni kell, hogy az (i, ék) megoldasvektor teljesiti-e a fenti optimalitasi
vagast. Amennyiben teljesiil az egyenlGtlenség, gy a vagas hozzdadésa sziikségtelen,
mivel az nem sziikiti tovibb a megengedett megoldasok halmazat. Ha azonban az
egyenl6tlenség nem teljesiil, akkor a vagast hozza kell adni a Rel(k, Zp)) feladathoz,
hogy kizarjuk az aktuélis nem optimalis megoldast.

Az optimalitasi vagas ekvivalens felirasa:

T
ahol:
Pj .1
Vkmp+1 = —w; B,
jeetk) ¥
és

P - . X
pramr = 3 L[]+ 37+ 2]
jetk) P

Algoritmus lépései

1. Vk € N-re eleinte: Rel(k, Zpk)-ben az [, = my, = wy, = 0, ahol wy, egy tjonnan
bevezett binaris logikai valtozo, mely 1 értéket vesz fel, ha a Rel(k, Z5(x))-nak van
olyan megoldasa jelenleg, amit tudunk hasznalni, ha a k csiiccsal talalkozunk
az algortimus soran. Amennyiben ez nem igaz, wy 0-t vesz fel. Az algoritmus
megkezdéséhez még allitsuk be az i = 1-et, a Zj) = 0-t és adjuk hozza 0, = 0
feltételt a Rel(k, xpp) problémahoz minden k-ra. Folytassuk az algoritmust a 2.

szakaszéval.
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2. Ha i < n, akkor a 3. lépés kovetkezik, egyébként a 4.

3. Definialjuk a kovetkezd ciklust:
Menjiink végig a szcenariofa i. szintjének, vagyis N;-nek a cstucsain a kovetkezs
lépéssorozattal:

e Ha wj;, = 0, akkor oldjuk meg a Rel(k, Z1,x)) feladatot és folytassuk az iteracio
kovetkezs l1épésével, egyébként pedig 1épjiink a kovetkezd iteracioba.

e Ha Rel(k, Zx()) nem oldhaté meg, akkor irjuk fel a megengedettségi vagast,
majd lépjink az 5. lépésébe az algoritmusnak. Egyébként folytatjuk.

e Taroljuk az (ik,ék) megoldast, tovabbé, ha ha i = n, akkor a (g, Uk, Zx)
duélis megoldést is.

e Beallitjuk az w; = 1-et és az w; = 0-t minden j € g(k) \ i-re.

Ha cikluson végigjutottunk, az azt jelenti, hogy egyik vizsgélt csiicsnal sem

mentiink at az algoritmus 5. 1épésébe. Ilyenkor ha ¢ = n, akkor a 2. szamu lépéssel

folytatjuk, egyébként pedig i = 7 + 1-et beallitjuk és megismételjiik a 3. 1épést.
4. Ez a lépés az optimalitasi vagasok hozzaadéséara szolgal. Legyen x az a logikai

valtoz6, ami igaz, ha még nem adtunk optimalitasi vagast semelyik feladathoz

sem, az (i — 1). szinten. A 1épés soran a kévetkezd ciklust futtatjuk:

For k € N;_:

e Ellendrizziik, hogy teljesiil-e (2, ék)—ra. Ha igen, akkor atlépiink a ciklus

e x-t hamisra allitjuk.

e Ha my, = 0, akkor a 6, = 0 feltételt eltavolitjuk Rel(k, Z4))-bol.

o A gyerekekbdl generalt optimalitasi vagast hozzaadjuk a Rel(k, zpx) feladat-
hoz.

e Megoldjuk a Rel(k, zj))-t és eltaroljuk a hozza tartozo (wy, Jk, 2x) dudlis
megoldast.

Ez a ciklus mindig végig fog menni, hiszen ha egy optimalitasi vagast hozzaadasunk
egy probléméhoz, akkor annak a megoldasa tovabbra is megengedett marad.
Miutan végigmentiink a cikluson ellenérizziik a kovetkezét:

e Ha i =1 és a k igaz, akkor az azt jelenti, hogy nem , adtunk” optimalitéasi
vagast az els6 csiicsbol visszafele, hiszen az a feltételt teljesitette az
(21,601), tehat megtalaltuk az optimalis megoldast Rel(1, zp(1))-re. ami a
legelsd 1épcsé.

e Kiilonben, ha ¢ > 1, akkor legyen ¢ = ¢ — 1 és ismételjiik meg a 4. 1épést.
Egyébként pedig a 2. 1épés kdvetkezik.

5. Ehhez a lépéshez egy k csticesal, és egy ehhez tartoz6 megengedettségi vagassal
érkeziink. Két esetet tudunk megfogalmazni ekkor:

e Ha k£ =1, akkor a tobblépcsds probléma nem megoldhato

o Egyébként pedig vegyiik a h(k)-hoz tartozo Rel(h(k), Zhn(k)))-t- Ehhez adjuk
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hozza a kiszamolt megengedettségi vagast és allitsuk w;-t 0-ra Vj € g(h(k)).
Ezutan pedig oldjuk meg Rel(h(k), Zn)))-t- Ha ez nem megoldhato, akkor
erre is szamoljunk egy megengedettségi vagast és térjlink vissza az algoritmus
5. lépéséhez. Ha pedig megoldhato, akkor alitsuk be wy(x)-t 1-re és folytassuk

a 2. lépéssel.
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4. fejezet

Robusztus linearis optimalizalas

A robusztus optimalizalasnal a bizonytalansag a sztochasztikus programozéssal
ellentétben nem valdszintségi eloszlasok formajaban jelenik meg.

A feladat paramétereinek egyiittes eloszldsat ugyanis nem ismerjiik pontosan,
csupan egy bizonytalansigi halmazt feltételeziink, amelybdl ezek a paraméterek
szarmaznak. Az optimalizalas célja ebben az esetben egy olyan megoldas megtalélasa,
amely minden lehetséges paraméterérték mellett teljesiti a feltételeket, és ezek koziil

a célfiiggvény szerint legkedvezébb. A fejezethez a [7], [9] forrasokat hasznaltam.

4.0.1. Megjegyzés. Ez a megkozelités nagymértékben hasonlit az olyan sztochasz-
tikus programozasi modellekre, ahol a valoszintiségi feltételeknek 1 valoszintséggel
valo teljesiilését koveteljilk meg. A robusztus optimalizalas azonban ennél még
konzervativabb, mivel a megoldas érvényességét minden lehetséges adatrealiziciora

garantalni kell, nem csupén 1 valészintiséggel.

4.1. Alapfogalmak

4.1.1. Definici6. Tekintsiink egy linearis optimalizélasi feladatot a kovetkezs for-

méaban:

min {ch Az < b}
Ennek a bizonytalan megfelelGje az ugyanilyen alakban felirhato feladatok halmaza,
ahol a feladat paraméterei egy tgynevezett bizonytalansagi halmazbdl szarmaznak,

vagyis (A,b,c) € H.

4.1.2. Megjegyzés. A fejezet soran feltessziik, hogy a bizonytalanségi halmazban
lévs adatok felirasa kiilon-kiillon A € R™*™, b € R™ és ¢ € R™ paraméterekre a

kovetkezd modon torténik:

S
C(g) =Co + Zfscs
s=1
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S
A(f) = AO + ZSSAS
s=1

S
b(ﬁ) = bO + ngbw
s=1

ahol az A, € R™™, b, € R™ és ¢; € R™ mind ismertek és determinisztikusak
i=0,...,5re, a¢ €S CRY meg egy tigynevezett perturbacios vektor. A bizony-
talansidgot a perturbécids vektor nem pontos ismerete idézi els, ezért V€ € S-re

megkoveteljiik a feltételek teljesiilését.

4.1.3. Definici6. Egy = € R” vektor robusztus megengedett megoldésnak neveziink,
ha V(A,b,c) € H harmasra az Az < b feltételek teljesiilnek.

4.1.4. Definicié. Adott x € R™ robusztus megengedett megoldashoz tartozo é(z) =

MaX(A he)eH cl'x értéket robusztus célfiiggvényértéknek nevezziik.

4.1.5. Definicié. Egy bizonytalan linearis optimalizalési feladat robusztus megfele-

16jének vagy robusztus ekvivalensének nevezziik a kdvetkezs feladatot:

min {é(z) : Az < b} = min { max cr: Az <b, V(A,bc) € 7-[}

FISING z€R™ | (Ab,c)eH
Vagyis azt az (z* € R") vektort keressiik, amelyre igaz, hogy a bizonytalansigi
halmazbol minden z € R"-hez a szamunkra legrosszabb (A, b, ¢) harmast valasztva,
minden més x € R” esetén a ,legrosszabb” esetben felvett célfiiggvény érték nem

kisebb, mint az x* esetén.

4.2. Fontos megfigyelések

Robusztus optimalizalasi feladatok soran a f6 nehézséget az jelenti, hogy a feladat
legtobb esetben egy félig végtelen optimalizalasi probléma, vagyis véges sok véltozoja,
de végtelen sok feltétele van a bizonytalansagi halmaz megléte miatt.

Ezért a {6 célunk a feladat kezelhetdsége érdekében, hogy a bizonytalanséigi

halmazt megfelelGen tudjuk modellezni véges sok feltétellel.

Az els6 hasznos megfigyelés az, hogy a célfiiggvényt tekinthetjiikk determiniszti-

kusnak, hiszen a

min {ch s Ax <b, (A)bc) € H}

xT
feladat atirhato a kovetkezd formaéara:

n&itn t
oe—t<0
Ax <b
V(A,b,c) € H.
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S6t a jobb oldalt is tekinthetjiik annak, hiszen Az < b-t helyettesiteni tudjuk a
z=1, A,xz—02z<0, i=1,...,m feltételekkel.

Legyen H = Hi X Ho X -+ X H,,, ahol H; a H halmaz vetiilete az i. feltételben
szerepls adatok terére, azaz H; = {[A;.,b;] : [A,b] € H} . A masodik megfigyeléshez
pedig tekintsiik a kdvetkezd példat:

4.2.1. Példa. Tegyiik fel, hogy az alabbi két bizonytalan korlatbol dllo rendszert
vizsqgaljuk:

r1 2> by,

Ty 2> by,
ahol a bizonytalansdgi halmaz a kévetkezd:

H ={(b1,b2) | by >0, by >0, by + by < 1}.
A robusztus megfeleld feltételrendszerében a korldatoknak minden lehetséges (by,be) € H
esetén teljestilniik kell:
x> by, my>by V(by,by) € H.

Ez egy végtelen sok korlatbol dllo rendszer, azonban a rendszer ekvivalens az aldbbi
két korldttal:

r1 > max by =1, x9> max by =1.
(b1,b2)EH (b1,b2)eH

A bizonytalansdgi halmaz vetiiletei az eqyes feltételek terére:

Hi={b1 |0<b <1}, Ho={b|0<by<1}.
Ha a teljes bizonytalansdgi halmazt kiterjesztjik a H = Hy x Ho halmazra, azaz
eltekintink az by 4+ by < 1 feltételtdl, akkor a robusztus ekvivalens tovabbra is:

rpr 21, z2>1.

4.2.2. Kovetkezmény. Mivel a robusztus optimalizdldsi feladatok megoldhatosdgat
a ,legrosszabb” esetben is megkoveteljiik, ezért a robusztus ekvivalens bizonytalansdg:
halmazdt kiterjeszthetjiik a feltételek vetiileteinek direkt szorzatdra. Nem szdamit,
hogy a kiilonbozd korlatok bizonytalan paraméterer koziott van-e osszefiiggés. Tehdt a

bizonytalansdg soronként szepardlhato.

4.3. Robusztus feladat Atirasa kezelhets feladatra

Ebben a szakaszban harom esetre koncentrélok, ahol a robusztus feltételek atalakitha-
tok hatékonyan kezelhets forméba. Ezek az intervallum vagy doboz, az ellipszoidalis,

és a poliéderes bizonytalansag.

4.3.1. Megjegyzés. Az atalakitasok soran mindig egyetlen feltételre koncentrélok,
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és azt mutatom meg, hogy miként vezethets vissza egy kezelhetd, determinisztikus
alakra. Ennek oka, hogy robusztus optimalizélasban a feltételek szeparalhatok.
Az egyszertibb jelolés érdekében a tovabbiakban az a, és bs (s = 0, ..., S) jelolések
a robusztus feltételek perturbalt alakjaban szereplé determinisztikus adatokat jelolik:
e az a; € R™ vektor a bal oldali métrix adott sordnak perturbécios felirasaban
szerepl6 determinisztikus vektor,
e mig a by € R skalar ugyanazon sor jobb oldali tagjanak determinisztikus

komponense.

Intervallum bizonytalansag

Tegyiik fel, hogy a perturbacios halmaz egy S dimenziés hiperkocka, azaz:
S:={eR": ¢ <1}.

Ekkor tetszdéleges robusztus feltétel:

s S
agx + Zﬁsazx < by + Zfsbs VéEesS
s=1 s=1

Atirhato:
s

> &lalz—b) <by—afzr VIE[ <1

s=1

S
T T
—bs) < by —
p 2 Sl b <t

Vegyiik észre, hogy:

S S
max Zfs(afx —bs) = Z lalx — b,
l€sl<1 s=1 s=1
Igy a robusztus feltétellel ekvivalens a kovetkezs:

S

ap T + Z lalz — by < by

s=1

Az abszolit értéket pedig a t, segédvaltozok bevezetésével a kivetkezé modon tudjuk

kezelni:
—aZx —t, < —b,

aSTx —t, < b,

S
aOTx + Zts < bo
s=1

ts >0

egy lineéris programozasi feladatot kaptunk.
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Ellipszoidalis bizonytalansag

Legyen a perturbécios halmaz egy gomb:
Si={¢eR: el <0}

Ekkor tetszsleges robusztus feltétel az alabbi forméat olti:
s S
agx + ngafm < by + Zﬁsbs VéEeS
s=1 s=1
Ez atirhato a kovetkezé alakra:

s
S &lale—b,) <bo—alw Vgl <0
s=1
Ami ezzel ekvivalens:

s
max E alz —b,) <by—alx
gs( s s 0 0
s=1

€ll2<8
Vezessiik be az u = (af x — by, ajx — by, ..., afzx — bS)T € R® vektort. Ekkor
S
T T
max &layr —bg) = max &' u
||£2SQ; (057 =) = max,

A Cauchy—Schwarz egyenlGtlenség alapjan tudjuk, hogy:

€7 ul < €]z - [lull2.

Ha egyenlGség van, akkor |£Tu| nyilvin maximéalis. A feltételben nem szerepel

abszolutérték, tehéat az egyenléség akkor teljesiil, ha & parhuzamos és egyiranyu u-val,

vagyis:
E=90Q Y esetén
[l
Ekkor a maximalis érték:
T ulu
max =0Q- Q- |l
lgllz<e [l
Tehat a feladatban
S S
max a.x —bg) =0 alz — by)?
o 2 Slai e =b) =3 (e = b
Ezért a robusztus feltétellel ekvivalens a kévetkezs egyenltlenség:
s
adx + Q- Z(a?w — bs)? < by,
s=1

ami egy nem linearis, de konvex egyenl6tlenség, tehat az ilyenek &ltal definilt
megengedett halmaz konvex. Ennek koszonhetGen a megoldashalmaz konvex, igy

hatékonyan alkalmazhatdk ra a konvex optimalizalasi modszerek és algoritmusok.
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Poliéderes bizonytalansag

Tegyiik fel, hogy a perturbacios halmaz egy poliéder, azaz:
S:={¢eR®: D¢ < d}.
A korabbi megfigyelés miatt azt is feltehetjiik, hogy a feltételek jobb oldala is

determinisztikus. Ekkor tetszéleges robusztus feltétel:

5
aOT:L*—l—ZﬁSasTxS b v¢eS

s=1

Atirhato:

5
T T
< .
(JAx o + El Esagx < b (4.1)

Vegyiik észre, hogy ez a feltétel azt jelenti, hogy a
s
max agx + Z &alx
s=1

D¢ <d
LP feladat optimuma legfeljebb b. Ahhoz, hogy a maximumot eltiintessiik a kifeje-

zésbél, az erés dualitas tételt fogjuk alkalmazni. Irjuk fel a feladat dualisat:

min afz + \'d

M'D=u
A >0,
ahol u := (a?x, alz, ..., agx). A robusztus feltétel helyettesithets a:
&OTx + X a <y
MN'D=u (4.2)
A>0

feltételekkel. Ez az atalakitas ekvivalens, hiszen a D& < d poliéderrdl feltehets, hogy
nem iires, vagyis ilyenkor a dual:
e Vagy iires: Ilyenkor a primal nem korlatos, vagyis a feltétel sem teljesil,
meg az ezt helyettesits sem, hiszen a dual iires.
e Vagy nemiires: Ilyenkor az erds dualitds fennall, vagyis max al z+ 25521 &ale =
min alz + A7d. Mivel alz + 27 €.aTx < alz + A\Td, tetszGleges €, \ primal
és duél megoldasokra, ezért a és feltételek ugyanakkor teljesiilnek.
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5. fejezet

Gyakorlati példak

Ennek a fejezetnek a tobblépcsds sztochasztikus programozas pénziigyi feladatokban

valo alkalmazésa a téméaja. A fejezet alapjaul az [1]-es forras szolgal.

5.1. Tobbperidédusos befektetési probléma

A tébbperiédusos befektetési probléma a pénziigyi dontéshozatal egyik fontos feladata,
amely azt vizsgalja, miként osszuk el rendelkezésre allo eréforrasainkat tobb idészakon
keresztiil ugy, hogy maximalizaljuk a varhat6é hozamot, mikézben a perivdusokhoz

kapcsolodo pénziigyi kotelezettségeket is teljesitjiik.

A modellt T idészakra bontjuk és a feladat 1ényege, hogy minden id&szakban
a kordbban megszerzett vagyon ajrabefektetésérsl dontsiink tgy, hogy a folyamat
végére maximalizaljuk a varhato profitunkat és az aktualis idGszakra elsirt fizetési
kotelezettségeket is teljesitsiik. Egy ilyen probléma megfogalmazhato a kévetkezd

tobblépcesds sztochasztikus programozési feladattal:

max ZE[:I:,T]
Z(1+Ri,t)xi,t—1 _Z‘T@t = Lt, t= 1,...,T

(2

g > 0.

Itt x;,—1 az i-edik részvénybe fektetett pénzosszeget jelenti a t-edik periodus el6tt,

E X0
i

a kezdstskénk. R;, adja meg az i. részvény hozaméat a t. periodusban. Az L; pedig a

vagyis

t. periodus végeén teljesitendd kotelezettséget, ami akar negativ is lehet, ha a vallalat
az adott idGszakot tobblettel fejezi be. Ezen két tipusit valtozo, a hozamok és a

fizetési kotelezettségek, altalaban valoszintiségi valtozok, vagyis elére nem ismertek,
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egy adott valoszintiségi eloszlas szerint vesznek fel értékeket.
A feladatban a:

Z(1+Ri7t)xi7t_1 —Zl'i7t :Lt7 t= 1,...,T
feltételek biztositjak, hogy az el6zd perivdus végén megszerzett vagyonbdl kifizessiik
az adott periodus kotelezettségét, majd ajra befektessiik a megmaradt vagyont. A
nemnegativitasi feltételek pedig, hogy egy részvénybe csak nemnegativ Osszeget
fektethetiink.
A felirast az alabbi moédokon tudjuk béviteni:

e Amennyiben szeretnénk olyan lehetGséget is, hogy a pénziink egy részét nem
fektetjiik be, akkor bevezethetiink egy 0 értékd hozamot, azaz Ry, = 0, t =
1,...,T.

e Ha a kolcsonok felvételét is megengedjiik, akkor a

Z(1+Ri7t)xi7t,1 _in’t :Lt, t= 1,...,T

feltételeket modositanunk kell a kovetkezSképpen:

T ¢
Z(l + Rig)Tit—1 — Z Tig + Z kij =L+ Z(l + Qni)kne, t=1,....T,
i h=1

7 Jj=t
ahol k,; az a id6pontban felvett, b id6pontban visszafizetend§ hitelt jeloli, Qg

pedig az ehhez tartozo a kamat.

5.2. Tobbperiédusos addssagkezelési probléma

Amikor egy vallalatnak pénzre van sziiksége, gyakori megoldéasként kotvényeket bocsat
ki vagy hitelt vesz fel. Mivel azonban a piaci kamatlabak folyamatosan valtoznak,
kulcsfontossagii optimalizalasi kérdés, hogy mikor és mekkora Gsszegeket érdemes

visszafizetni ahhoz, hogy a cég pénziigyileg a lehets legkedvez&bb helyzetbe keriiljon.

A modellt T idGszakra bontva vizsgaljuk. Hitelbsl K kiilénbozé tipus all ren-
delkezésre, amelyeket a k = 1,..., K indexek jelolnek. A cél annak meghatarozasa,
hogy a T periddus alatt minden egyes id6szakban melyik hiteltipust és mekkora
Osszegben célszert felvenni, illetve mikor érdemes visszafizetni azokat, figyelembe
véve a hozzajuk kapcsolodd kamatfizetési kotelezettségeket, kibocsatasi koltsége-
ket, valamint visszavaltasi prémiumokat vagy diszkontokat. A modell célja, hogy
a sziikségletek fedezése mellett minimalizalja a teljes addssagvisszafizetés koltségét
a T. periodus végén. Ehhez el6bb be kell vezetni a sziikséges dontési valtozokat
és paramétereket, amelyek segitségével fel lehet irni a feladatot, mint tobblépcsss

sztochasztikus programozasi problémat.
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Dontési valtozok

e BF: A k tipust hitelbél ennyit vesziink a t. periodus elején.

. Of,f Az s id6szakban felvett k tipust hitel még torlesztends része t. periddus
elején.

e Rl,: Az s idGszakban kibocsatott k tipusi hitel visszafizetett része t. szakasz
elején.

e S;: A tobbletpénz értéke t. periodus elején (hitelek felvétele, torlesztések és

kifizetések utan).

Paraméterek

r¥: Ak tipusi, s-ben felvett hitel, ¢-ben térlesztett részének kamata.

fE: Ak tipust hitel felvételének koltsége a t. periodus elején.

gfﬂt: Prémium vagy diszkont, tekinthetiink ra tgy, mint a k tipusi, s-ben felvett
hitel t-ben visszefizetett részéhez tartozo visszafizetési koltsége .
e 7;: Tobbletpénz banki kamata a ¢. szakaszban.

o [;: Fizetési kotelezettség a t. szakasz elején.

Ezen paraméterek mind fiigghetnek a véletlen esemény realizécidjatol, ezért ezek

valoszintségi valtozok.

5.2.1. Megjegyzés. Itt a 9§T+1> T§T+1 és Lr,, paramétereket is megengedjiik, ezek
az utolso periodus elején felvett hitelekhez tartozo visszafizetési koltség, és kamat,

valamint a fizetési kotelezettség.

Célfiiggvény

K T

minE | Lry — (L+i0)Sr+ > Y (1+ gfryy + 7i041)(Ofp — REp)
k=1 t=1
Vagyis a célfiiggvény annak a varhato értékét minimalizalja, hogy a T+ 1. periddus

kezdetén mekkora pénziigyi teher marad fenn, ha az 6sszes addsségot és kotelezettséget
azonnal vissza kell fizetni. A célfiiggvény figyelembe veszi a fennmarado6 adossagokhoz

kapcsolodd kamatokat és prémiumokat, valamint a rendelkezésre allo készpénzt is.

Feltételek

Készpénz

[y

t—

K
S = Z {<1 - ff)Bf - [Tg,tof,t + (1 + gg,t)R];t] } + (1 +44-1)S-1 — Ly,

k=1

Il
o

s

t=1,...,T
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A t-edik periodus elején a fennmarado készpénz a kovetkezs forrasokbol szarmazik:
az el6z6 periodusbol megmaradt tobbletpénz kamatozott értékébsl ((1 4 4;_1)S; 1),
az tGjonnan felvett hitelekbdl felvételi koltségekkel egyiitt szamolva ((1 — fF)BF),
ebbdl kivondsra keriil a fennallo adossagokra torténd kamatfizetés (rf,O%,) és a
visszafizetett adossagok prémiummal vagy diszkonttal ((1+ gfyt)R’;t), valamint ebbdl

még levonjuk az adott periodusra eldirt pénziigyi kotelezettségeket is (L;).

Adossagok

t:].,-..,T, k’:]_,...,K7 SZOa'-~7(t_1>—I'€Z
Of,t = O];,t—l - Rl;,t_l, has<t—1
OF,=B" has=t-1

k k
Ot,t = Bt
Ry, =0

k k
Os,t Z Rs,t

Nemnegativitasi feltételek

t=1,...,7, k=1,....K, s=0,...,(t—1)-re:
Bf >0, 0% >0, RE,>0, S, >0

5.2.2. Megjegyzés. Lattuk, hogy az el6bb bemutatott két pénziigyi probléma
megfogalmazhato tobblépesds sztochasztikus programozasi feladatként. Igy a gya-
korlatban az olyan bizonytalan tényezk alakulédsa, mint a kamatlabak, diszkontok
vagy prémiumok, hozamok és fizetési kotelezettségek, amelyek a dontéshozatalt koz-
vetleniil befolyasoljék, szcenériofa segitségével modellezhetsk, feltéve, hogy egyiittes
eloszlasuk diszkrét, vagy diszkréttel kozelithets. Ilyen esetben a 3. fejezetben targyalt

bedgyazott dekompozicios modszer hatékonyan alkalmazhato.
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6. fejezet
Osszegzés és kitekintés

A dolgozatban bemutattam a sztochasztikus és robusztus optimalizalas alapelveit,
valamint a sztochasztikus programozas néhény pénziigyi alkalmazasat. Az egylép-
csOs sztochasztikus programozasnal kiilonos figyelmet forditottam a valdszintségi
korlatozasokkal rendelkezé feladatok megoldashalmazainak konvexitasara, ennek
kapcsan vizsgaltam a modellek strtiségfiiggvényeinek logkonkavitasat. A tébblépcsss
sztochasztikus programozéasrol szolo fejezetben elGszor az egyszertisitést szolgald
aggregacios technikakat mutattam be, majd a diszkrét eset keriilt el6térbe, amelynek
kapcsan lefrtam a Benders- és beagyazott dekompoziciés modszereket. A robusztus
optimalizalasrol szolo fejezetben a feladatok kezelhetd alakra irésa allt a kozép-
pontban, és néhany speciélis bizonytalansagi halmaz esetén bemutattam az atiras
menetét. Az utolséd fejezetben két, tobblépcsds sztochasztikus programozast alkal-
mazo6 pénziigyi problémat vizsgaltam: a tobbperidodusi portfélidoptimalizalast és a

tobbperiodusu adossigkezelési feladatot.

A dolgozat tobb iranyban is tovabb bévithets. Egyrészt az egylépcesds szto-
chasztikus modellek esetén érdemes lenne tovabbvizsgalni a valészintiségi modellek
Osszetettebb eseteit és azok megoldéasi modszereit. Emellett relevans lehet a Value-at-
Risk és Conditional Value-at-Risk alapt modellek vizsgalata is, amelyek gyakorlati
szempontbol kiemelten fontosak a pénziigyi alkalmazasokban. A t6bblépcsSs szto-
chasztikus programozas terén bévitési lehetGséget jelent a diszkrét megkozelitések
altalanositasa a folytonos eloszlasi vektorvéaltozokra. Robusztus optimalizélas eseté-
ben pedig tovabbi lehet&séget jelenthet az Osszetettebb bizonytalansigi halmazok

vizsgalata.
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