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1. Bevezetés

A modern korban rendkivil sok valuta, csereeszkéz all a tarsadalom rendelkezésére, melyek piaci ér-
tékét szamos tényez6 befolyasolhatja. Példaul egy orszag hivatalos fizet6eszkozenek arfolyamat erdsen
meghatarozza az orszag gazdasagi, illetve politikai helyzete, vagy egy részvény értéke a tézsdén erdsen
figg a részvényt kiad6 téarsasédg szituacidjatol. A kozelmultban megjelentek tovabba a kriptovalutak
is, melyek piaci értékét kizardlag azok kereslete és kinalata hatarozza meg, igy olyan tényez6k is be-
folyasolhatjak azt, mint egy kozszerepl6 veleménye, vagy valamilyen szocialis trend. Ezen valutak és
értékpapirok mindegyike szabadon hozzaférhet6, igy kialakultak olyan portfoliok, ahol egy befektetd
ezekbdl tobbet is birtokol. Ahhoz, hogy ezek a befektetések minél nyereségesebbek lehessenek, szeret-
nénk megismerni a piac viselkedését kockazatelemzés céljabdl, példaul mi annak a valészinlsége, hogy
az altalunk véasarolt valutak, értékpapirok értéke egyszerre egy bizonyos szazalékértéket csokken? Erre
adnak lehetGseget a tobbdimenzids statisztikai modellek, melyek egy viszonylag Uj aga az ugynevezett
kopuldk. Ezen modelleknek is nagyon sok csaladja létezik, attol figg6éen, hogy milyen tulajdonsagokkal
rendelkezik az adathalmazunk, méas-mas kopulamodell fogja azt jol leirni. Egy ilyen csalad az egymas-
ba agyazott arkhimédészi kopulak csaladja, mely az egyik legfrissebb ezek koziil, a dolgozatban ezzel
fogunk majd részletesen foglalkozni, kitérve a tobbi fontosabb kopulacsaladra is. A modellezéshez az R
programnyelvet fogjuk hasznalni, a forraskddok a [12] linken elérhet6ek.

1.1. Kopulak

A tobbdimenzios statisztika egyik legnehezebb feladata a tobbdimenzios eloszlas illesztése, ennek meg-
valdsitasaban jatszanak szerepet a kopuldk. Egy tébbdimenzios eloszlas felbonthatd az egydimenzios
egyenletes eloszlasu peremeire és ezen peremeloszlasok kozotti dsszefliggési struktirara, melyet kopu-
lanak nevezink. Precizebben, a kopula egy olyan tobbdimenzids eloszlas eloszlasfliggvénye, melynek
minden egydimenzids pereme egyenletes eloszlast a [0; 1] intervallumon. Ezt az eloszlast a dolgozat
tovabbi részeben az E(0; 1) jeldléssel jeloljuk.

1. Definicié (Kopula). Ha a C : [0;1]9 ¥ [0;1] d dimenzids eloszlasfiiggvény peremei egyenletesek, d
dimenziés kopulanak nevezzik.

A definiciébdl nyilvanvaléan kévetkeznek a C kopula kévetkez6 tulajdonsagai:

n(iségi valtozoit. Ekkor
e C(u) nemcsokkend flggvény minden valtozdjaban.
e C(L;::;Lups L) =wu; 812110 ;dg

e 8aj<bhj;i2fl;:::;;dgeseténaP(a; Uy <bj;a, U, <by::i;ag  Ug; < bg) valoszinlségek
nemnegativak.

1. Tétel (Sklar tétele). Legyen F egy d dimenzios eloszlas egylittes eloszlasfiiggvénye, tovabba jeldlje F

C(Fi(X1); Fo(%2); i Fa(Xq)) = F(X1;Xo;::::%g);8%i 2 (R fA; Ag);i27F1;:::;dg D

teljestl. Amennyiben a peremeloszlasfiiggvények folytonosak, a C fliggvény egyértelm.

Igaz tovabba ennek a tételnek a megforditasa is, azaz:



Ahhoz hogy Sklar tételét bizonyitani tudjuk, szikségunk van arra, hogy meghatarozzik valészi-
n{ségi valtozé inverzét olyan esetekben is, amikdt eloszlasfliggvénye nem szigorlan monoton.

2. De nici6  (Kvantilisfuggvény). X valdszin{segi valtozo kvantilisfiggvényének a kévetkez®t nevezzik:
F>[< l](u):inffx:F><(x)>ug;0<u< 1 )

Ha Fx szigoruan monoton ndvekv®, a kvantilisfliggvény megfelel a hagyomanyos értelemben vett
inverznek: F "(u) = F, *(u)

3. Tétel. Tetsz®legeX valoszinfségi valtozd esetén az aldbbiak teljesilnek:

A

Ha X abszolut folytonos eloszlasu, a valoszinfségi valtozot a sajat eloszlasfiggvényébe helyettesitv
egyenletes eloszlast kapuii®; 1)-en. Ezt a kovetkez®keéppen jel6ljuky (X) E(0;1)

" Ha U egy(0; 1)-en egyenletes valdszinfségi valtoid;t az X valészinfségi valtozé kvantilisfiiggve-
nyébe helyettesitve az X valdszinfségi valtozoval megegyez® eloszlasu valoszin{ségi valtozét kapul
azazF! l](U) =X

X

A fentiek értelmében mar nem is kell bizonyitani, hogy &€« fliggvény kopula, a de nicié pedig tovabb-
irhat6 a kovetkez® maodon:

Legyenx; = F>[<J_l](uj), ebb®l adodik, hogyFx; (x;) = u;j és

up Uz Ug.

3. De nici6 (Fuggetlenségi kopula) A fenti lemmaban szerepl®& fliggvényt fliggetlenségi kopulanak
nevezzuk.

5. Tétel (Fréchet-Hoe ding korlatok). Tetsz®lege€ kopula esetén:
max (U, + up + +ug (d 1);0) C(ugup:iii;ug)  min(ug;Uy;:ii;Ug)
tokéletes pozitiv 6sszeflgg®séget irja kk,= 2 esetén pedig aC(u;;u;) = max(u; + u, 1;0) also

korlat is kopula, mely a két valoszinfségi valtozé kozotti tokéletes negativ 6sszefligg®séget hatarozza
meg.



1.2. Osszefliggési mér®szamok

Kopulak esetén az 6sszefiiggések szamszerfsitésére ugynevezett rangkorrelaciés mér®szamokat alke
mazunk. Erre azért van sziikség, mert a rangkorrelaciék kdzos tulajdonsdga, hogy nem az eredeti
ertékekb®I, hanem a meg gyelések rangjaib®| szamolnak korrelaciot, igy az nem fognak fuggeni a perem-
eloszlasoktol. Ebben a fejezetben roviden foglalkozunk velik, mélyebb megértéshez Nelsen kdnyvének
[3] 5: fejezetét javasoljuk.

4. Denici6 (Rang). Legyenekxi;Xz;:::;X, meg gyelések. x;;i 2 f1;2;:::;ng elem rangjak szam
akkor, hax; a k-adik legkisebb elemx, = x;).

A kovetkez® tablazatban kett®, a kopulaelméletben hasznalt rangkorrelacié de niciojat, illetve min-
tabdl valo becslésének madiat talalhatjuk meg(X 1; Y1) €s(X5; Yz2) ugyanolyan eloszlastuak mingX; Y ),
illetve fuggetlenek is t®le.xq;Xo;:::; Xy €SY1; Y2, 11 Ym jelli a tapasztalati mintat, x ésy a mintak

atlagait, r(x;) ésr(y;) az egyes elemek rangjait;(x) ésr(y) pedig a rangok atlagait. R(X;Y ) jeloli
tovdbba a szokdsos Pearson-féle linedlis korrelaciot.

Korrelacio De nici6 b Becslés mintabal
Kendall-féle | E(sgn[X: X2)(Y1 Y2)) | sy g SO X)sanGi ;)
. S i) rO(r(vi) r(y)
Spearman-féle R(Fx (X):Fy (Y Pt It g A
P (Fx (X):Fv(Y)) R0 002 L () ()2

A fenti korrelaciokra igazak a kovetkez® tulajdonsagok:

" Ertékeik a [-1, 1] intervallumon vannak.

A +1 a tokéletes pozitiv, mig a 1 a tokéletes negativ, szigoridan monoton kapcsolatot jeloli.
A 0-hoz kozeli erték gyenge kapcsolatot jeldl.

" Ertékiik nem fiigg a peremekt®|, kizarélag a kopulatol.

" Nem érzékenyek a kiugro értékekre.

Mivel a Kendall-féle korrelacid sokkal konnyebben szamolhatd, mint a Spearman-félekorrelacio,
igy a tovabbiakban ezt a mér®szamot fogjuk alkalmazni a rangkorrelacidk vizsgalatara. A kénnyebb
érthet®seg kedvéert, részletezzik ennek a kiszamitasi madjat. Ehhez vegylukxazyi) és(X;;y;) X
szerint rendezett parokat, ahoi =1;:::;n 1ésj = i+1;:::;n. Legyen tovabbax; X, Xn -
Minden péar esetén megallapitjuk, hogy:

" Hax; <x; ésy; <y;, akkor konkordans.
Ha xj <X ésy; >y;, akkor diszkordans.

Ha x; 6 X; ésy; = y;, akkor kotes vany -ban.

Ha x; = x; ésy; 6 y;, akkor kotés vanX -ben.

Ha xi = Xx; ésy; = y;, akkor kotés vanX -ben ésY -ban.



Szamoljuk 6ssze, hogy a kulonb6z® parokbdl mennyi van:
" C: a konkordansok szama

" D: a diszkordansok szama

Tx : Az X -beli kotések szama

Ty : Az Y -beli kotések szama

Txy : Az X -beli ésY -beli kotések szama

6 Kendall-féle a konkordansok és a diszkordansok szamat hasonlitja 6ssze

+ D+ +D+ - : lgy kisza 5 ap C D 5 [
(C+ D+ Tx) (C+ D + Ty)-al normalva. Igy kiszamolhato ap ETISAICTIEY modszerrel, ami

megmagyarazza a fenti tdblazatban talalhato képletet is.

2. Kétvaltozos kopulak konstrualasa

Ebben a fejezetben meg szeretnénk mutatni néhany altaldnos mddszert, melyek segitségével kétvaltozos
kopulakat konstrualhatunk, Roger B. Nelsen konyveét [3] alapul véve.

2.1. Az inverziés modszer

LegyenH egy kétvaltozés eloszlasfiggveny, melynek folytonos peremeloszl&saéisG. Ebb®! megkap-
hat6 a kovetkez® kopula:
C(u;v) = H(FC Y(u); Gt Y(v))

Ennek a kopulanak a segitségével Uj kétvaltozds eloszlasokat hozhatunk létre, tetsz®ledess G°
peremekkel, Sklar tételének (1) felhasznalasaval:

HYxy) = C(FYx); GYy))

Ugyanezt meg tudjuk valésitani ugynevezett tulélésfliggvényekkel is, melyeket a de nicién kivil nem
fogunk részletezni, ezekkel a Nelsen kdnyv [3] 2.6 fejezete foglalkozik részletesen.

5. De nici6 (Tulélésfiiggvény) Annak a valdszinflsége, hogy egy objektum élettartama meghalad
egy adott x id®t, megadhat6 annakF (x) = P[X > x] =1 F(x) talélésfiiggvényével, ahoF X
eloszlasfuggvényét jeldli. Kétvaltozds esetben MaésY véletlen valdszinfségi valtozok, melyek egytittes
eloszlasfiiggvénydd, az egyiittes talélésfiiggvényH (x;y) = P[X > x;Y > y ] adja meg, melynek
egyvaltozés peremei éppeR ésG tulélésfiiggvények.

Nelsen megmutatja, hogyC : 121 1, E(u;v) = u+v 1+ C( u;l v) kopulat de nidlva a
kovetkez®t kapjuk:
H(xy) = C(F(x); G(y))

Ennek segitségével kifejezhetjik a feljebb talalhatd egyenletet talélésfliggvények segitségével is, misze-
rint
Cuiv) = HF' "G )

ahol F' 1)(t) = F (12 t). A fentiek segitségével megmutatjuk, hogyan talalhatunk kopulakat a
Marshall-Olkin kétvaltozés exponencialis eloszlasrendszerre, illetve a koron értelmezett egyenletes el-
oszlasra.



2.1.1. A Marshall-Olkin kétvaltozos exponencidlis eloszlas

Az egyvaltozds exponencidlis eloszlas kdzponti szerepet tolt be a statisztika terén, hiszen ez irja le a
standard Poisson folyamat varakozasi idejének eloszlasat. A kovetkez®ekben de nialt kétvaltozés ex-
ponencialis eloszlas hasonl6 szerepet jatszik a kétdimenzids Poisson folyamatban. Képzeljink egy egy
kétkomponenses rendszert, példaul egy repul®gépet, melynek két hajtomfve van. Ezek a komponen-
sek ki vannak téve valamilyen behatdsoknak, melyek mindig végzetesek vagy egyik, vagy mindkett®
komponens szamara. A repul®geépink esetén példaul egyik vagy masik hajt®m{ meghibasodhat, de a
repul®gép akar hegynek is csapodhat, egyszerre megsemmisitve ezzel mindkett® hajtom{vet. Jeldlje
X ésY a komponensek élettartalmat, illetve irjuk fel aH (x;y) = P[X > x;Y >y ] talélésfuggvényt,

mely annak a valoszinfségét adja meg, hogy az els® komponensa masodik pedigy id® utan is
mykod®képes. A komponensekre haté lehetséges behatasokat harom fliggetlen Poisson folyamattal mo-
dellezhetjik, melyek pozitiv paraméterei ;, , és 1, attol fligg®en, hogy a behatas csak az els®, csak a
masodik, vagy mindkett® komponenst semmisiti meg. Az id®k, amik ezen behatasok el®fordulasat irjak
le, meghatarozhatéakZ,, Z, ésZy, fuggetlen exponencidlis eloszlasu valdszinfségi valtozdkkal, melyek
paraméterei sorban ;, , és 1,. Ezek alapjanX = min(Zy;Z1,) ésY = min(Z,;Z4,), tehat minden

X;y 0 esetén

H(x;y) = P[Z1>X]P[Z2 > yIP[Z12 > max(x;y)]=exp[ 1x 2y  2max(x;y)]

A perem tulélésfiiggvényekE (x) = exp( ( 1+ 12)x) ésG(y) = exp( ( 2+ 12)y), tehat X ésY
exponencialis eloszlasu valoszin{segi valtozok+ 1, illetve ,+ 1, paraméterekkel. Annak érdekében,
hogy megtaldljuk aC(u;v) talélési kopulat erre az eloszlasra, kifejezziM (x;y) fuggvényt F(x) és
G(y) szemszogéb®l, felnasznalva, hoby(x;y) = C(F(x);G(y)). Ehhez kifejezziikmax(x; y)-t, mint
X+y min(x;y), igy

HOGy)=exp( ( 1+ 12)X) ( 2+ 1Y)+ 2min(x;y)
= F(x)G(y) min(exp( 12X); exp( 12Y))

Legyenu = F(x) ésv = G(y), tovabba legyen = —2— és = —2—. Ekkor exp( 12X) = u  és

1t 12 2%t

exp( 1y) = v , ezdltal aC tulélési kopula meghatarozhaté
Cu;v)= uvmin(u ;v )=min(ut v;uvt )

alapjan. Mivel i, , és 1, pozitivak, igaz, hogyO0 < ; < 1. Ez alapjan a tulélési kopulait
a Marshall-Olkin kétvaltozos exponencialis eloszlasnak a kdvetkez® kétparaméteres kopulacsalad adja
meg, melyet Marshall-Olkin kopulacsalddnak nevezink:

(ul viu Vv
l ]

):

C. (u;v)=min(u* v;uv
uvl! ju v

2.1.2. Egyenletes eloszlas a kbrvonalon

Jeldlje (X;Y ) egy Vvéletlenszerfen valasztott pont koordinatait az egységkorén. A kivalasztast ugy
végezzik, hogy ha a pont polarkoordinatl; ) , akkor a  véletlen valtozé egyenletesen oszlik el a
[0; 2 ) intervallumon. Az X ésY egydittes eloszlasfuggvenyd (x; y) meghatarozhato, ha felhasznaljuk,
hogy X = cos ésY =sin , viszont tanulsagosabb, ha egy geometriai megkdzelitést alkalmazunk.
Meg fogjuk mutatni, hogy a[ 1;1F négyzeten belul talalhat(x; y) pontokra H megadhaté a kdvetkez®
maodon:



8
3 .
g arccosx2+arccos y, X2 + y2 1
1  QICCOSX+ArcCosy. 2 4 yz > 1 Xy 0
H (X; y) — 1 arccosx; X2 + y2 > 1; x< 0 y
%1 arccosy; X2 + yz S 1;y <0 X
"0 X2+ y?> Lxy<0

ahol azarccosésarcsin fiiggvényekO és kozotti f®ertékeit hasznaljuk. A négyzeten kiviH egyenl®
lesz vagy nullaval, vagy valamelyik peremével. Tegyuk fel, hody;y) az egységkoéron, vagy azon belil
van. Ekkor 2H (x;y) az ivhossza a kor azon részének, melyet a lentebb talalhaté abran bal oldalt,
a szlrke részen belll pirossal jeloltink. Felhasznélva a kor szimmetrigjat, illetve az iveket, melyek
hosszatarccosx és arccosy adja meg, megkapjuk, hogy2 H (x;y) = 37 arccox arccosy. Ha
(x;y) az egységkoron kivil helyezkedik el, de 1; 1F els® negyedrészében ahogy ezt a jobb oldali 4bra
mutatja, megkapjuk, hogy2 H (x;y) =2  2(arccoxx+arccosy). Ha (x;y) valamelyik masik régidban
van, H (x;y) értékei hasonl6 médon hatarozhatéak meg.

(@) H(x;y), ha (x;y) a koron belul helyezkedik el (b) H(x;y), ha (x;y) a kéron kivil helyezkedik el

Mivel igy mar kbnnyen kifejezhetjikH (x;y) egyuttes eloszlasfliggvenyk (x) ésG(y) szemszogeb®l,
igy az az egy teend®nk maradt a kopula megtaladlasahoz, hogy megtalaljuk az egységkor képet
FOD(u), y = Gl D(v) transzforméaci6 alatt. Behelyettesitéssel azt kapjuk, hoggin®( (u 1) =
co$( (v 3)), de hogyha és a[ 3;5]intervallumon helyezkednek el tgy, hoggin® = cos?®

1 1

akkorj j+jj= 5. igy az egységkor képeu 5+ Vv 3 = % lesz, a kopula pedigX ésY az

egységkoron véletlenszerfen kivalasztott koordinatakra megadhat6 az alabbi médon:

8
3M(u;v); ju vji> 3
C(u;v) = BW(U;V); jurv 1j>1

Cuy 2 egyébként

ahol M (u;v) a kopula fels®, migV (u; v) pedig annak alsé Fréchet-Hoe ding korlatjat jeldli, melyeket
a 5. tételben hataroztunk meg.



2.2. Szingularis kopulak

Az el®z® fejezetben megmutattuk, hogyan hasznalhato fel Sklar tétele (1) az egyuttes eloszlasfliggvény
invertalasahoz, ezaltal pedig kopulak megtalalasahoz. Most visszatérink a kopula de niciojahoz és
ezt felhasznélva konstrualunk kopulakat, mégpedig anélkil, hogy hivatkoznank eloszlasfliggvényekre,
vagy Véletlen valtozdkra, 2-ndvekv® fliggvényeket épitimk-en egyletes peremekkel, geometriai jelleg

informaciodk felhasznalasaval.

6. De nici6 (2-novekv® fiiggvény)f : R? ! R 2-ndvekv®, ha barmelx,; x, ésy; Yy, esetén a
kovetkez® teljesul:
f(Xey) + F(X2y2)  f(Xaiy2) + f(X2iy1)

Két példat fogunk mutatni olyan kopulakra, melyek tartdja egy megadott halmazbdél szarmazik. Az
els® példaban ez a tartd egy torottvonal, mig a masodikban kdrivek lesznek.

7. De nici6 (Kopula tartéja) . A C kopula tartéja [0; 1F azon nyilt részhalmazai unidéjanak komple-
mentere, ahol ¢ értéke nulla, ahol ¢ az a valészinfségi mérték, melyet indukal.

Legyen 2 [0;1] és tegyik fel, hogy a-hoz tartozé valészinfségi tomegfliggvény egyenletes eloszlasu
a (0;0) és( ; 1) pontokat 6sszekot® szakaszon, tovabba bz  valdszin{ségi tomegfliggvény egyenletes
eloszlasu g ; 1) és(0; 1) pontokat 6sszekot® szakaszon. Jegyezzik meg a két korlatozd esetet: amikor

= 1, ekkor a tartd | ? f®atldja lesz, igy a kapott kopula aM fels® Fréchet-Hoe ding korlat, illetve
amikor =0, ekkor a tarté | 2 a masodlagos atlo, igy pedig ¥ alsé Fréchet-Hoe ding korlat jeldli ki
a kopulat. Ezek alapjan jeldlje az adott torottvonalakra koncentralédd kopulaC és legyenC; = M
esCy = W. Felhasznéalva, hogyC tartdja a két szakaszon fekszik, megtalalhatjulC (u;v)-t, ha
kiszamoljuk aC -beli teriiletét a megfelel® téglalapoknak?-en. Mivel a pontok elhelyezkedése alapjan
al 2 harom szegmensre bonthatd, igy harom esetet kell nézilink, attél fligg®en, hogyuax)(pont hol
helyezkedik ell ?-en beldl.

Tegyuk fel, hogyu v. Ekkor (u;v) a tartot kijelol® els® szakasz feletti szegmensben helyezkedik
el. Ekkor a C -beli tertlete a[0O;u] [O;v] téglalapnak megegyezik 40;u] [0; 1] téglalap C -beli
terlletével ésVc ([O;u] [0;1]) = u-bol kovetkezik, hogyC (u;v) = u.

Vizsgaljuk azt az esetet, amikom > v ésu< 1 (1 )v, azaz(u;v) mindkét a tartot kijeldl®
szakasz alatti szegmensben helyezkedik el. EkkGr(u;v) = C (v;v) = v, mivel a[v;u] [0;V]
téglalap C -beli tertilete nulla.

Utoljara nézzik meg, hau 1 (1 )v, azaz (u;v) a tartét kijelol® masodik szakasz feletti
szegmensben helyezkedik el. Ekkor megjegyezhetjik, hog® abeli tertilete barmely olyan téglalapnak,
mely egyik tartot kijelol® szakaszt sem metszi nulla kell hogy legyen. Ezaltajig1] [v; 1] téglalap C -
beli terllete nulla, amibdl kbvetkezik, hogyC (u;v) = u+v 1. Ezen esetek 6sszesitésével megkaphatd

a C (u;v) kopula: 8
3 u; O u v
C(u;v)=gv; 0 v<u< 1 (1 )v
“u+v 1 1 @ )v u 1

Egy masik hasonld eset, amikor a kopula tartéjat két negyedkoriv adja. A fels® negyedkoufa v? =
2u, az alsot pedig au?+ v2 = 2v egyenlettel adjuk meg. Mivel a tarté szimmetrikug ? f®atldjara, igy egy
szimmetrikus kopulat fogunk konstrualni, azaz egy olya@ kopulat, amire C(u;v) = C(v;u). Ahogy az
el®z® esetben is, meg tudjuk mutatni, hogy Ha;v) a fels® tartd feletti szegmensben talalhatd, akkor
C(u;v) = u, tovabba ha(u;v) az alsé tartd alatti szegmensben helyezkedik &L,(u;v) = v lesz igaz.
igy felirhatd, hogy u? + v2 > 2min(u; v)-re C(u;v) = M (u; V).

Tegyuk fel ezek utan, hogyu v ésu? + v 2u, azaz (u;v) a f®atlo felett, viszont a fels®
negyedkoriv alatt taldlhatd. Ekkor Ve ([u;v] [u;Vv]) = 0, amib®Il kdvetkezik, hogyC(u;v) + C(v;u) =
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C(u;u) + C(v;V), ami ekvivalens aC(u;v) = 3[ (u) + (v)], ahol C a&tl6 szegmensét jeloli. Abban
az esetben, amikor aZu;v) pont éppen au*v? = 2u fels® negyedkdriven fekszik, a folytonossag miatt
u= C(uv) = 3[ (u)+ (V)], azaz (u)+ (v) =2u = u®+ v2 Ennek az egyenletnek a megoldasait

(u) = u? adja meg, amib®LC(u;Vv) = min( u;v; ”2+2"2) kovetkezik.

2.3. Kétvaltozos arkhimédeészi kopulak

Adathalmazok elemzésekor gyakran taladlkozhatunk olyan esetekkel, ahol a sejtett kopula strukturaja
nem szimmetrikus, illetve nagyobb dimenzidk esetén gyakran olyan kopulédkat tudunk csak illeszteni az
adatokra, melyek nagyon sok paramétert tartalmaznak, igy rendkivil nehéz ezeket pontosan becsulni.
Ezen esetek megoldasara szolgalnak az arkhimédészi kopulak, melyek bevezetéséhez David Ziener 2021
es cikke [2] nyujt segitséget.

Kétvaltozos esetben, hal ésY folytonos valdszinfségi valtozok, egyuttes eloszlasfiiggvényik pedig
H, akkor F ésG peremeik akkor és csak akkor fuiggetlenek, (x;y) = F(x)G(y) mindenx;y 2 R
esetén. Van egy kopulacsalad, amely kielégit egy hasonlé feltételt, mégpedig az Ugynevezett Ali-Mikhail-
Haq kopulak, melyeket a kdvetkez® modon kaphatunk meg:

uv
1 1 w@ v

C(u;v) =

2 [ 1;1}re. Ez a kopulacsalad ugy van megalkotva, hogy teljesuljon ra a kdvetkez®:

1 C(u;v):l u+1 v_|_(1 )1 ul v
C (u;v) u v u %

Denialva (t) =1+ £ 209 e7 4tirhaté
(C(uv)= (u) (v)
alakba, s®t ha bevezetjik a(t) = log (t) jelolést, a kbvetkez®t kapjuk:
(C(uv)= W+ (v)
Olyan kopulakat szeretnénk talalni, melyek teljesitik a megkapott
Cuv)= W+ (v)

feltételt, valamilyen  flggvényre. Ahhoz, hogy a fenti dsszefliggést meg tudjuk oldadire, el®sz6r
de nialnunk kell megfelel® [ Y inverzét. Ha ez sikeril, kaptunk egy kopulat, mely kielégiti a

Cluv)= A (w+ (v) 3)

0sszefliggést.



8. Denici6. Legyen : 1! [0;1 ] folytonos, szigordan csokken® é€g1) = 0. Ekkor pszeudo-
inverze a kovetkez®:
), 0 t (0)

[ Uy =
® 0; ©o t1

Legyen [ H(t) a fentiek szerint de nialva. Ekkor

A

[ 1 folytonos, nem novekv® §0;1 ] és szigortan csokken®[®; (0)] intervallumon.
~et21: DAC )=t

S 8t2[01]: (LH()=min(t (0)

T ©@=1) 8=

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy az (3) egyenletben de nialt fuggvény tényleg kopula, sziikségink
van a kovetkez® két lemmara.

6. Lemma. Legyen :1 ! [0;1 ] folytonos és szigoruan cstkken® mégpedig ugy, hofly) = O,
tovabba legyen [ U a pszeudo-inverz. Legye@ : 12! | a kdévetkez® médon de nialva:

Cuv)= LA (w+ (v)
Ebben az esetbe@ kielégiti a kopula feltételeit, azaz mindefu;v) 2 | esetén
C(u;0)=C(0;v)=0

es
Cu;l)=uy;C(;v)=vVv

7. Lemma. Legyen :1 ! [0;1 ] folytonos és szigoruan cstkken® mégpedig ugy, hofy) = O,
tovabba legyen [ U a pszeudo-inverz. Legye@ : 12! | a kdvetkez® médon de nialva:

Cuv)= LI (+ (v)
Ekkor C 2-n6vekv® (6. de nicid) akkor és csak akkor, ha minder2 |-re teljesuil, hogy
up  Uz) C(uzv) C(ug;v) uz g

8. Tétel. Legyen :1! [0;1 ] folytonos és szigorian csokken® mégpedig gy, hady = 0, tovabba
legyen [ 1 a pszeudo-inverz. Legyef : 12! | az eddigiekhez hasonléan de nidlva. Ekk&@ egy
kopula akkor és csak akkor, ha a figgvény konvex.

Bizonyitds. Az 6. és 7. lemma miatt elég megmutatnunk azt, hogy
8v2I1:(uy uy) C(uzv) C(ugiv) U ug, konvex.
Mivel szigorGan csokken®, konvex akkor és csak akkor, hal 1 is konvex, azaz
8v21:(uy Up) C(uzv) C(uiv) u, up, [ konvex.
A bal oldali feltétel atirhato
up+ DHC (U + (V) upr DA (u)+ (V)
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alakba, hau; u,. Denidlva a:= (uy), b:= (uy) ésc:= (v) flggvényeket
L@+ b+ [Hp+ Y@+ o): (4)

") " Feltételezzik, hogy (4) teljestl. Mindens;t 2 [0;1 ];s < t-re legyena = izt b=s,c= th
Ekkor (4) a kovetkez®t adja:

ry S*U gy UFS L Ugy+ [ )
2 2

amely ekvivalens az alabbival:

[ St )+ [ ()
2 2

Ez pont azt jelenti, hogy [ % bels® pontjaira konvex és mivell ¥ folytonos fliggvényként Lebesgue
mérhet®, igy kovetkezik hogy konvex is.
"( " Legyen [ Y egy konvex fiiggvény, legyen tovabba; b;c2 | Ggy, hogya bésc 0. De nidljuk
a = aabfc 2 [0; 1] fuggveényt. Ezzel kifejezvea = (1 )b+ (a+c)ésb+c= b+(1 )(a+ ¢).
[ 1 konvexitasat felhasznalva megkapjuk

@ @ ) tHm+ Y@+
és
[ b+ o) Cp+@a ) Y@+

egyenl®tlenségeket, melyeket dsszeadva az
L@+ [Hp+rog  [9m+ [Hax o
egyenl®tlenséget kapjuk, mely pont az (4)-el egyezik meg. m

Ez alapjan mar de nialhatjuk az arkhimédészi kopulakat a kdvetkez®képpen:

9. De nici6  (Arkhimédészi kopula) Legyen :1! [0;1 ] folytonos és szigortan csokken® mégpedig
agy, hogy (1) = 0, tovabbéa legyen [ U a pszeudo-inverz. Legyer€ : 12! | a kdvetkez® modon
de nialva:

Cuv)= LA (u+ (v)

Ekkor az el®z® tétel szerint egy kopula, melyet arkhimédészi kopulanak nevezink, figgvény pedig
a kopula generatorfliggvénye.

A kovetkez® tablazat kett®, a gyakorlati felhasznaldsban Iényeges arkhimédészi kopulacsalad tulaj-
donségait foglalja 6ssze.

Kopulacsalad nevq Kopulagenerald nggvénj Kendall-féle
Gumbel In(u) ; 1 1 1

Clayton u 1, >0 -
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3. Kopulak tébbdimenzioban

3.1. Elliptikus kopulak

Az elliptikus kopulédk osztalya olyan tobbvaltozés eloszlasokat ad a keziinkbe, melyek szamos tulajdonsa-
gat osztjak a tdbbvaltozés normalis eloszlasnak, mely maga is ebbe az osztalyba tartozik, ahogy példaul
a tobbvaltozés Student-féle t eloszlas is. Az elliptikus kopuldk ezekb®l az eloszlasokbdl szarmaztatha-
toéak Sklar tétele (1) segitségével. Ezeknek a kopulaknak fontos jellemz®i, hogy szimmetrikusak, ezeért
aszimmetrikus piaci jelenségek modellezésére nem alkalmasak, példaul egyes pénzligyei adatok esetén
ahol jobban 6sszefiiggnek a nagy veszteségek, mint a nagy nyereségek. Komoly hatranyuk tovabba,
hogy magasabb dimenzidkban nagyon sok paraméterrel rendelkeznek, melyek becslése kifejezetten ne-
héz feladat. Ezen kopuldk leirAsdhoz P. Embrechts, F. Lindskog és A. McNeil cikke [4] fog segitséget
nyujtani.

10. De nici6 (Gauss kopula) LegyenX  Ng(0; R), ahol R a korrelaciés matrix, tovabba jeldljeX
egylttes eloszlasfuggvenyétl. Ekkor a Gauss-kopula a kovetkez®:

G e — 1 . I A 1
CrR(ug;ug;iiniug) = RO “(uy);  “(up);ii:; H(un))
ahol ! az egyvaltozds standard normalis eloszlas eloszlasfliggvényének inverzét jeloli.

11. De nici6 (t eloszlas) Ha X val6szinfségi valtozé sztochasztikus reprezentécidja

p_
X =g +p_2
‘ S

ahol 2 R", S 2¢sZ N ,(0;) fuggetlenek, akkorX n valtozést eloszlasi, melynek varhatd
érteke ( > 1lesetén) és kovariancia-matrixa— ( > 2esetén). Ha 2, a kovariancia nem véges.

12. Denici6 (t-kopula). A fent emlitett X valdszinfségi valtozo6 altal meghatarozott kopula felirhatd
a kovetkez®képpen:

) P
ahol Ry = p—=—;i;j 2f1;:::;ng, tovabbat"; jeloli % eloszlasfuggvényét, ahdb 2 ésY

i Jj p_
N, (0; R) flggetlenek.t jeldli t"; peremeit, azaz—p% eloszlasfuggvényét.
3.2. Egymasba agyazott arkhimédeészi kopulak

Az el®z® fejezetben megismerkedtiink a kétvaltozos arkhimédészi kopulakkal, terjesszik ki ezt magasabb
dimenzidkra is, melyhez segitséget nyujt McNeil 2008-as cikke [1]. A kiterjesztés egy klasszikus mdadja
az ugynevezett felcserélhet® konstrukcio:

C(ujuy:iisug) = ( Yu)+  Hud+ +  YHug)) (5)

Bizonyithatd, hogy ez tényleg egy kopulat ad barmelg dimenzié esetén akkor és csak akkor, ha
teljesen monoton flggvény, azaz igaz ra, hogy

&
(Vgm O 0 ©)

A teljesen monoton arkhimédészi generatorokat Laplace transzformalt arkhimédészi generatoroknak,
réviden LP-arkhimédészinek nevezzik. Ez azért van, mert a teljesen monoton fliggvények osztalya
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[0; 1 ]-n egybeesik az eloszlasfuggvények Laplace( Stieltjes) transzformaltjainak osztalyaval a pozitiv
valos szamokon. Ha az arkhimédészi generatorokat Laplace transzformaltakkal reprezentéljuk, hasznos
mobdszereket kaphatunk a magasabb dimenziés arkhimédészi kopulak szimulalaséra is.

A fentebb emlitett (5) eloszlasfliggvénnyel rendelkez® véletlen vektoroknak er®sen speci kus a flg-
g®ségi strukturaja: barmely részhalmaza az 6sszes ugyanolyan dimenzids részhalmazzal azonos eloszla:
alkot, a paronkénti rangkorrelaciéik nem negativak. Szeretnénk olyan tébbvaltozés arkhimédészi kopu-
lakat alkotni, amik rugalmasabbak, megengednek kulonb6z® foku pozitiv 6sszefligg®séget a kulonbHz®
kétvaltozos peremeloszlasok kozott. llyen modelleket tudunk késziteni, ha egymasba agyazunk genera-
torflggvenyeket.

Példanak vegyunk egy harom dimenziéos modellt, amit két LT-arkhimédészi generatorfliggvény
€s , segitségével készitiink, a kovetkez® mabdon:

Cupugus) = 1( 1 Mud)+ 7 2( ;T (u)+ 5 (ua))): (7)

Amellett a feltétel mellett, hogy ;' , els® derivaltja teliesen monoton, a fenti konstrukcié tény-

leg eloszlasfliggveényt fog adni. Ha a kopulat Laplace transzformaciok hasznalataval eloszlasfliggvények
keverékekeént reprezentaljuk, relative egyszerfen tudunk bel®le mintat venni, legalabbis egyes genera-
torflggvények esetén. A tovabbiakban kifejtjik, hogy ez hogyan hajthat6é végre, illetve megvizsgalunk
néhany magasabb dimenzids esetet is, tobbek kdzott a kdvetkez® négydimenzidés konstrukciot:

Clunuzugus) = 1( 15 2 pHu)+ Hud)+ 17 s gi(us)+  3%(ua)) (8)

illetve az alabbi rekurzivd-dimenzios esetet, aholl  2:
Ca(Up; Uz iisUga; 13 255055 a) = a( 17U+ 1 7(Ca 2(UziiiiiUanas 252055 ) (9)
ahol Cy(uq; uy; ) a kétvaltozés kopulat ésCo(ug; uy; us; 1; ») a mar emlitett 3 valtozds konstrukciot

jeléli. (7)
Ahhoz, hogy kdonnyebben értelmezni tudjuk ezeket az egymasba agyazott strukturakat, abrazol-

hatjuk ®ket egy gyokeres fagrafként. Legyenek a valdszinfségi valtozdinku,;:::, az ezek kozott
valamilyen médon elhelyezked® arkhimédészi kopulastruktirak pedy:; 1);C(:; »2);:::, mely ko-
puldk ugyanazon kopulacsaladbdl szarmaznak, generéatorfiggvényeik pedig sorban ,;:::. A fat

ugy épitjuk fel, hogy minden olyan csucs, melyeknek gyerekei vannak egy kopulat, amelyeknek pedig
nincsenek, valészinfségi valtozot jeldl, a kopuldk pedig a gyerekeik kdzotti 6sszeflggest irjak le. Egy
altalanos kétdimenzids kopula strukturaja példaul a kbvetkez® gra al abrazolhato:

C(; 1)
uq u-

3.2.1. A felcserélhet® eset

Legyen egy monoton figgvény d0;1 ] tartomanyon, ahol (0)=1és (1 )=Ilimy; () =0 és
legyenG a[0; 1 ] tartomanyon értelmezett eloszlasfiiggvény, amelynek Laplace-Stieltjes transzformaltjat

adja meg, azaz Z,
(t) = e ®dG(x); t O
0
Marshall és Olkin [6] megmutatta, hogyan tudunk generalni egy randoifUs; : ::; Uy) vektort, melynek
eloszlasfuggvényét &€ = ( Y(u))+ Y(uy)+ +  Y(ug)) kopula adja meg. LegyerF (u) :=
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exp ( 1(u)). Vegyik észre, hogyF (u) egy egyvaltozos eloszlasfuggvén®; 1-en barmely > O-ra.

HaV egy Vvéletlen valtozdG eloszlasfliggvénnyel, §4J1; : : : ; Uy) feltételesen fliiggetlenek adotV/ esetén,
melynek feltételes eloszlasfiggvény®(U; ujV = )= F (u), akkor (Ug;:::;Uy) eloszlasfiggvénye a
kivant eloszlas lesz.
Z 1
P(Uy up U, ugiii;Ug ug) = P(Ui up; U, ugiii; Uy uglvV= )dG
0
Z, \d
= F (u)dG
Zol i=1
- e ( Mt tur + ) gg

= ( Mu)+ Hu+ o+ Yug)
A fentiek alapjan leirhaté a kdvetkez® algoritmus, melynek segitségével tudunk mintat venni a kopula-
bol:

Algoritmus 1: Felcserélhet® eset
Generaljunk egyV valtozot G eloszlasfuggvénnyel, melynek Laplace-transzformaltja

A kovetkez® &brak a fenti algoritmus altal lettek generalva, kétdimenzidos Gumbel illetve Clayton
kopulakbal.

2. &bra. Gumbel kopula

3. 4bra. Clayton kopula
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A maddszer gyakorlati alkalmazasdhoz vagy egy ado@ eloszlasfiggvénnyel kell kezdenink, amit
mintavételezhetlink és amelyre kiszamithatjuk a Laplace-transzformaciot, vagy egy teljesen monoton

generatorral, amelyhez megkeressik azt@ eloszlasfliggvényt, melyre a Laplace transzformalt.
Ebben a dolgozatban a masodik megkozelitést fogjunk alkalmazni. Sajnos nem ismert altalanos mod-
szer eloszlasok mintavételére adott Laplace-transzforméacidkkal, igy kénytelenek vagyunk eseti alapon
tekinteni az arkhimédészi kopulakat.

A bevezet®ben mar felirtunk egy tablazatot, mely a két gyakorlatban leginkabb hasznéalatos arkhimé-
dészi kopulacsaladot, a Gumbel, illetve a Clayton kopulakat foglalta 6ssze. A dolgozat tovabbi részében
ezekkel a kopulacsaladokkal fogunk csak foglalkozni, a kdvetkez® tablazat pedig olyan tulajdonsagaikat
foglalja 6ssze, melyeket a kés®bbiekben fel fogunk hasznalni.

Kopulacsaladd neve Gumbel Clayton
t ) exp( t°) (1+1)
Paraméterteér 1 > 0
Nt ) (In u) u 1
V eloszlasfuggvénye St(%;1; (coss-) ;0) Ga(?)
s ) exp( t°) exp( (1+1)7)
Eloszlasfuggvény | St(1;1;( cos5-) ;0) tilted stable

A tabladzatban St(; ; ; ) jelli a stabil eloszlast; ; ; paraméterekkel,Ga( ) pedig a gamma
eloszlast paraméterrel.

3.2.2. A haromvaltozés beagyazott eset

Tegylk fel hogy ;1 és , LT-arkhimédészi és legyeis; az az eloszlasfliggvény, melynek Laplace transz-
formaltja ;. Az el®z® fejezetben emlitett 3 valtozos konstrukcio (7) igy felirhaté a kdvetkez® maddon:
Z 1
C(uq;uo; uz) = e 1 (ua) e 1 Yoo Mua)r 5 M(us)) dGi( )
0

A struktarat abrazolhatjuk grafként is, az el®z® fejezetben emlitett médszerrel:

Amennyiben sikeriil bebizonyitani, hogy ;* . derivaltja teliesen monoton, kimondhatjuk, hogy a
fenti konstrukcié értelmezhet® eloszlasfiiggvenyek keverekekeént.

LegyenF;(u) :=exp( ; *(u));i =1;2. Ebben az esetben az 6sszEs(u) fiilggvény létez® egyvaltozds
eloszlasfuggveny, barmely> 0 esetén. Az integrandus els® tényez®jg(u,), a masodik pedig felirhatd
az alabbi alakban:

H(uziug; )= Fr( o2 oMU+ 2 (us))

D P )+ P HFL(ua); ) )
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ahol ;”( ;)= Fr( 2()) = exp( .t 20)). Mivel feltételeztiik, hogy ,* , derivaltja teljesen
monoton, az el®bb emlitett gl)( ; ) fuggvény egy LT-arkhimédészi kopulagenerator, tehat a a fentebb
de nidlt H fuggvény kétvaltozds eloszlasflggvér®; 17-en, peremeloszlasai pedif, (u). Belathato,
hogy haf flggvény teljesen monoton é€g egy pozitiv fliggvény, teljesen monoton derivélttal, akkor
f gis teliesen monoton. Ez az dllitas a mi esetiinkben is igaz, hé) = exp( t) ésg= ;'
helyettesitéseket alkalmazunk. Ez alapjan az egyenlet atirhaté a kvetkez® maodon:
Z,
ColUiUzisi 33 2) = Fy (Un) CulFy ()i Fy (Us); (5 NGy )

Ez reprezentélja a kopulat mint eloszlasfiiggvények keveréke, ezaltal mintavételre alkalmassa teszi.

Algoritmus 2: Haromvaltozds beagyazott eset
Generaljunk egyV valtozot G; eloszlasfuggvénnyel, melynek Laplace-transzformaltja.
Generaljunk egy standard egyenletes eloszlas(y valtozot.

Generaljunk (X,; X3) valtozokat a kétvaltozos arkhimédészi kopulabdl az 1. algoritmus

segitségével, generétornggvénykénﬁ’( V)=exp( V ;' 2())-thasznalva.

Térjiink vissza  (Uy; Up; Us) értékekkel, aholU; = 4(—0%1);i=1;2;3

A kovetkez® abrat a fenti algoritmussal generaltuk, Clayton kopulakbal.

4. dbra. Haromvaltozés egymasba agyazott arkhimédeészi kopula,=0:5; , =8

3.2.3. Paros négyvaltozos eset

A bevezet®ben emlitettiink egy négyvaltozés konstrukcidt (8), melyet a dolgozat kés®bbi fejezeteiben

tobbszor is hasznalni fogunk. A mintavételezés algoritmusanak bizonyitasa hasonl6 a haromvaltozés
esethez, igy ezt nem részletezzilk. Legyen a kopulank a bevezet®ben leirtak szerint de nialva (8),
tovabba feltételezzik, hogy 1, , és 3 LT-arkhimédésziek, illetve 11 2 €S 21 3 teljesen mo-
noton derivalttal rendelkez® flggvények. Ekkor a kbvetkez® algoritmus alkalmas lesz a kopulabdl valo
mintavételezésre:
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Algoritmus 3: Paros négyvaltozos eset

Generaljunk egyV; valtozot G, eloszlasfuggvénnyel, melynek Laplace-transzformaltja.

Generaljunk egyV, valtoz6t G,( ;V;) eloszlasfiiggvénnyel, melynek Laplace-transzformaltja
PGv=exp( Vit o).

Generaljunk egy Vs valtoz6t Gi( ; V) eloszlasfiiggvénnyel, melynek Laplace-transzformaltja
Pv)=exp( Vi1t ().

Generdljunk egymastdl fliggetlen egyenletes eloszlaXy; X ,; X 3; X 4 valtozokat.

Térjiink vissza  (Uy; Up; Us; Ug) értékekkel, aholU; = o ™X);i=1;2és

U= 3 —In(véi));i =34

C(; 1)
/\
C(; 2) C(; 1)

NN

Ur Uz Uz Uy . . .
(b) Minta paros négydimenziés Gumbel kopulabdl,

(a) A kopulastruktura fagraf abrazolasa 1=2; 2=4; 3=6

3.2.4. Az altalanos beagyazott eset

A bevezet®ben mar talalkoztunk olyan kopulakonstrukcioval, ahol a generéatorfliggvények tetsz®lege-
sen mélyre vannak bedgyazva (9). A kbnnyebb értelmezhet®ség érdekében el®szor dbrazoljuk ezt &
megszokott fagrafként:

C(; 1)
N
u C(; 2)
us 1 C(5 a)
Ug  Ug+1
A tovabbiakban feltételezni fogjuk, hogy 1; »;:::; 4 LT-arkhimédészi kopulageneratorok, illetve
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hogy a kl k+1 fuggvénynek teljesen monoton a derivaltjik = 1;:::;d 1 esetén. A kovetkez®
lemma bizonyitja, hogy ,* ; derivaltja teliesen monoton, barmelyj > k -ra:

9. Lemma. Ha ;' ,és ,' ;derivaltja egyarant teliesen monoton, akkor,* 5 derivaltja is

az lesz.

Legyenf = ,* 5, 9= ,' 3ésh= ' gy hogyh=f g A derivalt hqt) =
f Yg(t))gqt);t > 0lesz,h®pedig igy teljesen monoton, hiszeh® g teljesen monoton, ami adédik abbdl,
hogy egy teljesen monoton fliggvénye egy olyan fliggvénynek, aminek a derivaltja is teljesen monoton.
hOigy két teliesen monoton fliggvény kompoziciéja, tehat maga is teliesen monoton lesz. O

fluggvényeket:
fG=ep( F () (10)

Mivel ezek teljesen monotonok, igy LT-arkhimédészi generatorok lesznek, a tovabbiakban pedig azt a
szerepet fogjak betdlteni, hogy ezek funkcionalnak majdkaaltal indexelt rekurzivan beagyazott bels®
kopulak generatoraiként. Ez a tulajdonsag az alabbi lemmabdl adadik:

10. Lemma. Mindenl k d 2k+1<j dés; ~re:
exp( SN KGN = TG (11)

A fenti lemma egyértelmfen kovetkezik abbdl, hogy

ECRGY=E L (12)

Bizonyithat6 tovabba az alabbi lemma is, melyet a kés®bbiekben még felhasznalunk:

11. Lemma. Legyend 1 adott és feltételezzik, hogy.; »;:::; 4 LT-arkhimédészi generatorok.
LegyenF : [0;1]! [O;1] egy szigoruan ndvekv® folytonos fliggvény ugy, hogy F - ;k=1;:::;d
szintén LT-arkhimédészi generatorok. Ekkor a bevezet®ben de nialt d-dimenziés kopul@yagaz, hogy:

F(Ca(ussiiiiUga; 150005 a)) = Ca(F(u);iiiiF(Uaen); 7150005 Ta) (13)
12. Tétel. Ha 4;:::; 4 LT-arkhimédészi generatorok és, ' ., derivaltfliggvénye folyamatosan
monotonk =1;:::;d 1 esetén, akkor a bevezet®ben de ni@lt(uy;:::;uUg+1; 1;:::; q¢) fUggvény(9)

Cd%h;:::;udﬂ; 1500 d) =
! 1 @
= R UGy a(Fyt (W) Fyt(Uea ) 37G 0)inis ¢ 1) d Ga( ) (14)
Zol Z 1
= Fot(ua) it Fy®(ug)Fg®(Uasr ) d Ga( a5 o 1) :::dGa( 25 1)dGa( 1);
0 0
ahol G; Laplace-transzformaltjia 1, Fy(u) =exp( |, *(u));k=1;:::;d ésGy( ; « 1) az az eloszlas-
fuggvény, melynek Laplace-transzforméltjaf(k l)( k) k=25000d
Bizonyitds. Ha Cy(uq;:::;Ug+1; 1;:::; 4q) egy tobbvaltozés eloszlasfuggvény barmebtitre mely ki-

eléqiti a tétel feltételeit, akkor egyértelmfen kopula, hiszen minden peremeloszlasa standard egyenletes.
Megmutatjuk, hogy Cq4 tényleg tébbvaltozés eloszlasfliggvény oly médon, hogy derivaljuk a kevert rep-
rezentacioit.
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A de niciobdl és ! teljes monotonitasabdl kovetkezik, hogy
VA 1
Ca(Us;iiiUger; 150075 q) = e 11 We 11 (Coalaiilen; 25 0) §Gy( 4); (15)
0
ahol G; eloszlasfuggvényo; 1 )-n, ; Laplace-transzformalttal. A szorzat els® tényez®fg*(u,), amely
egy egyértelmfen folytonos és szigortan névekv® egyvaltozos eloszlasfligdg@éhyen. Felhasznéalhat-
juk tovabba a mar korabban kimondott 11. lemmat, miszerint a masodik tényez® felirhat6

Ca 1(Fy™ ()i Frt(uan ) 20 i 26 1) (16)
fuggvény esCqy(uy;:::;Ug+1; 1;:::; q) fuggveny a mar emlitett kevert reprezentacioval fog rendelkez-

ni és igy egy tobbvaltozés eloszlasfiggvény lesz. Ezaltal sikeresen visszavezettik a problémat arra,
hogy elég megmutatnunk, hogyCq 1(Uo;:::; Ug+1; gl)(; D (1)(; 1)) egy tobbvaltozos eloszlas-

Ca vt (Ui 533 U s G PG )=
1
= F UG k )Ca k(B (Uker; « 1)t B (Uaens 1) (17)
0
G PG e« o)
ahol F(u; « 1) = exp( S‘ 2 1(; k 1)). Minden egyesk = 2;:::;d 1 |épéskor ha feltételezhetjik,
hogy
Ca k(UirtsihiUgens pan ()i §205 w) (18)

kopula, az ugynevezettk-adik bels® kopula, akkor megkapjuk az allitott keverékdbrazolast az el®z®
bels® kopulahoz

Ca e (Ui 25 Ugens o PG i ¢ V0« 0) (19)
A bels® kopulak generatorainak alakja a 10 lemmabol kovetkezik. Az induktiv folyamat akkor fejez®dik
be, amikor eljutunk C;(Ug; Ug+1 ; c(,d l)( ;4 1)) Végs® bels® kopuldhoz. Ez egyeértelmfen kopula, hiszen
a generatorfiggvénye teljesen monoton és felirhaté a kévetez® reprezentacioja:
YA 1

Ci1(ug; Ugs1 ; éd V(s g )= Fa?(Ug; o 1)Fq°(Uasr; o 1)dGa( a5 d 1) (20)
0

A masodik keverék-reprezentacié megkaphato, ha leegyszerfsitjuk az egymasba agyazott reprezentaci-
Okat, tekintettel arra, hogy k 2

Fo (PG F2(Fit(u); 1) 2)iiss k1) = Fek(u): (21)

]
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A Cqy(ug;:::iugsr; 1;:::; q) kopula véletlen mintavételezéséhez a kdvetkez®, a kopula els® keverék-
reprezentécidjat felhasznald algoritmust hasznalhatjuk:

Algoritmus 4: d dimenzios beagyazott eset

Generaljunk egyV valtozot G, eloszlasfuggvénnyel, melynek Laplace-transzformaltja.
Generaljunk egy standard egyenletes eloszlas(y valtozot.
Generaljunk (Xg;:::;Xg+1) valtozokat a Cq 1(Up; i Uger; 51)( V) él)( ;

A kovetkez® abrat a fenti algoritmussal generaltuk, hétdimenziés Gumbel kopuldkbdél Ugy, hogy a

Kendall-féle -k értékei sorban0; 3;%; 2; 2; 2 legyenek.

6.4bra. 1=1; ,=2; 3=3; 4=4; 5=5, =6
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3.3. Vine kopulak

Az el®z® fejezetben megismerkedhettliink az egymasba agyazott arkhimédészi kopulastruktirakkal. Fon-
tos megemliteniink, hogy létezik egy hasonlo, fastrukturaval abrazolhaté kopulacsalad, melyet Vine
kopulanak nevezink. Ez a csalad a gyokeres fak helyett egy masik grafelméleti fogalmat hasznal a
szemléltetéshez, az ugynevezett vine-okat, amelyekkel el®szdr meg kell ismerkediink, miel®tt a kopula-
csaladot de nialjuk.

3.3.1. Szabalyos vine fasorozatok

" Mindenj 2, eseténT; egy fa, melynek csucsa\; = E; 1, élei pedigE;.

véletlen vektorvaltozo eloszlasa szabélyos vine eloszlas, amennyiben meg tudunk hatarozni egy olyan
(F;V;B) harmast, melyre igazak az alabbiak:

A

Szabalyos vine fasorozat: V egy szabalyos vine fasorozat elemen.

" Kétvaltozos kopulak: B =fCgje2 Ej;i=1;:::;d 1g, ahol C, egy szimmetrikus kétvaltozos
kopula. E; aV szabalyos vine fastruktiraban talalhatoT; fa éleinek halmaza.

" Kapcsolat V és B kozott: Mindene 2 Ej;i =1;:::;d  1,e= fa;bg esetenC, az X¢,, €s
Xc,, feltételes eloszlasokhoz kapcsolodd kopuld,p, = Xp, feltetel mellett. Ce(; ) nem flgg
Xp. Speci kus értekéet®I.

15. De nici6 (Egy e élen értelmezett par-kopula és kopula-s{riiségfiggvényyz e élhez tartoz6 Ce
kopulat Cc,, ¢, 0., @ hozza tartozo sfr{ségflggvenyt pedig,, c.,,.0. jeloléssel jeldljik. Ezt a kopulat
nevezzik par-kopulanak.

13. Tetel (Szabalyos vine eloszlas létezéselegyik fel, hogy(F ;V;B) kielégiti a 14. de nicidban
szerepl® tulajdonsagokat az utolso kivételével. Ekkor létezik egy olyan egyduinenziosF eloszlas,
melynek sfr{sége

Yiy
frna(Xes i Xg) = fa(Xq) fa(Xaq) CCoa G De (Feajpe (Xcoa 1 XDe)i Feupipe (Xauy 1 XDe))
i=1 e2E;
agy, hogy mindere 2 E;;i =1;:::;d 1, e= fa;lg eseténXc,, ésXc,, eloszlasfliggvenyekre teljesul
az
Feacpipe(Xca s Xay | Xpe = Ce(Faujpe(Xa ] Xpe)i Fapipe(Xay | Xbe))
0sszefuggés, amennyibefip, = Xp., F egydimenzids peremeit pedifi(x;);i = 1;:::;d adja meg.
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A fenti tétel lehet®vé teszi a szabalyos vine eloszlasok meghatarozag#t a&v/; B) harmas segitségével
ezekb®l pedig mindig el®allithatd a hozzajuk tartozé egyuittes srfség.

16. De nici6 (Szabalyos vine kopula) Egy szabalyos vine kopula, egy olyan szabdlyos vine eloszlas,
melynek az dsszes pereme egyenletesen oszlik [€ &] intervallumon.

A vine kopuldk sokszinfségét és rugalmassagat a kdvetkez® abra mutatja be, ahol egy vine kopula
vine fasorozatat, illetve a kopulabdl vett mintat lathatjuk. A mintavétel abrazolasabdl latszik, hogy
mennyire sokszin{ kétdimenzids peremeket képes a kopula modellezni. A peremeloszldsok ebben az
esetben Gauss, Clayton, illetve Gumbel kopuladkbdl szarmaznak.

(a) A kopula szabalyos vine fasorozata (b) Minta a kopulabal
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4. Arkhimeédészi kopulastruktura illesztése adathalmazra

Szeretnénk az adathalmazunkra a dolgozatban eddig taglalt egymasba agyazott arkhimédészi kopu-
lastruktarat illeszteni, majd megvizsgalni, hogy ez mennyire irja le jol az eredeti adatainkat, mas
modellekhez képest. Ehhez BIACR csomag [10] nyujt segitséget, melyben megtalalhatd egy eljaras,
ami egy tetsz®leges adathalmazra becsull egymasba agyazott arkhimédészi kopulastruktarat. Vizsgéaljuk
el®szor ennek a pontossagat és hatékonysagéat. Ehhez el®szor generaljunk egy sajat adathalmazt, mely:
nek ismerjik a szerkezetét, majd alkalmazzuk erre a metédust és vizsgaljuk, hogy mennyire pontosan
adja vissza az eredeti paramétereinket. A mintavételezést paros négydimenzidos Gumbel kopulastruk-
turabdl végeztik, ahol a kopuldk paraméterei sorbamn, = 2; , = 4; 3 = 6, fagraf abrazolasa pedig a
3.2.3. fejezetben leirtak szerint épil fel. A szimulaciot kilonbdz® elemszdmu mintdkra hajtottuk vég-
re, esetenként 100 ismétléssel. Az algoritmus minden alkalommal sikeresen adta vissza a fastrukturat.
A paraméterek becslésének pontossaga az alabbi abrakon lathatd, az els®n a paraméterek értékei, a
masodikon pedig az 6sszhiba értéke, melyet az eltérések kettes normajaval szamoltuk.

(a) A becsilt paraméterek értékei (b) A becslés hibdja a paraméterekre nézve

Az abrakrol leolvashatd a becslés pontossaganak konvergenciaja, amely a négyzetgyok rendfnél is
lassabbnak, illetve aszimptotikusan torzitatlannak t{nik.

4.1. llleszkedésvizsgalat

Ahhoz, hogy a gyakorlatban hasznalni tudjuk az el®z® fejezetben taglaltakat, meg kell hataroznunk,
hogy mennyire irja le jol az illesztett struktira az eredeti adathalmazt. Ehhez el®sz6r vegylk az

Xy n 0
O(ug;uz:iiug)=n L BXG) oy

i=1 j=1

ahol B( ) az X; valoszinfségi valtoz6 becsiilt eloszlasfiiggvenyét jeldli.

Ezek utan becsuljuk meg a kopulastrukturat az el®z® fejezetben foglaltak szerint, majd vegyunk
az adathalmazunk méretével megegyez® darabszamu mintat ebb®l a struktardbol. A mintavételezés
menetére mar a dolgozat el®z® fejezeteiben mutattunk moédszereket killonbdz® esetekre. A szimulalt
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adatoknak szintén vegyuk a tapasztalati kopulajat, aztan ennek a sorba rendezett értékeit abrazoljuk az
eredeti adatokra vett tapasztalati kopula sorba rendezett értékei fliggvényében. Minél jobban simulnak

a kapott pontok a (0;0); (1;1) pontok altal meghatarozott atléra, annal pontosabb a becslésink. A
kovetkez® abrakon lathatjuk hogyan néz ez ki, ha jol illetve, ha rosszul becsuljuk a kopulat. Mindkét
esetben az adathalmazt az el®z® fejezet négydimenzids strukturajabdl generaltuk, az els® esetben a:
eddig hasznalt metddust hasznalva hataroztuk meg a kopulat, mig a masodikban ranézésre probaltunk
valamilyen kopulastruktarat illeszteni az adatokra.

(a) A kopulabecsI® algoritmus pontossaga (b) Sajat becslésiink pontossaga

Lathato, hogy az els® abra pontjai sokkal jobban illeszkednek a pirossal jel6lt atlora, mint a masodik
abraé, ebb®I pedig kovetkezik, hogy ldAJ10] csomag kopulabecsI® algoritmusa lIényegesen pontosabb
eredményt adott, mint amikor rAnézésre prébaltuk a struktlirat meghatarozni.

Az atléhoz illeszkedés mértékét szamszer(sithetjik is, példaul a pontok atlotél val6é tavolsaganak
atlagaval. A fenti abraknal ezeket az értékeket is jeldltik.

5. Gyakorlati alkalmazas

Az el®z® fejezetekben bemutattuk az egymasba agyazott arkhimédészi kopulak elméleti hatterét, fel-
epitését, illetve mintavételezését néhany speci kus esetben. A tovabbiakban azt szeretnénk vizsgalni,
hogy van-e gyakorlati el®nye ezeknek a strukturaknak mas, ismertebb kopulacsaladokkal szemben. A
gyakorlatban a kopulakat leginkabb pénzilgyi adatok elemzésére hasznaljak, mi is igy egy ilyen tipu-
su adathalmazt kerestiink. Valasztasunk kulonb6z® kriptovalutak 3 éras logaritmikus-hozam adataira
esett, a 2023-as évben, mely adatok a Yahoo Finance weboldalan [11] megtalalhatdéak. Ezeket az ada-
tokat fogjuk el®szor alapvet® statisztikai médszerekkel elemezni, majd megprobalni a dolgozat el®z®leg
taglalt strukturait is alkalmazni rajuk.

5.1. Az adathalmaz elemzése

Ahhoz, hogy bonyolultabb modszereket alkalmazhassunk az adathalmazunkon, mélyebben meg kell
ismerniink annak bels® szerkezetét. Az adatok 11 kriptovaluta arfolyamait irjak le, az amerikai dollar
ertékében. Ezen kriptovalutak a kdvetkez®k:
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"~ Bitcoin (BTCUSD)

" Ethereum (ETCUSD)
" Solana (SOLUSD)

" Polkadot (DOTUSD)

" Dogecoin (DOGE.USD)
" Litecoin (LTCUSD)

" Cardano (ADAUSD)

" Fantom (FTMUSD)

" Polygon (MATIC.USD)
" Filecoin (FILUSD)

" EOS (EOSUSD)

Minden dimenzié 2920 rekordot tartalmaz, melyek az adott kriptovaluta 3 orankénti logaritmikus-
hozamait jeldlik. A logaritmikus-hozam skalara valtasra azért van szikség, mert igy kertlink kdzel a
stacionaritdshoz, ami kell ahhoz, hogy egy x kopulaval irhassuk le az 6sszefliggéseket. A hozamadatok
mindig a valuta értékének valtozasat jelolik annak el®z® meg gyelt ertékéhez képest.

10. abra. 3 kriptovaluta logaritmikus-hozam adatai

Ahhoz, hogy ezekre az adatokra barmiféle kopula-strukturat tudjunk illeszteni, el®szér is pszeudo-
meg gyelésekké kell alakitanunk az értékeket. Ezek utan abrazolhatjuk a megkapott struktarat, mely
segitségével kovetkeztetéseket vonhatunk le.
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11. abra. A pszeudomeg gyelések kétdimenziés peremei

Az abra alapjan lathatjuk, hogy a kétdimenzios peremek kdzott tdbbnyire szimmetrikus strukturak
taldlhatéak. Minél inkdbb az atl6 mentén koncentralodnak a meg gyeléseink, annal inkdbb valdszi-
n{sithetink magasabb korrelacios értéket a két kriptovaluta kdzott. A Kendall-féle korrelaciok ki is
szadmolhatdéak a mintabal:
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12. abra. A meg gyelések Kendall-féle korrelacioi

Mivel az eredeti adathalmaz mind a 11 dimenzidjanak az elemzése rendkivil kérilményes, s®t egyes
esetekben nem is lehetséges, az els® lépésekben alacsonyabb dimenzidkra szfkitjik azt, majd ezekbd
prébalunk eljutni a magasabb dimenziékhoz. Csodkkentsik a mintat el®szor 4 dimenziora! Legyenek
a vizsgalt kriptovalutak a Bitcoin, az Ethereum, a Dogecoin és a Fantom. Els® lépésként az 6sszes
kétdimenzids esetre megvizsgaljuk, hogy egyes kopulak mennyire illeszkednek a megfelel® adathalmaz-
ra. Ehhez acopula R csomag [8] nyUjt segitseéget, melyben taladlhatdé egy proba, amely egy adott
kopulacsalad esetén megprobalja a legjobb paramétert megtalalni, majd eldénteni, hogy szarmazhat-e
pontos leirast, agofCopula fliggvény alatt. Négyfajta kopulacsaladdra futtatunk tesztet, mégpedig a
t, Clayton, Gumbel és Gauss kopuldkra. Az eredményeket a lentebb talalhaté abran bal oldalt (13a)
lathatjuk t-kopula esetén, ahol az 6sszes kétdimenzids peremhez a z6ld érték az illeszkedésvizsgalat altal
kapott legjobb paramétert, a piros pedig a p-értéket jeldli.

Ha a 0:01 szigni kanciaszintet vesszik, azt tapasztaljuk, hogy a t-kopula esetén vannak olyan krip-
tovaluta péarositdsok, melyekre a minta szarmazhat a kopulabdl, pontosabban a Bitcoin-Ethereum, a
Bitcoin-Fantom, illetve az Ethereum-Fantom. Az 6sszes tObbi esetben a meghatarozott szigni kancia-
szintnél alacsonyabb p-értéket kapunk (8; 0098a legkisebb p-érték amit a teszt ennyi mintavételnél ki
tud adni), igy ezeknél a parositasoknal elutasithatjuk azt, hogy a minta a vizsgalt kopulabdél szarmazik.
Arra a kérdésre, hogy van-e olyan kétdimenziés kopula amely jobban illeszkedik az adatainkra mint
a négy altalunk vizsgalt is valaszt kaphatunk. AVineCopula Rcsomag [5] tartalmaz egy metddust,
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amely két dimenzid esetén képes rendkivil sok kopulacsalad kozul kivalasztani azt, amelyik a leginkabb
illeszkedik az adatokra. Jelent6sen megkonnyitené a dolgunkat, ha létezne ilyen algoritmus magasabb
dimenzids kopulédk esetén is, de egyel6re ez még nincs kidolgozva, igy be kell érniink a kétdimenzids
peremek vizsgalataval. Az eredményeket a jobb oldali abran (13b) lathatjuk, az egyes esetekre feketével
jeldlve olvashatjuk az ajanlott kopula nevét, alatta kékkel a paraméterét és t-kopula esetén a szabadsagi
fokat.

BTCUSD . BTCUSD

t

ETHUSD 0.85983
0.10784 i 3.12583
t t
DOGE.USD = 0.69888 0.74491 DOGE.USD
0.0098 0.0098 i 5.06393 4.07637
) 0.0 04 08
t t t
FTMUSD 0.67494 0.69395 0.67895 FTMUSD
0.14706 0.06863 0.0098 4.53402 3.52986 3.1573

(a) t-kopula illeszkedésvizsgalata a ketdimenzids pe- (b) Legjobban illeszked6é kopuldk a kétdimenzids pe-
remekre remekre

Lathatjuk, hogy az algoritmus minden esetben a t-kopulat javasolta mint legjobb illeszkedés, gya-
korlatilag ugyanazokkal a paraméterekkel, mint amiket a 13a. abran olvashatunk, azaz vannak olyan
kétdimenzios peremek, melyekre hiaba a legjobb opcionk a t kopula, az illeszkedésvizsgalat azt sem
tudta elfogadni.

5.2. Kulénbdz6 kopulak dsszehasonlitasa

Ahhoz, hogy meg tudjuk hatérozni, hogy a dolgozatban emlitett kopuldk kozul melyik irja le legjobban
az adathalmazunkat, be kell vezetniink valamiféle mérészamot, amelyet minden kopula esetén ki tudunk
szamolni és azt irja le, hogy mennyire jol illeszkedik az adott kopula az adatokra. Ezeket §sszehasonlitva
meghatarozhatd a modellek kézotti erésorrend. Modositsuk ehhez a 4.1. fejezetben leirt mérészamot,
mely az eredeti, illetve a szimulalt adatok tapasztalati kopulajat rajzolja egy grafikonra, majd tekinti
a féatlotdl valo atlagos eltérést. Ahhoz, hogy a mérészam a mintaelemszam novekedésével se tartson
nullahoz, szorozzuk be annak négyzetgyokével, igy megkapva az 0j értéket. A kdvetkezd tablazatban
megtalalhatjuk néhany, a dolgozatban vizsgalt kopula esetén a legjobban illeszkedé modellt, illetve az
elébb emlitett mérészam értékét. A pontosabb eredmény érdekében a mintavételezést 100 ismétléssel
végeztik el, majd ezek atlagaval szamoltunk.
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Kopulacsalad Legjobban illeszkedd modell Mérészam értéke

Gauss 1 =08, , =0:6843, ; = 0:6677, 5 = 0:7239, 5 = | 0:371
0:6813, § = 0:6577
t 1 = 0:8644, , = 0:6988, 3 = 0:6808, , = 0:7446, | 0:310

5 = 0:7023, ¢ =0:6890, = 4:6717
Egymasba &gyazott | A [3.2.4] fejezetben leirt struktara, Gumbel kopuldbdl. | 0:766
arkhimédészi 1 =199, ,=2.04, 3=2:89
Vine A fastruktara és a paraméterek értékei az R kodban [12] | 0:291
megtekinthet6ek, a kétdimenzios peremek t, BB1 [7] és
Gumbel kopulakbdl szarmaznak.

A mérdszamok 0sszehasonlitasaval kiderul, hogy az adathalmazunkra a legerésebb modell a vine kopula
volt, ezt szorosan a négydimenzios t kopula koveti, utdnuk pedig a Gauss kopula és az egymésba agyazott
arkhimédészi kopulastruktura kovetkezik. Az, hogy a mintavételt 100 ismétléssel végeztik lehetdséget
ad arra is, hogy ketmintas t-prdba segitségével paronként megvizsgaljuk, hogy szignifikansan jobb-e az
egyik modell a méasiknal. A proba p-értékeit a kdvetkezd abran olvashatjuk:

t 3e-06 0 0.004487
Gauss 0 0
Egymasba
agyazott 0
arkimédészi
Vine

14. dbra. Kétoldali t-préba p-ertekei

0:01 szignifikanciaszint mellett az 0sszes teszt elutasitotta a nullhipotézist, azaz az eloszlasok szig-
nifikdnsan eltérnek egymastol, igy a fentebb felallitott sorrend nagy valdszinGiséggel fennall.

A teljesség kedvéért a fenti folyamatot elvégeztik a 11 dimenzids eredeti adathalmazunkra, de a
kopulak paramétereinek mennyisége miatt mar csak a mérGszam értekeit jeloltik, a legjobban illeszked6
kopulak adatai szintén az R kédban [12] taldlhatéak meg részletesen.
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Kopulacsalad MeérGszam értéke
Gauss 0:598

t 0:814
Egymasba éagyazott 1:298
arkhimédészi

Vine 0:470

Lathatd, hogy ha a teljes adathalmazt nézzik, szintén a vine kopula lesz a legerésebb, viszont a
11 dimenzids Gauss kopula itt mar pontosabban irja le azt, mint a t-kopula. Az egymasba agyazott
arkhimedészi kopulacsalad ebben az esetben is a leggyengébb modellnek mindsul a kiprobaltak kozil.

SikerQlt igy meghataroznunk azt a kopulamodellt, amely a legpontosabban irja le az adathalmazt.
Szeretnénk ezt felhasznalni példaképpen arra, hogy meghatarozhassunk annak a valészinlségét, hogy a
11 kriptovalutank kozul legaldbb 9 értéke egy kivant p szazalékértéknél tobbet csokken, hiszen az ilyen
jellegli mennyiségek nagyon fontosak a pénziigyi matematikdban. Ehhez konvertéljuk vissza a szimulalt

az adott dimenziéhoz. A kovetkez6 abran lathatjuk a becsllt valoszinliségeket harom p szazalékérték
és 100 mintavétel esetén:

Szazalékos valdszinliség

0.01 0.025 0.05

15. &bra. Annak a valo6szinliségei, hogy legalabb 9 kriptovaluta értéke t6bb mint p%-ot csokken

Ellen6rzésképpen ugyanezeket az értékeket az eredeti mintabdl is kiszamitottuk, és jo egyezést kap-
tunk a szimulalt értékekkel:
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p% | Szézalékos valdszinlség
0:01 4:520
0:025 0:548

0:05 0:034

Az illesztett kopulabdl vald szimulalas azért is elényds, mert igy akar konfidenciaintervallumokat is
meghatarozhatunk a szamunkra érdekes valdszin(iségekre.

6. Konklazio6

Az egymasba agyazott arkhimédészi kopulacsalad egy rendkivil rugalmas struktara, mely sokkal ponto-
sabb modelleket tesz lehetdvé, mint az egyparaméteres, tobbdimenzids arkhimedészi kopulak. Sajnos az
altalunk vizsgalt adathalmazon kifejezetten gyengén teljesitett, de aszimmetrikusabb adathalmazokon
feltehet6en Iényegesen tobb felhasznalasa lehet.
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