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1. Bevezetés

A biztosítás, mint a különböz® kockázatok elleni kooperatív védekezés egy formá-

ja, megkerülhetetlen része mindennapi életünknek. Az emberiség már az ókorban

felismerte, hogy cselekvéseiket és vállalkozásaikat kísér® - els® sorban anyagi - bi-

zonytalanság ellen célszer¶ együttesen védekezni. A biztosítás gyakran emlegetett

korai példái közé tartoznak az id®számításunk el®tti második és harmadik évezred-

ben els®ként a kínaiak és az indiaiak által alkalmazott praktikák (Vaughan 1996).

Az áruszállítás veszélyei okán keresked®ik portékájukat több hajón helyezték el, ez-

zel védve magukat teljes vagyonuk esetleges elvesztését®l. A nagy károk elleni vé-

dekezésr®l számtalan ehhez hasonló, némileg továbbfejlesztett kezdetleges biztosítási

példát találunk a történelemben, melyekr®l például Longnaker cikkében olvashatunk

(Longnaker 1962). Biztosítással tehát olyan kockázatokat is kezelhet®vé tehetünk,

melyeknek pénzügyi következményei túl nagy terhet rónának az egyénre. Közgazda-

sági fogalmakkal élve egy modern biztosítási rendszerben a gazdaság egyes ágensei

a kockázatporlasztás érdekében (homogén) veszélyközösséget formálnak, egy bizto-

sító pedig egy el®re, statisztikai módszerekkel meghatározott díj ellenében átvállalja

t®lük a kockázat nagy részét. A biztosítótársaságok - legyen szó élet-, nem-élet-

vagy kompozit biztosítókról - a pénzügyi piacok fontos szerepl®i, hiszen m¶ködésük

során a gazdaság kis t®kéit összegy¶jtik, és nagy, befektethet® t®kévé akkumulál-

ják. Fejlett piacgazdaságokban a biztosítók a legnagyobb befektet®k közé tartoznak,

így gazdaságélénkít® és munkahelyteremt® képességük nem elhanyagolható (Banyár

2016). A pénzügyi piacok szerves részét alkotó entitásokként tehát inszolvenciájuk

nagyon súlyos következménnyel járhat egy adott ország, régió, de az egyre er®sebb

globalizáció és a komplex viszontbiztosítási piac következményeként az egész világ

gazdaságára (McDonald és Paulson 2015). Ezt elkerülend®, a biztosítók igyekeznek

megfelel®en diverzi�kálni portfóliójukat, valamint adekvát tartalékolással garantálni

a prudens m¶ködést.

Az el®z® bekezdésben leírtakból és a biztosítási piac jellegéb®l adódóan bizto-

sításmatematikai szempontból a kiemelked®en nagy károk leírása, számszer¶sítése,

valószín¶ségszámítási és statisztikai modellezése a terület legfontosabb kérdései közé
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tartoznak. Egy jól diverzi�kált, stabil portfóliót is érhetnek olyan károk (els®sorban

nem-életbiztosítási területen), melyek veszélyt jelenthetnek a biztosító szolvenciájá-

ra. Jellemz®en ilyen, a portfólió nagy részére kiterjed®, valamint id®ben csoporto-

suló károkat különböz® természeti katasztrófák idézhetnek el®. Általában 10 fajta

természeti katasztrófát különböztetünk meg, ezek a cunami, hurrikán, földrengés,

jéges®, vulkánkitörés, tornádó, hóvihar, földcsuszamlás, futót¶z és árvíz. A felsorolt

események (és általánosságban az extrém károk) elleni pénzügyi védekezés kiemelt

fontosságú a biztosítótársaságok szempontjából, melynek adekvátságát szabályozó

szervek ellen®rzik, a követend® irányelveket a Szolvencia II szabályozásban rögzítet-

ték (EIOPA 2020). Az inszolvencia elkerülése érdekében a biztosítók portfóliójuk egy

részére viszontbiztosítási szerz®déseket kötnek, azaz adott díj fejében szolgáltatásuk

egy részét átvállalják más biztosítótársaságok. Klasszikus formájában a viszont-

biztosítás védelem a ki�zetend® kárösszeg nem várt növekedése ellen, megjelenése

nagyjából egyid®s a szervezett biztosítótársaságok létrejöttével (Kerényi 2011). Az

els® viszontbiztosító társaság az 1842-es nagy hamburgi t¶zvész okán, 1846-ban jött

létre Kölnben, mely jól szemlélteti, hogy nem tárgyalhatjuk a természeti katasztrófák

biztosítási piacra gyakorolt hatását a viszontbiztosítás említése nélkül.

A megszokottnál jóval nagyobb károk elemzése napjainkban mind a biztosítás-

ban, mind a pénzügyi piacokon bevett gyakorlat. Ennek eszköze az extrémérték-

elmélet, melynek f® úttör®i Leonard H. C. Tippet, Emil J. Gumbel és Sir Ronald

A. Fisher voltak. Az egyváltozós elmélet alaptételének tekinthet® a Fisher-Tippett-

Gnedenko tétel, mely a független, azonos eloszlású valószín¶ségi változókból kapott

rendezett statisztikák aszimptotikus viselkedését karakterizálja (Fréchet 1927; Fis-

her és Tippett 1928; Mises 1936; Gnedenko 1943). A klasszikus elméletet kiválóan

összefoglalják Resnick (2008), Embrechts és tsai. (1997), Coles (2001) és Haan és

Ferreira (2006) munkái, az elméleti háttér bevezetésénél ezen könyvek tárgyalás-

menetét követjük. Az extrémérték-elemzés szintén elterjedt módszertan a mérnöki

tudományokban, a közgazdaságtanban, a földtanban, hidrológiában, a biológiában és

a virológiában, valamint a kiberbiztonság és kommunikációs hálózatok, s®t a sportok

területén is (Coles 2001; Reinhart 2018; Castillo-Mateo és tsai. 2023). Ezen dolgo-

zatban az árvízkárok extrémérték-modellezésével foglalkozunk. Azt vizsgáljuk, hogy
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egy biztosítási portfóliót ér® károk eloszlásának jobboldali farka hogyan viselkedik.

Az elemzés során az USA National Flood Insurance Program (NFIP) által biztosított

ingatlanok kárbejelentés adatbázisát használjuk. Az adatbázis az Amerikai Egyesült

Államok egész területén történt árvízkárokról tartalmaz napi adatokat 1978 január

és - a letöltés id®pontjában - 2024 augusztus között.

Az extrémérték-elemzés elméletét régóta alkalmazzák természeti katasztrófák ál-

tal okozott károk eloszlásának modellezésére. A klasszikus elméletnek azonban ter-

mészetesen vannak korlátai. Feltételezi a kárnagyságok függetlenségét és azonos el-

oszlását, de ahogy az korábban említésre került, a természeti katasztrófák okozta

károkban gyakran meg�gyelhet® az extrém események id®beli klaszterez®dése, va-

lamint logikus, hogy például különböz® magnitúdójú földrengések várhatóan eltér®

nagyságú károkat okoznak. Ezt a meggondolást támasztja alá az alábbi ábra, melyen

az általunk használt adatbázis extrém kárai szerepelnek:
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1. ábra. Extrém árvízkárok id®beli eloszlása és nagysága. A piros szaggatott vona-
lak az NFIP bejelentései alapján a 10 legnagyobb kárt okozó természeti katasztrófa
kezdetének id®pontjait jelzik
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Az u küszöbérték meghatározását, ami felett egy kárt extrémnek tekintünk, a

kés®bbi fejezetekben fejtjük ki. Láthatjuk, hogy az extrém károk nem egyenletesen,

hanem - f®ként a nagyobb természeti katasztrófák körül - klaszterez®dve következnek

be, valamint a nagyságaik is igen eltér®ek (megjegyzend®, hogy a könnyebb átlát-

hatóság érdekében az ábrán a függ®leges tengelyen 1.2 milliárd USD-ig szerepelnek

a küszöbérték feletti kárnagyságok, azonban az Ian, Sandy és Katrina hurrikánok

következtében ennél magasabb volt a maximális érték, utóbbi esetében például 6.12

milliárd USD). Így tehát azt mondhatjuk, hogy általában mind a függetlenség, mind

az azonos eloszlás feltétele sérül. Ez természetesen azt jelenti, hogy a Fisher-Tippett-

Gnedenko tétel aszimptotikus eredményei sem lesznek érvényesek, bár Leadbetter és

tsai. (1983) bebizonyítják, hogy bizonyos enyhe kever® feltételek mellett stacionárius

id®sorokra is kiterjeszthet® az elmélet, azonban ezen feltételek ellen®rzése a gyakor-

latban igen nehéz (Embrechts és tsai. 1997). Ezt a leggyakrabban úgy orvosolják,

hogy a rendelkezésre álló id®sort deklaszterezik, azaz ha például egy adott küszöbér-

ték felett egymás után három érték is található, akkor csak a legnagyobbat tartják

meg, a másik kett®t a küszöbbel teszik egyenl®vé. Ez a módszer természetesen jelen-

t®s információvesztéssel jár, valamint a küszöbérték feletti meg�gyelések értékeinek

csonkításával a deklaszterezett adatokra illesztett modell hajlamos a frekvenciát és

kárnagyságokat mozgató paraméterek alábecsülésére. Ezen megfontolások alapján

ebben a dolgozatban a pontfolyamatok eszköztárát hívjuk segítségül. Az extrém

értékek pontfolyamat karakterizációja egyesíti a tradicionális Block-maxima és a kü-

szöbérték túllépések (Peaks-Over-Threshold, POT) módszereket (Coles 2001), így

használata igencsak elterjedt. Azonban a független, azonos eloszlás itt is feltétel,

így nagyobb általánosításra lesz szükségünk. A dolgozat gerincét egy sztochasztikus

öngerjeszt® jelölt pontfolyamat (Self-exciting Marked Point Process, a továbbiakban

SEMPP) modell adja, melyhez a kárnagyságokról semmilyen feltételezéssel nem kell

élnünk. A pontfolyamatok elméletének egy összefoglalóját megtalálhatjuk például

Daley és Vere-Jones (2006) munkájában. Elemzésünk nagyban támaszkodik Li és

tsai. (2021) tanulmányára, melyben a kanadai Ottawa folyó Quebec tartományban

található Rivière des Mille Îles nevezet¶ csatornájának kritikus érték alatti vízszint-

jének eloszlását vizsgálják SEMPP modellezéssel. A vizsgált adatbázisról számtalan
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elemzés és tanulmány készült, azonban az itt alkalmazott módszertan legjobb tudo-

másunk szerint egy újfajta megközelítése a témának.

A dolgozat felépítése a következ®: a második fejezetben röviden bemutatásra ke-

rül a használt adatbázis, valamint az átalakítások, amelyeket az id®sor létrehozásá-

hoz végzünk. A harmadik fejezetben ismertetjük a klasszikus extrém érték elmé-

let számunkra leginkább releváns de�nícióit és tételeit, majd rátérünk az SEMPP

modellezéshez szükséges fogalmakra. A negyedik fejezet során felírjuk a modell

alapintenzitás-függvényének alakját, a jelek s¶r¶ségfüggvényét, majd a maximali-

zálandó közös likelihood-függvényt és bemutatjuk az illeszkedésvizsgálatnál használt

módszerek mellett a szimulációs elemzéshez tartozó algoritmust. Az ötödik fejezet-

ben ismertetjük a modell illesztésének menetét valamint a becsült paramétereket és

az illeszkedésvizsgálatok eredményét. A hatodik fejezetben rátérünk a modell egy po-

tenciális alkalmazására, a viszontbiztosításra, ahol szimuláció segítségével vizsgáljuk

CatXL és ECOMOR viszontbiztosítási szerz®dések pénzáramlásait, és várhatóérték-

elvvel meghatározzuk a viszontbiztosítás díját különböz® paraméterek mellett. A

dolgozatot egy összefoglaló fejezet zárja, mely a legfontosabb eredmények és követ-

keztetések tárgyalása mellett kitér a modell továbbfejlesztéseinek lehet®ségeire és az

egyéb felmerül® kutatási kérdésekre. Az elemzést RStudio-ban végezzük f®ként a

PtProcess (Harte 2010) és extRemes (Gilleland és Katz 2016) csomagokra támasz-

kodva. Az alkalmazott függvények nagy része saját készítés¶, mivel amellett, hogy

a PtProcess csomag könnyen használható környezetet nyújt MPP modellek illeszté-

sére, diszkrét id®skálán történ® modellezést nem támogatja.

2. Adatbázis bemutatása

A National FLood Insurance Program (NFIP) az amerikai Federal Emergency Ma-

nagement Agency (FEMA) által irányított program, melynek létrehozásáról az USA

kongresszusa 1968-ban döntött. Az NFIP két f® célja az árvízkárok megosztása a ve-

szélyeztetett területen él®k között, valamint a potenciális árvízkárok csökkentése az

ártéri építkezések terjedésének korlátozásával (Horn és Webel 2018). A program lehe-

t®vé teszi, hogy helyi közösségek közösen vásároljanak árvízkárok elleni biztosítást.
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Jelenleg több mint 23 000 ilyen kisebb-nagyobb konglomerátum része a program-

nak. A program különböz® biztosítási csomagjait több mint 50 biztosító árulja. Az

adatbázis részletes ismertetése és elemzése megtalálható Dombrowski és tsai. (2021),

valamint Horn és Brown (2017) munkáiban.

A FEMA oldalán nyilvánosan elérhet® adatbázis a letöltés pillanatában több mint

2.6 millió káreseményt tartalmazott az USA összes tagállamából, az egyes sorokhoz

73 változó tartozik. A biztosított ingatlant ért kár-, és kárki�zetés, valamint a kár-

esemény id®pontján kívül megtalálhatóak benne többek között az ingatlan jellegét,

használatának módját, a kárt okozó természeti katasztrófa nevét, az árvíz típusát,

a hosszúsági és szélességi - az anonimitás meg®rzése érdekében 3 tizedesjegyig ke-

rekítve - fokok értékét tartalmazó oszlopok. Az adatbázist havi rendszerességgel,

1-2 hónap késleltetés mellett frissítik, a károk és a �zetett kárkövetelések dollárban

értend®k. A dolgozat során az árapályvíz, valamint patak, folyó vagy tó áradása

okozta károkat modellezzük. A káreseményeket els® körben napi szinten aggregáljuk;

a vizsgált intervallumban összesen 11 143 napon történt káresemény a 17 032-b®l. A

könnyebb kezelhet®ség érdekében a kárnagyságokat az elemzés során milliárd dollár-

ra konvertáljuk. Az alábbi két ábra az államonként aggregált kárnagyságokat és az

egyedi károk földrajzi elhelyezkedését tartalmazza (utóbbi esetében 25 000 elemszá-

mú mintát veszünk, hogy ábrázolható legyen):
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(b) Az egyes árvízkárok földrajzi elhelyezke-
dése

2. ábra. Az árvízkárok aggregált értéke 1978 január és 2024 augusztus között (balra)
és az egyes károk földrajzi elhelyezkedése (jobbra)
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Látható, hogy a vizsgált id®szakban a déli parti államokat, legf®képp Texast,

Louisiana-t és Floridát érték a legnagyobb károk. A jobboldali ábra alapján az ár-

vízkárok az el®bb említett államok mellett f®ként a nagyobb folyók menti területekre

és a keleti partra összpontosulnak. A nyugati parton három nagyobb gócpont talál-

ható, míg a szárazabb középs® államokban csak elvétve történnek károk. Az átlagos

napi kárnagyság 1 806 956 dollár, a medián 17 247 dollár, a maximális egy napra es®

kárnagyság 6.2milliárd dollár, az adatsor tehát er®sen balra d®l® és jobbra elnyúló. A

Ljung-Box teszt szerint a függetlenség hipotézisét minden szigni�kanciaszint mellett

elvethetjük. Ami a stacionaritást illeti, az ADF teszt alapján a folyamat stacionári-

us, azonban a KPSS 0.0478-as p-értékét tekintve ez az állítás megkérd®jelezhet®. Az

extém értékek id®beli függ®ségi kapcsolatát Reiss és Thomas (2007) által bevezetett

- itt nem ábrázolt - úgynevezett auto-tail dependence - ATD függvény segítségével

is ellen®rizhetjük. Amennyiben az ATD függvény értékei különböz® késleltetések

mellett szigni�kánsan eltérnek nullától, akkor az extrém értékek id®ben korrelálnak.

Ahogy az várható, az általunk vizsgált id®sor esetében pontosan ezt tapasztalhatjuk.

3. Elméleti háttér

Ebben a fejezetben ismertetjük az extrémérték-elemzéshez kapcsolódó legfontosabb

de�níciókat és tételeket. A fejezet három részb®l tev®dik össze. Az els® alpont-

ban a klasszikus elméletet tárgyaljuk, a teljesség igénye nélkül bevezetjük a valószí-

n¶ségi változók sorozatán vett maximumhoz kapcsolódó alapvet® fogalmakat és az

extrémérték-eloszlásokat, valamint a POT módszerét. Ezután de�niáljuk a pontfo-

lyamatokat, megadjuk az extrém értékek pontfolyamat karakterizációját és bemutat-

juk kapcsolatát a klasszikus módszerekkel. A harmadik alfejezetben bevezetjük a je-

lölt pontfolyamatot (Marked Point Process, innent®l MPP) és bemutatjuk alkalmaz-

hatóságát az extrémérték-modellezésben. Az általános elméletet folytonos modellek

esetében vezetjük be, mivel ezek bemutatása után könnyebben származtathatóak

az analóg diszkrét de�níciók és számítások. Az eloszlásfüggvényeknél az angolszász

konvenciót követjük, azaz X valószín¶ségi változó esetében F (x) = P (X ≤ x).
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3.1. Klasszikus elmélet

Az extrémérték-elemzésen belül alapvet®en két módszert különböztetünk meg, ezek

a blokk-maxima és szinttúlépések módszerei. El®bbinél felosztjuk a meg�gyelt in-

tervallumot egyenl® méret¶, nem-átfed® blokkokra, és �gyelmünket az egyes blokkok

maximális értékeire fordítjuk (Ferreira és Haan 2015). Megfelel® feltételek mellett

ezen értékek egy extrémérték-eloszlást követnek, melyeket rövidesen bemutatunk. A

módszer hátránya természetesen a jelent®s információvesztés. A POT módszer eseté-

ben azokra az értékekre fókuszálunk, melyek meghaladtak egy adott küszöbértéket.

Megfelel® feltételek mellett ezen küszöb feletti változók eloszlása általánosított Pa-

reto eloszlást - GPD - követ. Az általunk használt modell ehhez áll közelebb. A

továbbiakban X,X1, X2, . . . nem-elfajuló, független, azonos eloszlású (IID) valószí-

n¶ségi változókat jelöl. A mintabeli maximumot az alábbi módon jelöljük:

M1 = X1, Mn = max(X1, . . . , Xn).

Els® lépésben ennek a maximumnak az aszimptotikus viselkedését leíró, már említett

alaptétel kerül bemutatásra. Felmerül a kérdés, hogy lehetséges-e a maximum elosz-

lásáról a centrális határeloszlás tételhez hasonló állítást megfogalmazni. A válasz

igenl®, megfelel® (cn) és (dn) normáló konstansok sorozatának segítségével.

1. Tétel. (Fisher-Tippett-Gnedenko, a maximum határértékének tétele)

Legyen (Xn) IID valószín¶ségi változók sorozata. Ha léteznek (cn) > 0 és (dn) ∈ R
normáló konstansok, valamint egy nem elfajult H eloszlásfüggvény úgy, hogy

c−1
n (Mn − dn)

d−→ H, (1)

Akkor H az alábbi három eloszlástípus egyikéhez tartozik:

1. Fréchet:

Φα(x) =

0, ha x ≤ 0

exp{−x−α}, különben
(2)
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2. Weibull:

Ψα(x) =

exp{−x−α}, ha x ≤ 0

1, x > 0
(3)

3. Gumbel:

Λα(x) = exp{−e−x}, x ∈ R. (4)

Fontos megjegyezni, hogy annak ellenére, hogy modellezési szempontból a három

eloszlás eltér®, könnyen lehet közöttük matematikai kapcsolatot találni. Valóban, ha

X pozitív valószín¶ségi változó, akkor

X ∼ Φα ⇔ ln(Xα) ∼ Λ ⇔ −X−1 ∼ Ψα.

Az 1. Tételben szerepl® eloszlásokat sztenderd extrémérték-eloszlásoknak nevez-

zük. Az extrémérték-eloszlások részletesebb vizsgálatára nem térünk ki, ez megtalál-

ható Resnick (2008) és Embrechts és tsai. (1997) könyveiben. Bevezethet® azonban

(Hξ)ξ∈R eloszlásfüggvények egy parametrikus családja, mely tartalmazza a sztenderd

extrémérték-eloszlásokat:

Hξ =


Φ 1

ξ
ha ξ > 0,

Λ ha ξ = 0,

Ψ− 1
ξ

ha ξ < 0.

(5)

Ezt az eloszlásfüggvényt általánosított extrémérték-eloszlásnak hívjuk (innent®l

GEV, ami az angol Generalised Extreme Value rövidítése). A következ® a legszéle-

sebb körben elfogadott de�níció a szakirodalomban:

1. De�níció. (Jenkinson-Von Mieses általánosítás)

De�niáljuk a Hξ eloszlásfüggvényt a következ®képpen:
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Hξ(x) =

exp
{
−(1 + ξx)−

1
ξ

}
ha ξ ̸= 0,

exp{−exp{−x}} ha ξ = 0,
(6)

ahol 1 + ξx > 0.

A fenti Hξ helyére bevezethetjük a lokáció-skála paraméterezett Hξ;µ;ψ eloszlás-

családot az x helyébe (x − µ)/ψ-t írva, µ ∈ R, ψ > 0 mellett. A Hξ;µ;ψ függvényre

is GEV-ként hivatkozunk. A H0 eloszlásfüggvényt lim
ξ→0

Hξ határértékként de�niáljuk.

Ezzel az értelmezéssel a

Hξ(x) = exp
{
−(1 + ξx)−

1
ξ

}
, 1 + ξx > 0,

eloszlásfüggvény reprezentálja az extrém érték eloszlásokat minden ξ ∈ R esetén.

2. De�níció. (Szintmeghaladás eloszlásfüggvénye)

Legyen X valószín¶ségi változó xF jobboldali végpontú F eloszlásfüggvénynyel.

Rögzített a < xF -re az

Fu(x) = P (X − u ≤ x|X > u), x ≥ 0, (7)

képlettel de�niált függvényt az X változó u küszöb melletti szintmeghaladás elosz-

lásfüggvényének, az

e(u) = E(X − u|X > 0)

függvényt pedig az átlagos szintmeghaladási függvénynek hívjuk.

Az u küszöb melletti feltételes eloszlásfüggvény esetében Balkema és Haan (1974),

valamint Pickands (1975) megmutatják, hogy amennyiben X1, X2, . . . valószín¶ségi

változók F eloszlásfüggvénye egy Hξ extrémérték-eloszlásfüggvény úgynevezett ma-

ximális vonzási tartományába tartozik, akkor u→ ∞ mellett az Fu eloszlása aszimp-

totikusan az Általánosított Pareto eloszláshoz tart. Ennek de�níciója az alábbi.

3. De�níció. (Általánosított Pareto eloszlás, GPD)
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De�niáljuk a Gξ eloszlásfüggvényt az alábbi módon:

Gξ(x) =

1− (1 + ξx)−
1
ξ ha ξ ̸= 0,

1− e−x ha ξ = 0.
(8)

Gξ-t sztenderd általánosított Pareto eloszlásnak (Generalised Pareto Distribution,

innent®l GPD) hívjuk. A GEV-nél láttotakhoz analóg módon bevezethet® a lokáció-

skála paraméterezett Gξ;ν;β eloszláscsalád az x = x−ν
β
, ν ∈ R, β > 0 helyettesítéssel.

Gξ;ν;β-ra is GPD-ként hivatkozunk.

Ahogy a GEV esetében, G0-t itt is lim
ξ→0

Gξ-ként értelmezzük. Ezzel

Gξ;β(x) = 1− (1 + ξx)−
1
ξ , x ∈ D(ξ; β), (9)

Ahol

D(ξ; β) =

[0,∞) ha ξ ≥ 0,

[0,−β/ξ] ha ξ < 0.

Összefoglalva tehát a GEV a normált maximum határeloszlását, a GPD pedig

a küszöbérték feletti értékek eloszlását írja le. Az u küszöbértéknek megválasztása

kiemelt fontosságú az extrémérték-elemzésben, mivel modell illesztés esetében egy

variancia/torzítás trade-o� szituációval találjuk szemben magunkat. Ha u értéke túl

alacsony, akkor nem csak extrém értékek kerülnek az adatsorunkba, így a becsült

paraméterek torzítottak lesznek, mivel nem teljesülnek az aszimptotikus feltételek.

Ha pedig u túl magas, akkor az adatpontok hiánya miatt a becslés varianciája nagyra

n®het (Coles 2001). A küszöbérték megválasztásában az empirikus átlagos szintmeg-

haladási függvény (8) ábrázolása segíthet. általánosított Pareto eloszlás e(u) lineáris,

így olyan intervallumon kell küszöbértéket választanunk, ahol e(u) vonala nagyjából

egyenes.

Embrechts és tsai. (1997) 3.1.1-es állítása Xn független azonos eloszlású valószí-

n¶ségi változók maximumának határeloszlásáról fogalmaz meg egy tételt a túlélési

függvény és alkalmas (un) valós sorozat segítségével. Szintén ezen könyv 8.1-es al-
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fejezetében több olyan példát is találhatunk, melyben ezen IID változókból képzett

- stacionárius - valószín¶ségi változókra egy kicsivel eltér® aszimptotikus eredmény

érvényes. Felmerül a kérdés, hogy bizonyos függ®ségi struktúra mellett milyen tétel

fogalmazható meg a maximum határeloszlásáról. Erre ad választ az extrém index

de�níciója, mely a korábban említett állítás kiterjesztése er®sen stacionárius id®so-

rokra:

4. De�níció. Extrém index

Legyen Xn er®sen stacionárius F eloszlásfüggvény¶ valószín¶ségi változók soro-

zata, θ pedig egy nemnegatív valós szám. Jelölje F az F eloszlásfüggvény túlélési

függvényét, vagyis F = 1 − F . Tegyük fel, hogy minden τ > 0 esetén létezik un
pozitív sorozat, hogy

lim
n→∞

nF (un) = τ

és

lim
n→∞

P (Mn ≤ un) = e−θτ .

Ekkor θ-t a az id®sor extrém indexének nevezzük.

Az extrém index intuitív módon karakterizálja a sorozat függ®ségi struktúrája és

extrémérték-viselkedése közötti kapcsolatot. Értéke minden esetben a [0, 1] interval-

lumon van, a θ = 0 bizonyos értelemben patológiai eset, de ahogy θ tart a 0-hoz,

úgy er®södik az összefüggés az extrém értékek között. Teljes függetlenség esetén θ

értelemszer¶en 1. Az index konkrét értéke többféleképpen értelmezhet®, az egyik

leggyakoribb és legkézenfekv®bb úgy tekinteni θ-ra, mint az átlagos klaszterméret re-

ciproka. Az extrém index becslései módszereir®l ad áttekintést Ferro és Segers (2003)

munkája.

3.2. Extrém értékek leírása pontfolyamatokkal

Egy pontfolyamatra gondolhatunk úgy, mint Xi pontok véletlenszer¶ eloszlására a

térben. Ebben az alpontban ezen folyamatokkal foglalkozunk, a tárgyalás Resnick

(2008) és Embrechts és tsai. (1997) menetét követi. Els® lépésben bevezetjük az
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extrém értékek sztenderd pontfolyamat karakterizációját, majd az alapvet® fogalmak

bemutatása után kitérünk a jelölt pontfolyamatok elméletére. A továbbiakban az

eddigiekhez hasonlóan, itt is az angol rövidítéseket használjuk.

A teret, melyben a pontok szóródhatnak állapottérnek hívjuk és E-vel jelöljük.

Annak ellenére, hogy az itt leírtak általánosabb tereken is érvényesek, a dolgozat

kontextusában érdemes E-re a pozitív félegyenes adott intervallumaként gondolni.

E egy kompakt halmaz, jelölje E az E részhalmazaiból álló Borel σ-algebrát, ϵx
pedig a Dirac mértéket E-n, vagyis

ϵx(A) =

1 x ∈ A

0 x ̸∈ A
A ∈ E .

Adott (xi)i≥1 ∈ E sorozatra legyen

m(A) = card{i : xi ∈ A} =
∞∑
i=1

ϵxi(A), A ∈ E .

m(A) egy számláló mérték E-n, amelyet pont mértéknek hívunk, amennyiben

m(H) < ∞, ∀H ∈ E halmazra. Jelölje Kp(E) az E állapottéren értelmezett

pont mértékek terét, és de�niáljuk a Kp(E) := σ{m ∈ Kp(E) : m(F ) ∈ B} σ-

algebrát, tetsz®leges F ∈ E és B ∈ B([0;∞]). mellett. Természetesen a céljainkhoz

B ∈ B([0;∞]) a szükségesnél nagyobb általánosítás, de konzisztensek maradunk a

szakirodalmakban leírtakkal. Ezek után már megadhatjuk a pontfolyamat de�níció-

ját:

5. De�níció. pontfolyamatnak nevezzük adott E halmazon egy valószín¶ségi mez®b®l

az

N : (Ω,F , P ) → (Kp(E),Kp(E))

mérhet® leképezést.

Egy pontfolyamat egyszer¶, ha x ∈ E esetén P (N({x}) ≤ 1) = 1. A számunkra

legfontosabb ilyen leképezés a szintmeghaladások pontfolyamata, melyet az alábbi
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módon de�niálhatunk:

Nn(·) =
n∑
i=1

ϵ i
n
(·)I{Xi>u}, n = 1, 2, . . . , (10)

Ennek a pontfolyamatnak az állapottere E = (0, 1], és azt adja meg, hogy az

X1, . . . , Xn - ebben az alpontban még IID - valószín¶ségi változók sorozata hány-

szor lépi túl az u szintet. Ezt könnyen párhuzamba állíthatjuk az els® alpontban

leírtakkal; jelölje Xn,n ≤ . . . ≤ X1,n az X1, . . . , Xn változók rendezett mintáját, ek-

kor:

{Nn(0, 1] < k} = {card{i ≤ n : Xi > u} < k}

= {Az Xi változókból kevesebb mint k nagyobb u-nál}

= {Xk,n ≤ u}.

Ha egy kísérletet sokszor megismétlünk, akkor a "sikeres" kimenetelek száma bi-

nomiális eloszlású, n és p paraméterekkel, azaz Binom(n, p). A Poisson-eloszlás egyik

alapvet® tulajdonsága, hogy el®áll a binomiális eloszlás határértékeként n végtelenbe

tartása mellett, feltéve, hogy az np szorzat konstans marad. Hasonló állapítható meg

a pontfolyamatok esetében is, ahol esetünkben a sikert egy adott küszöb meghala-

dása jelenti. A következ® de�nícióban Λ egy Radon mérték E-n, azaz Λ(A) < ∞
minden A ⊂ E kompakt halmazra.

6. De�níció. (Poisson pontfolyamat)

Egy N pontfolyamatot Λ paraméter¶ Poisson pontfolyamatnak hívunk (PPM(Λ)-

vel jelöljük), ha a következ® két feltétel teljesül:

(a) A ∈ E esetén

P (N(A) = k) =

e−Λ(A) (Λ(A))
k

k!
ha Λ(A) <∞,

0 ha Λ(A) = ∞,
k ≥ 0. (11)

(b) Ha A1, . . . , Am páronként diszjunkt halmazok E-ben, akkor N(A1), . . . , N(Am)
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független valószín¶ségi változók.

A folyamat intenzitásfüggvényén a Λ mérték Radon-Nikodym deriváltját értjük

(vagyis ∀A ⊂ E halmazra Λ(A) =
∫
A
λ(z) dz), melyet λ-val jelölünk. A Poisson

pontfolyamatra az SEMPP modell illeszkedésvizsgálatánál lesz szükségünk. A szint-

meghaladások pontfolyamata enyhe feltételek mellett gyengén konvergál a Poisson

pontfolyamathoz (Resnick 2008).

3.3. Jelölt pontfolyamatok

3.3.1. Matematikai háttér

Sok esetben nem csak adott események id®beli eloszlása érdekel minket. Káresemé-

nyek bekövetkezésénél fontos a kárnagyságok eloszlásának vizsgálata, a biztosító

portfólióját fenyeget® kockázatok pontosabb felmérése érdekében. Az el®z® alpont-

ban leírtak érvényesek maradnak abban az esetben is, ha a Z1, Z2, . . . valószín¶ségi

változók általánosabb állapottéren szóródnak. Tegyük fel, hogy minden n ∈ N -

re, Zn = (Tn,Mn), ahol Tn ∈ [0, T ] jelzi az extrém káresemény bekövetkezésének

id®pontját, Mn ∈ M = (u,∞) pedig a kár nagyságát egy el®re meghatározott u

küszöbérték felett. Bevezethet® az alábbi de�níció:

7. De�níció. (Jelölt pontfolyamat)

Jelölt pontfolyamatnak (MPP) nevezzük az olyan két vagy többdimenziós pontfo-

lyamatot, melyben az id®beli pontok az X , a "jelek" pedig azM teljes szeparábilis met-

rikus terek pontjai, tehát egy olyan pontfolyamatról beszélünk, melyben a (xi,mi) pá-

rok az X ×M térben helyezkednek el, azzal a megkötéssel, hogy az alapfolyamat Ng(·)
maga is egy pontfolyamat, vagyis korlátos A ∈ BX -re, Ng(A) = N(A×M) <∞.

Nem minden szorzattéren értelmezett pontfolyamat jelölt pontfolyamat, mivel

például a kétváltozós Poisson folyamat R2-en 1 valószín¶séggel nem korlátos minden

Borel halmazon (Daley és Vere-Jones 2006). Egy MPP egyszer¶, ha az Ng alapfolya-
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mata egyszer¶. A következ® állítás az E = [0, 1]×Mµ,σ,ξ állapottéren értelmezett

Nn =
n∑
i=1

ϵ( i
n
,
Xi−an

bn
)

MPP gyenge konvergenciáját írja le, mely Li és tsai. (2021) munkájában található 1.

állítás.

1. Állítás. Legyen X1, X2, . . . IID valószín¶ségi változók sorozata megfelel® Hµ,σ,ξ

eloszlásfüggvénnyel. Ekkor, n→ ∞ mellett a fenti Nn sorozat gyengén konvergál egy,

a (11)-es egyenletben de�niált N Poisson pontfolyamathoz Λ intenzitásfüggvénnyel,

melyet a Λ(A) = −(t2 − t1)ln{Hµ,σ,ξ(x)} egyenl®ség ad, tetsz®leges A = [t1, t2] ×
(x,m2] halmazra, 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1 és x ∈ (m1,m2) mellett.

Az 1. Állításból közvetlenül levezethet®, hogy a jelölt pontfolyamatok keret-

rendszere magában foglalja a tradicionális blokk-maxima és szinttúlépési módszere-

ket (Li és tsai. 2021). Ahogy azt a bevezetésben is említettük, a használt adatbá-

zisban napi adatok állnak rendelkezésünkre. Az eddig bevezetett pontfolyamatok

mind folytonos id®ben értelmezettek. Amennyiben az id®t diszkrét skálán mérjük -

például N-en - az állapottér megszámlálható, és egy A ⊆ E halmaz akkor és csak

akkor kompakt, ha véges. A T1, T2, . . . változók ez esetben majdnem biztosan eltér®

véletlen id®pontok E-ben. Így a szintmeghaladások jelölt pontfolyamatának Ng alap-

folyamata reprezentálható Y1, Y2, . . . valószín¶ségi változók sorozatával, ahol Yn = 1

amennyiben esemény történt az n ∈ E id®pontban, és Yn = 0 különben.

Egy N jelölt pontfolyamatot egyértelm¶en meghatároz az alapintenzitás-függvénye

valamint a jelek eloszlásfüggvénye, lásd Daley és Vere-Jones (2006) 7.3.IV állítás.

Az alapintenzitás-függvény leírja egy adott esemény bekövetkezésének gyakorisá-

gát. Fontos tulajdonsága, hogy tetsz®leges t id®pontban nem csak t értéke, ha-

nem a folyamat alakulása valamely ti < t id®pontig bezárólag is befolyásolhatja.

A továbbiakban jelölje Ht a meg�gyelt események halmazát a t id®pontig, vagyis

Ht = {(ti,mi) ∀i : ti < t}, Ht pedig N(t,m) természetes �ltrációját, és legyen
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Ht− = σ{N(s,m) : s < t}. Egy jelölt pontfolyamat feltételes intenzitás-függvényét a

λ(t,m | Ht−) = lim
δ,η→0

1

δη
P (Nδ,η(t,m) > 0 | Ht−) (12)

egyenlettel de�niáljuk, ahol Nδ,η(t,m) a [t, t+δ)×[m,m+η) halmazba es® események

számát adja meg. Az alapintenzitás-függvény pedig a

λg(t, θ1, . . . , θm | Ht−) = lim
δ→0

1

δ
P (Nδ(t) > 0 | Ht−) (13)

alakot ölti, ahol θ1, . . . , θp ∈ Θp a paraméterek. Kényelmi okokból a paramétereket

a továbbiakban elhagyjuk, és csak λg(t | Ht−)-vel jelöljük. Egy jelölt pontfolya-

mat feltételes intenzitásfüggvénye mindig el®áll az alapintenzitás-függvény és a jelek

s¶r¶ségfüggvényének szorzataként (Daley és Vere-Jones 2006), tehát

λ(t,m | Ht−) = λ(t | Ht−)f(m | Ht−) (14)

Természetesen a jelek feltételes s¶r¶ségfüggvénye alatt is f(m,ψ1, . . . , ψq | Ht−)-t

értjük, ahol ψ1, . . . , ψq ∈ Ψq a jelekhez tartozó paraméterek. A következ® feladat egy

jelölt pontfolyamat likelihood-függvényének kiszámítása.

3.3.2. Likelihood-függvény kiszámítása MPP modellre

Els® körben levezetjük egy egyszer¶ folytonos pontfolyamat likelihood-függvényét,

ahol az alapinzenzitás-függvény csak az id®t®l függ, vagyis olyan alakú, mint a (13)-

mas egyenletben. A likelihood levezetéséhez szükséges az N folyamat regularitásának

feltételezése, de�nícióért lásd Daley és Vere-Jones (2006). Jelölje tehát τ a t id®pont

el®tti utolsó esemény id®pontját, ∅(τ,t) pedig a nulla kimenetet, tehát azt, hogy (τ, t)

intervallumon nem történt esemény. Jelöljük W -vel a következ® esemény feltételes

eloszlását, azaz:

W (t | Hτ ∩ ∅(τ,t)) = P{T ∗ ≥ t | Hτ ∩ ∅(τ,t)),
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w(t | Ht ∩ ∅(τ,t))-vel pedig a hozzá tartozó feltételes s¶r¶ségfüggvényt. Ekkor az

alapintenzitás-függvény el®áll az alábbi alakban:

λg(t | Hτ ∩ ∅(τ,t)) =
w(t | Hτ ∩ ∅(τ,t))

1−W (t | Hτ ∩ ∅(τ,t))
.

A kapott di�erenciálegyenletet megoldva kapjuk, hogy

W (t | Hτ ∩ ∅(τ,t)) = 1− exp

{
−
∫ t

τ

λg(u | Hτ ∩ ∅(τ,u)) du
}

Felhasználva a fenti összefüggést, az egyenletb®l kifejezhetjük a feltételes s¶r¶ségfügg-

vényt:

w(t | Hτ ∩ ∅(τ,t)) = λg(t | Hτ ∩ ∅(τ,t)) exp
{
−
∫ t

τ

λg(u | Hτ ∩ ∅(τ,u)) du
}

Vizsgáljuk most a loglikelihood-függvényt a [0, T ] intervallumon (általánosabban ezt

megtehetnénk tetsz®leges [T1, T2] intervallumon is, ahol az intervallum el®tti értékek

explicit módon bekerülnek a likelihoodba). Legyenek 0 < t1 < · · · < tn < T az i ∈ N
események meg�gyelt id®pontjai, ekkor
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logL = logw(t1 | H0 ∩ ∅(0,t1)) +
n∑
i=2

logw(ti | Hti−1
∩ ∅(ti−1,ti))

+ log
(
1−W (T | Htn ∩ ∅(tn,T ))

)
=

n∑
i=1

log λg(ti | Hti)−
∫ t1

0

λg(u | H0 ∩ ∅(0,u)) du

−
n∑
i=2

∫ ti

ti−1

λg(u | Hti−1
∩ ∅(ti−1,u)) du

−
∫ T

tn

λg(u | Htn ∩ ∅(tn,u)) du

=
∑

i:0≤ti≤T

log λg(ti | Hti)−
∫ T

0

λg(t | Ht) dt.

A fenti gondolatmenet kiterjeszthet® jelölt pontfolyamatokra, lásd Daley és Vere-

Jones (2006) 7.3. fejezetét. Így tehát az alábbi tételhez jutunk:

2. Tétel. (MPP likelihood-függvénye)

Legyen N egy reguláris MPP a [0, T ]×M állapottéren véges pozitív T érték mel-

lett, {(t1,m1), . . . , (tNg(T ),mNg(T ))} pedig a folyamat realizációi. Ekkor, a meg�gyelt

folyamat likelihood-függvénye az alábbi alakot ölti:

L =

Ng(T )∏
i=1

λ(ti,mi)

 exp

(
−
∫ T

0

∫
M
λ(u,m) du ℓM(dm)

)

=

Ng(T )∏
i=1

λg(ti)

Ng(T )∏
i=1

f(mi | ti)

 exp

(
−
∫ T

0

λg(u) du

)
, (15)

ahol ℓM az M térben a Lebesgue mértékre vett referenciamérték.

Az egyenl®ség jobb oldalát azon feltevés mellett kapjuk, hogy a jelek s¶r¶ségfügg-

vénye M felett kiintegrálva 1-et ad. A jelek feltételes s¶r¶ségfüggvényét tartalmazó
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tagot L1, az alapintenzitás-függvényt tartalmazót pedig L2 jelölje. A fontosabb fo-

galmak és számítások tisztázása után áttérhetünk az SEMPP modell tárgyalására, a

diszkrét maximum likelihood becslés eljárására, valamint az illeszkedésvizsgálathoz

és szimulációhoz szükséges elméletre.

4. SEMPP modell

4.1. A modell felírása

Ahogy azt már korábban említettük, a természeti katasztrófák okozta károkra álta-

lában nem reális feltételezés, hogy független, azonos eloszlásúak. Ezt láttuk a 2.2-es

fejezetben is, az általunk vizsgált id®sorban egyértelm¶en van függ®ségi struktúra, a

meg�gyeléseknél még a stacionaritás is megkérd®jelezhet®. Az extrém index 0.47-es

értéke azt sejteti, hogy az extrém értékek között is jelent®s a kapcsolat, ezt az 1.

ábrán is láthatjuk; egy küszöb felett a meg�gyelések gyakran klaszterez®dnek.

Az SEMPP keretrendszere lehet®vé teszi ilyen id®sorok széls®séges viselkedésé-

nek modellezését. Természetesen ennek a módszernek is megvan a maga hátránya;

a gyakorlatban rendszerint nehéz találni egy kell®en rugalmas és az adott id®sorra

jól illeszthet® alakot a folyamat sztochasztikájának leírására (Chavez-Demoulin és

tsai. 2005). Tanulmányunkban az el®ször Alan G. Hawkes (Hawkes 1971; Hawkes

és Oakes 1974) által bevezetett, és róla elnevezett Hawkes folyamat struktúráját

vesszük alapul. A következ® egyenletek Li és tsai. (2021) jelölésrendszerét követik.

Egy (folytonos) Hawkes folyamat olyan pontfolyamat, melynek sztochasztikus inten-

zitásfüggvénye az alábbi:

λ(t) = ζ + ν(t), ∀t ∈ [0, T ], (16)

ahol ζ a folyamat háttérintenzitása, amely az egyes klaszterek átlagos érkezési

idejét tükrözi, valamint

ν(t) =
∑
i:ti<t

ϕ(t− ti) =

∫ t

0

ϕ(t− s) dN(s) (17)
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az öngerjeszt® komponens. A (16)-os egyenletben leírt Hawkes folyamatot li-

neárisnak nevezzük, ϕ a klaszterez®dés tendenciáját szabályozza, vagyis azt, hogy

mennyi id® alatt áll vissza λ a háttérrátára. A fenti folyamat tisztán öngerjeszt®

pontfolyamat (SEPP), ennek a fogalmát terjeszti ki az SEMPP, mely számításba ve-

szi a kölcsönhatást az alapfolyamat és a jelek s¶r¶ségfüggvénye között. Egy SEMPP

alapfolyamata is λg = ζ + ν(t) alakú, azonban a (17)-es egyenletben de�niált önger-

jeszt® tag kiegészül az alábbi módon:

ν(t) =
∑
i:ti<t

ϕ(t− ti) g(mi) =

∫∫
(0,t)×M

ϕ(t− s) g(m) dN(s,m). (18)

A g függvény tetsz®leges ti id®pontban bekövetkezett mi esemény intenzitásfügg-

vényre gyakorolt hatását fejezi ki. Ezen a ponton érdemes szót ejteni a folytonos és

diszkrét modellek közötti eltérésr®l. Míg a folytonos modellben λg(s) értelmezhet®

annak a feltételes valószín¶ségeként, hogy ismerve a folyamat múltját az s id®pon-

tig bezárólag, az s id®pontot követ® kicsiny [s, s+ δ] intervallumon bekövetkezik egy

esemény, addig ez a diszkrét modell esetében nincs így. Utóbbi esetben az események

csak t1, t2, . . . egész számot felvev® id®pontokban történhetnek, így az alapintenzitás-

függvény diszkrét pontfolyamat lesz, az események bekövetkezését pedig - ahogy azt

korábban említettük - bináris Y1, . . . , YT sorozattal reprezentálhatjuk. A fent említett

feltételes valószín¶ségek diszkrét megfelel®je a p1, p2, . . . , pT sorozat, melyek ∀t ∈ N
id®pontban pt = E(Yt | Ht−1) = P (Yt = 1 | Ht−1) képlettel de�niálhatók. Ezeket a

pt értékeket természetesen a diszkrét folyamat alapintenzitás-függvényb®l származ-

tatjuk, így szükségünk van egy φ : R → [0, 1] függvényre, amellyel annak minden

t id®pontbeli értékét a megfelel® intervallumra transzformálhatjuk. Ha összeadjuk

a t1, t2, . . . , tT id®pontokban a pt értékeket, akkor megkapjuk az adott meg�gyelési

id®re az események számának várható értékét, így a valós értékhez közeli
∑T

t=1 pt a

modell megfelel® illeszkedését jelezheti. A φ függvénynek számtalan alakját használ-

ják az irodalomban (Daley és Vere-Jones 2006), mi Li és tsai. (2021) tanulmányában

alkalmazott φ = 1−e−λg transzformációs függvényt választjuk. Diszkrét és folytonos

esetben is tetsz®leges t id®pont el®tti események kihatnak az alapintenzitás-függvény

jelenlegi értékére, megnövelve ezzel t-ben és az azt követ® id®pontokban egy esemény
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bekövetkezésének valószín¶ségét. A ϕ úgynevezett magfüggvény és a g függvény

tehát együttesen szabályozzák az események hatását a folyamat alakulására. Az

alapintenzitás-függvény változását, valamint az ide tartozó feltételes valószín¶sége-

ket az általunk vizsgált id®soron az alábbi ábra szemlélteti:
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(a) Intenzitásfüggvény alakulása 2005 júni-
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(b) Események bekövetkezésének feltételes
valószín¶ségei 2005 júniusa és októbere kö-
zött

3. ábra. Az intenzitásfüggvény és hozzátartozó feltételes valószín¶ségek alakulása

Ahogy az várható, a Katrina hurrikán érkezésével jelent®sen megugrik az

alapintenzitás-függvény értéke, mely csak hosszabb id® után áll vissza a normál

szintre.

4.2. A jelek s¶r¶ségfüggvénye - EGPD

Papastathopoulos és Tawn (2013) bevezetnek egy új eloszláscsaládot, amely az Álta-

lános Pareto eloszláscsalád b®vítése (Extended General Pareto Distribution, EGPD),

mellyel céljuk a POT módszertan stabilitásának javítása. Ezt egy további κ skálapa-

raméter hozzáadásának segítségével érik el, mellyel az eloszlás pontosabban leírható,

széleinek karakterisztikáit változatlanul hagyva. Minden egyes EGPD eloszlás egy

X = σH−1
ξ (V ) integráltranszformáción keresztül de�niálható, ahol H−1

ξ az általá-

nosított Pareto eloszlás kvantilisfüggvénye és V egy (0, 1) intervallumon értelmezett

valószín¶ségi változó. Ekkor Fη(x) = G
{
Hξ

(
x
σ

)}
, η = (ξ, σ), a megfelel® s¶r¶ség-

függvény pedig x ∈ (0,∞) mellett fη(x) = σ−1hξ
(
x
σ

)
g
{
Hξ

(
x
σ

)}
. Annak érdekében,
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hogy egy EGPD kell®en megragadja az eloszlás alsó végét, amellett, hogy a jobbol-

dali farokviselkedés karakterizációja változatlan maradjon, szükségünk van megfelel®

Gκ kapocsfüggvény találására. Naveau és tsai. (2016) küszöbérték választása nélkül

párhuzamosan modellezik az alacsony, közepes és magas intenzitású csapadékokat.

Mivel a vizsgált eloszlás az egész pozitív félegyenesre kiterjed, így az alsó és fels®

farokviselkedés szimultán karakterizációja kiemelt �gyelmet kap. Ennek érdekében

elemzésükben 3 fajta kapocsfüggvényt tárgyalnak. Li és tsai. (2021) az extrém ala-

csony vízszintek küszöb körüli koncentrációjából, és az eloszlás jobboldali szélének

vastagságából kifolyólag hasonló problémával szembesülnek. Mindkét tanulmány-

ban sikeresen alkalmazzák a béta kapocsfüggvényt a kutatási kérdés vizsgálatához.

Ahogy az a 2. fejezetben bemutatásra került, az NFIP adatbázisa jelent®sen balra

d®l®, jobbra elnyúló, valamint a küszöbérték környezetében is nagy az extrém ká-

rok koncentrációja, így jogos a feltételezés, hogy itt is az el®z® kett® tanulmányhoz

hasonló problémával találjuk szemben magunkat.

Továbbra is célunk, hogy a folyamat múltbeli alakulása egyaránt hatással legyen

a jöv®beli események bekövetkezésének id®pontjaira, valamint a hozzájuk tartozó

kárnagyságok mértékére. Ennek érdekében a jelek eloszlásának skálaparaméterét

id®t®l függ®vé tesszük ν(t), azaz az öngerjeszt® kapocsfüggvény segítségével, melyet

a (17)-es egyenletben de�niáltunk. A skálaparaméter tehát a σt = β0+β1ν(t) alakot

ölti. Ennek köszönhet®en az extrém károk klaszterez®dési tendenciája leírhatóvá

válik a SEMPP modell illesztésével. A jelek feltételes s¶r¶ségfüggvénye tehát az

alábbi:

fM (m | t,Ht) = σ−1
t gκ

{
Hξ

(
m

σt

)}
hξ

(
m

σt

)
, (19)

ahol gκ = G′
κ.
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4.3. Modellillesztés, illeszkedésvizsgálat, klaszterreprezentá-

ció, szimuláció

4.3.1. A loglikelihood-függvény felírása

Az MPP modellezésnél leírtaknak megfelel®en egy SEMPP modellt is teljesen karak-

terizál az alapintenzitás-függvényének (16) és a jelek feltételes s¶r¶ségfüggvényének

(19) szorzata. t ∈ {1, . . . , T} esetén a diszkrét idej¶ SEMPP intenzitásfüggvénye az

alábbi alakot ölti:

λYt,Mt|Ht−1(t,m) = {ptfM (mt | Yt = 1,Ht−1)}yt (1− pt)
1−yt . (20)

Adott u küszöbérték mellett jelölje az események számát nu. Ekkor a diszkrét mo-

dell paramétereinek becslését megkaphatjuk az ln(L1)+ln(L2) loglikelihood-függvény

maximalizálásával, ahol

ln(L1) =
nu∑
i=1

ln (f(mi | ti))

és

ln(L2) =
T∑
t=1

{yt ln(pt) + (1− yt) ln(1− pt)}

ahol természetesen pt = φ{ζ + ν(t)}, yt értéke pedig 1 ha történt esemény, 0 külön-

ben. Az egyenletekb®l kiolvashatjuk, hogy ln(L1) és ln(L2) értékei nem függetlenek,

mivel a közös ν(t) öngerjeszt® tag összeköti ®ket, így együttesen maximalizálandók.

A modell illeszkedése két szempontból ellen®rizend®; egyrészt szükséges megbizo-

nyosodni arról, hogy sikerült az extrém káresemények id®beli eloszlását megfelel®en

megragadni, valamint a jelek becsült eloszlásának is kielégít®nek kell lennie. Az

id®dimenzióbeli illeszkedésvizsgálatot szokás reziduális elemzésnek is nevezni, mely-

nek módszere véletlen id®transzformáción alapszik. Az elméleti hátterét Daley és

Vere-Jones (2006) könyvének 7.4.IV állítása adja:

2. Állítás. Legyen N egy pontfolyamat folytonos λ intenzitásfüggvénnyel és legyen
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Λ(t) =
∫ t
0
λ(s) ds. Ha a ti realizációk N pontfolyamatból származnak, akkor 1 való-

szín¶séggel a τi = Λ(ti) transzformált sorozat egy egységrátájú PPM realizációja.

Diszkrét pontfolyamat esetében az integrált egyszer¶en felváltja egy véges szum-

ma (Li és tsai. 2021), tehát Λ(ti) = p1 + . . . + pti . Ezáltal az illeszkedésvizsgá-

lat kimerül annyiban, hogy adott becsült intenzitásfüggvény mellett meg�gyeljük

a transzformált id®pontok eltávolodását egységrátájú PPM-t®l. Az utóbbi folya-

mat jól ismert tulajdonsága azonban, hogy az események számára feltételesen az

érkezési id®k egyenletes eloszlásúak és függetlenek, azaz a transzformált id®pontok

τ1 = Λ(t1), . . . , τn = Λ(tn) sora egy egységrátájú Poisson folyamat érkezési idejei (Mi-

chaletzky 2001). Ezzel ekvivalensen a skálázott ω1 = τ1/Λ(T ) < . . . < ωn = τn/Λ(T )

sorozat rendezett mintát alkot egy U(0, 1) eloszlásból. Ezt a hipotézist könnyen el-

len®rizhetjük vizuálisan egy valószín¶ségi ábra segítségével az (1/n, ω̂1), . . . , (1, ω̂n)

párok ábrázolásával, statisztikailag pedig a Kolmogorov-Smirnov teszt elvégzésével,

ahol a nullhipotézis elfogadása mellett megfelel®nek tekinthet® az illeszkedés (Li és

tsai. 2021).

Ami a jelek eloszlásának illeszkedésvizsgálatát illeti, ezt ellen®rizhetjük a szo-

kásos módon: valószín¶ségi és kvantilis ábrák segítségével. Azonban a modell je-

lei olyan EGP eloszlásfüggvény¶ek, melynek forma-paramétere konstans, viszont

skálaparamétere id®ben változó és ν(t)-t®l függ. Ez heterogenitást idéz el® a je-

lek eloszlásában, amelyt®l meg kell szabadulni az illeszkedésvizsgálat elvégzése el®tt.

Ezt úgy tesszük, hogy a jeleket egy valószín¶ségi integráltranszformáción keresztül

sztenderdizáljuk, azaz elvégezzük az

Ut = Gκ

{
Hξ

(
Xt

σt

)}
= Gκ

{
1−

(
1 + ξ

Xt

σt

)−1/ξ
}

átalakítást. A paraméterek becslése után a sztenderdizált jelek megközelít®leg füg-

getlenek és U(0, 1) eloszlásúak. Az ábrák elkészítéséhez választanunk kell egy refe-

rencia eloszlásfüggvényt (jelöljük ezt FY -nal), majd az X̃t = F−1
Y (Ut) transzformáció

elvégzése után az X̃t jelek körülbelül FY eloszlásúak. Így már készíthetünk egy va-
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lószín¶ségi ábrát minden i ∈ {1, . . . , n} index mellett a(
i

n+ 1
, FY (x̃i)

)
=

(
i

n+ 1
, FY

{
F−1
Y (u(i))

})
=

(
i

n+ 1
, u(i)

)
párokkal. Ez az ábra nem függ az FY referencia-eloszlás megválasztásától (Li és tsai.

2021). Ezzel szemben a kvantilis ábra
(
F−1
Y

{
i

n+1

}
, F−1

Y (u(i))
)
minden ∈ {1, . . . , n}-

re, így ez már függ FY -t®l. Gyakori választás az FY függvényre az egységrátájú

exponenciális eloszlás, hiszen ez el®áll a GPD határeloszlásaként ξ → 0 mellett (Em-

brechts és tsai. 1997). Ezzel a választással X̃t = −ln(1 − Ut). A kvantilis ábra így

i ∈ {1, . . . , n} mellett a(
− ln

(
1− i

n+ 1

)
, − ln(1− u(i))

)
=

(
− ln

(
1− i

n+ 1

)
, x̃(i)

)
párokat tartalmazza. Mindkett® alkalmas a modell validációjának elvégzésére, a

kvantilis ábra f®leg abban az esetben hasznos, ha az eloszlás fels® értékeinek illesz-

kedését vizsgáljuk.

4.3.2. Szimuláció a klaszterreprezentáció segítségével

Folytonos esetben a legelterjedtebb módszer jelölt pontfolyamatok szimulálására a

ritkítási algoritmus, melyet Ogata (1981) vezetett be. A módszer lényege, hogy a

lehetséges klaszterközepeket egy homogén PPM generálja, majd ezen pontokat vala-

milyen el®re meghatározott sztochasztikus szabály alapján megritkítjuk. A ritkításra

azért van szükség, mert a szimuláció során használt homogén PPM paraméterének

az illesztett modell intenzitásfüggvényének valamely fels® határát szokták választa-

ni. Minthogy ezzel az eljárással nem csak ci ∈ N klaszterközepeket kapunk, így ez a

módszer nem alkalmazható diszkrét esetben. Szerencsére a folyamat klaszterrepre-

zentációján alapuló szimuláció egyaránt alkalmazható mind folytonos, mind diszkrét

modelleknél.

Elméleti és gyakorlati szempontból a klaszter folyamat a pontfolyamatok között

az egyik legszélesebb körben alkalmazott és kutatott folyamat. Alkalmazási területé-
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nek palettája igen sokszín¶, mivel a két-, és háromdimenziós térben elhelyezked®

jelenségek modellezésének természetesen megjelen® objektumai. Segítségükkel vizs-

gálják többek között vulkánkitöré-sek, sorbanállási rendszerek, populációk, csillagok

viselkedését. Egy klaszter folyamat felépítése két f® alkotóelemb®l áll össze, ezek a

klaszterek, valamint és az egyes klaszterek elemeinek elhelyezkedése, melyeket Nc,

illetve N(· | ci) folyamatok generálják (Daley és Vere-Jones 2006). Hawkes és Oa-

kes (1974) bebizonyítják, hogy tetsz®leges véges intenzitásfüggvény¶, stacionárius

öngerjeszt® folyamat reprezentálható klaszter folyamatként. Ez intuitív módon a

következ®képpen zajlik. Minden egyes esemény besorolható bevándorló illetve utód

kategóriába. Minden bevándorló a folyamat ágazási struktúrája szerint generál utó-

dokat. Egy bevándorló az utódjaival együtt alkot egy klasztert. Diszkrét esetben

a klaszterreprezentáció egy igen egyszer¶ folyamatot eredményez; a bevándorlókat -

azaz a klaszterek kezd®pontjait - egy homogén Bernoulli folyamat generálja, mely-

nek paramétere φ(ζ), így a klaszterszám a [0, T ] intervallumon binomiális eloszlású

φ(ζ)T várható értékkel. Minden bevándorló generál egy utódot egy inhomogén Ber-

noulli folyamat szerint, melynek a paraméterét a folyamat öngerjeszt® tagja, vagyis

νt modulálja és a "siker" valószín¶sége φ{λg(t)}. Egy klaszter megsz¶nik, amint

egy új esemény bekövetkezésének valószín¶sége visszaáll az alaphelyzetbe. A diszk-

rét klaszterreprezentáció felírásából adódóan a különböz® statisztikák - például a

szintmeghaladás hossza, a visszatérési id® - aránylag egyszer¶en meghatározhatóak.

5. Modellezés eredményei

5.1. SEMPP modell illesztése

A második fejezetben leírtaknak megfelel®en az elemzés során aggregált napi adatok-

kal dolgozunk. Statisztikai szempontból egy adott napra es® árvízkárt akkor tekin-

tünk extrémnek, ha értéke meghaladja az u küszöbértéket. Ezen küszöbérték helyes

megválasztásában nyújt segítséget a (7)-es egyenletben de�niált átlagos szintmeg-

haladási függvény ábrázolása az empirikus adatokat felhasználva. Az alábbi ábra a

könnyebb interpretáció érdekében a logaritmizált adatsor értékei alapján készült.
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4. ábra. Empirikus átlagos szintmeghaladási függvénye a napi szinten aggregált NFIP
árvízkároknak

Az ábrán látható világoskék sáv a 95 százalékos kon�denciaintervallumot jelöli.

Látható, hogy az átlagos szintmeghaladás függvény nagyjából 15 körül válik lineá-

rissá, így az u küszöbértéknek e15 = 3 269 017 USD, vagyis 0.0032 milliárd dollárt

választjuk. Ezzel az adatsorunkba 561 meg�gyelés (ti,mi) kerül, ahol ha az adott nap

kárnagyságát xi-vel jelöljük akkor mi = xi − u. Az extrém értékek id®sorának lét-

rehozásakor az adatokon SEMPP modell esetén nem végzünk deklaszterezést, így az

klaszter-tendenciára vonatkozó információtartalom megmarad. Id®sorunk esetében

az alkalmazott u küszöbérték mellett 0.47-es értéket kapunk az extrém index értéké-

re, azaz szigni�kánsan klaszterez®dnek az extrém értékek az u küszöbérték felett, a

becsült átlagos klaszternagyság tehát 1/0.47 = 2.12.
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5.1.1. Az alapintenzitás-függvény meghatározása

Ahhoz, hogy az SEMPP alapfolyamatát meghatározzuk, választanunk kell egy g ha-

tásfüggvényt és egy ϕ magfüggvényt a (18)-as egyenlet alapján. Ezek megválasztása

általában nem egyértelm¶. Gyakran használt változatai g-nek különböz® exponenci-

ális (eδm), lineáris (1 + δm) függvények, ϕ-nek pedig exponenciális lecsengés¶, logit,

esetleg autoregresszív tagokat magában foglaló függvényeket is szoktak választani.

Li és tsai. (2021) tanulmányában a (16)-os egyenletben található az alkalmazott

alapintenzitás-függvény alakja, g = 1+tanh(δm) és ϕ = exp{−γ(ti−t)} függvények-
kel. Cikkükben az aszály jelenségével foglalkoztak, melynek nagysága természetéb®l

adódóan szigorú fels® határa van, valamint folytonos modellt is illesztettek, így abban

a stacionaritás feltételének teljesüléséhez elengedhetetlen volt korlátos g függvény vá-

lasztása. Minket az utóbbi probléma nem érint, mivel diszkrét modellt illesztünk,

valamint a kárnagyságok jellegéb®l adódóan inkább g(m) = {1 + log(1 + δm)} ha-

tásfüggvényt mellett döntünk. Ami a magfüggvényt illeti, hosszas kísérletezés után,

hatványosan lecseng® ϕ(t) = 1
1+γ(ti−t)2 függvényt választjuk, mely jobban összhang-

ban van a klaszternagyságok alacsony, 2.12-es várható értékével. Li és tsai. (2021)

aszályok viselkedésének elemzésénél az er®teljes szezonalitás jelenléte miatt a téli hó-

napokra ζ-ra korlátozzák az alapintenzitás-függvényt, azonban a mi id®sorunkban

ilyen jelleg¶ probléma nem áll fenn, hiszen nagyjából azonos arányban történtek

extrém káresetek az egyes évszakokban. A folyamat végs® alapintenzitás-függvénye

tehát az alábbi alakot ölti:

λg(t) = ζ + ψν(t) = ζ + ψ
∑
i:ti<t

{1 + log(1 + δmi)}
1

(1 + γ(ti − t))2
, (21)

ahol ψ ∈ [0,∞), δ ∈ [0,∞), γ ∈ [0,∞) paraméterek, ψ-re azért van szükség, hogy δ =

0 rögzítése mellett SEPP modellt kapjunk. A transzformáció-függvény a korábban

említett, így pt = 1− eλg(t).
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5.1.2. Becsült paraméterek

A 4.3.1-es fejezetben, a (20)-as egyenletb®l levezetett loglikelihood-függvény maxima-

lizálása numerikus módszerekkel végezhet® el, melyhez eszközül a Newton-módszerrel

kalkuláló (Dennis és Schnabel 1982) nlm beépített optimalizáló függvényt használ-

juk. A függvény érzékeny a kiinduló paraméterekre, így a konvergenciahibák kikü-

szöbölése érdekében a különböz® paraméterekkel és s¶r¶ségfüggvényekkel rendelkez®

modellek mindegyikénél el®ször a BFGS (Nocedal és Wright 2006) algoritmust al-

kalmazzuk, majd az így kapott értékekb®l indítjuk az optimalizációt. A jelek s¶r¶-

ségfüggvényéhez tartozó kapocsfüggvénynek Li és tsai. (2021) munkájához hasonlóan

béta-függvényt választunk, tehát Gκ(v) = vκ. A loglikelihood-függvény maximalizá-

lásával becsült paramétereket a következ® táblázat tartalmazza, a Hesse-mátrixból

számolt sztenderd hibák és t-értékek mellett:

Paraméter ζ ψ γ δ ξ β0 β1 κ

Becslés 0.014 228.24 30.561 164.87 1.083 0.003 1.769 1.039
Std. hiba 0.001 202.72 14.027 130.03 0.107 0.001 1.656 0.127
t-érték 14.187 1.126 2.179 1.268 10.085 3.816 1.068 8.201

1. táblázat. A modell illesztett paramétereinek becslései, sztenderd hibái és t-értékei

A loglikelihood-függvény maximális értéke -28.4. ζ = 0.014 azt jelenti, hogy az

évente jelentkez® bevándorlók, azaz klaszterek száma 0.014 × 365 = 5.1. A további

érdekes információtartalommal rendelkez® paraméterek ξ és κ. ξ becsült értéke 1-nél

nagyobb, ami azt jelenti, hogy az illesztett eloszlásnak nem létezik egyik momen-

tuma sem, vagyis már várható értéke is végtelen. Ez nem meglep® eredmény, ha

�gyelembe vesszük a modellezett károk jellegét. Ahogy Papastathopoulos és Tawn

(2013) bemutatja, κ = 1 mellett az EGPD eloszlás ekvivalens a GPD eloszlással.

A megfelel® sztenderd hiba értékéb®l láthatjuk, hogy az illesztett κ érték nem tér

el szigni�kánsan 1-t®l, azaz a GPD eloszlás megfelel® az extrém árvízkárok leírásá-

ra. A β0 paraméterb®l leolvasható, hogy a 4.2-es fejezetben de�niált id®t®l függ®

σt skálaparaméter minimális értéke 0.03. Azonban felt¶nhet, hogy egyes paraméte-

rek, például ψ, γ valamint δ értékei meglehet®sen nagyok, amelett, hogy a hozzájuk
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tartozó t-értékek alacsonyak. Ez két okból is gondot okozhat. Els®sorban a (21)-es

egyenletb®l arra következtethetünk, hogy a nagy paraméterek túlilleszkedést jelez-

hetnek, hiszen ezek a tagok mind ν(t)-t kontrollálják, a modell nehezen határozza

meg a kárnagyságok pontos hatását. Másodszor, a magas t-értékek azt jelentik,

hogy a paraméterek becslése instabil. Lineáris regressziónál hasonló problémákat

gyakran a loglikelihood-függvénybe tett regularizációs tagok alkalmazásával orvosol-

ják (Wooldridge 2016). Ezt a megközelítést alkalmazzuk mi is, regularizációs tagnak

a paraméterek négyzetének összegét állapítjuk meg 0.01-gyel megszorozva, ezzel az

alábbi táblázatot kapjuk:

Paraméter ζ ψ γ δ ξ β0 β1 κ

Becslés 0.014 15.080 5.934 19.508 1.091 0.003 0.127 1.034
Std. hiba 0.001 4.281 0.952 4.526 0.108 0.001 0.053 0.126
t-érték 13.952 3.522 6.234 4.310 10.084 3.797 2.411 8.188

2. táblázat. A modell illesztett paramétereinek becslései, sztenderd hibái és t-értékei
regularizációval

Láthatjuk, hogy a háttérintenzitás változatlan, valamint a kárnagyságok el-

oszlásának ξ paramétere mellett κ értéke is megközelít®leg egyezik. A t-értékek

mind 2 felettiek, így a paraméterek becslése pontosnak mondható. Az ide tar-

tozó loglikelihood-függvény maximális értéke -31.4. Az elkövetkezend®kben ezt a

második megközelítést preferáljuk. Az SEMPP modell mellett δ = 0 �xálásával

illesztünk egy SEPP modellt is, melyben a jelek nagysága nincs hatással a folyamat

alapintenzitás-függvényére. Ennek az illesztett paraméterei az alábbi táblázatban

láthatóak:

Paraméter ζ ψ γ δ ξ β0 β1 κ

Becslés 0.014 15.093 5.295 0 1.197 0.003 0.107 1.064

3. táblázat. Az SEPP modell becsült paraméterei

Ebben az esetben is hasonló mondható el ζ, ξ és κ értékeir®l mint az SEMPP
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modellnél, megjegyzend® azonban, hogy az optimumban a loglikelihood-függvény

-69.2-re csökkent.

5.2. Illeszkedésvizsgálat, összehasonlítás a klasszikus modellel

A harmadik fejezetben leírtaknak megfelel®en a deklaszterezett empirikus kárnagyság-

okra illesztünk egy hagyományos pontfolyamat modellt is, ugyanazon u küszöbérték

feletti meg�gyelésekre. Ezen módosított id®sor meg�gyelései már függetlenek, azon-

ban így csak 309 extrém értékre illeszthetjük az eloszlást, tehát jelent®s információ-

veszteséggel kell szembenéznünk. Ezen modell skálaparamétere és háttérintenzitása

id®ben konstans, a becsült paraméterei a 3. táblázatban láthatóak. A háttérintenzi-

tás 0.018-as értéke valamivel nagyobb, mint a SEMPP modell esetében, ami annak

ellenére, hogy az id®sorban kevesebb meg�gyelés található nem meglep®, hiszen a

modell feltétele, valamint a deklaszterezés eredménye az u feletti meg�gyelések füg-

getlensége, mely az ATD függvény ábrázolását vizsgálva teljesül. A háttérintenzitás

becsült értéke ebben az esetben egyszer¶en az extrém károk száma elosztva a vizsgált

id®szak hosszával.

Paraméter Háttérintenzitás σ ξ

Becslés 0.018 0.053 1.289
Std. hiba - 0.004 0.043
t-érték - 13.250 29.977

4. táblázat. A Poisson pontfolyamat modell illesztett paramétereinek becslései, szten-
derd hibái és t-értékei

Az itt taglalt modellben a jelek nagysága független a folyamat alakulásától, ξ ér-

téke magasabb mint az SEMPP modell esetében, tehát az illesztett GPD eloszlásnak

szintén nem létezik a várható értéke. Az id®ben konstans becsült skálaparaméter

értéke 0.053, ennek majd a szimulációval foglalkozó fejezetben lesz jelent®sége. Az

alábbi két ábrán a SEMPP és SEPP modellek 4.3.1-es fejezetben taglalt reziduális

illeszkedésvizsgálata látható.

33



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Elméleti kvantilisek

T
ap

as
zt

al
at

i k
va

nt
il

is
ek

45 fokos referencia vonal
Transzformált események
95%-os konfidenciaintervallum

(a) SEMPP modell

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Elméleti kvantilisek

T
ap

as
zt

al
at

i k
va

nt
il

is
ek

45 fokos referencia vonal
Transzformált események
95%-os konfidenciaintervallum
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5. ábra. Reziduális tesztek valószín¶ségi ábrái: bal oldalon az SEMPP, jobb oldalon
az SEPP modell transzformációval

Tökéletes illeszkedés esetén a transzformált id®pontok kék vonal rásimulna a pi-

ros rerefencia vonalra. A két ábra igen hasonló, azonban a SEPP modell esetében a

transzformált id®pontok vonala egy kicsivel kilép a kon�denciaintervallumok hatá-

rolta sávból, így az illeszkedése 5 százalékos szigni�kanciaszinten nem megfelel®. Ezt

támasztja alá az ugyancsak a 4.3.1-es fejezetben említett Kolmogorov-Smirnov teszt

p-értékei, melyek rendre 0.101 és 0.014, vagyis az SEPP modell nem ragadja meg

kell®en az extrém károk id®beli eloszlását. Ez meger®síti azt a hipotézist, hogy az

extrém kárnagyságok folyamatának alakulásában az egyes jelek értékei nem hagyha-

tók �gyelmen kívül. Ez a jelenség hasonló a földrengéseket kutatók tapasztalataihoz,

miszerint egy-egy nagyobb esemény után megnövekedik a további események bekö-

vetkezésének valószín¶sége (Ogata 1988). Egy lehetséges magyarázata ennek, hogy

egy ekkora területre kiterjed® portfólió esetén egy folyó valamely vízgy¶jt® területén

bekövetkez® természeti katasztrófa jelent®sen megnövelheti a vízszintet, mely újabb

károkhoz vezethet a kés®bbiekben az adott folyó mentén. A jelek dimenziójának

illeszkedésvizsgálata a következ® két ábrán látható:
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6. ábra. Exponenciális kvantilis-ábrák SEMPP és SEPP modellek esetében

A két ábra közötti eltérés alig észrevehet®, talán valamivel jobban illeszkedik

az SEMPP modell az extrém kárnagyságokra, azonban a megfelel® Kolmogorov-

Smirnov teszt mindkét modelt adekvátnak tekinti ebb®l a szempontból. A loglikeli-

hood-függvények optimumbeli értékének jelent®s különbsége tehát az id®dimenzióbeli

illeszkedés eltérésére vezethet® vissza. A szimuláció során ezért az SEMPP modell

paramétereit használjuk fel.

6. Szimulációs eredmények, viszontbiztosítási példa

a modell alkalmazására

6.1. Szimuláció

Ahogy azt az el®z® fejezetben bemutattuk, az illesztett modellek minden esetben vég-

telen várható érték¶ GPD eloszlást eredményeznek. Egy �x portfólió vizsgálatakor

azonban nem reális az, ha egyetlen extrém káresemény esetén például 200 milliárd

dolláros kárnagyságot kapunk. Ilyen események a szimuláció során igen ritkán for-

dulnak el®, azonban az eredményeket igen súlyosan torzíthatják. Ezen probléma
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kiküszöbölése érdekében néhány feltételezéssel és egyszer¶sítéssel kell élnünk. A szi-

mulációk során a küszöbérték feletti maximális napi kárnagyságot 12 milliárd dollárra

korlátozzuk, mely csaknem a Katrina hurrikán miatt felmerül® károk kétszerese. A

szimulációs algoritmus a 4.3.2-es fejezetben leírtak logikáját követi. Számítási szem-

pontból igen kedvez®tlen lenne, ha minden egyes esemény hatását végigfuttatnánk az

egész vizsgált intervallumon, így az egyes hatásokkal maximum 8 napig kalkulálunk.

Természetesen a generált események számának várható értéke az ablak variálásával

párhuzamosan változik, azonban többszöri próba után levonható az a következtetés,

hogy az ablakméret 5 feletti értékei között inszigni�káns az eltérés. Ezen meg�gyelés

összhangban van a becsült paraméterek értékeivel. Az alábbi táblázatból leolvas-

ható, hogy az algoritmus milyen eredményeket produkál egy, az általunk használt

adatbázis hosszával megegyez®, vagyis 46.67 éves intervallumon az illesztett SEMPP

modell paramétereivel:

Statisztika Események száma Összkár Átlagos kár

Minimum 320 4.493 0.0118
1. kvartilis 474 16.500 0.0331
Medián 502 21.026 0.0418
Átlag 503.1 22.172 0.0440
3. kvartilis 531 26.608 0.0526
Maximum 751 78.384 0.1543

5. táblázat. A szimulált események számának, az összesített extrém károknak és az
átlagos u küszöb feletti napi károknak statisztikai jellemz®i (1 000 000 szimuláció
alapján).

Emlékezhetünk, hogy az FNIP id®sorban 561 extrém esemény szerepelt, az össze-

sített extrém kárnagyság 26.25 dollár és az átlagos küszöb feletti kár 0.046 milliárd

dollár. Az alábbi ábra az események számának és a kumulált extrém károknak hisz-

togramjait tartalmazza.
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7. ábra. Hisztogramok 1 000 000 szimuláció alapján: extrém kárszám (balra) és
összesített extrém kár (jobbra)

Következ® lépésben az éves szimulált extrém kárnagyságok alakulására vagyunk

kíváncsiak. Az összehasonlítás érdekében lefuttatjuk a szimulációt sima Poisson

pontfolyamat modell esetében is, az illesztett háttérrátával és GPD paraméterekkel.

Ekkor azonban egy jelent®sebb problémával találjuk szemben magunkat. A Poisson

pontfolyamat modell becsült paraméterei túlságosan vastagfarkú eloszlást eredmé-

nyeznek, a szimuláció során azt az eredményt kapjuk, hogy egy Katrina hurrikán

volumen¶ természeti katasztrófa átlagosan 7 évente következik be. Ez a következ®

alfejezetben tárgyalt viszontbiztosítási szerz®dések árazását valamint a direkt-, és a

viszontbiztosító eredményének elemzését ellehetetlenítené. Ennek orvoslására illesz-

tünk egy csonkolt GPD eloszlású modellt 12-es fels® határ mellett, melyr®l Albrecher

és tsai. (2017) könyvében olvashatunk. A csonkolás lényege, hogy a módosított elosz-

lás tartója a [0,M ] intervallum, melyen Fcsonk = F (x)
F (M)

, így az eloszlást átsúlyozzuk

az elemzéshez megfelel® tartományban. A likelihood-függvény megfelel® módosítá-

sával σ = 0.0045 és ξ = 1.33 adódik. Az alábbi táblázat az 5 legnagyobb extrém

kárnagyságú év melletti visszatérési id®ket tartalmazza a 3 modell esetén.
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Visszatérési id® (év)

Év Éves kár (Mrd $) SEMPP PPM PPM, csonkolt

2005 7.33 180.0 7.40 133.0
2012 3.68 52.9 4.20 42.9
2017 3.35 46.6 3.90 38.4
2022 2.30 28.0 2.92 24.9
2008 1.60 17.9 2.26 17.1

6. táblázat. A legnagyobb éves károk (Mrd USD) és becsült visszatérési idejük három
különböz® modellel

Jól látható, hogy a sima Poisson pontfolyamatra épült modell mennyivel felül-

becsli az éves károk nagyságát. A másik két modell reálisabbnak t¶n® visszatérési

id®ket produkál, érdekes eredmény, hogy függetlenség feltételezése mellett, kevesebb

extrém káreseményb®l is átlagosan nagyobb kumulált kárnagyságokat kapunk a cson-

kolt PPM modell esetében. Az alábbi ábrán az SEMPP és csonkolt PPM modellekel

szimulált éves extrém kárnagyságok szerepelnek.
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8. ábra. A PPM és SEMPP modellekb®l származó szimulált éves káreloszlások hisz-
togramjai
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6.2. Viszontbiztosítás

6.2.1. CatXL és ECOMOR szerz®dések

Egy viszontbiztosítási szerz®dés megkötésekor a viszontbiztosító arra vállal kötele-

zettséget, hogy a direkt biztosítóhoz beérkez® díj egy részének ellenében átvállalja

annak bizonyos arányú/nagyságú szolgáltatását valamilyen portfóliójához tartozó

ügyfél vagy szegmens esetében. A viszontbiztosítást vásárló biztosítót cedensnek

szokás nevezni. Ebben a fejezetben megvizsgáljuk, hogy esemény alapú kártöbblet

(Catastrophy Excess of Loss - CatXL) és ECOMOR (Excess Coverage with Minimum

or Retention) viszontbiztosítási szerz®dések mellett a csonkolt Poisson pontfolyamat

és SEMPP modellekel milyen pénzáramlásokat produkál a szimuláció 1 éves id®-

horizonton mind a cedens, mind a viszontbiztosító részér®l. El®ször Kerényi (2011)

elemzését követve bemutatjuk a viszontbiztosítási szerz®dések általános matematikai

leírását, majd de�niáljuk a vizsgált szerz®déstípusokat. Egy viszontbiztosítási szer-

z®dést a viszontbiztosítót megillet® P1 díj mellett egy T mérhet® függvény jellemzi;

ha a �zetend® kárigény x, akkor a cedens Tx, míg a viszontbiztosító x−Tx összeget

�zet. Ha az ügyfeleknek �zetend® X kár eloszlása F (x), TX és X−TX eloszlása pe-

dig rendre F0(x) és F1(x), a díjszámítást pedig várható érték elvvel végezzük, akkor

fennállnak az alábbi egyenl®ségek:∫
x dF (x) = P,

∫
x dF0(x) =

∫
Tx dF (x) = P0,

∫
x dF1(x) =

∫
(x− Tx) dF (x) = P1,

ahol P0 = P −P1. A cedens kockázatát így ezen jelölések mellett a (P0, F0(x)), a

viszontbiztosító kockázatát pedig (P1, F1(x)) pár írja le.

A CatXL és az ECOMOR szerz®dési formák is a nem arányos viszontbiztosítási

szerz®dések csoportjába tartoznak. El®bbi esetében a T transzformációt az össze-
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sített éves X kárnagyság helyett
∑
Xi összegre kell alkalmazni, ahol Xi az egyes,

adott évben bekövetkez® katasztrófákhoz tartozó kárnagyság. CatXL esetén a vi-

szontbiztosító egy adott természeti katasztrófa után akkor �zet, ha az ide tartozó

összesített kár meghalad egy M küszöböt, melyet eseményenkénti megtartásnak ne-

vezünk, vagyis

TXi = min(Xi,M).

A viszontbiztosító védelme érdekében gyakran állapítanak meg egy adott kataszt-

rófánál �zetend® fels® határt is. ECOMOR szerz®dés esetén nincs önrész, legyen

Xn,n ≤ . . . ≤ X1,n az X1, . . . , Xn adott évben bekövetkez® károk rendezett statiszti-

kája. Ekkor ha x az éves teljes kárnagyság, egy ECOMOR(k) szerz®dés kárki�zetési

függvénye a viszontbiztosító szempontjából az alábbi:

x− Tx = X1,n +X2,n + . . .+Xk−1,n − (k − 1)Xk,n.

Magyarul, a cedenst®l átvállalják a legnagyobb k − 1 kárt, azonban annak érde-

kében, hogy a viszontbiztosító védve legyen, ezt az értéket csökkentik a k-adik kár

(k− 1)-szeresével. A szerz®dés díja természetesen er®sen függ k megválasztásától. A

viszontbiztosítási díjnál alkalmazható különböz® díjelvekr®l jó összefoglaló található

Ekheden és Ola (2014) tanulmányában.

6.2.2. Szerz®dések árazása

A szerz®déseket az egyszer¶ség kedvéért várható érték elven árazzuk, P1-et a szimu-

láció segítségével kalkuláljuk. A cedens és a viszontbiztosító által felmerül® költségek

érdemben nem befolyásolnák az eredményeket, így �gyelmen kívül hagyjuk ®ket. A

CatXL szerz®dés általában komoly jogi és díjazási problémákat vet fel, hiszen nehéz

meghatározni, hogy mit kell egy adott eseményhez tartozó kárnak tekinteni. A gya-

korlatban ezt általában adott természeti katasztrófa kezdetét®l számított id®korláttal

oldják meg, amely árvízkároknál 168 óra (Kerényi 2011). Az elemzés során azzal a

feltételezéssel élünk, hogy az egyes klaszterek, melyeknek hossza igen eltér® lehet, kü-

lön természeti katasztrófát jelölnek, és tartalmazzák az adott katasztrófához tartozó
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összes kárt. Emlékezhetünk, hogy a küszöbértékünk nagyjából 3.3 millió dollár. Az

alábbi táblázat a szimulációból számított, különböz® eseményenkénti megtartások és

fels® határok melletti P1 értékeket tartalmazza:

Megtartás Limit = 100 Limit = 200 Limit = 300 Limit = ∞

5 131.48 176.13 204.25 424.35

10 115.91 159.28 186.89 405.82

20 96.40 137.40 160.88 380.69

30 83.67 122.57 148.32 362.74

40 74.38 111.37 136.29 348.54

50 67.17 102.45 126.59 336.74

7. táblázat. Várható éves viszontbiztosítói ki�zetések (millió USD-ben) eseményen-
kénti megtartás és különböz® viszontbiztosítási limitek mellett, SEMPP modell

Ahogy azt várhattuk, az eseményenkénti megtartás növelésével csökken a viszont-

biztosítónak �zetend® P1 díj. Természetesen a fels® határ esetében pont az ellenkez®

mondható el, ami egy érdekes eredmény, hogy 300 millió dolláros fels® határ mellett

kevesebb mint fele akkora P1 értéke, mint limit nélkül. Az SEMPP modell által szi-

mulált átlagos éves kárnagyság 452 millió dollár, ebb®l arra következtethetünk, hogy

az éves kárnagyság relatív szórása aránylag kicsi. Ugyanezen paraméterek mellett a

csonkított Poisson pontfolyamat modell eredményei az alábbiak:
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Megtartás Limit = 100 Limit = 200 Limit = 300 Limit = ∞

5 81.05 128.26 159.95 450.25

10 79.04 125.15 156.33 445.28

20 74.93 118.97 148.98 435.48

30 70.84 112.09 142.22 425.99

40 66.88 105.62 135.64 416.92

50 63.15 101.89 129.47 408.31

8. táblázat. Várható éves viszontbiztosítói ki�zetések (millió USD-ben) a csonkolt
Poisson�Pareto modell alapján, különböz® eseményenkénti megtartás és limit esetén.

Mivel ez a modell teljes függetlenséget feltételez, azaz nem veszi �gyelembe az ese-

mények bekövetkezésének ideje, valamint nagyságuk közötti összefüggési struktúrát,

átlagban kevesebb eseményt kapunk évente, ezentúl a folyamatnak nincs klaszterezési

tendenciája. Ebb®l adódóan az egyes katasztrófák ritkábban érik el az eseményen-

kénti megtartás szintjét, így általánosságban kisebb a viszontbiztosítónak �zetend®

P1 díj. Érdekes azonban, hogy fels® határ nélkül mindenhol magasabb P1 értéke,

mint az SEMPP modell szimulációjánál. Az átlagos éves kárnagyság nem sokban tér

el a két modell között, a csonkolt Poisson pontfolyamat modellnél 455 millió dollár,

így az eltérés az eloszlás jobboldali viselkedésének tudható be.

Az ECOMOR(k) viszontbiztosítási szerz®dés díjait különböz® k értékek mellett

az alábbi táblázat tartalmazza:

k SEMPP modell PPM modell

3 423.05 430.49

4 435.24 440.58

5 442.28 446.84

6 446.52 450.86

9. táblázat. Várható éves viszontbiztosítói ki�zetések (millió USD-ben)
ECOMOR(k) szerz®dések esetén, a SEMPP és a PPP modellek alapján.
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A két modell által kalkulált P1 díjak igen hasonlóak, valamivel nagyobb értéke-

ket kapunk a csonkított Poisson pontfolyamat esetében. Ez természetesen részben

betudható annak, hogy ξPPM > ξSEMPP , azonban az öngerjeszt® jelölt pontfolya-

mat modell skálaparaméterének sztochasztikus volta miatt ez az eredmény nem volt

garantált.

7. Összefoglalás

Dolgozatunk célja egy olyan sztochasztikus modell felépítése volt, mely az extrém

károk bekövetkezésének id®pontja és az egyes események nagysága interakciójának

�gyelembevételével képes leírni az amerikai NFIP portfóliót ér® károk folyamatát. A

tanulmány során bemutattuk a modell illesztésének menetét, kiemelve a Hawkes fo-

lyamaton alapuló struktúra el®nyeit és hiányosságait. A hagyományos módszertannal

ellentétben, az SEMPP modell alkalmasnak bizonyult a f®ként nagyobb természeti

katasztrófákhoz kapcsolódó klaszterez®dési tendencia megragadására. Az illeszke-

dés az empirikus adatokra statisztikai szempontból kielégít®, valamint a szimulációs

algoritmus alkalmazható különböz® viszontbiztosítási struktúrák árazására, CatXL

viszontbiztosítási szerz®dés esetén a modell a cedens szempontjából magasabb díja-

kat eredményez, míg az ECOMOR-nál fordított a helyzet. Levonható a konklúzió,

hogy a modell adekvát a természeti katasztrófák által okozott extrém károk leírására,

de természetesen számtalan módon továbbfejleszthet®.

A dolgozatban használt modell komplexitásának növelésével párhuzamosan a

vizsgálat tárgya és a lehetséges alkalmazási területek b®vítése is kit¶zhet® új ku-

tatási célként. Utóbbira kézenfekv® példák lehetnek a következ®k. Megvizsgálható,

hogy mennyiben befolyásolja egy adott biztosító szavatolót®ke szükségletét, valamint

kockázati mér®számait és a tartalékok nagyságát az, ha a kárfolyamatot öngerjeszt®

modellekkel írjuk le, így �gyelembe véve a nagy károk klaszterez®dési tendenciáját.

További alkalmazási terület lehet Michaletzky (2001) jegyzetében tárgyalt rizikófo-

lyamatok vizsgálata, melyekkel egy biztosító cs®dvalószín¶sége írható le. Az el®bb

említett jegyzet is foglalkozik a témával bizonyos végtelen várható érték¶ eloszlások

mellett, azonban csak független, azonos eloszlású valószín¶ségi változók �gyelembe-
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vételével. A modell b®vítése több irányban is lehetséges. Érdemes lehet megvizsgálni

különböz® kapocsfüggvények mellett azt, hogy a kiterjesztett általánosított Pareto

eloszlás (EGPD) segítségével szimultán leírható-e a káreloszlás széleinek viselkedése,

ahogy ezt teszi Naveau és tsai. (2016) csapadékintenzitás esetében. Ezentúl kézenfek-

v® lenne megvizsgálni, hogy a szeizmológiában gyakran alkalmazott modellek (Ogata

1998; Ogata 1988; Daley és Vere-Jones 2006) mintájára akár t¶zesetek, akár árvizek

vagy egyéb természeti katasztrófa által okozott extrém károk földrajzi elhelyezkedésé-

nek hozzáadásával milyen konklúziókat lehet levonni. Ez például az NFIP adatbázis

esetében el®segítené a különböz® régiók besorolását kockázati szintek szerint.
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