_ BUDAPESTI CORVINUS EGYETEM
EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM

Szakdolgozat

Ongerjesztd pontfolyamatok alkalmazasa
extrém arvizkarok modellezésére

Készitette: Konzulens:
NAGYBALI TAMAS ARATO MIKLOS
Biztositasi és pénziigyi matematika MSc. egyetemi docens
aktuérius specializacio Valoszintiségelméleti és Statisztika

Tanszék

Budapest, 2025



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés| 2
B Adatbazis | isal 6
3. Klmeéleti hattér| 8
B.I Klasszikus elméletl. . . . . . . . .. .. ..o 9
[3.2. Extrém értékek leirasa pontfolyamatokkal . . . . . . .. ... ... .. 13
[3.3. Jelolt pontfolyamatok|. . . . . . . .. .. ... 0000000 16
B.3.1. Matematikai hattéd . . . . . . . .00 16

[3.3.2.  Likelihood-tiiggvény kiszamitasa MPP modellre] . . . . . . .. 18

4. SEMPP modell 21
[4.1. A modell felirasal . . . . . ... ..o oo o 21
[4.2. A jelek siirtisegtigevénye - EGPD| . . . .. ... ... ... ... 23
[4.3. Modellillesztés, illeszkedésvizsgalat, klaszterreprezentacio, szimulaciof. 25
[4.3.1. A loglikelihood-fuggvény felirasal. . . . . .. .. .. ... ... 25

[4.3.2. Szimulacio a klaszterreprezentacio segitségével| . . . . . . . .. 27

6. Modellezés eredményeil 28
1. SEMPP modellllesztésel . . . . .. .. oo oo 28
[5.1.1. Az alapintenzitas-fliggvény meghatarozasal . . . . . . . .. .. 30

[5.1.2. Becsiilt paraméterek| . . . . . ..o 000000 31

[0.2. Illeszkedésvizsgalat, osszehasonlitas a klasszikus modellel] . . . . . .. 33

[6. Szimulaciés eredmények, viszontbiztositasi példa a modell alkalma- |

[_zasaral 35
6.1, Szimulacidl . . . . . ... 35
[6.2. Viszontbiztositasl . . . . . . .. .. .. oL 39

6.2.1. CatXD és FCOMOR szerzédések] . . . . ... ... ... ... 39
6.2.2. Szerzédeések drazasal. . . . . . . .. ... 40

[7. Osszefoglalas| 43




1. Bevezetés

A biztositas, mint a kiillonboz6 kockézatok elleni kooperativ védekezés egy forma-
ja, megkeriilhetetlen része mindennapi életiinknek. Az emberiség méar az 6korban
felismerte, hogy cselekvéseiket és vallalkozasaikat kisérd - elsé sorban anyagi - bi-
zonytalansag ellen célszeri egyiittesen védekezni. A biztositas gyakran emlegetett
korai példai kézé tartoznak az idgszamitasunk el6tti masodik és harmadik évezred-
ben elsdként a kinaiak és az indiaiak altal alkalmazott praktikdk (Vaughan [1996).
Az aruszallitas veszélyei okan kereskedGik portékajukat tobb hajon helyezték el, ez-
zel védve magukat teljes vagyonuk esetleges elvesztésétsl. A nagy karok elleni vé-
dekezésrdl szamtalan ehhez hasonlo, némileg tovabbfejlesztett kezdetleges biztositési
példat talalunk a torténelemben, melyekrdl példaul Longnaker cikkében olvashatunk
(Longnaker [1962)). Biztositassal tehat olyan kockézatokat is kezelhetGvé tehetiink,
melyeknek pénziigyi kdvetkezményei til nagy terhet ronanak az egyénre. Kozgazda-
sagi fogalmakkal élve egy modern biztositési rendszerben a gazdasag egyes agensei
a kockazatporlasztas érdekében (homogén) veszélykozosséget formalnak, egy bizto-
sitd pedig egy elGre, statisztikai modszerekkel meghatarozott dij ellenében atvallalja
toliik a kockadzat nagy részét. A biztositotarsasiagok - legyen szo élet-, nem-élet-
vagy kompozit biztositokrol - a pénziigyi piacok fontos szereplsi, hiszen mikodésiik
soran a gazdasag kis tGkéit Osszegy(jtik, és nagy, befektethetd tokévé akkumulal-
jak. Fejlett piacgazdasigokban a biztositok a legnagyobb befektetdk kozé tartoznak,
igy gazdasagélénkit és munkahelyteremtd képességiik nem elhanyagolhato (Banyar
2016). A pénziigyi piacok szerves részét alkoto entitasokként tehat inszolvenciajuk
nagyon silyos kovetkezménnyel jarhat egy adott orszag, régio, de az egyre erGsebb
globalizacio és a komplex viszontbiztositasi piac kovetkezményeként az egész vilag
gazdasagara (McDonald és Paulson 2015). Ezt elkeriilendd, a biztositok igyekeznek
megfelelGen diverzifikalni portfoliojukat, valamint adekvat tartalékolassal garantalni
a prudens miikodést.

Az el6z6 bekezdésben leirtakbol és a biztositasi piac jellegébsl adéddan bizto-
sitasmatematikai szempontbol a kiemelked6en nagy karok leirdsa, szamszertsitése,

valoszintiségszamitasi és statisztikai modellezése a teriilet legfontosabb kérdései kdzé



tartoznak. Egy jol diverzifikalt, stabil portfoliot is érhetnek olyan karok (elsGsorban
nem-életbiztositasi teriileten), melyek veszélyt jelenthetnek a biztosité szolvenciaja-
ra. Jellemz&en ilyen, a portfoli6 nagy részére kiterjeds, valamint idében csoporto-
sulo karokat kiilonbozé természeti katasztrofak idézhetnek els. Altalaban 10 fajta
természeti katasztrofat kiilonboztetiink meg, ezek a cunami, hurrikan, foldrengés,
jéges6, vulkankitorés, tornado, hovihar, foldcsuszamlas, futotlz és arviz. A felsorolt
események (és altalanossagban az extrém karok) elleni pénziigyi védekezés kiemelt,
fontossadgi a biztositotarsasagok szempontjabol, melynek adekvatsagat szabalyozo
szervek ellenérzik, a kovetendd irdnyelveket a Szolvencia 11 szabélyozésban rogzitet-
ték (EIOPA 2020). Az inszolvencia elkeriilése érdekében a biztositok portfoliojuk egy
részére viszontbiztositasi szerz6déseket kotnek, azaz adott dij fejében szolgaltatasuk
egy részét atvallaljak mas biztositotarsasagok. Klasszikus formajaban a viszont-
biztositas védelem a kifizetendd karosszeg nem vart novekedése ellen, megjelenése
nagyjabol egyidds a szervezett biztositotarsasagok létrejottével (Kerényi |2011). Az
els6 viszontbiztosito tarsasag az 1842-es nagy hamburgi tiizvész okan, 1846-ban jott
létre Kolnben, mely jol szemlélteti, hogy nem targyalhatjuk a természeti katasztrofak
biztositasi piacra gyakorolt hatasat a viszontbiztositas emlitése nélkiil.

A megszokottnal jéval nagyobb kirok elemzése napjainkban mind a biztosités-
ban, mind a pénziigyi piacokon bevett gyakorlat. FEnnek eszkoze az extrémérték-
elmélet, melynek f6 uttorsi Leonard H. C. Tippet, Emil J. Gumbel és Sir Ronald
A. Fisher voltak. Az egyvaltozos elmélet alaptételének tekinthetd a Fisher-Tippett-
Gnedenko tétel, mely a fiiggetlen, azonos eloszlastu valoszintiségi valtozokbol kapott
rendezett statisztikik aszimptotikus viselkedését karakterizalja (Fréchet 1927; Fis-
her és Tippett 1928; Mises |1936; Gnedenko [1943). A klasszikus elméletet kivaloan
osszefoglaljak Resnick (2008), Embrechts és tsai. (1997), Coles (2001) és Haan és
Ferreira (2006) munkai, az elméleti hattér bevezetésénél ezen konyvek targyalas-
menetét kovetjiik. Az extrémérték-elemzés szintén elterjedt modszertan a mérnoki
tudoményokban, a kézgazdasagtanban, a foldtanban, hidroloégiaban, a biol6giaban és
a virologidban, valamint a kiberbiztonsidg és kommunikacios hélézatok, s6t a sportok
teriiletén is (Coles 2001; Reinhart [2018; Castillo-Mateo és tsai. [2023)). Ezen dolgo-

zatban az arvizkarok extrémeérték-modellezésével foglalkozunk. Azt vizsgaljuk, hogy



egy biztositasi portfoliot éré karok eloszlasdnak jobboldali farka hogyan viselkedik.
Az elemzés soran az USA National Flood Insurance Program (NFIP) ltal biztositott
ingatlanok karbejelentés adatbéazisat hasznéljuk. Az adatbazis az Amerikai Egyesiilt
Allamok egész teriiletén tortént arvizkarokrol tartalmaz napi adatokat 1978 januér
és - a letoltés idGpontjaban - 2024 augusztus kozott.

Az extrémérték-elemzés elméletét régota alkalmazzak természeti katasztrofak 4l-
tal okozott karok eloszlasanak modellezésére. A klasszikus elméletnek azonban ter-
meészetesen vannak korlatai. Feltételezi a kdrnagysagok fiiggetlenségét és azonos el-
oszlasat, de ahogy az korabban emlitésre keriilt, a természeti katasztrofak okozta
karokban gyakran megfigyelhet§ az extrém események idGbeli klaszterezGdése, va-
lamint logikus, hogy példaul kiillonb6z6 magnitudoja foldrengések varhatdéan eltérd
nagysigu karokat okoznak. Ezt a meggondolast tamasztja al4 az alabbi abra, melyen

az altalunk hasznalt adatbézis extrém kérai szerepelnek:
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1. abra. Extrém arvizkarok idébeli eloszlasa és nagysaga. A piros szaggatott vona-

lak az NFIP bejelentései alapjan a 10 legnagyobb kart okozo természeti katasztrofa
kezdetének idGpontjait jelzik



Az u kiiszObérték meghatarozasat, ami felett egy kart extrémnek tekintiink, a
késébbi fejezetekben fejtjiik ki. Lathatjuk, hogy az extrém karok nem egyenletesen,
hanem - f6ként a nagyobb természeti katasztrofék koriil - klaszterez6dve kovetkeznek
be, valamint a nagysagaik is igen eltér6ek (megjegyzendd, hogy a konnyebb atlat-
hatosag érdekében az dbran a fiiggéleges tengelyen 1.2 milliard USD-ig szerepelnek
a kiiszébérték feletti kdrnagysagok, azonban az lan, Sandy és Katrina hurrikdnok
kovetkeztében ennél magasabb volt a maximalis érték, utobbi esetében példaul 6.12
milliard USD). Igy tehét azt mondhatjuk, hogy altalaban mind a fiiggetlenség, mind
az azonos eloszlas feltétele sériil. Fz természetesen azt jelenti, hogy a Fisher-Tippett-
Gnedenko tétel aszimptotikus eredményei sem lesznek érvényesek, bar Leadbetter és
tsai. (1983)) bebizonyitjak, hogy bizonyos enyhe keverd feltételek mellett stacionarius
idGsorokra is kiterjeszthets az elmélet, azonban ezen feltételek ellenérzése a gyakor-
latban igen nehéz (Embrechts és tsai. [1997). Ezt a leggyakrabban tigy orvosoljak,
hogy a rendelkezésre allo idGsort deklaszterezik, azaz ha példaul egy adott kiiszobér-
tek felett egymas utan harom érték is talalhato, akkor csak a legnagyobbat tartjak
meg, a masik kettét a kiiszobbel teszik egyenlévé. Fz a modszer természetesen jelen-
t6s informaciovesztéssel jar, valamint a kiiszobérték feletti megfigyelések értékeinek
csonkitasaval a deklaszterezett adatokra illesztett modell hajlamos a frekvenciat és
karnagysagokat mozgaté paraméterek alabecsiilésére. Ezen megfontolasok alapjan
ebben a dolgozatban a pontfolyamatok eszkoztarat hivjuk segitségiil. Az extrém
értékek pontfolyamat karakterizacidja egyesiti a tradicionalis Block-maxima és a kii-
szobérték tullépések (Peaks-Over-Threshold, POT) modszereket (Coles 2001)), igy
hasznalata igencsak elterjedt. Azonban a fiiggetlen, azonos eloszlas itt is feltétel,
igy nagyobb altalanositasra lesz sziikségiink. A dolgozat gerincét egy sztochasztikus
ongerjesztd jelolt pontfolyamat (Self-exciting Marked Point Process, a tovabbiakban
SEMPP) modell adja, melyhez a karnagysagokrol semmilyen feltételezéssel nem kell
élniink. A pontfolyamatok elméletének egy Osszefoglalojat megtalalhatjuk példaul
Daley és Vere-Jones (2006) munkajaban. Elemzésiink nagyban tamaszkodik Li és
tsai. (2021) tanulmanyéara, melyben a kanadai Ottawa folyd Quebec tartoméanyban
talalhato Riviere des Mille Tles nevezeti csatornajanak kritikus érték alatti vizszint-

jének eloszlasat vizsgaljak SEMPP modellezéssel. A vizsgalt adatbazisrol szamtalan



elemzés és tanulmany késziilt, azonban az itt alkalmazott modszertan legjobb tudo-
méasunk szerint egy ujfajta megkozelitése a témanak.

A dolgozat felépitése a kovetkezs: a masodik fejezetben réviden bemutatasra ke-
riil a hasznalt adatbézis, valamint az atalakitasok, amelyeket az idGsor létrehozasa-
hoz végziink. A harmadik fejezetben ismertetjiik a klasszikus extrém érték elmé-
let szamunkra leginkdbb relevans definicidit és tételeit, majd ratériink az SEMPP
modellezéshez sziikséges fogalmakra. A negyedik fejezet soran felirjuk a modell
alapintenzitas-fiiggvényének alakjat, a jelek stirtiségfiiggvényét, majd a maximali-
zalandé kozos likelihood-fliggvényt és bemutatjuk az illeszkedésvizsgalatnal hasznalt
modszerek mellett a szimulacios elemzéshez tartozo algoritmust. Az 6todik fejezet-
ben ismertetjiik a modell illesztésének menetét valamint a becsiilt paramétereket és
az illeszkedésvizsgalatok eredményét. A hatodik fejezetben ratériink a modell egy po-
tencialis alkalmazésara, a viszontbiztositasra, ahol szimulaci6 segitségével vizsgaljuk
CatXL és ECOMOR viszontbiztositéasi szerz6dések pénzaramlésait, és varhatoérték-
elvvel meghatarozzuk a viszontbiztositas dijat kiilonboz6 paraméterek mellett. A
dolgozatot egy Osszefoglald fejezet zarja, mely a legfontosabb eredmények és kovet-
keztetések targyaldsa mellett kitér a modell tovabbfejlesztéseinek lehetdségeire és az
egyéb felmeriilg kutatéasi kérdésekre. Az elemzést RStudio-ban végezziik f6ként a
PtProcess (Harte |2010) és extRemes (Gilleland és Katz 2016 csomagokra tamasz-
kodva. Az alkalmazott fiiggvények nagy része sajat készitést, mivel amellett, hogy
a PtProcess csomag konnyen hasznalhato kornyezetet nytajt MPP modellek illeszté-

sére, diszkrét idGskalan torténd modellezést nem tamogatja.

2. Adatbazis bemutatasa

A National FLood Insurance Program (NFIP) az amerikai Federal Emergency Ma-
nagement Agency (FEMA) altal iranyitott program, melynek létrehozasarol az USA
kongresszusa 1968-ban dontott. Az NFIP két {6 célja az arvizkarok megosztésa a ve-
szélyeztetett teriileten élGk kozott, valamint a potencialis arvizkarok csdkkentése az
artéri épitkezések terjedésének korlatozasaval (Horn és Webel 2018). A program lehe-

t6vé teszi, hogy helyi kdzosségek kozdsen vasaroljanak arvizkarok elleni biztositast.



Jelenleg tobb mint 23 000 ilyen kisebb-nagyobb konglomeratum része a program-
nak. A program kiilénb6z6 biztositasi csomagjait tobb mint 50 biztosité arulja. Az
adatbazis részletes ismertetése és elemzése megtalalhaté Dombrowski és tsai. (2021)),
valamint Horn és Brown (2017) munkaiban.

A FEMA oldalan nyilvanosan elérhetd adatbazis a letoltés pillanataban t6bb mint
2.6 milli6 kareseményt tartalmazott az USA Osszes tagallamabol, az egyes sorokhoz
73 valtozd tartozik. A biztositott ingatlant ért kar-, és karkifizetés, valamint a kér-
esemény idépontjan kiviil megtaldlhatoéak benne tébbek kdzott az ingatlan jellegét,
hasznalatanak modjat, a kirt okozo természeti katasztrofa nevét, az arviz tipusat,
a hosszisagi és szélességi - az anonimitas megdrzése érdekében 3 tizedesjegyig ke-
rekitve - fokok értékét tartalmazd oszlopok. Az adatbazist havi rendszerességgel,
1-2 hénap késleltetés mellett frissitik, a karok és a fizetett karkovetelések dollarban
értenddk. A dolgozat soran az arapalyviz, valamint patak, foly6 vagy t6 aradasa
okozta karokat modellezziik. A kireseményeket els6 korben napi szinten aggregaljuk;
a vizsgalt intervallumban 6sszesen 11 143 napon tértént kiresemény a 17 032-bsl. A
kénnyebb kezelhet&ség érdekében a karnagysigokat az elemzés soran milliard dollar-
ra konvertaljuk. Az alabbi két abra az allamonként aggregéalt karnagysagokat és az
egyedi karok foldrajzi elhelyezkedését tartalmazza (utobbi esetében 25 000 elemsza-

mi mintét vesziink, hogy abrazolhato legyen):
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(a) Osszesitett karnagysag allamonként (b) Az egyes arvizkarok foldrajzi elhelyezke-
dése

2. dbra. Az arvizkarok aggregalt értéke 1978 januar és 2024 augusztus kozott (balra)
és az egyes karok foldrajzi elhelyezkedése (jobbra)



Lathato, hogy a vizsgalt id6szakban a déli parti allamokat, legfGképp Texast,
Louisiana-t és Floridat érték a legnagyobb karok. A jobboldali abra alapjan az ar-
vizkarok az el6bb emlitett allamok mellett f6ként a nagyobb folydk menti teriiletekre
és a keleti partra Gsszpontosulnak. A nyugati parton harom nagyobb gocpont talal-
hatd, mig a szarazabb kozépsé allamokban csak elvétve torténnek karok. Az atlagos
napi kdrnagysag 1 806 956 dollar, a median 17 247 dollar, a maximalis egy napra esd
karnagysag 6.2 milliard dollar, az adatsor tehét erdsen balra d6l6 és jobbra elnyuld. A
Ljung-Box teszt szerint a fliggetlenség hipotézisét minden szignifikanciaszint mellett
elvethetjiik. Ami a stacionaritast illeti, az ADF teszt alapjan a folyamat stacionari-
us, azonban a KPSS 0.0478-as p-értékét tekintve ez az allitds megkérdgjelezhets. Az
extém értékek idGbeli fiigg6ségi kapesolatat Reiss és Thomas (2007) altal bevezetett
- itt nem abrazolt - dgynevezett auto-tail dependence - ATD fliggvény segitségével
is ellenérizhetjiik. Amennyiben az ATD fiiggvény értékei kiilonbozé késleltetések
mellett szignifikdnsan eltérnek nullatol, akkor az extrém értékek idében korreldlnak.

Ahogy az varhato, az altalunk vizsgalt idGsor esetében pontosan ezt tapasztalhatjuk.

3. Elméleti hattér

Ebben a fejezetben ismertetjiik az extrémérték-elemzéshez kapcsolodo legfontosabb
definiciokat és tételeket. A fejezet harom részbdl tevédik Ossze. Az els§ alpont-
ban a klasszikus elméletet targyaljuk, a teljesség igénye nélkiil bevezetjiik a valdszi-
nliségi valtozok sorozatan vett maximumhoz kapcsolodo alapvets fogalmakat és az
extrémérték-eloszlasokat, valamint a POT moédszerét. Ezutan definidljuk a pontfo-
lyamatokat, megadjuk az extrém értékek pontfolyamat karakterizaciojat és bemutat-
juk kapcsolatat a klasszikus modszerekkel. A harmadik alfejezetben bevezetjiik a je-
161t pontfolyamatot (Marked Point Process, innent6l MPP) és bemutatjuk alkalmaz-
hatosagat az extrémérték-modellezésben. Az altalanos elméletet folytonos modellek
esetében vezetjiik be, mivel ezek bemutatasa utan konnyebben szarmaztathatoak
az analog diszkrét definiciok és szamitasok. Az eloszlasfiiggvényeknél az angolszasz

konvenciot kovetjiik, azaz X valoszintiségi valtozo esetében F(x) = P(X < x).



3.1. Klasszikus elmélet

Az extrémérték-elemzésen beliil alapvetéen két modszert kiilonboztetiink meg, ezek
a blokk-maxima és szintttlépések modszerei. ElGbbinél felosztjuk a megfigyelt in-
tervallumot egyenlg méreti, nem-atfeds blokkokra, és figyelmiinket az egyes blokkok
maximalis értékeire forditjuk (Ferreira és Haan 2015). Megfeleld feltételek mellett
ezen értékek egy extrémeérték-eloszlast kovetnek, melyeket rovidesen bemutatunk. A
modszer hatranya természetesen a jelentds informécidvesztés. A POT modszer eseté-
ben azokra az értékekre fokuszalunk, melyek meghaladtak egy adott kiiszobértéket.
Megfelel§ feltételek mellett ezen kiiszob feletti valtozok eloszlasa altaldnositott Pa-
reto eloszlast - GPD - kévet. Az altalunk hasznélt modell ehhez all kozelebb. A
tovabbiakban X, X1, Xs, ... nem-elfajulo, fiiggetlen, azonos eloszlasu (IID) valoszi-

niiségi valtozokat jelol. A mintabeli maximumot az aldbbi médon jeldljik:
Ml :Xh Mn:maX(Xl,...,Xn).

Els6 1épésben ennek a maximumnak az aszimptotikus viselkedését leird, mar emlitett
alaptétel keriil bemutatasra. Felmeriil a kérdés, hogy lehetséges-e a maximum elosz-
lasarol a centralis hatareloszlas tételhez hasonld allitast megfogalmazni. A valasz

igenld, megfelels (c,,) és (d,,) normalé konstansok sorozatanak segitségével.

1. Tétel. (Fisher-Tippett-Gnedenko, a mazimum hatdrértékének tétele)
Legyen (X,,) IID valdszindségi vdltozok sorozata. Ha léteznek (c¢,) > 0 és (d,) € R

normdlo konstansok, valamint eqy nem elfajult H eloszldsfiigguény gy, hogy

Y (M, —d,) % H, (1)

n

Akkor H az alabbi hdarom eloszldstipus eqyikéhez tartozik:

1. Fréchet:
0, ha x <0

exp{—x~“}, kilonben



2. Weibull:

3. Gumbel:
Ao(z) = exp{—e™"}, z €R. (4)

Fontos megjegyezni, hogy annak ellenére, hogy modellezési szempontbdl a harom
eloszlas eltérd, konnyen lehet kézottiik matematikai kapcesolatot taldlni. Valoban, ha

X pozitiv valosziniiségi valtozo, akkor
X~d, s n(X)~ANe -X1~T,.

Az 1. Tételben szerepls eloszlasokat sztenderd extrémérték-eloszlasoknak nevez-
ziik. Az extrémérték-eloszlasok részletesebb vizsgalatara nem tériink ki, ez megtalal-
haté Resnick (2008) és Embrechts és tsai. (1997) konyveiben. Bevezethets azonban
(He¢)eer eloszlasfiiggvények egy parametrikus csalddja, mely tartalmazza a sztenderd

extrémérték-eloszlasokat:

¢ ha £>0,
He=<{A ha £=0, (5)
\I’_% ha & <0.

Ezt az eloszlasfiiggvényt dltaldnositott extrémérték-eloszldsnak hivjuk (innentél
GEV, ami az angol Generalised Extreme Value roviditése). A kovetkezd a legszéle-

sebb korben elfogadott definicié a szakirodalomban:

1. Definicié. (Jenkinson-Von Mieses dltaldnositds)

Definidljuk a He eloszldsfiigguényt a kovetkezdképpen:
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exp{—(l +§x)_é} ha £ #0,
exp{—exp{—x}} ha & =0,

He(z) =

ahol 1+ &x > 0.

A fenti H¢ helyére bevezethetjiik a lokacio-skila paraméterezett He,,., eloszlas-
csaladot az x helyébe (x — p) /-t irva, p € R, ¢ > 0 mellett. A Hg,,,, figgvényre
is GEV-ként hivatkozunk. A H, eloszlasfiiggvényt %ir% H¢ hatarértékként definialjuk.

H

Ezzel az értelmezéssel a

H¢(z) = exp {—(1 + fx)fé} , 14+&x >0,

eloszlasfiiggvény reprezentalja az extrém érték eloszlasokat minden & € R esetén.

2. Definicib. (Szintmeghaladds eloszlasfiggvénye)
Legyen X waldsziniiségi vdltozo xp jobboldali végponti F eloszldsfiigguénynyel.

Rogzitett a < xp-re az
F,(z)=P(X —u<z|X >u), x>0, (7)

képlettel definidlt figguényt az X vdltozo u kiiszob melletti szintmeghaladds elosz-
lasfligguényének, az
e(u) = E(X —u|X >0)

figguényt pedig az dtlagos szintmeghaladdsi fligguénynek hivjuk.

Az v kiiszob melletti feltételes eloszlasfiiggvény esetében Balkema és Haan (1974)),
valamint Pickands (1975) megmutatjak, hogy amennyiben X7, X», ... valoszintiségi
valtozok F' eloszlasfiiggvénye egy H. extrémeérték-eloszlasfiiggvény tgynevezett ma-
ximalis vonzasi tartomanyaba tartozik, akkor u — oo mellett az F,, eloszlasa aszimp-

totikusan az Altalanositott Pareto eloszlashoz tart. Ennek definicioja az alabbi.

3. Definicié. (Altaldnositott Pareto eloszlds, GPD)
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Definidljuk a G¢ eloszldsfiigguényt az aldbbi modon:

Gel) = 1—(1_+£x)_5 ha & #0, ®)
1—e® ha & =0.

G-t sztenderd dltaldnositott Pareto eloszldsnak (Generalised Pareto Distribution,
innentdl GPD) hivjuk. A GEV-nél ldttotakhoz analég mddon bevezethetd a lokdcid-
skdla paraméterezett Ge,.p eloszldscsaldd az v = fcgl’, veR, >0 helyettesitéssel.
Gep-ra is GPD-ként hivatkozunk.

Ahogy a GEV esetében, G-t itt is %in% Ge-ként értelmezziik. Ezzel
H

Gep(r) =1— (1+£&x)7¢, e D), 9)

Ahol
[0, 00) ha €>0,

[0,—8/€] ha €£<0.

D(&;8) =

Osszefoglalva tehat a GEV a normalt maximum hatareloszlasat, a GPD pedig
a kiiszobérték feletti értékek eloszlasat irja le. Az u kiiszobértéknek megvalasztéisa
kiemelt fontossagi az extrémérték-elemzésben, mivel modell illesztés esetében egy
variancia/torzitas trade-off szituacioval taléljuk szemben magunkat. Ha wu értéke tul
alacsony, akkor nem csak extrém értékek keriilnek az adatsorunkba, igy a becsiilt
paraméterek torzitottak lesznek, mivel nem teljesiilnek az aszimptotikus feltételek.
Ha pedig u til magas, akkor az adatpontok hidnya miatt a becslés variancidja nagyra
nshet (Coles 2001). A kiiszobérték megvalasztasaban az empirikus atlagos szintmeg-
haladasi fliggvény (8) abrazolasa segithet. altalanositott Pareto eloszlas e(u) linearis,
igy olyan intervallumon kell kiiszobértéket valasztanunk, ahol €(u) vonala nagyjabol
egyenes.

Embrechts és tsai. (1997) 3.1.1-es allitasa X, fiiggetlen azonos eloszlasi valoszi-
nliségi valtozok maximumanak hatareloszlasarol fogalmaz meg egy tételt a tulélési

fiiggvény és alkalmas (u,,) valos sorozat segitségével. Szintén ezen konyv 8.1-es al-
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fejezetében tobb olyan példat is taldlhatunk, melyben ezen IID valtozokbol képzett
- stacionarius - valoszintiségi valtozokra egy kicsivel eltéré aszimptotikus eredmeény
érvényes. Felmeriil a kérdés, hogy bizonyos fliggéségi struktira mellett milyen tétel
fogalmazhaté meg a maximum hatéareloszlasarol. Erre ad valaszt az extrém index
definicioja, mely a korabban emlitett allitas kiterjesztése erdsen stacionérius idGso-

rokra:

4. Definici6. Ertrém index

Legyen X, erdsen staciondrius F eloszldsfliggvényd valdszinidségr vdltozok soro-
zata, 6 pedig egy nemnegativ valds szam. Jelolje F az F eloszdsfigguény tilélési
fiigguényét, vagyis F = 1 — F. Tegyiik fel, hogy minden 7 > 0 esetén létezik u,
pozitiv sorozat, hogy

nh_)n;O nF(u,) =7

lim P(M, <u,)=¢"".

n—o0

Ekkor 0-t a az iddsor extrém indexének nevezzik.

Az extrém index intuitiv moédon karakterizalja a sorozat fiiggGségi strukturdja és
extrémérték-viselkedése kozotti kapcsolatot. Ertéke minden esetben a [0, 1] interval-
lumon van, a # = 0 bizonyos értelemben patologiai eset, de ahogy 0 tart a 0-hoz,
gy er6sodik az Osszefiiggés az extrém értékek kozott. Teljes fiiggetlenség esetén 6
értelemszerten 1. Az index konkrét értéke tobbféleképpen értelmezhets, az egyik
leggyakoribb és legkézenfekvébb tigy tekinteni f-ra, mint az atlagos klaszterméret re-
ciproka. Az extrém index becslései modszereirsl ad attekintést Ferro és Segers (2003)

munkéja.

3.2. Extrém értékek leirasa pontfolyamatokkal

Egy pontfolyamatra gondolhatunk tugy, mint X; pontok véletlenszertd eloszlasara a
térben. Ebben az alpontban ezen folyamatokkal foglalkozunk, a targyalads Resnick
(2008)) és Embrechts és tsai. (1997) menetét koveti. Elsé lépésben bevezetjitk az
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extrém értékek sztenderd pontfolyamat karakterizaciojat, majd az alapvets fogalmak
bemutatasa utan kitériink a jelolt pontfolyamatok elméletére. A tovabbiakban az
eddigiekhez hasonl6an, itt is az angol roviditéseket hasznéljuk.

A teret, melyben a pontok szorédhatnak allapottérnek hivjuk és E-vel jeloljiik.
Annak ellenére, hogy az itt leirtak altalanosabb tereken is érvényesek, a dolgozat
kontextusaban érdemes E-re a pozitiv félegyenes adott intervallumaként gondolni.
E egy kompakt halmaz, jelolje £ az E részhalmazaibol allo6 Borel o-algebrat, e,

pedig a Dirac mértéket £-n, vagyis

1 reA
€(A) = Acé.
0 r g A
Adott (z;);>1 € E sorozatra legyen

m(A) = card{i:x; € A} =) €, (A), A€E.

=1

m(A) egy szamlalo mérték E-n, amelyet pont mértéknek hivunk, amennyiben
m(H) < oo, YH € & halmazra. Jelblje K,(EF) az E allapottéren értelmezett
pont mértékek terét, és definialjuk a K,(E) = o{m € K,(E) : m(F) € B} o-
algebrat, tetszéleges F' € € és B € B([0; 00]). mellett. Természetesen a céljainkhoz
B € B([0;0]) a sziikségesnél nagyobb altalanositas, de konzisztensek maradunk a
szakirodalmakban leirtakkal. Ezek utan mar megadhatjuk a pontfolyamat definicio-

jat:

5. Definicid. pontfolyamatnak nevezzik adott E halmazon eqy valdsziniségi mezdbdl
az
N:(Q, F,P)— (K,(E),K,(E))

mérhetd leképezést.

Egy pontfolyamat egyszerd, ha © € E esetén P(N({z}) < 1) = 1. A szdmunkra

legfontosabb ilyen leképezés a szintmeghaladasok pontfolyamata, melyet az alabbi
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modon definidlhatunk:

n

Na() =) es(Mpxsap, n=1,2,..., (10)

i=1

Ennek a pontfolyamatnak az allapottere £ = (0,1], és azt adja meg, hogy az
Xi,...,X, - ebben az alpontban még IID - valdésziniiségi valtozok sorozata hény-
szor lépi til az uw szintet. Ezt konnyen parhuzamba allithatjuk az els6 alpontban
leirtakkal; jelolje X, ,, < ... < Xy, az Xi,..., X, valtozok rendezett mintajat, ek-

kor:

{NL(0,1] < k} ={card{i <n: X; >u} <k}
= {Az X valtozokbol kevesebb mint k nagyobb u-nal}

Ha egy kisérletet sokszor megismétliink, akkor a "sikeres" kimenetelek szama bi-
nomidlis eloszlasi, n és p paraméterekkel, azaz Binom(n,p). A Poisson-eloszlas egyik
alapvetd tulajdonséga, hogy elGall a binomidlis eloszlas hatarértékeként n végtelenbe
tartasa mellett, feltéve, hogy az np szorzat konstans marad. Hasonl6 éllapithaté meg
a pontfolyamatok esetében is, ahol esetiinkben a sikert egy adott kiisz6b meghala-
dasa jelenti. A kovetkezd definicioban A egy Radon mérték £-n, azaz A(A) < oo
minden A C E kompakt halmazra.

6. Definici6. (Poisson pontfolyamat)
Egy N pontfolyamatot A paraméterd Poisson pontfolyamatnak hivunk (PPM(A)-
vel jeloljiik), ha a kovetkezd két feltétel teljesiil:

(a) A€ & esetén

e M BANE g A (4) < oo,
P(N(A) = k) = ‘ k> 0. (11)
0 ha A(A) = oo,

(b) Ha Ay, ..., A, pdaronként diszjunkt halmazok E-ben, akkor N(Ay), ..., N(An)
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fiiggetlen valdszinidségi vdltozok.

A folyamat intenzitasfiiggvényén a A mérték Radon-Nikodym derivaltjat értjiik
(vagyis VA C & halmazra A(A) = [, A(z)dz), melyet A-val jelolink. A Poisson
pontfolyamatra az SEMPP modell illeszkedésvizsgalatanal lesz sziikségiink. A szint-
meghaladasok pontfolyamata enyhe feltételek mellett gyengén konvergal a Poisson
pontfolyamathoz (Resnick 2008)).

3.3. Jelolt pontfolyamatok

3.3.1. Matematikai hattér

Sok esetben nem csak adott események idébeli eloszldsa érdekel minket. Kéaresemé-
nyek bekdvetkezésénél fontos a karnagysigok eloszldsdnak vizsgilata, a biztositod
ban leirtak érvényesek maradnak abban az esetben is, ha a Z;, Z,, ... valoszin{iségi
valtozok altalanosabb allapottéren szorodnak. Tegyiik fel, hogy minden n € N-
re, Z, = (T, M,), ahol T,, € [0,T] jelzi az extrém karesemény bekovetkezésének
idépontjat, M, € M = (u,00) pedig a kar nagysagat egy el6re meghatarozott u

kiiszobérték felett. Bevezethetd az alabbi definicio:

7. Definicid. (Jeldlt pontfolyamat)

Jelolt pontfolyamatnak (MPP) nevezzik az olyan két vagy tébbdimenzids pontfo-
lyamatot, melyben az iddbeli pontok az X, a "jelek” pedig az M teljes szepardbilis met-
rikus terek pontjai, tehdt egy olyan pontfolyamatrdl beszéliink, melyben a (x;,m;) pd-
rok az X x M térben helyezkednek el, azzal a megkdtéssel, hogy az alapfolyamat N,(-)
maga is egy pontfolyamat, vagyis korldtos A € Bx-re, Ny(A) = N(A x M) < 0.

Nem minden szorzattéren értelmezett pontfolyamat jelolt pontfolyamat, mivel
példaul a kétvaltozos Poisson folyamat R2-en 1 valoszintiséggel nem korlatos minden

Borel halmazon (Daley és Vere-Jones 2006). Egy MPP egyszert, ha az N, alapfolya-
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mata egyszeri. A kévetkezd allitas az E = [0, 1] x M, ,¢ allapottéren értelmezett

n
N :ZE . C—an
T2 ()

MPP gyenge konvergenciajat irja le, mely Li és tsai. (2021) munkajaban talalhato 1.

allitas.

1. Allitas. Legyen X1, Xo, ... IID valdszindségi vdltozdk sorozata megfeleld H,-¢
eloszldasfigguénnyel. Ekkor, n — oo mellett a fenti N,, sorozat gyengén konvergdl eqy,
a (11)-es egyenletben definidlt N Poisson pontfolyamathoz A intenzitasfiggvénnyel,
melyet a AN(A) = —(ta — t1)In{H,,¢(x)} egyenldség ad, tetszdleges A = [t1,ts] X

(x,mg] halmazra, 0 < t; <ty <1 ésx € (my, my) mellett.

Az 1. Allitasbol kizvetleniil levezethets, hogy a jeldlt pontfolyamatok keret-
rendszere magéban foglalja a tradicionélis blokk-maxima és szinttulépési modszere-
ket (Li és tsai. [2021)). Ahogy azt a bevezetésben is emlitettiik, a hasznalt adatba-
zisban napi adatok allnak rendelkezésiinkre. Az eddig bevezetett pontfolyamatok
mind folytonos id6ben értelmezettek. Amennyiben az id6t diszkrét skaldn mérjiik -
példaul N-en - az allapottér megszamlalhatd, és egy A C £ halmaz akkor és csak
akkor kompakt, ha véges. A T1,Ts, ... valtozok ez esetben majdnem biztosan eltérd
véletlen idépontok £-ben. Igy a szintmeghaladasok jelolt pontfolyamatéanak N, alap-
folyamata reprezentalhato Y7, Ys, ... valoszintiségi valtozok sorozataval, ahol Y, =1
amennyiben esemény tortént az n € £ idépontban, és Y,, = 0 kiilénben.

Egy N jelolt pontfolyamatot egyértelmtien meghataroz az alapintenzitas-fiiggvénye
valamint a jelek eloszlasfiiggvénye, lasd Daley és Vere-Jones (2006) 7.3.IV allitas.
Az alapintenzitas-fiiggvény leirja egy adott esemény bekovetkezésének gyakorisa-
gat. Fontos tulajdonsaga, hogy tetszGleges ¢ id6pontban nem csak ¢ értéke, ha-
nem a folyamat alakulasa valamely t; < t id6pontig bezarolag is befolyasolhatja.
A tovabbiakban jelolje H; a megfigyelt események halmazat a t id6pontig, vagyis
Hy = {(tiym;) Vi : t; < t}, H; pedig N(t,m) természetes filtraciojat, és legyen
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H, =oc{N(s,m): s < t}. Egy jelolt pontfolyamat feltételes intenzitas-fiiggvényét a

) 1
At | Ha) = Jim 5= P(Nyy(t.m) > 0| Hy-) (12)
egyenlettel definialjuk, ahol Ny, (t,m) a [t,t+9) x [m, m+n) halmazba esé események

szamat adja meg. Az alapintenzitas-fiiggvény pedig a
1
Ag(t,01,...,0m | Hio) =lim —P(Ns(t) > 0| Hy-) (13)
500

alakot ¢lti, ahol 6;,...,6, € ©, a paraméterek. Kényelmi okokbél a paramétereket
a tovabbiakban elhagyjuk, és csak A (¢t | H,_)-vel jeloljiik. Egy jelolt pontfolya-
mat feltételes intenzitasfiiggvénye mindig el6all az alapintenzitas-fliiggvény és a jelek

stirtiségfiiggvényének szorzataként (Daley és Vere-Jones 2006), tehat
A(t,m [ Heo) = At | He) f(m | He) (14)

Természetesen a jelek feltételes stirtiségfiiggvénye alatt is f(m,¢n, ..., 90, | Hio)-t
értjiik, ahol ¢y, ...,1, € ¥, a jelekhez tartozo paraméterek. A kovetkezd feladat egy

jelolt pontfolyamat likelihood-fiiggvényének kiszamitasa.

3.3.2. Likelihood-fiiggvény kiszamitasa MPP modellre

Els6 korben levezetjiik egy egyszerid folytonos pontfolyamat likelihood-fiiggvényét,
ahol az alapinzenzitas-fiiggvény csak az id6tdl fiigg, vagyis olyan alaka, mint a (13)-
mas egyenletben. A likelihood levezetéséhez sziikséges az N folyamat regularitasanak
feltételezése, definicidért lasd Daley és Vere-Jones (2006). Jeldlje tehat 7 a ¢ id6pont
el6tti utolso esemény idépontjat, 0,4 pedig a nulla kimenetet, tehat azt, hogy (7, t)
intervallumon nem tortént esemény. Jeloljiik W-vel a kévetkezd esemény feltételes

eloszlasat, azaz:

W(t|HeNDirpy) = P{T" >t | H- N Dirp),
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w(t | He N O¢rp))-vel pedig a hozza tartozo feltételes strtiségfiiggvényt. Ekkor az

alapintenzitas-fiiggvény elGall az alabbi alakban:

?,U(t ’ HT N @(7715))

A(t | He N Diry) = L—W(t | H, N D))

A kapott differencidlegyenletet megoldva kapjuk, hogy

t
Wt | H:NOrpy) =1 —exp {—/ Ag(w | Hr N Dirwy) du}

Felhasznalva a fenti 6sszefiiggést, az egyenletbdl kifejezhetjiik a feltételes stirtiségfiigg-

vényt:

¢
w(t | H, N ®(T,t)> = )\g(t | H, N @(r,t)) exp {—/ )\g(u | H, N @(Tm)) du}

Vizsgaljuk most a loglikelihood-fiiggvényt a [0, T'] intervallumon (altalanosabban ezt
megtehetnénk tetszéleges [T7, Ts] intervallumon is, ahol az intervallum el6tti értékek
explicit modon bekeriilnek a likelihoodba). Legyenek 0 <ty < --- <t, <T azi €N
események megfigyelt idépontjai, ekkor

19



1Og L= logw(t1 | HO N (Z)(o,m)) + Z logw<tz ’ Hti71 N Q(ti—lyti))

=2

+log (1 — W(T | He, N Osr))

n t1
=3 tom(t |74 - | 2| Ho 100
0

—Z/ g(u | Hey s N,y ) du
_/ g(u | th N (D(tn,u)) du
tn
T
= ) log (i | Hti)—/ A (t | Hy) dt
0

#:0<t;<T

A fenti gondolatmenet kiterjeszthet jelolt pontfolyamatokra, 1asd Daley és Vere-
Jones (2006) 7.3. fejezetét. Igy tehat az alabbi tételhez jutunk:

2. Tétel. (MPP likelihood-fiigguénye)

Legyen N egy reguldris MPP a [0,T] x M dllapottéren véges pozitiv T érték mel-
lett, {(t;,m1), ..., (tn, (). M, 1))} pedig a folyamat realizdcidi. Ekkor, a megfigyelt
folyamat likelihood-fiigguénye az aldbbi alakot olte:

L= NﬁAtz,ml eXp( / / (u,m dueM<dm)>
B Nﬁ Ag () Nﬁ)f(mi | i) | exp (— /OT Ag(u) du) : (15)

ahol Uxq az M térben a Lebesque mértékre vett referenciamérték.

Az egyenlGség jobb oldalat azon feltevés mellett kapjuk, hogy a jelek stirtiségfiigg-
vénye M felett kiintegralva 1-et ad. A jelek feltételes stirtiségfiiggvényét tartalmazo
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tagot L, az alapintenzitas-fiiggvényt tartalmazot pedig Lo jelolje. A fontosabb fo-
galmak és szamitasok tisztazasa utan attérhetiink az SEMPP modell targyalasara, a
diszkrét maximum likelihood becslés eljarasara, valamint az illeszkedésvizsgalathoz

és szimulacidhoz sziikséges elméletre.

4. SEMPP modell

4.1. A modell felirasa

Ahogy azt mar korabban emlitettiik, a természeti katasztrofak okozta karokra alta-
laban nem realis feltételezés, hogy fiiggetlen, azonos eloszlasiak. Ezt lattuk a 2.2-es
fejezetben is, az altalunk vizsgalt idésorban egyértelmiien van fiiggdségi struktira, a
megfigyeléseknél még a stacionaritas is megkérdgjelezhets. Az extrém index 0.47-es
értéke azt sejteti, hogy az extrém értékek kozott is jelentds a kapcsolat, ezt az 1.
abran is lathatjuk; egy kiiszob felett a megfigyelések gyakran klaszterez6dnek.

Az SEMPP keretrendszere lehet6vé teszi ilyen idGsorok szélséséges viselkedésé-
nek modellezését. Természetesen ennek a modszernek is megvan a maga hatranya;
a gyakorlatban rendszerint nehéz taldlni egy kell6en rugalmas és az adott idGsorra
jol illeszthets alakot a folyamat sztochasztikdjanak leirasara (Chavez-Demoulin és
tsai. [2005). Tanulményunkban az elgszér Alan G. Hawkes (Hawkes [1971; Hawkes
és Oakes 1974) altal bevezetett, és rola elnevezett Hawkes folyamat struktirajat
vessziik alapul. A kovetkezs egyenletek Li és tsai. (2021)) jelolésrendszerét kovetik.
Egy (folytonos) Hawkes folyamat olyan pontfolyamat, melynek sztochasztikus inten-

ritasfiiggvénye az alabbi:
At = C+u(t), Ve 0,T) (16)

ahol ( a folyamat héttérintenzitasa, amely az egyes klaszterek atlagos érkezési

idejét tiikrozi, valamint

)= Y ot =19 = [ ol =) N () (17)

it <t
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az oOngerjeszté komponens. A (16)-os egyenletben leirt Hawkes folyamatot li-
nearisnak nevezziik, ¢ a klaszterez6dés tendencidjat szabdlyozza, vagyis azt, hogy
mennyi id6 alatt all vissza \ a hattérratara. A fenti folyamat tisztan ongerjeszts
pontfolyamat (SEPP), ennek a fogalmat terjeszti ki az SEMPP, mely szamitasba ve-
szi a kolesonhatast az alapfolyamat és a jelek sirtiségfiiggvénye kozott. Egy SEMPP
alapfolyamata is A\, = ( 4+ v(t) alaki, azonban a (17)-es egyenletben definialt 6nger-

jeszt6 tag kiegésziil az alabbi modon:

)= 3 ot —t)gm) = [[ ot —sjgman.m). a9

ity <t

A g fiiggvény tetsz6leges t; id6pontban bekovetkezett m; esemény intenzitasfiigg-
vényre gyakorolt hatasat fejezi ki. Fzen a ponton érdemes szot ejteni a folytonos és
diszkrét modellek kozotti eltérésrél. Mig a folytonos modellben A, (s) értelmezhetd
annak a feltételes valoszintiségeként, hogy ismerve a folyamat maltjat az s id6pon-
tig bezarolag, az s id6pontot kovetd kicsiny [s, s + 0] intervallumon bekovetkezik egy
esemény, addig ez a diszkrét modell esetében nincs igy. Utobbi esetben az események
csak tq, 19, ... egész szamot felvevd idGpontokban torténhetnek, igy az alapintenzitas-

fiiggvény diszkrét pontfolyamat lesz, az események bekdvetkezését pedig - ahogy azt

korabban emlitettiik - binéris Y7, . .., Y7 sorozattal reprezentalhatjuk. A fent emlitett
feltételes valoszintiségek diszkrét megfelelGje a py, po, ..., pr sorozat, melyek Vi € N

idépontban p, = E(Y; | H,—1) = P(Y; = 1| Hy—1) képlettel definialhatok. Ezeket a
py értékeket természetesen a diszkrét folyamat alapintenzitas-fiiggvénybdl szarmaz-
tatjuk, igy sziikségiink van egy ¢ : R — [0, 1] fiiggvényre, amellyel annak minden
t idépontbeli értékét a megfelel§ intervallumra transzformélhatjuk. Ha 6sszeadjuk
a ty,to,...,tr idépontokban a p, értékeket, akkor megkapjuk az adott megfigyelési
id6re az események szamanak varhato értékét, igy a valos értékhez kozeli Zthl D a
modell megfeleld illeszkedését jelezheti. A o fliggvénynek szamtalan alakjat hasznal-
jak az irodalomban (Daley és Vere-Jones 2006), mi Li és tsai. (2021)) tanulményaban
alkalmazott ¢ = 1 — e~ transzformacios fiiggvényt valasztjuk. Diszkrét és folytonos
esetben is tetszGleges t id6pont el6tti események kihatnak az alapintenzitas-fiiggvény

jelenlegi értékére, megnovelve ezzel t-ben és az azt kovets id6pontokban egy esemény
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bekovetkezésének valoszintségét. A ¢ tugynevezett magfiiggvény és a ¢ fiiggvény
tehat egylittesen szabalyozzak az események hatasat a folyamat alakulasara. Az
alapintenzitas-fiiggvény valtozasat, valamint az ide tartozo feltételes valoszintisége-

ket az altalunk vizsgalt idGsoron az alabbi dbra szemlélteti:

Katrina 2005

Katrina 2005

érték

(a) Intenzitasfiiggvény alakulasa 2005 juni-  (b) Események bekovetkezésének feltételes
usa és oktobere kozott valosziniségei 2005 juniusa és oktobere ko-
z0tt

Datum

Détum

3. Abra. Az intenzitasfiiggvény és hozzatartozo feltételes valoszintiségek alakulasa

Ahogy az varhat6, a Katrina hurrikdn érkezésével jelentGsen megugrik az

alapintenzitas-fiiggvény értéke, mely csak hosszabb id6 utan &all vissza a normaél
szintre.

4.2. A jelek strtiségfiiggvénye - EGPD

Papastathopoulos és Tawn (2013) bevezetnek egy 1j eloszlascsaladot, amely az Alta-
lanos Pareto eloszlascsalad bovitése (Extended General Pareto Distribution, EGPD),
mellyel céljuk a POT modszertan stabilitasanak javitasa. Ezt egy tovabbi x skalapa-
raméter hozzadadasanak segitségével érik el, mellyel az eloszlas pontosabban leirhato,
széleinek karakterisztikait valtozatlanul hagyva. Minden egyes EGPD eloszlas egy
X =oH; L(V) integraltranszformécion keresztiil definialhato, ahol H; ! az altala-
nositott Pareto eloszlas kvantilisfiiggvénye és V' egy (0, 1) intervallumon értelmezett
valoszintségi valtozo. Ekkor F,(z) = G {H¢ (£)}, n = (€,0), a megfelel§ siirtiség-
fiiggvény pedig « € (0,00) mellett f,(z) = o he (£) g {He (£)}. Annak érdekében,
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hogy egy EGPD kell6en megragadja az eloszlas als6 végét, amellett, hogy a jobbol-
dali farokviselkedés karakterizicidja valtozatlan maradjon, sziikségiink van megfeleld
G, kapocsfiiggvény talalasara. Naveau és tsai. (2016) kiiszobérték valasztasa nélkiil
parhuzamosan modellezik az alacsony, kdzepes és magas intenzitasu csapadékokat.
Mivel a vizsgalt eloszlas az egész pozitiv félegyenesre kiterjed, igy az also és fels6
farokviselkedés szimultan karakterizacioja kiemelt figyelmet kap. Ennek érdekében
elemzésiikben 3 fajta kapocsfiiggvényt targyalnak. Li és tsai. (2021) az extrém ala-
csony vizszintek kiiszob koriili koncentraciojabol, és az eloszlas jobboldali szélének
vastagsagabol kifolyolag hasonlé probléméval szembesiilnek. Mindkét tanulmény-
ban sikeresen alkalmazzdk a béta kapocsfiiggvényt a kutatasi kérdés vizsgalatahoz.
Ahogy az a 2. fejezetben bemutatéasra keriilt, az NFIP adatbéazisa jelentGsen balra
d6ls, jobbra elnyild, valamint a kiiszobérték kornyezetében is nagy az extrém ké-
rok koncentracioja, igy jogos a feltételezés, hogy itt is az el6z6 kettd tanulmanyhoz
hasonl6é probléméval talaljuk szemben magunkat.

Tovabbra is célunk, hogy a folyamat multbeli alakulédsa egyarant hatéssal legyen
a jovGbeli események bekovetkezésének idépontjaira, valamint a hozzajuk tartozo
kadrnagysagok mértékére. Ennek érdekében a jelek eloszlasanak skalaparaméterét
id6tol fliggoveé tessziik v(t), azaz az ongerjesztd kapocsfiiggvény segitségével, melyet
a (17)-es egyenletben definidltunk. A skalaparaméter tehat a o, = 5y + S1v(t) alakot
olti. Ennek koszonhetGen az extrém karok klaszterez6dési tendencidja leirhatova
valik a SEMPP modell illesztésével. A jelek feltételes stirtiségfiiggvénye tehat az
alabbi:

o | 040 = o g {11 () e (2. (19)

ahol g, = G'..
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4.3. Modellillesztés, illeszkedésvizsgalat, klaszterreprezenta-
cid, szimulacid
4.3.1. A loglikelihood-fiiggvény felirasa

Az MPP modellezésnél leirtaknak megfelelen egy SEMPP modellt is teljesen karak-
terizal az alapintenzitas-fiiggvényének (16) és a jelek feltételes stirtiségfiiggvényének
(19) szorzata. t € {1,...,T} esetén a diszkrét idejii SEMPP intenzitasfiiggvénye az
alabbi alakot olti:

Avi e () = {pefar (me | Ve =1, Heo0)} (1= po)' (20)

Adott u kiiszobérték mellett jelolje az események szamat n,,. Ekkor a diszkrét mo-
dell paramétereinek becslését megkaphatjuk az In(Ly)—+In(Ls) loglikelihood-fiiggvény

maximalizaldséval, ahol
In(L;) = Zln (f(m; | t:))
i=1
és

In(L2) = > {yeIn(pe) + (1 — ) In(1 — py)}

ahol természetesen p, = ©{C + v(t)}, y; értéke pedig 1 ha tortént esemény, 0 kiilon-
ben. Az egyenletekbdl kiolvashatjuk, hogy In(L;) és In(Ls) értékei nem fiiggetlenek,

mivel a kézos v(t) ongerjeszts tag Osszekoti Gket, igy egyiittesen maximalizalandok.

A modell illeszkedése két szempontbol ellendrizendd; egyrészt sziikséges meghizo-
nyosodni arr6l, hogy sikeriilt az extrém kéresemények idGbeli eloszlasat megfelelGen
megragadni, valamint a jelek becsiilt eloszlasanak is kielégitének kell lennie. Az
id6dimenzidbeli illeszkedésvizsgalatot szokas reziduélis elemzésnek is nevezni, mely-
nek modszere véletlen idGtranszformécion alapszik. Az elméleti hatterét Daley és
Vere-Jones (2006) konyvének 7.4.IV allitasa adja:

2. Allitas. Legyen N egy pontfolyamat folytonos \ intenzitdsfiigguénnyel és legyen
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At) = fot A(s)ds. Ha at; realizicick N pontfolyamatbdl szdrmaznak, akkor 1 vald-

szintséggel a 7, = A(t;) transzformdlt sorozat egqy egységratdaji PPM realizdcidja.

Diszkrét pontfolyamat esetében az integrilt egyszertien felvaltja egy véges szum-
ma (Li és tsai. 2021)), tehat A(¢;) = p1 + ... + py,. Ezéltal az illeszkedésvizsga-
lat kimeriil annyiban, hogy adott becsiilt intenzitasfiiggvény mellett megfigyeljiik
a transzforméalt id6épontok eltavolodasat egységrataju PPM-t6l. Az utébbi folya-
mat jol ismert tulajdonsiga azonban, hogy az események szaméara feltételesen az
érkezési idGk egyenletes eloszlastuak és fiiggetlenek, azaz a transzformalt idépontok
71 = A(t1), ..., 7 = A(t,) sora egy egységrataju Poisson folyamat érkezési idejei (Mi-
chaletzky [2001). Ezzel ekvivalensen a skalazott w; = 7 /A(T) < ... < w, = 7,,/A(T)
sorozat rendezett mintat alkot egy U(0,1) eloszlasbol. Ezt a hipotézist konnyen el-
lendrizhetjiik vizualisan egy valdszintiségi dbra segitségével az (1/n,©y), ..., (1,0,)
parok abréazolasaval, statisztikailag pedig a Kolmogorov-Smirnov teszt elvégzésével,
ahol a nullhipotézis elfogadasa mellett megfelelének tekinthets az illeszkedés (Li és
tsai. 2021).

Ami a jelek eloszlasanak illeszkedésvizsgalatat illeti, ezt ellenérizhetjiik a szo-
kasos modon: valoszintiségi és kvantilis abrak segitségével. Azonban a modell je-
lei olyan EGP eloszlasfiiggvénytiek, melynek forma-paramétere konstans, viszont
skalaparamétere id6ben valtozé és v(t)-t6l fligg. Ez heterogenitéast idéz el a je-
lek eloszlasaban, amelyt6l meg kell szabadulni az illeszkedésvizsgalat elvégzése elGtt.
Ezt ugy tessziik, hogy a jeleket egy valészintiségi integraltranszforméacion keresztiil

sztenderdizaljuk, azaz elvégezziik az

- fm (X))o fo- (o))

atalakitast. A paraméterek becslése utan a sztenderdizalt jelek megkozelitéleg fiig-
getlenek és U(0, 1) eloszlasuak. Az abrak elkészitéséhez valasztanunk kell egy refe-
rencia eloszlasfiiggvényt (jeloljiik ezt Fy-nal), majd az X, — FH(U;) transzformacio

elvégzése utdn az X, jelek koriilbeliil Fy eloszlasuak. Igy mar készithetiink egy va-
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16szintiségi Abrat minden ¢ € {1,...,n} index mellett a

(nil’FY(ji)) - (nil’Fy {FY1<“(“)}) - <ni1’“("))

parokkal. Ez az dbra nem fiigg az Fy referencia-eloszlas megvalasztésatol (Li és tsai.
2021). Ezzel szemben a kvantilis abra (Fy' {5}, Fy M (ugy)) minden € {1,...,n}-

re, igy ez méar fiigg Fy-t6l. Gyakori vilasztas az Fy fiiggvényre az egységratdja

exponencialis eloszlas, hiszen ez eldall a GPD hatareloszlasaként £ — 0 mellett (Em-
brechts és tsai. 1997). Ezzel a valasztassal X, = —In(1 — U;). A kvantilis abra gy
i€ {l,...,n} mellett a

(i) i w) = (1) o)

parokat tartalmazza. Mindkett§ alkalmas a modell validacidojanak elvégzésére, a

kvantilis d4bra f6leg abban az esetben hasznos, ha az eloszlas fels§ értékeinek illesz-

kedését vizsgaljuk.

4.3.2. Szimulacié a klaszterreprezentacié segitségével

Folytonos esetben a legelterjedtebb modszer jelolt pontfolyamatok szimulélasara a
ritkitasi algoritmus, melyet Ogata (1981) vezetett be. A modszer lényege, hogy a
lehetséges klaszterkozepeket egy homogén PPM generalja, majd ezen pontokat vala-
milyen elére meghatarozott sztochasztikus szabaly alapjan megritkitjuk. A ritkitasra
azért van sziikség, mert a szimulécié soran hasznalt homogén PPM paraméterének
az illesztett modell intenzitasfiiggvényének valamely fels6 hatarat szoktak valaszta-
ni. Minthogy ezzel az eljarassal nem csak ¢; € N klaszterkozepeket kapunk, igy ez a
modszer nem alkalmazhato diszkrét esetben. Szerencsére a folyamat klaszterrepre-
zentaciojan alapuld szimulécioé egyarant alkalmazhato mind folytonos, mind diszkrét
modelleknél.

Elméleti és gyakorlati szempontboél a klaszter folyamat a pontfolyamatok kozott

az egyik legszélesebb korben alkalmazott és kutatott folyamat. Alkalmazasi teriileté-
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nek palettdja igen sokszint, mivel a két-, és haromdimenziés térben elhelyezkedd
jelenségek modellezésének természetesen megjelend objektumai. Segitségiikkel vizs-
galjak tobbek kozott vulkankitoré-sek, sorbandllasi rendszerek, populaciok, csillagok
viselkedését. Egy klaszter folyamat felépitése két {6 alkotoelembdl all Gssze, ezek a
klaszterek, valamint és az egyes klaszterek elemeinek elhelyezkedése, melyeket N,
illetve N(- | ¢;) folyamatok generaljak (Daley és Vere-Jones 2006). Hawkes és Oa-
kes (1974) bebizonyitjak, hogy tetszéleges véges intenzitasfiiggvényti, stacionarius
ongerjeszt6 folyamat reprezentalhato klaszter folyamatként. Ez intuitiv modon a
kovetkezSképpen zajlik. Minden egyes esemény besorolhatd bevandorlé illetve utod
kategoriaba. Minden bevandorlé a folyamat agazasi struktiraja szerint general uto-
dokat. Egy bevandorlo az utédjaival egyiitt alkot egy klasztert. Diszkrét esetben
a klaszterreprezentacio egy igen egyszeri folyamatot eredményez; a bevandorlokat -
azaz a klaszterek kezdGpontjait - egy homogén Bernoulli folyamat generalja, mely-
nek parameétere ¢((), igy a klaszterszam a [0, T intervallumon binomiélis eloszlast
©()T varhato értékkel. Minden bevandorlé general egy utodot egy inhomogén Ber-
noulli folyamat szerint, melynek a paraméterét a folyamat ongerjeszté tagja, vagyis
v, moduldlja és a "siker" valoszintsége ¢{)\,(t)}. Egy klaszter megsziinik, amint
egy Uj esemény bekovetkezésének valosziniisége visszaall az alaphelyzetbe. A diszk-
rét klaszterreprezentacié felirasabol adoddan a kiilonbozé statisztikdk - példaul a

szintmeghaladas hossza, a visszatérési id6 - aranylag egyszertien meghatarozhatoak.

5. Modellezés eredményei

5.1. SEMPP modell illesztése

A maésodik fejezetben leirtaknak megfelel6en az elemzés soran aggregalt napi adatok-
kal dolgozunk. Statisztikai szempontbol egy adott napra es arvizkart akkor tekin-
tiink extrémnek, ha értéke meghaladja az u kiiszobértéket. Ezen kiiszobérték helyes
megvalasztasaban nyujt segitséget a (7)-es egyenletben definialt atlagos szintmeg-
haladési fiiggvény abrazolédsa az empirikus adatokat felhasznélva. Az alabbi dbra a

kénnyebb interpretacio érdekében a logaritmizalt adatsor értékei alapjan késziilt.
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E[X-u|X>u]

0 5 10 15 20
Kiiszobérték (log-skalan)

4. dbra. Empirikus atlagos szintmeghaladési fiiggvénye a napi szinten aggregalt NFIP
arvizkaroknak

Az abran lathato vildgoskék sav a 95 szazalékos konfidenciaintervallumot jeloli.
Lathato, hogy az atlagos szintmeghaladas fliggvény nagyjabol 15 koriil valik linea-
rissé, igy az u kiiszobértéknek e = 3 269 017 USD, vagyis 0.0032 milliard dollart
valasztjuk. Ezzel az adatsorunkba 561 megfigyelés (¢;, m;) keriil, ahol ha az adott nap
karnagysagat x;-vel jeloljiik akkor m; = x; — u. Az extrém értékek idGsoranak lét-
rehozésakor az adatokon SEMPP modell esetén nem végziink deklaszterezést, igy az
klaszter-tendenciara vonatkozo informaciotartalom megmarad. Iddsorunk esetében
az alkalmazott u kiiszobérték mellett 0.47-es értéket kapunk az extrém index értékeé-
re, azaz szignifikinsan klaszterez6dnek az extrém értékek az u kiiszobérték felett, a

becsiilt atlagos klaszternagysag tehat 1/0.47 = 2.12.
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5.1.1. Az alapintenzitas-fiiggvény meghatarozasa

Ahhoz, hogy az SEMPP alapfolyamatat meghatarozzuk, valasztanunk kell egy g ha-
tasfliggvényt és egy ¢ magfiiggvényt a (18)-as egyenlet alapjan. Ezek megvalasztéasa
altalaban nem egyértelmt. Gyakran hasznalt valtozatai g-nek kiilonb6z6 exponenci-
alis (e°™), linearis (1 + om) fiiggvények, ¢-nek pedig exponencialis lecsengési, logit,
esetleg autoregressziv tagokat magaban foglalo fiiggvényeket is szoktak valasztani.
Li és tsai. (2021) tanulmanyaban a (16)-os egyenletben talalhato az alkalmazott
alapintenzitas-fiiggvény alakja, g = 1+tanh(dm) és ¢ = exp{—(t;—1t)} fiiggvények-
kel. Cikkiikben az aszaly jelenségével foglalkoztak, melynek nagysaga természetébdl
adodoan szigoru fels6 hatéra van, valamint folytonos modellt is illesztettek, igy abban
a stacionaritas feltételének teljesiiléséhez elengedhetetlen volt korlatos g fiiggvény va-
lasztéasa. Minket az utobbi probléma nem érint, mivel diszkrét modellt illesztiink,
valamint a karnagysagok jellegébdl adoddan inkabb g(m) = {1 + log(1 + dm)} ha-
tasfiiggvényt mellett dontiink. Ami a magfiiggvényt illeti, hosszas kisérletezés utan,

hatvanyosan lecsengé ¢ fiiggvényt valasztjuk, mely jobban Gsszhang-

) = e
ban van a klaszternagysagok alacsony, 2.12-es varhato értékével. Li és tsai. (2021))
aszalyok viselkedésének elemzésénél az erGteljes szezonalités jelenléte miatt a téli ho-
napokra (-ra korlatozzédk az alapintenzitas-fiiggvényt, azonban a mi idGsorunkban
ilyen jellegi probléma nem all fenn, hiszen nagyjabol azonos aranyban torténtek
extrém karesetek az egyes évszakokban. A folyamat végsé alapintenzitas-fliggvénye

tehat az alabbi alakot Olti:

1
(L+y(t: —1))*

A(t) = C+w(t) =C+9 > {1+log(l+ 6m;)} (21)

ity <t

ahol ¢ € [0,00), 0 € [0,00), v € [0, 00) paraméterek, ¢-re azért van sziikség, hogy § =
0 rogzitése mellett SEPP modellt kapjunk. A transzformacio-fliggvény a korabban
emlitett, igy p, = 1 — e*®.
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5.1.2. Becsiilt paraméterek

A 4.3.1-es fejezetben, a (20)-as egyenletbdl levezetett loglikelihood-fiiggvény maxima-
lizalasa numerikus modszerekkel végezhetd el, melyhez eszkoziil a Newton-modszerrel
kalkulalo (Dennis és Schnabel 1982) nlm beépitett optimalizalo fiiggvényt hasznal-
juk. A fiiggvény érzékeny a kiindulé paraméterekre, igy a konvergenciahibak kikii-
szObolése érdekében a kiilonboz§ paraméterekkel és stiriiségfiiggvényekkel rendelkezd
modellek mindegyikénél elszor a BFGS (Nocedal és Wright [2006) algoritmust al-
kalmazzuk, majd az igy kapott értékekbdl inditjuk az optimalizaciot. A jelek stri-
ségfliggvényéhez tartozo kapocsfiiggvénynek Li és tsai. (2021) munkajahoz hasonléan
béta-fiiggvényt valasztunk, tehat G, (v) = v". A loglikelihood-fiiggvény maximaliza-
lasaval becsiilt paramétereket a kovetkez§ tablazat tartalmazza, a Hesse-méatrixbol

szamolt sztenderd hibak és t-értékek mellett:

Paraméter ¢ P ~y 0 1S 5o 51 K

Becslés 0.014 228.24 30.561 164.87 1.083 0.003 1.769 1.039
Std. hiba 0.001 202.72 14.027 130.03 0.107 0.001 1.656 0.127
t-érték 14.187 1.126 2179 1.268 10.085 3.816 1.068 8.201

1. tablazat. A modell illesztett paramétereinek becslései, sztenderd hibai és t-értékei

A loglikelihood-fiiggvény maximalis értéke -28.4. ¢ = 0.014 azt jelenti, hogy az
évente jelentkez6 bevandorlok, azaz klaszterek szama 0.014 x 365 = 5.1. A tovabbi
érdekes informaciotartalommal rendelkezG paraméterek & és k. & becsiilt értéke 1-nél
nagyobb, ami azt jelenti, hogy az illesztett eloszlasnak nem létezik egyik momen-
tuma sem, vagyis méar varhato értéke is végtelen. Ez nem meglepé eredmény, ha
figyelembe vessziik a modellezett karok jellegét. Ahogy Papastathopoulos és Tawn
(2013) bemutatja, x = 1 mellett az EGPD eloszlas ekvivalens a GPD eloszlassal.
A megfelel§ sztenderd hiba értékébdl lathatjuk, hogy az illesztett x érték nem tér
el szignifikinsan 1-t6l, azaz a GPD eloszlas megfelel§ az extrém arvizkarok lefrasa-
ra. A [y paraméterbdl leolvashatd, hogy a 4.2-es fejezetben definialt id6tdl fiiggs
oy skdlaparaméter minimalis értéke 0.03. Azonban feltiinhet, hogy egyes paraméte-

rek, példaul v,y valamint ¢ értékei meglehet&sen nagyok, amelett, hogy a hozzajuk
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tartozo t-értékek alacsonyak. Ez két okbol is gondot okozhat. ElsGsorban a (21)-es
egyenletbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a nagy paraméterek tulilleszkedést jelez-
hetnek, hiszen ezek a tagok mind v(t)-t kontrollaljak, a modell nehezen hatéarozza
meg a kdrnagysidgok pontos hatésat. Masodszor, a magas t-értékek azt jelentik,
hogy a paraméterek becslése instabil. Linearis regresszional hasonlé problémakat
gyakran a loglikelihood-fiiggvénybe tett regularizacios tagok alkalmazésaval orvosol-
jak (Wooldridge 2016). Ezt a megkozelitést alkalmazzuk mi is, regularizacios tagnak
a paraméterek négyzetének Osszegét allapitjuk meg 0.01-gyvel megszorozva, ezzel az
alabbi tablazatot kapjuk:

Paraméter ¢ P v ) £ 5o B1 K

Becslés 0.014 15.080 5.934 19.508 1.091 0.003 0.127 1.034
Std. hiba, 0.001 4.281 0.952 4.526 0.108 0.001 0.053 0.126
t-érték 13.952 3.522 6.234 4.310 10.084 3.797 2411 8.188

2. tablazat. A modell illesztett paramétereinek becslései, sztenderd hibai és t-értékei
regularizacioval

Lathatjuk, hogy a hattérintenzitds valtozatlan, valamint a karnagysagok el-
oszlasdnak & paramétere mellett x értéke is megkozelitGleg egyezik. A t-értékek
mind 2 felettiek, igy a paraméterek becslése pontosnak mondhato. Az ide tar-
tozo6 loglikelihood-fiiggvény maximalis értéke -31.4. Az elkovetkezend&kben ezt a
masodik megkozelitést preferdljuk. Az SEMPP modell mellett § = 0 fixalasaval
illesztiink egy SEPP modellt is, melyben a jelek nagysiga nincs hatassal a folyamat
alapintenzités-fiiggvényére. Ennek az illesztett paraméterei az aldbbi tablazatban
lathatoak:

Paraméter ¢ W v ) 19 Bo B K
Becslés 0.014 15.093 5.295 0 1.197 0.003 0.107 1.064

3. tablazat. Az SEPP modell becsiilt paraméterei

Ebben az esetben is hasonlé mondhaté el ¢, £ és k értékeir6l mint az SEMPP
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modellnél, megjegyzendd azonban, hogy az optimumban a loglikelihood-fiiggvény
-69.2-re csokkent.

5.2. Illeszkedésvizsgalat, 6sszehasonlitas a klasszikus modellel

A harmadik fejezetben leirtaknak megfelelen a deklaszterezett empirikus karnagysag-
okra illesztiink egy hagyomanyos pontfolyamat modellt is, ugyanazon u kiiszébérték
feletti megfigyelésekre. Ezen modositott idGsor megfigyelései mar fiiggetlenek, azon-
ban igy csak 309 extrém értékre illeszthetjiik az eloszlast, tehat jelentGs informécio-
veszteséggel kell szembenézniink. Ezen modell skalaparamétere és hattérintenzitasa
id6ben konstans, a becsiilt paraméterei a 3. tablazatban lathatoak. A hattérintenzi-
tas 0.018-as értéke valamivel nagyobb, mint a SEMPP modell esetében, ami annak
ellenére, hogy az idGsorban kevesebb megfigyelés taldlhaté nem meglepd, hiszen a
modell feltétele, valamint a deklaszterezés eredménye az u feletti megfigyelések fiig-
getlensége, mely az ATD fiiggvény dbrazolasat vizsgalva teljesiil. A héattérintenzitas
becsiilt értéke ebben az esetben egyszertien az extrém karok szdma elosztva a vizsgélt

id@szak hosszaval.

Paraméter Hattérintenzitas o &
Becslés 0.018 0.0563  1.289
Std. hiba - 0.004  0.043
t-érték - 13.250 29.977

4. tablazat. A Poisson pontfolyamat modell illesztett paramétereinek becslései, szten-
derd hibai és t-értékei

Az itt taglalt modellben a jelek nagysaga fiiggetlen a folyamat alakulasatol, & ér-
téke magasabb mint az SEMPP modell esetében, tehat az illesztett GPD eloszlasnak
szintén nem létezik a varhato értéke. Az id6ben konstans becsiilt skdlaparaméter
értéke 0.053, ennek majd a szimulacioval foglalkozo fejezetben lesz jelentGsége. Az
alabbi két abran a SEMPP és SEPP modellek 4.3.1-es fejezetben taglalt rezidudlis

illeszkedésvizsgalata lathato.
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5. abra. Reziduélis tesztek valoszintiségi abréi: bal oldalon az SEMPP, jobb oldalon
az SEPP modell transzforméciéval

Tokéletes illeszkedés esetén a transzformalt id6pontok kék vonal rasimulna a pi-
ros rerefencia vonalra. A két abra igen hasonlé, azonban a SEPP modell esetében a
transzformalt id6pontok vonala egy kicsivel kilép a konfidenciaintervallumok hatéa-
rolta savbol, igy az illeszkedése 5 szazalékos szignifikanciaszinten nem megfelels. Ezt
tamasztja ala az ugyancsak a 4.3.1-es fejezetben emlitett Kolmogorov-Smirnov teszt
p-értékei, melyek rendre 0.101 és 0.014, vagyis az SEPP modell nem ragadja meg
kell6en az extrém karok idGbeli eloszldsat. Ez megerGsiti azt a hipotézist, hogy az
extrém kirnagysagok folyamatéanak alakulasaban az egyes jelek értékei nem hagyha-
tok figyelmen kiviil. Ez a jelenség hasonlo a foldrengéseket kutatok tapasztalataihoz,
miszerint egy-egy nagyobb esemény utdn megnovekedik a tovabbi események beko-
vetkezésének valoszintsége (Ogata 1988). Egy lehetséges magyarazata ennek, hogy
egy ekkora teriiletre kiterjedd portfolio esetén egy folyd valamely vizgy(ijté teriiletén
bekovetkez6 természeti katasztrofa jelentGsen megndvelheti a vizszintet, mely tjabb
karokhoz vezethet a késébbiekben az adott folyé mentén. A jelek dimenzidjanak

illeszkedésvizsgalata a kovetkezd két dbran lathato:
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6. abra. Exponenciélis kvantilis-abrdk SEMPP és SEPP modellek esetében

A két abra kozotti eltérés alig észrevehetd, talan valamivel jobban illeszkedik
az SEMPP modell az extrém karnagysigokra, azonban a megfelel6 Kolmogorov-
Smirnov teszt mindkét modelt adekvatnak tekinti ebbdl a szempontbol. A loglikeli-
hood-fiiggvények optimumbeli értékének jelent&s kiilonbsége tehat az id6dimenziobeli
illeszkedés eltérésére vezethetd vissza. A szimulacié soran ezért az SEMPP modell

paramétereit hasznaljuk fel.

6. Szimulaciés eredmények, viszontbiztositasi példa

a modell alkalmazasara

6.1. Szimulacidé

Ahogy azt az el6z6 fejezetben bemutattuk, az illesztett modellek minden esetben vég-
telen varhato értéki GPD eloszlést eredményeznek. Egy fix portfolié vizsgalatakor
azonban nem realis az, ha egyetlen extrém karesemény esetén példaul 200 milliard
dollaros karnagysagot kapunk. Ilyen események a szimulacié soran igen ritkédn for-

dulnak el6, azonban az eredményeket igen siilyosan torzithatjak. FEzen probléma
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kikiiszobolése érdekében néhany feltételezéssel és egyszertisitéssel kell élniink. A szi-
muléciok soran a kiiszobérték feletti maximaélis napi karnagysagot 12 millidrd dollarra
korlatozzuk, mely csaknem a Katrina hurrikin miatt felmeriil6 karok kétszerese. A
szimulacios algoritmus a 4.3.2-es fejezetben leirtak logikdjat koveti. Szamitasi szem-
pontbdl igen kedvezé6tlen lenne, ha minden egyes esemény hatésat végigfuttatnank az
egész vizsgalt intervallumon, igy az egyes hatasokkal maximum 8 napig kalkulalunk.
Természetesen a generdlt események szdmanak varhato értéke az ablak varialasaval
parhuzamosan valtozik, azonban tobbszori proba utan levonhato az a kovetkeztetés,
hogy az ablakméret 5 feletti értékei kézott inszignifikdns az eltérés. Ezen megfigyelés
Osszhangban van a becsiilt paraméterek értékeivel. Az alabbi tédblazatbol leolvas-
hato, hogy az algoritmus milyen eredményeket produkal egy, az altalunk hasznélt
adatbazis hosszéval megegyezs, vagyis 46.67 éves intervallumon az illesztett SEMPP

modell paramétereivel:

Statisztika Események szama Osszkar Atlagos kar

Minimum 320 4.493 0.0118
1. kvartilis 474 16.500 0.0331
Median 502 21.026 0.0418
Atlag 503.1 22.172 0.0440
3. kvartilis 531 26.608 0.0526
Maximum 751 78.384 0.1543

5. tablazat. A szimulalt események szamanak, az Osszesitett extrém karoknak és az
atlagos u kiiszob feletti napi karoknak statisztikai jellemz6i (1 000 000 szimulécio
alapjan).

Emlékezhetiink, hogy az FNIP idGsorban 561 extrém esemény szerepelt, az Ossze-
sitett extrém karnagysag 26.25 dollar és az atlagos kiiszob feletti kar 0.046 milliard
dollar. Az alabbi dbra az események szaméanak és a kumulalt extrém karoknak hisz-

togramjait tartalmazza.
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7. abra. Hisztogramok 1 000 000 szimulacié alapjan: extrém karszam (balra) és
Osszesitett extrém kar (jobbra)

Kovetkezs 1épésben az éves szimulalt extrém kidrnagysagok alakulasara vagyunk
kivancsiak. Az Osszehasonlitds érdekében lefuttatjuk a szimulaciot sima Poisson
pontfolyamat modell esetében is, az illesztett hattérrataval és GPD paraméterekkel.
Ekkor azonban egy jelent&sebb problémaval talaljuk szemben magunkat. A Poisson
pontfolyamat modell becsiilt paraméterei tulsagosan vastagfarki eloszlast eredmé-
nyeznek, a szimuldcié soran azt az eredményt kapjuk, hogy egy Katrina hurrikan
volumenti természeti katasztrofa atlagosan 7 évente kovetkezik be. Ez a kovetkezs
alfejezetben targyalt viszontbiztositasi szerzddések arazasat valamint a direkt-, és a
viszontbiztosito eredményének elemzését ellehetetlenitené. Ennek orvoslasara illesz-
tiink egy csonkolt GPD eloszlast modellt 12-es fels§ hatar mellett, melyrél Albrecher
és tsai. (2017)) konyvében olvashatunk. A csonkolas lényege, hogy a modositott elosz-
las tartoja a [0, M| intervallum, melyen F,spnx = %, igy az eloszlast atsulyozzuk
az elemzéshez megfelel6 tartomanyban. A likelihood-fiiggvény megfelel6 modosita-
saval o = 0.0045 és ¢ = 1.33 adodik. Az alabbi tablazat az 5 legnagyobb extrém

kadrnagysaga év melletti visszatérési idéket tartalmazza a 3 modell esetén.
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Visszatérési id6 (év)

Ev Eves kir (Mrd $) SEMPP PPM PPM, csonkolt

2005 7.33 180.0 7.40 133.0
2012 3.68 52.9 4.20 42.9
2017 3.35 46.6 3.90 38.4
2022 2.30 28.0 2.92 24.9
2008 1.60 17.9 2.26 17.1

6. tablazat. A legnagyobb éves karok (Mrd USD) és becsiilt visszatérési idejiik harom
kiilonb6z6 modellel

Jol lathato, hogy a sima Poisson pontfolyamatra épiilt modell mennyivel feliil-
becsli az éves karok nagysagét. A masik két modell redlisabbnak tiing visszatérési
id6ket produkal, érdekes eredmény, hogy fiiggetlenség feltételezése mellett, kevesebb
extrém kareseménybdl is dtlagosan nagyobb kumulalt karnagysagokat kapunk a cson-
kolt PPM modell esetében. Az aldbbi abran az SEMPP és csonkolt PPM modellekel

szimulalt éves extrém karnagysagok szerepelnek.
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8. abra. A PPM és SEMPP modellekbél szarmazo szimulalt éves kareloszlasok hisz-
togramjai
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6.2. Viszontbiztositas

6.2.1. CatXL és ECOMOR szerzddések

Egy viszontbiztositasi szerz6dés megkotésekor a viszontbiztositd arra vallal kotele-
zettséget, hogy a direkt biztositohoz beérkezd dij egy részének ellenében atvallalja
annak bizonyos aranyt/nagysagu szolgaltatasat valamilyen portfoliojahoz tartozod
tigyfél vagy szegmens esetében. A viszontbiztositast vasarlé biztositot cedensnek
szokas nevezni. Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy esemény alapi kartobblet
(Catastrophy Excess of Loss - CatXL) és ECOMOR (Ezcess Coverage with Minimum
or Retention) viszontbiztositasi szerzGdések mellett a csonkolt Poisson pontfolyamat
és SEMPP modellekel milyen pénzaramlasokat produkal a szimulacio 1 éves idé-
horizonton mind a cedens, mind a viszontbiztosité részérsl. Elgszor Kerényi (2011)
elemzését kovetve bemutatjuk a viszontbiztositasi szerz6dések altalanos matematikai
lefrasat, majd definidljuk a vizsgélt szerzddéstipusokat. Egy viszontbiztositasi szer-
z6dést a viszontbiztositot megilletd P; dij mellett egy T° mérhetd fliggvény jellemzi;
ha a fizetend6 karigény x, akkor a cedens T'x, mig a viszontbiztositdo x — T'x Osszeget
fizet. Ha az iigyfeleknek fizetendd X kar eloszlasa F'(x), TX és X —TX eloszlasa pe-
dig rendre Fy(z) és Fi(z), a dijszamitast pedig varhato érték elvvel végezziik, akkor

fennallnak az alabbi egyenl&ségek:

/ vdF(z) = P
/ v dFy(z) = / TwdF(z) = Py,

/xdFl(x) - /(m — Tz)dF(z) = P,

ahol Py = P — P;. A cedens kockazatat igy ezen jelolések mellett a (P, Fy(x)), a
viszontbiztosito kockazatat pedig (P, Fi(z)) par irja le.
A CatXL és az ECOMOR szerzédési formak is a nem aranyos viszontbiztositasi

szerzGdések csoportjaba tartoznak. ElGbbi esetében a T transzformaciot az Ossze-
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sitett éves X karnagysag helyett > X; Osszegre kell alkalmazni, ahol X; az egyes,
adott évben bekovetkezs katasztrofakhoz tartozo karnagysag. CatXL esetén a vi-
szontbiztosité egy adott természeti katasztrofa utan akkor fizet, ha az ide tartozo
Osszesitett kar meghalad egy M kiiszobot, melyet eseményenkénti megtartdsnak ne-
veziink, vagyis

TX; = min(X;, M).

A viszontbiztosité védelme érdekében gyakran allapitanak meg egy adott kataszt-
rofanél fizetendd felsG hatart is. KCOMOR szerz6dés esetén nincs onrész, legyen
Xnn < ... <Xy, az Xy,..., X, adott évben bekévetkez kirok rendezett statiszti-
kaja. Ekkor ha x az éves teljes karnagysag, egy ECOMOR/(k) szerzédés karkifizetési

fiiggvénye a viszontbiztositd szempontjabol az alabbi:
r—Tx = Xl,n + Xg’n + ...+ Xk—l,n - (k — 1)X]¢7n

Magyarul, a cedenstél atvallaljak a legnagyobb k& — 1 kart, azonban annak érde-
kében, hogy a viszontbiztosito védve legyen, ezt az értéket csokkentik a k-adik kar
(k — 1)-szeresével. A szerzédés dija természetesen erdsen fiigg k megvalasztasatol. A
viszontbiztositasi dijnal alkalmazhato kiilonb6z6 dijelvekrdl jo 0sszefoglald talalhato
Ekheden és Ola (2014) tanulméanyaban.

6.2.2. Szerzddések arazasa

A szerz6déseket az egyszertiség kedvéért varhato érték elven arazzuk, Pj-et a szimu-
lacio segitségével kalkulaljuk. A cedens és a viszontbiztosito altal felmeriil6 koltségek
érdemben nem befolyasolnak az eredményeket, igy figyelmen kiviil hagyjuk 6ket. A
CatXL szerzddés altalaban komoly jogi és dijazasi problémékat vet fel, hiszen nehéz
meghatarozni, hogy mit kell egy adott eseményhez tartoz6 karnak tekinteni. A gya-
korlatban ezt 4ltaldban adott természeti katasztrofa kezdetétsl szamitott idSkorlattal
oldjék meg, amely arvizkaroknal 168 ora (Kerényi [2011). Az elemzés soran azzal a
feltételezéssel éliink, hogy az egyes klaszterek, melyeknek hossza igen eltéré lehet, kii-

16n természeti katasztrofat jeldlnek, és tartalmazzak az adott katasztrofahoz tartozo
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Osszes kart. Emlékezhetiink, hogy a kiiszobértékiink nagyjabol 3.3 milli6 dollar. Az
alabbi tablazat a szimulaciobol szamitott, kiillonb6z6 eseményenkénti megtartasok és

fels6 hatarok melletti P, értékeket tartalmazza:

Megtartas Limit = 100 Limit = 200 Limit = 300 Limit = oo

Y 131.48 176.13 204.25 424.35
10 115.91 159.28 186.89 405.82
20 96.40 137.40 160.88 380.69
30 83.67 122.57 148.32 362.74
40 74.38 111.37 136.29 348.54
50 67.17 102.45 126.59 336.74

7. tablazat. Varhato éves viszontbiztositoi kifizetések (millio6 USD-ben) eseményen-
kénti megtartas és kiillonb6z6 viszontbiztositasi limitek mellett, SEMPP modell

Ahogy azt varhattuk, az eseményenkénti megtartis névelésével csokken a viszont-
biztositonak fizetends P dij. Természetesen a fels§ hatar esetében pont az ellenkezs
mondhato el, ami egy érdekes eredmény, hogy 300 milli6 dollaros felsé hatar mellett
kevesebb mint fele akkora P; értéke, mint limit nélkiil. Az SEMPP modell altal szi-
mulalt dtlagos éves kdrnagysag 452 milli6 dollar, ebbdl arra kévetkeztethetiink, hogy
az éves karnagysag relativ szorasa aranylag kicsi. Ugyanezen paraméterek mellett a

csonkitott Poisson pontfolyamat modell eredményei az alabbiak:
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Megtartas Limit = 100 Limit = 200 Limit = 300 Limit = oo

3 81.05 128.26 159.95 450.25
10 79.04 125.15 156.33 445.28
20 74.93 118.97 148.98 435.48
30 70.84 112.09 142.22 425.99
40 66.88 105.62 135.64 416.92
50 63.15 101.89 129.47 408.31

8. tablazat. Varhato éves viszontbiztositoi kifizetések (milli6 USD-ben) a csonkolt
Poisson—Pareto modell alapjan, kiilonb6z6 eseményenkénti megtartas és limit esetén.

Mivel ez a modell teljes fliggetlenséget feltételez, azaz nem veszi figyelembe az ese-
mények bekovetkezésének ideje, valamint nagysaguk kozotti dsszefiiggési strukturat,
atlagban kevesebb eseményt kapunk évente, ezentil a folyamatnak nincs klaszterezési
tendencidja. Ebbdl adoddan az egyes katasztrofak ritkabban érik el az eseményen-
kénti megtartas szintjét, igy altalanossdgban kisebb a viszontbiztositénak fizetendd
P, dij. Erdekes azonban, hogy felsé hatar nélkiil mindenhol magasabb P, értéke,
mint az SEMPP modell szimulacidjanal. Az atlagos éves karnagysag nem sokban tér
el a két modell kozott, a csonkolt Poisson pontfolyamat modellnél 455 milli6 dollar,
igy az eltérés az eloszlas jobboldali viselkedésének tudhaté be.

Az ECOMOR(k) viszontbiztositéasi szerzédés dijait kiillonb6zs k értékek mellett

az alabbi tablazat tartalmazza:

k- SEMPP modell PPM modell
3 423.05 430.49
4 435.24 440.58
) 442.28 446.84
6 446.52 450.86
9. tablazat. Varhato éves viszontbiztositoi kifizetések (millio USD-ben)

ECOMOR(k) szerzédések esetén, a SEMPP és a PPP modellek alapjan.
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A két modell altal kalkulalt P; dijak igen hasonléak, valamivel nagyobb értéke-
ket kapunk a csonkitott Poisson pontfolyamat esetében. Ez természetesen részben
betudhat6 annak, hogy &ppyr > Espympp, azonban az Ongerjesztd jeldlt pontfolya-
mat modell skdlaparaméterének sztochasztikus volta miatt ez az eredmény nem volt

garantalt.

7. Osszefoglalas

Dolgozatunk célja egy olyan sztochasztikus modell felépitése volt, mely az extrém
karok bekdvetkezésének idépontja és az egyes események nagységa interakcidjanak
figyelembevételével képes leirni az amerikai NFIP portfoliot éré karok folyamatat. A
tanulmany soran bemutattuk a modell illesztésének menetét, kiemelve a Hawkes fo-
lyamaton alapul6 struktiura elényeit és hidnyossagait. A hagyomanyos modszertannal
ellentétben, az SEMPP modell alkalmasnak bizonyult a f6ként nagyobb természeti
katasztrofakhoz kapcsolodo klaszterezddési tendencia megragadasara. Az illeszke-
dés az empirikus adatokra statisztikai szempontbol kielégits, valamint a szimulacios
algoritmus alkalmazhaté kiilonb6z6 viszontbiztositasi struktiardk arazasara, CatXL
viszontbiztositasi szerzédés esetén a modell a cedens szempontjabol magasabb dija-
kat eredményez, mig az ECOMOR-nél forditott a helyzet. Levonhatoé a konklizio,
hogy a modell adekvat a természeti katasztrofak altal okozott extrém karok leirasara,
de természetesen szamtalan modon tovibbfejleszthetd.

A dolgozatban hasznalt modell komplexitasanak novelésével parhuzamosan a
vizsgalat targya és a lehetséges alkalmazasi teriiletek bévitése is kitiizhets 0 ku-
tatasi célként. Utobbira kézenfekvs példak lehetnek a kovetkezdk. Megvizsgalhato,
hogy mennyiben befolyasolja egy adott biztosité szavatolotéke sziikségletét, valamint
kockézati mér6szamait és a tartalékok nagysagat az, ha a karfolyamatot ongerjesztd
modellekkel irjuk le, igy figyelembe véve a nagy karok klaszterez6dési tendenciajat.
Tovabbi alkalmazasi teriilet lehet Michaletzky (2001) jegyzetében targyalt rizikofo-
lyamatok vizsgalata, melyekkel egy biztosité cs6dvaldszintisége irhato le. Az el6bb
emlitett jegyzet is foglalkozik a témaval bizonyos végtelen varhato értéki eloszlasok

mellett, azonban csak fiiggetlen, azonos eloszlastu valoszintiségi valtozok figyelembe-
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vételével. A modell bévitése tobb iranyban is lehetséges. Erdemes lehet megvizsgalni
kiilonb6z6 kapocsfiiggvények mellett azt, hogy a kiterjesztett altalanositott Pareto
eloszlas (EGPD) segitségével szimultan leirhato-e a kareloszlas széleinek viselkedése,
ahogy ezt teszi Naveau és tsai. (2016) csapadékintenzitas esetében. Ezentul kézenfek-
v$ lenne megvizsgalni, hogy a szeizmologiaban gyakran alkalmazott modellek (Ogata
1998; Ogata 1988 Daley és Vere-Jones 2006) mintajara akar tiizesetek, akar arvizek
vagy egyéb természeti katasztrofa altal okozott extrém karok foldrajzi elhelyezkedésé-
nek hozzdadasaval milyen konkluzidkat lehet levonni. Ez példaul az NFIP adatbézis

esetében elGsegitené a kiillonb6z6 régiok besoroldsat kockazati szintek szerint.
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ﬁ CORVINUS
7= EGYETEM
Etikai nyilatkozat

generativ mesterséges intelligencia rendszer vagy szolgdltatas felhasznalasaroél
teljesitmény-értékeléshez leadott feladat elkészitése soran

ABALL TAMAS hallgats (Neptun-kod:B8 2L M5) a Budapesti Corvinus
Egyetem Etikai Kédexén alapul6 és eszerint érvényesiilé etikai felel6sségem tudataban kijelentem,

hogy a Biorpsitany tg VENTH LY MATEMAT) kA
BA/BSc/MA/MSc/Posztgradualls képzési program keretében meghirdetett
DIDLgHAMyNKE  5)E MINALLY M tantargyhoz (tantargykod: MM GnJ 6D G )

kapcsolédé feladat (vizsgadolgozat/projektmunka/ szakdolgozat/diplomamunka/disszertacio)
teljesitéséhez generativ mesterséges intelligencia rendszert vagy szolgaltatast (a tovabbiakban:
GMI) az alabbiak szerint vettem igénybe.

(Aldhuzdssaljelolje a megfelel6 elemet vagy elemeket az alabbi listaban!)
1) Nem hasznaltam fel GMI rendszert vagy szolgaltatast
2) GMI alapt rendszert hasznaltam fel
a) Szakirodalom kutatasahoz, valogatisahoz
rendszer neve, verzidja:

b) Adatok elGzetes elemzéséhez, értékeléséhez
rendszer neve, verzidja:

¢) Szamitégépes program kod irasahoz, fejlesztéséhez, ellen6rzéséhez
rendszer neve, verzibja: (.zg\,a_, 0 PT &.0

d) Szoveges tartalom stilisztikai és nyelvtani javitdsahoz, parafrazealashoz
rendszer neve, verzibja:

e) Képivagy audiovizuilis tartalom fejlesztéséhez, 1étrehozasahoz
rendszer neve, verziéja:

f) Egyes szovegrészek forditasahoz (pl. magyar és idegen nyelv kozott)
rendszer neve, verzioja:
g) Egyéb moddon, éspedig:
rendszer neve, verzioja:

Kijelentem, hogy GMI altal eléallitott ) tartalomelemeket az egyetemi GMI szabdlyozas altal
megengedett médon hasznéltam fel és a leadott munkaban (pl. labjegyzetben ,,GMI dltal generdlt
tartalom” megjegyzéssel és a terjedelem azonositasaval) mindenhol megjeloltem.

Tudoméssal birok arrdl, hogy az intézmény az altalam benyijtott munkakat mesterséges
intelligencia detektor alkalmazassal atvizsgalhatja, s ennek eredményétfl fiiggGen
kezdeményezheti etikai lépések megtételét.

Budapest, /025.05.14 W/ub TMA

alairas
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