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Bevezetés

A dolgozatban kiilonféle pénziigyi termékek arazasanak replikalasat vizsgalom neurélis halok
segitségével. Egyes modellek és termékek esetén a pontos arazas a hagyoményos numerikus
modszerek hasznalataval altalaban lassan és nagy szamitasigénnyel végezhets el. Ezaltal a
modellek kalibralasa a gyakorlatban idé- és eréforrasigényes algoritmusokhoz vezet.

A neuronhalok kiértékelése viszont a struktirajukbol adédéan hatékonyan elvégezhe-
t6, valamint a backpropagation algoritmus segitségével a termék input paraméterei szerinti
parcialis derivaltak is ugyanezzel a komplexitassal szamolhatdéak. Ezzel a modszerrel akar
lényeges gyorsitas érhets el a modellek kalibralasanal [1], vagy a kockazatok széamitédsanal
bizonyos termékek esetében.

Az [1] fejezetben roviden bemutatom a dolgozatban vizsgalt pénziigyi termékeket. Majd
ezutan a [2| fejezetben ismertetem a Black-Scholes-Merton, valamint a Heston modellek f6bb
jellemzdit és az ezekben torténd arazast. A alfejezet a modellekbdl kapott differencial-
egyenletek numerikus megoldasara alkalmazhaté modszereket targyalja részleteiben.

A 3| fejezetben az elérecsatolt neuralis halok matematikai alapjait mutatom be, melyben
szerepel tobbek kozott a backpropagation, mint automatikus differencialé algoritmus és a
halok tanitasahoz hasznalt optimalizald algoritmusok.

A [] fejezetben az arakra és az implikéalt volatilitasra tanitott neurélis halok eredményeit
ismertetem. A neuronhélék tanitasa soran alkalmazok egy parcialis derivaltak altal defini-
alt regularizaciot, amelynek segitségével a termékek kockazatai is pontosan szamolhatoak a
neuralis halokkal. A alfejezetben a tanitott neuronhélokat a Heston modell paraméte-
reinek kalibralasara hasznélom, szintetikusan generalt piacok esetében. A kalibréalas soran
figyelembe veszem a barrier opciok arat is, amellyel pontosabban modellezheté a jovébeni

volatilitas mosoly és ferdeség. [2|



1. Opciodk

Az opcidk olyan pénziigyi derivativ termékek, melyek a tulajdonosnak jogot biztositanak
arra, hogy adott mennyiségi alapterméket egy el6re meghatarozott aron és idépontban vagy
id6pontig megvasaroljon vagy eladjon. A szerz6dés maésik oldalan &llo félnek - az opcio
kiir6janak - kotelezettsége van az ligylet teljesitésére.

Az elmult évtizedekben a pénziigyi piacok fejlédésével az opcidspiac mérete nagy mér-
tékben megnovekedett, mind a sztenderdizalt t6zsdei és az OTC piacokon egyarant. |[3|
Ezen termékek névekvs népszertiségének az egyik oka a rugalmassaguk, ugyanis Osszetett
opcids poziciok segitségével tetszdleges kifizetési fliggvény elGallithato hatarértékként. Ezal-
tal egyarant alkalmasak kockazatok fedezésére, spekulécios poziciok felvételére és portfolio
diverzifikdlasra.

A két leggyakoribb opci6 a vételi jog és az eladési jog (tovabbiakban call és put opcid):

1.1. Definicié. Eurdpai tipusi call és put opcid: az opcid tulajdonosdnak (long pozicid)
joga van a szerzédésben eldre meghatdrozott lejaratkori idépontban (T) az adott mennyiségd
alapterméket (S) a kétési drfolyamon (K) call opcio esetén megudsdrolni, put opcid esetén
eladni. Az opcid kiirdjanak (short pozicid) kételezettsége van az alapterméket call opcid esetén

eladni, put opcio esetén megudsdrolni a kiotési drfolyamon lehivds esetén.

A lejaratkori kifizetésfiiggvény a long call opci6 esetében max (0, St — K), long put opcid
esetében max (0, K — St). Short pozicioknal a kifizetésfiiggvény a long pozicio ellentettje.

Az opcidk és egyéb derivativak kiiréi altaldban pénziigyi intézmények, amelyek a piaco-
kon az arjegyzs szerepét toltik be, ezéltal mindig elérhets az ar és lehet&ség van a piacon
kereskedni, fenntartva a likviditast. Az arjegyz6k szempontjabol tehat kulcsfontossagi a
derivativadrazas és ezzel egyiitt a megfelel fedezeti stratégianak a kérdése: mennyi az a mi-
nimalis kezd6téke, amellyel kialakithato olyan fedezeti stratégia, amivel lejaratkor semmilyen

esetben sem realizalhato veszteség?

1.1. Barrier opcidk

A barrier opcidk olyan derivativak, melyeknél az opcids szerzédés megsziinik (vagy akkor

lép életbe), ha az alaptermék arfolyama elér egy bizonyos szintet, a barriert (B). Két f6bb
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1. &dbra. Call és put opci6 kifizetésfiiggvénye

tipusuk létezik,

1.2. Definicioé. Knock-out (KO) barrier opcid: olyan opcid, ahol a szerzédés megszinik, ha
az alaptermék drfolyama (S) lejdratig eléri a barriert (B). B és S wviszonydtdl fiiggden lehet

"up-and-out” (UO), amikor B > S, vagy "down-and-out” (DO), ha B < S.

1.3. Definicié. Knock-in (KI) barrier opcid: olyan opcid, ahol az opcids szerzddés csak
akkor lép életbe, ha az alaptermék drfolyama (S) lejdratig eléri a barriert (B). B és S
viszonydtdl figgden lehet "up-and-in" (UO), amikor B > S, vagy "down-and-in" (DO), ha
B <S.

A barrier opciok trajektoria fliggéek, tovabbéa a lejaratkori kifizetésfiiggvényiik nem foly-
tonos a B pontban. Ezért a hagyoméanyos call vagy put opcio kifizetésfiiggvénye szigoriian
nagyobb, mint egy barrier call vagy put opcié kifizetésfiiggvénye. A barrier opcidk tehat
olcsobbak, mint az azonos kotési arfolyamu call vagy put opcio.

Call és put opcios arak mellett elegendd csak a KO vagy csak a KI tipusu barrier opcidkat
arazni, ugyanis a call és a put opcidk replikdlhatéak az ugyanazzal a kotési arfolyammal

rendelkezé KO és KI barrier opcidk 6sszegével.

_ Uo Ur _ Do , DI
Ck = CgptCxkp=CrkBTCKRB

_ Uo ur _ . DO DI
Pk =Pk, T Pk.B = Pr.B +PK,B



A ] abran ugyanazzal a K = 100 és B = 130 paramétertd KO és KI barrier call opciok, vala-
mint az Osszegiikként elGallithatd call opcio értéke szerepelnek az alaptermék arfolyamanak

fliggvényében.

100
—— UO barrier call (FDM)

— Ul barrier call (FDM)
-= call

80+ ----- barrier=130

----- kétési arfolyam=100

60 +

opcid ara

40

20+

T T T = T T
80 100 120 140 160 180
alaptermék arfolyam

2. dbra. Eurdpai call és azonos kotési arfolyama UO and UI barrier opcidk értéke a Black-
Scholes modellben, T'= 1, K = 100, B = 130,0 = 10%,r = 5%

2. Arazasi modszerek

2.1. Black-Scholes modell

Az opcidk arédra nem volt ismert analitikus megoldés egészen 1973-ig, amikor Fisher Black
és Myron Scholes, valamint t6liik fiiggetlentil Robert C. Merton elGalltak drazéasi modelljiik-
kel.|4][5] Ez az tjféle megkozelités a Black-Scholes-Merton (BSM) modell néven hiresiilt el.

A legegyszeriibb valtozatban a modell feltételezései az alabbiak:

e Az alaptermék nem fizet osztalékot és arfolyama geometria Brown-mozgast kovet:
dS(t) = pS(t)dt + oS(t)dW (1),

ahol p a drift és o a volatilitas.
o Az eszkozokkel folytonosan lehet kereskedni, lehetséges a shortolés.

e Nincsenek tranzakcios koltségek és adok.
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e Az r kockdzatmentes kamatlab, valamint o a volatilitas konstans.

e A piacon nincsen arbitrazs lehetGség.

A modell araz6 formulajanak levezetése részleteiben megtalalhaté John C. Hull Options,
futures and other derivatives cimi konyvében.|[6] Az Itd lemma segitségével fel tudjuk irni
a derivativ termék f dinamikajat, majd az alaptermékbdl és a derivativ termékbdl olyan
portfoliot képziink melyben kikiiszoboljiik a Wiener-folyamatbol ereds véletlent. Az ar-
bitrazsmentesség feltételezés miatt, ekkor a portfolié infinitézimalis hozama megegyezik a

kockdzatmentes hozammal. Differencial alakban igy a kovetkezs egyenlethez jutunk:

of of 1y o202f
rf(t S()dt = S (8 SW)dE+ SO ZL(E S(O)dt + 50?50 5 (¢ S (1)

Ezt a egyenletet szokés Black-Scholes-Merton differencidlegyenletnek nevezni. Az egyen-
lethez tartozo peremfeltétel pedig a derivativa lejaratkori kifizetésfiiggvényével f (T, Sr) ad-
hato meg.

Eurépai call és put opcidé esetén a megoldasra zart formula adhato, amely a nevezetes

Black-Scholes (BS) formula:

e call opcional a peremfeltétel (T, St) = max(0, Sy — K) és a zart formula:

c(t, S;) = S®(dy) — e " TV KD(dy)

log(8) £ (r+ 2)(T - 1
’ oVT —t

e put opcional a peremfeltétel p(T,S;) = max(0, K — Sr) és a zart formula a put-call

paritast felhasznalva:

p(t,S) = e "TIVK®(—dy) — SP(—dy)

A modell paramétereinek parcialis derivaltjaira gordg betikként (option greeks) szokas
hivatkozni. Ezek koziil is a legfontosabb a A, amely az alaptermék arfolyaméhoz tartozo

valtozo szerinti elsé parcialis derivalt. A replikalo stratégiaban a A mutatja meg, hogy az
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adott pillanatban hany darab alapterméket kell tartani a portfélioban. A piaccal egyiitt a
A is folytonosan valtozik, igy a replikalo stratégiat dinamikus delta hedge-nek is nevezik.

A volatilitas szerinti els6 parcialis derivalt a v (gorog nd bettivel jelolve, de veganak
nevezve), a kockdzatmentes hozam szerinti a p, a lejaratig hatralévs idd szerinti pedig a
0. FEzeket szokas a v-nal és a p-nél bazispont vagy a #-néal napi skilara hozni a kénnyebb
értelmezhetdség miatt.

A gorog betiiket altalanos termék esetén numerikusan sziikséges kozeliteni, viszont a
BSM modellben call és put opci6 esetén a parciélis derivaltakra van zart formula, a standard
normélis eloszlas eloszlasfiiggvénye (®) valamint strtiségfiiggvénye () segitségével. A

tablazatban ezen értékeket szerepelnek call és put opcidkra.

Call Put
A | 9f/08 ®(d1) —®(—dy)
v 0f /90 Se(d)VT —t Se(d)VT —t
Se(dy) _ Se(di)o
0 ofjot | _2P\)T e —r(Tt) 2T —t
Wi rKe (dy) K e T (—dy)
p | of/or K(T —t)e " T=Dd(dy) —K(T —t)e " TDd(—dy)

1. tablazat. Analitikus formulak az eurdpai call és put opcidk gorog bettikkel jelolt parcialis
derivaltjaira

2.2. Heston modell

A Heston modellt Markus Laszl6 Pénzigyi folyamatok matematikdja el6adasjegyzete [7],
valamint Jim Gatheral The volatility surface: a practitioner’s guide cimt konyve |2] alapjan
mutatom be.

A Black-Scholes-Merton modellben a ¢ volatilitds amely az alaptermék arfolyamanak
paramétere konstans, és nem fiigghet a bel6le szarmaztatott derivativ termékek paraméte-
reit6l. Ceteris paribus, a Black-Scholes-Merton formulaboél szamolt ar call és put opcidkra a
o szigortian monoton fliggvénye, ezt a fiiggvényt jeloljik f(o)-val. Ekkor f(o) invertalhato
és a piacon megfigyelt drakra definidlhato az implikalt volatilitas. Az implikalt volatilitdsra

tekinthetlink tgy, mint a piacnak a volatilitasra vonatkozé jovébeli varakozésa.



2.1. Definici6é. Implikdlt volatilitds
Legyen ¢(T, K) a T iddpontban lejare K kotési drfolyami eurdpai call opcid dra, ekkor azt
a oy volatilitist amelyre Black-Scholes-Merton formuldbol kapott dar megegyezik ¢(T, K)-val

implikdlt volatilitdsnak nevezziik.

Call és put opcidk piacan megfigyelt arakbol szamolt implikalt volatilitas a lejarat és a
kotési arfolyam fiiggvényében altalaban nem konstans, ezért a Black-Scholes-Merton modell
nem firja le jol az alaptermék arfolyamanak dinamikajat. Az implikalt volatilitas feliileten a
K és a T fiiggvényében is megfigyelheté nem nulla gorbiilet, amelyet volatilitas mosolynak
(smile), az aszimmetriajat pedig ferdeségnek (skew) neveznek. Empirikusan a volatilitas
mosoly és ferdeség id6ben dinamikusan valtozik, és a révid lejaratokra a legmeredekebb.

Tovabbi historikusan megfigyelt tulajdonségai a piacnak, amelyet a Black-Scholes-Merton
formula nem képes tiikkrozni az tn. attétel hatas és a volatilitas klaszterezédés. Az elGb-
bi azt jelenti, hogy az oy és az alaptermék arfolyaméanak idGsorai kézott erGsen negativ a
korrelécid, azaz piaci esésnél az opciok implikalt volatilitdsa megnd és forditva. Az utobbi
pedig azt, hogy nagyobb valtozasokat a volatilitasban, hasonléan nagy valtozasok kovetnek.
Az [3] abran egy Heston modell altal generalt implikalt volatilitas feliilet lathaté, amelyen

megfigyelhets a kotési arfolyamtol és a lejarattol fliggd mosoly és ferdeség.

Tos3s l 0.28

r0.26

r0.24

implikalt volatilitas

0.9 0.15
1 i

1.0
Solk L1 a0 13 0.05

3. abra. Heston modell altal generalt implikalt volatilitas feliilet révid lejaratokra, Sy =
1.0,k =2.0,6 =0.04,n=0.2 .



Ezen megfigyelések és tulajdonsagok miatt tobb késébbi modellbe is beépitették azt a fel-
tételezést, hogy a volatilitas legyen id6fiiged és véletlen. Ezt a modellcsaladot sztochasztikus
volatilitAsmodelleknek nevezziik, és ebbe a csaladba tartozik a Heston modell is.

A Heston modellben két forrasa is van a véletlennek, az alaptermék arfolyamét, valamint
a sztochasztikus variancia folyamatot meghajté6 Wiener-folyamat. Ezek kozott az attétel ha-
tds modellezése miatt szokéas korrelaciot feltételezni. A Heston modellben az alaptermék
arfolyama az aldbbi sztochasztikus differencialegyenlet-rendszernek tesz eleget a kockazat-

semleges mérték alatt

dS(t) = rS(t)dt + S(t)\/V (t)dW (t)

AV (t) = k(0 — V(1))dt +n/V (£)dW (t)
a|w. | (1) = pat

5(0) = So,

V(0) = V.

A sztochasztikus variancia folyamat egy CIR folyamat, melynek megoldasanak létezését

és pozitiv értékkészletét Feller 2.1] tétele biztositja.

2.1. Tétel. Feller A k,0,n,v9 > 0 paraméterek mellett a

AV (t) = k(0 — V(£))dt + n\/V ([£)dW (¢
V(0) = V.

egyenletnek létezik eqyértelmi erés megolddsa, melyre V(t) > 0. A 2x6 > n? (Feller-feltétel)

feltétel mellett a megoldds szigorian pozitiv.

A sztochasztikus variancia folyamatban a x és a 0 az atlaghoz visszahtuizas sebességét és
szintjét hatarozza meg, az n paraméter - amelyet volatilitas volatilitasanak is szoktak nevezni
- a mosoly gorbiiletének mértékére van hatassal. A Heston modellben a két Wiener-folyamat
kozotti p korrelacioval befolyasolhato a ferdeség, vagyis a volatilitds mosoly aszimmetriaja.

Az {4 d&bran az n és a p paraméterek hatasa szerepel a modellben.
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p=-0.5 o=+0.5

0.26 1| — n=0.08 | 36— n=0.08
—— n=0.16 —— p=0.16
— — n=0.24
- — n=0.32
0.24 - 0.24 =

0.22 A 0.22

&
]
=]

0.20

implikalt volatilitas

0.18 0.18

T T T T T T T T T T T T T T
0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2 1.3 0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2 1.3

4. abra. Implikalt volatilitas a koétési arfolyam fiiggvényében T° = 0.5 lejaratra, az n és p
paraméterek valtoztatdsa mellett. Sy = 1.0,k = 2.0,6 = 0.04, V5 = 0.04.

Egy derivativa értékére a Black-Scholes-Merton egyenlethez analdg differencidlegyenlet-
hez juthatunk a Feynman-Kac formula Ito-diffiziokra vonatkozo altalanositasdnak segitsé-

gével.

2.2. Tétel. Feynman-Kac formula Ito-diffizickra

Legyenek v : R4 = R és k : RY — R folytonos fiigguények, és tegyiik fel, hogy az
f:00,7) xR =R
fiigguény CY2-beli és kielégiti a

o 1
—5 (L) +R(@) f(t ) = SAf(t,2)

egyenletet az f(T,x) = v(z) peremfeltétellel. Ekkor teljesil, hogy

fitea) =B ottt = 0)-emn{= [ batnas})].

ahol E, azt jelenti, hogy egy eltolt Wiener-folyamat - amely 0 helyett z-bol indul - szerinti

varhato értéket vesziink. Tovabbd ez a megolddsa a Cauchy-feladatnak egyértelmi.
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A tételben szerepld A, legyen egy alaptermék arfolyam dinamikajanak infinitézimalis
generatora az x valtozoban, valamint a magfiiggvény legyen k(z) = r. Ekkor az alaptermék
arfolyamanak Markov tulajdonsagat kihasznalva az E, varhato érték, pontosan az altala-
nos arazo6 formulaval egyezik meg. Tehat a tételben szerepls differencidlegyenletet kielégits
f(t, x) figgvény a v(z) kifizetési fliggvénnyel megadott derivativa értéke a ¢t idSpontban, ha

az alaptermék arfolyama pillanatnyilag t-ben z.

2.3. Tétel. Ito-diffuzick infinitézimdlis generdtora
Legyen
dY (t) = a(Y.(t))di + o (Y (¢))dW ()

d-dimenzios Ité-diffuzio, ahol a : RT — R? és o : R? — R EBkkor Y az A infinitézimdlis
generdtora f € CY? fligguényekre
Anw =3 (aw2r@) + 23 (0o 2@
= . = 8351 - 2 i 79 Jij\& 8.7718.1'] - '

A Heston modell alaptermék arfolyama két dimenzios [to-diffuzio, és az infinitézimalis
generatorra vonatkozo tétel alapjan
0 0% 1 0? 0?

0
Agy = — 2 2 .
r588+/1(9 V)av+ VS82+ nvaeranSavaS

Tehat a Heston modellben egy derivativ termék - melynek kifizetéstiiggvénye a lejaratkori
T-ben v(S,V) - ara a Feynman-Kac formula alapjan kielégiti a
of of 0*f of *f 0*f

—_— _ Y < 2_ —_—
rf—at—l— SOS+ VS 8SZ+ k(0 — V)8V+ nV8V2+p77VSaV85 (2)

f(T,8,V)=uv(S,V)

differencidlegyenletet, ahol az f-et mindenhol a (¢, S, V) argumentumban kell kiértékelni.

A Heston modellnél a gorég betiik a v kivételével ugyanazokat a parcialis derivaltakat
jelolik, mint a BSM modellben. A v értéke itt a volatilités helyett a sztochasztikus variancia
kezdeti értéke, vagyis a Vj szerinti paricélis derivaltat jeloli.

Egyes derivativ termékeknél, mint példaul az eurdpai call opcié a differencialegyenlet
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megoldhaté szemianalitikusan Fourier transzformacio segitségével.[2] Olyan termékeknél,
ahol nem ismert gyors szeminanalitikus megoldés, az arat meghatarozasara a legelterjed-

tebb modszerek a Monte-Carlo szimulécio [2.3] és a parcialis differencidlegyenlet numerikus

megoldasa [2.4.4]

2.3. Monte-Carlo szimulacid

Ebben az alfejezetben a Milstein modszert mutatom be réviden a Heston modellen 7], melyet
a alfejezetben bemutatott ADI mdédszer ellenérzésére hasznalok.

A Monte-Carlo szimulécidhoz a sztochasztikus differencidlegyenlet diszkretizélasa sziik-
séges. Egyik lehetséges mod a Milstein modszer, amely az [to-lemma segitségével hatarozza
meg a diszkrét felosztés pontjai kozott a novekményeket. Tekintsiik az alabbi altaldnos
Ito-diffaziot

dS(t) = a(S(t))dt + b(S(t))dW (¢)

amely sztochasztikus integral alakban irva
t+dt t+dt
S(t+dt) = S(t) + / a(S(s))ds + / b(S(s))dW (s).
t t

Alkalmazva az [to-lemmat a(S(t))-re és b(S(t))-re, az

a(S()) = a(S(O)+ [ a(S(w)a(S(u) + 50" (S (S du+ [ d(Sa)HS @)W ()
° / 1 // 2 ° /
(S (5) = HS(0) + [ V(S(@)a(S(0) + 3 (SIS du+ [ V(SIS @) (w

egyenletekhez jutunk. Visszahelyettesitve az eredeti differencidlegyenlet sztochasztikus in-

tegral alakjaba, és elhagyva a limeszben eltiing tagokat az
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S(t+dt) = S(t) + / t+dta(5(t))ds+ / t+dtb(S(t))dW(s)

+ /:b’<5<u>>b<5<u>>dw<u>dvv<s>

alakot kapjuk. Az utols6 tagot kozelithetjiik

[ [ Hsamsanan ) ~ pseuse) (W - d)

modon, igy a diszkretizalas az alabbi egyenlet alapjan elvégezhetd a kezdeti feltételbdl elin-
ditva
1
S(t+dt) = S(t) +a(S(t))dt + b(t)\/%Z + 56’(S(t))b(5(t))dt(Z2 - 1),

ahol Z standard normalis valoszintségi valtozo.
A Heston modellben V (t)-re, majd S(t)-re is elvégezve a diszkretizalast, az alabbi egyen-
letekhez jutunk

V(t+dt) = V() + k(0 — V(£)dt + n\/V (&) dtZy + inzdt@% —1)

S(t+dt) = S(t)+rSt)dt +\/V(t)dtS(t) Zs + ES(t)th(zg —1)

ahol Zy = Z,,Z¢ = pZy + MZQ és 4y, Zy fiiggetlen standard normalis valoszintiségi
valtozok. A diszkretizélas miatt a sztochasztikus varianciafolyamat fel tud venni akar negativ
értéket is, ennek az esetnek a kezelésére lehetséges megoldas a teljes csonkolas modszere,
amely a negativ értékeket 0-val helyettesiti. Masik megoldas a negativ érték helyettesitése
az abszolut értékeével.

Az ar meghatarozasahoz az N darab szimulalt trajektorian behelyettesitiink a derivativa

kifizetéstiiggvényébe, és vessziik ezen értékek atlagat.
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2.4. Véges differenciak modszere

Olyan zart képlet, mint a BS formula az eurépai call és put opcidknal, nem minden derivativ
esetén ismert. Barrier call és put opcidk esetén viszont szintén léteznek analitikus formulak
a BSM modellben. [§]

Egy alternativ arazasi modszer, a parcialis differencidlegyenlet numerikus megoldésa vi-
szont alkalmazhato altalanos kifizetésfiiggvénnyel rendelkezé termékre is. A BSM modellben
ez a[l]differencialegyenlet megoldasat jelenti egy lejaratig hatralévs ids - alaptermék arfolyam
racson. Ebben az alfejezetben bemutatott numerikus modszerek részleteiben megtalalhatoak
a Paul Wilmott on Quantitative Finance cimi konyvben. [9]

A racs altalaban az id6 tengelyen az arazési id6tél (¢ = 0) a lejaratig (T = mAt), az
alaptermék arfolyaménak tengelyén pedig 0-t6l egy elegendGen nagy értékig tart (nAS). A
t = 0 id6pontban az arra van sziikségiink, ezért a racs tobbi oldalan peremfeltételeket kell
meghatarozni. Lejaratkor a kifizetésfiiggvény értékeit tudjuk hasznélni, az alaptermék arfo-
lyam tengelyének hatéarainal pedig altalaban tudunk kozeliteni valamilyen termékspecifikus
fiiggvény segitségével. Legyen az arazasra hasznalt racs az egyes tengelyek mentén egyenlGen

felosztott At és AS 1épéskozokkel, a racspontok halmaza legyen
{0, At, 2At,...,mAt} x {0, AS,2AS,...,nAS},
és az (iAt, jAS) racsponton az opcié értékét jeloljiik f(iAt, jAS) = f-vel.

2.4.1. Explicit véges differenciak modszere

Az explicit vagy hatrafelé-Euler modszernél azt feltételezziik, hogy a i-edik id6pontban az
alaptermék arfolyama szerinti parcilis derivaltak megegyeznek a - mar ismert - ¢ + 1-edik

id6pontban kozelitett értékekkel, igy a parcialis derivaltakat numerikusan kozelithetjiik:

off  fla—1f

ot At
off _ fin - Ad

08 —  2AS |
>f] _ z']-:rll —2fl + fijJ:ll
PRE AS2
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Az f; értékét a fenti kozelitésekkel a |1| differencidlegyenlet szerint fel tudjuk irni az aldbbi

modon:
. 8]03 fJ anJ
J = FAS—L 4 ~?PAST 2L =
rt; o M T 852 )
’L+1 f] + ASijill fz+1 2 2A52 f;—:&l Z+1 + f
At 2A8 2 A52 ’
amelybdl ff -t kifejezve az
f=a fI + bl + o fin
alakot kapjuk, ahol
a; = L ( rj+ o’ J )
7T 1 rAt2
1
b; = 1 — Ato®j?
T 14+ rAt ( 77 )
_ 11 - 2.2
G = Tyeara TS

Az fg értékeket, vagyis t = 0 id6beli opcios arakat meg tudjuk hatarozni a peremfelteé-
telbdl - amely a lejaratkori kifizetésfliiggvény - iterativan hétrafelé haladva.

Az explicit modszer numerikusan csak feltételesen stabil |9], ami azt jelenti, hogy At és
AS rossz megvalasztisa esetén a modszer nem konvergens. A konvergencia feltétele az

differencidlegyenlet esetében, ha

1

At < .

2.4.2. Implicit véges differencidk moédszere

Az implicit moédszernél a parcidlis derivaltakat az i-edik id6pontban kozelitjiik, ami az

egyenletnél az alabbi alakban irhato fel:

J j+1 j—1 j+1 J j—1
J 1—0—1 — J; I3 J; o252 of7 —2f] + [
rfl = A7 +7r AS—2AS 2 AS NE ) (4)

Héatrafelé haladva az i-edik id6pontbeli opcids drakat ugy hatarozzuk meg, hogy az ott
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kozelitett parcialis derivaltakatbdl visszakapjuk a mar ismert ¢ + 1-edig id6pontbeli drakat.
Az(l]differencidlegyenletnél a kdvetkezd linearis egyenletrendszert kell megoldani minden

1 id6pontban:

Ap—1 bn—l Cn—1 O v 0 fin Z‘T_L|_1
0 p—2 bn_o Cp_o ... 0 finfl Z7_1[11

0 0 0 0 by oo 0| | »
0 0 0 0 ...0 a b oaflf 0
~— ~ 4L | L ]
4 fi fir1

ahol az

1
a; = —rjAt + §a2j2At,
b; = 1+ 1At +0?j>At,

1
c; = —1jAt — 502j2At

méatrix elemek hasonlé szamoléssal megkaphatoak, mint az explicit moédszerben a (3] egyen-
letnél. Az A matrix (n — 2) x n dimenzi6ju, tehat n ismeretlen van és n — 2 egyenlet.
A peremfeltételek miatt viszont f? és f" minden ¢ id6pontban ismertek, igy ez az alak a

kovetkezdre redukalhato:

n—1 n—1
bn,1 Cn—1 0 e 0 fz il an,lfz-”
-2 -2
Ap—2 bn—2 Cn—2 ... 0 fzn sz—Ls-l
2 2
0 0 0 ... Qg b2 Co fz i+1
1 1 0
0 0 0 . 0 aq b1 fz i+1 lei
N ~ N—— N ~ -
A fi 1

Az A matrix id6homogén, igy az implementacioban elegendd egyszer meghatéarozni az
A LU-felbontasat. Ezutan az A = LU felhasznaldsaval, minden lépésben az Ly = [ ¢s

Uz = y egyenletrendszerekbdl hatékonyan kiszamolhaté az f; = z opci6 arakat tartalmazo6
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vektor.

Az implicit médszer numerikus stabil, és a hibaja O(At, (AS)?) nagységrendd. |9

2.4.3. Crank-Nicolson modszer

A Crank-Nicolson modszer az explicit és az implicit véges differencia modszerek kombinécio-
ja. Az [l egyenletben szerepls parcialis derivaltak Crank-Nicolson féle kozelitése a kovetkezd

alakban irhato fel:

_] 7+1 7+1 7j—1
i iR EATE U AR
rfi = TA 2“ e By ¥ Y v
1y oo | FI = + 0 T =2 !

amely lépésenként a[3]és a[] egyenletek atlagolasat jelenti. Viszont ez nem jelenti azt, hogy a
Crank-Nicolson altal adott megoldas a két modszer atlagaval egyezik meg, mivel az explicit
modszer 1épései fliggenek az elézé 1épések megoldasatol. A || egyenleteket az ¢ id6Gpontban

minden j-re felirhatjuk linearis egyenletrendszerként métrix alakban is a peremfeltételek

hasznalatéval:
Afi=Bfin +
ahol
1-— bn—l —Cp—1 0 0
—ap—2 1- bn72 —Cp—2 0
A—
0 0 0  —ax 1=by —c
0 0 0 0 —a; 1-—10b;
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1 + bn—l

Ap—2

az A és B matrix elemei pedig

Az A és B itt is id6homogén matrixok, igy az explicit mdédszer implementacidjahoz
hasonléan elég az els6 lépésben meghatarozni az A matrix inverzét vagy LU-felbontasat.
Ennek felhasznalasaval hatrafelé haladva Ly = B fiy1 + ¢ és Uz = y egyenletrendszerekbdl

gyorsan szamolhaté az f; = x vektor. Az Crank-Nicolson moédszer numerikus stabil, és a

hibaja O((At)?, (AS)?) nagysagrendd. [9]

2.4.4. ADI modszer

Az ADI (Alternating Direction Implicit) modszert Karel in 't Hout és Sven Foulon cikke

alapjan ismertetem, amelyben tébbek kozott kiilonbo6z6 véges differencia modszereket ha-

sonlitanak 0ssze a Heston modellben.|10]

Cn—1 0
1 + ban Cn—2
0 0 ... Qg 1+ b2
0 0O ... 0 ay
in_l an—1(ff' — fzr—Lf—l)
0
> C_* =
f? 0
fil ] _Cnfl(fio_ 2'7}&-1)_
1 . 2 .9
aj = ZAt(m +0°5%)
1
bj = —§At(’l“ + 02j2)
1
cj = ZAt(_T‘j + a25%).
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A Heston modell esetén az arazasnal a[2]differencidlegyenletet akarjuk numerikusan meg-
oldani, a megfelel§ peremfeltételek mellett. A BSM modellel szemben az érazasra hasznalt
racs a sztochasztikus varianciafolyamat miatt harom dimenziésra né. A racspontok halmaza

legyen
{0, At,2A¢, ... IAt =T} x {0 =wvg, 01,02, ..., 0, =V} x {0 =50, 81,82,...,8, =S},

és az (1;,v;, s) racsponton a derivativa értéket jeloljik f(t;, v, sp) = fF(t;)-vel.

Rogzitett t; pontban az arakbol allo két dimenzids réacsot reprezentaljuk a G(t;) mét-
rixszal, ahol G(t;);r = f]k(tl) Tovabba a matrixokon definidljuk egy indexelést, amely
szerint tetsz6leges Z € P({0,1,...m}) \ {&} ¢s T € P({0,1,...n}) \ {&} indexhalma-
zokra G(t;)[Z,J] jelolje G(t;) azon részmatrixat, amely G(t;) Z-beli indexi sorainak J-
beli indexti oszlopelemeit tartalmazza. Azon indexeléseket, amelyeknél az Gsszes sor- vagy
oszlopindex szerepel, a teljes indexhalmaz kifrasa helyett a : révidebb jelolést hasznalom
(pl.: G(t;) = G(t;)]:,:]).

Az id6-tengelyen kiviil a felosztés a térvaltozok tengelye mentén nem feltétlen ekvidisz-
tans, melyet az indokol, hogy a lineéris egyenletrendszer mérete a felosztasok lépésszamainak
szorzataval (n - m) novekszik. A lényegesebb pontok kornyékének siiritésével igy lokalisan
nagyobb pontossag érhetd el alacsonyabb lépésszam esetén is.

A nem egyenletesen felosztott racsot a [10] cikk alapjan definidltam. Az alaptermék
arfolyaménak tengelyén a kitiintetett pont amely koriil strtibb felosztést akarunk felvenni
legyen a kotési arfolyam K. A felosztas lépésszama legyen n, és tekintsiik az alabbi egyenletes

¢ felosztast
& = sinh™* (%) + kAE

ahol

1 —1 (S=K\ _ winp—1 (=K
Ag:smh (C) sinh (C)

n

Az alaptermék arfolyamanak tengelyén a racspontokat definidlja a £ felosztéas alabbi transz-
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formaltja

sk = K +e¢sinh(&), j=0,...,n.

Hasonléan a sztochasztikus variancia tengelyén, a kitlintetett pont legyen a 0, a felosztas

lépésszama legyen m és tekintsiik az n egyenletes felosztéast
nj = JAn

ahol oy
Ay = sinh™ (g).

m

A sztochasztikus varianca tengelyén a racspontokat definidlja a 7, kovetkez§ transzformaéltja
vj :=dsinh(n;) k=0,...,m.

A képletekben szereplé ¢ és d paraméterek segitségével allithatd a kitlintetett pontok
koriili felosztas strtisége, azaz a pontok hanyad része essen az adott pont kornyékére. A K
és a v9 = 0 pontok koriil kozelitéleg igaz, hogy sii1 — si = cAf és vj1 —v; = dAn. Az
implementaci6 sorén a [10] cikkhez hasonléan ¢ = £ ¢s d = g5 vélasztast alkalmaztam.

A | parciélis differencidlegyenletet diszkretizalasa anal6g az implicit és a Crank-Nicolson
modszernél bemutatottaknél, viszont a nem ekvidiszténs felosztas miatt a jelolés a parciélis
derivaltak kozelitésénél megvaltozik. Az adott racspont helyétdl fliggéen az els6rendi parci-

alis derivaltakat a térvaltozok szerint haromféleképpen is kozelithetjiik a (¢;, v;, si) pontban.

Legyen z egy felosztas és Ax; = x; —x;_1, és definidljuk a J(z, ) méatrixot a kovetkezSképpen

J(x, i) =
Ax; —Az;_1—Az; Az;_14+2Ax; 0 0
Al‘ifl(AIifl-i-A:Ci) Ax;_1Ax; A:ci(Axi,1+Axi)
0 —Axipy Az —Ax; Azx; 0
A:EZ'(A$¢+AZE¢+1) AxiA$i+1 Azi+1(A:ri+Aa:¢+1) ’
0 0 —2Ax; 1 —Axiqo Az 1 +Axi 0 —Aziy1
Azip1(Azip1+Aziqo) Az 1Aziyo Azipo(Azip1+Aziqo)
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valamint legyen
() = GO =2k — 1, b+ 2}, 6 wnlt) = GO — 2. — 1] + 2} 4]

Ekkor az alaptermék arfolyamanak valtozojaban vett elsérendd parcialis derivalt a (¢, z;, vy)
pontban kozelithets a
of

5 (b Vi sk) & J (5, k)us(?)

vektor egyik elemével, hasonléan a variancia valtozoban

%(t,w, sk) = J (v, )uy().

A vektor kézépss elemét centralis differenciaként is nevezik és a G(t) racs minden belss
pontjaban ezzel kozelitem az elsérendii parcialis derivaltakat, kivéve azon pontokon, me-
lyekre v > 1. Ezekben a pontokban a vektor elsG elemével, azaz a bal oldali differenciaval
kozelitek, amellyel enyhithet a modszer oszcillacioja. [10] A racs szélein a bal vagy jobb
oldali differenciaval kozelitem a derivaltakat tgy, hogy mindharom kozelitésben szereplé pont
legyen rajta a racson.

Masodrendi parcialis derivaltakat centralis differencia segitségével kozelitem a

2
% =< 0(s, k), us >
02 .
o =< 8(u, ) >

alakban, ahol

T

) — 2 —2 2
5(1" Z) |:A.’EZ(A$1+A(EZ+1) AxiA:r¢+1 Ami+1(Axi+A:ri+1) ’
és

ug =G Ak =1Lk k+1}", w=GO)[{j—1,5.j+ 1}, k]
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A vegyes parcialis derivaltakat az elsérendd derivaltaknal definidlt J matrix segitségével

38;;; = J(0, N2, ) GG — 1,57 + 1}, {k — 1,k k + 1} (s, k)[2, ]

alakban kozelitem.
Peremfeltételeket a racspontokat burkolo téglatest 6 lapjabol 5-re sziikséges megadni,
hogy a feladat jol definialt legyen.
A fenti kozelitéseket és a derivativa altal indukalt peremfeltételeket felhasznalva az imp-
licit és a Crank-Nicolson moédszerrel analog moédon a feladat az
oG

5 = AG(t) + b(t)

linearis egyenletrendszer alakra hozhato, ahol az A egyiitthatomatrix (m — 2)(n — 2) x
(m —2)(n —2), a b(t) vektor (m — 2)(n — 2) dimenzioju és G(t) azt a vektort jeldli, amely
G(t){2,...,m},{2,...,n}| sorainak egymas mellé irasaval, transzponalas utan keletkezik.

A Crank-Nicolson médszer ebben az esetben mér lesz nem eléggé hatékony, ugyanis az
A matrix bar id6homogén, de tridiagonalis helyett min(m,n)-t6l fiiggs sdvos matrix. Az
ADI moédszer a tobbdimenzios feladatot az egyes tengelyek szerinti implicit 1épésekre bontja
fel, ahol mar alkalmazhaté a Crank-Nicolson vagy az implicit moédszer. A részfeladatok
meghatéarozasahoz az A egyiitthatomatrixot és a b(t) vektort bontsuk fel a vegyes derivaltak,
az alaptermék arfolyam és a sztochasztikus variancia szerinti parcialis derivaltakbol kapott
egyiitthatok szerint

A=Ag+ A1 + Ay

és

b(t) = bo(t) + by (t) + ba(t)

alakban. Tovabbéa az ff(t) tagbol szarmazo r, egylitthatot osszuk szét az A és Ay kozott
egyenlden.

Az A, és Ay matrixok altal meghatéarozott linearis egyenletrendszer ekkor atrendezheté
a parcalis derivaltak szamolasi modjatol fliggden legfeljebb pentadiagonéalis alakra. Ekkor

ezen id6homogén matrixok savszélessége fix, és nem fiigg min(m, n)-tél, ezaltal megoldhatoak
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O(nm) lépésben.[10]
A paricélis differencidlegyenletet a t = T-bol visszafelé haladva a Craig-Sneyd séma
(CS-ADI) szerint kozelitve hatarozom meg az arakat. A Craig-Sneyd séma numerikusan

feltétel nélkiil stabil, és a hibaja O((At)?, (Av)?, (As)?) nagysagrendi. [10]

2.1. Algoritmus Craig-Sneyd séma

1: Input: A, Ay, Ay, As: egylitthatéoméatrixok

2: Input: G: arazési racs

3: Input: tg,...,%,: a racs id6tengelyének felosztasa

4: fori=n—-1to 1do

5 Yo =Gltin) + At (Aé(t,»ﬂ) + b(tm))
t G

6 Yi=Yo+ 3| (AYi+n

(t:)
T Yo=Y+ 1At j(A2Y2 + bg(ti)g (
8 Yo=Yy+ 1At :(AOYQ + bo(ti)> - (Aoé ti1) + bo(tiy)
90 Yi=Yo+iAt :<A1Y1 + bl(ti)> - (Alé(tz_l) + bl(tz_1)>]
10: Yo=Y+ At :<A2§72 + b2(ti)> — (A2G(t2_1) + bg(t1_1>>]
11: G(t;) = Ya.

12: end for
13: return GG
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2.5. Implementacié

A Crank-Nicolson és a CS-ADI modszereket Python 3.12-ben implementéaltam a numpy és
scipy konyvtarak segitségével. A dolgozathoz készitett kodbazis és a felhasznalt konyvtarak
és csomagok verzioszammal megtalalhatéak egy nyilvanos Github repository-ban:

https://github.com/HKristof136/msc_thesis_2025.

A Crank-Nicolson modszernél a peremfeltételeket a lejaratkor és az alaptermék arfo-
lyaménak tengelyén a két szelsé pontra sziikséges megadni. A [2] tablazat 6sszegzi a BSM

modellben a Crank-Nicolson médszernél implementalt peremfeltételeket.

Opci6 tipusa t="1T,Vs Vt, s = Smin Vi, s = Shax
CK max(s — K, 0) 0 Spin — € K
DK max(K — s,0) e K — Sin 0
% I,.p max(s — K, 0) 0 0
B Iy~ p max(K — s,0) 0 Pk (Smax)
C%B I,.p max(s — K, 0) e (Smin) 0
PR% I~ p max(K — s,0) 0 0

2. tablazat. Peremfeltételek a Crank-Nicolson implementaciéban

Az &razas a racson belill tetsz6leges alaptermék (Sy,T" — t) pontban lehetséges interpo-
lacioval. Az implementacioban kihasznalva a tengelyenkénti egységes felosztast, bilinearis
interpolaciot alkalmazok, igy a nemlinearis fliggvények kozelise miatt az interpoléciés hiba a
teljes hiba nagy részéért felelés. Az 5 abran a Crank-Nicolson médszerbdl szémolt ar és az

analitikus Black-Scholes formula kozotti hiba lathaté egy eurdpai put opcié esetén.
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5. dbra. Black-Scholes formula kozelitése a Crank-Nicolson modszerrel egy eurdépai put op-
ciora az alaptermék arfolyamanak fiiggvényében. S € [50,150], K = 100,r = 10%,0 =
40%, T = X

T 365°

Az 3 tablazatokban a Crank-Nicolson modszer atlagos négyzetes hibaja és a masodperc-

ben mért atlagos futasi idék lathatéak kiilonbozé felosztésszamokra.

m m
5 10 25 50 100 5 50 100 500 1000
5 1,277664 | 1,277855 | 1,277885 | 1,277900 | 1,277901 5 | 0,0102 | 0,0293 | 0,0374 | 0,1485 | 0,2996
10 | 0,224546 | 0,224373 | 0,224338 | 0,224333 | 0,224332 50 | 0,0061 | 0,0212 | 0,0414 | 0,1860 | 0,3258
n | 25 | 0,001225 | 0,001406 | 0,001450 | 0,001455 | 0,001457 n |100( 0,0086 | 0,0256 | 0,0424 | 0,1775 | 0,3640
50 | 0,000328 | 0,000260 | 0,000260 | 0,000261 | 0,000261 500 | 0,3325 | 0,2833 | 0,4861 | 1,8814 | 3,5432
100 ) 0,000560 | 0,000019 | 0,000016 | 0,000016 | 0,000016 1000| 0,5077 | 1,2648 | 2,0857 | 7,3981 | 14,5321

3. tablazat. Crank-Nicolson modszer atlagos négyzetes hibaja, valamint atlagos futési ideje
méasodpercben eur6pai put opciora, kiilonb6zé racsméretek esetén. S € [1,200], K = 100, =
5%,0 =20%,T = 1.

A barrier opcidk kifizetésfiiggvénye nem folytonos az alaptermék arfolyaménak fiiggveé-
nyében. Parcidlis differencidlegyenleteknél a numerikus modszerek nem folytonos peremfel-
tételek esetében hajlamosak az oszcillaciora. Barrier opcidoknal az arazashoz hasznalt racs
leredukalodik az alaptermék arfolyaméanak tengelyén, ugyanis tipustol fliggéen elegendé csak
a B-ig vagy a B-t6]l meghatarozni a racsot. Ekkor hasznos az alaptermék arfolyamanak ten-
gelyén a felosztast ugy megvalasztani, hogy a barrier (B) két racspont kozott legyen. A
kifizetéstiiggvény az arazasi rdcson ekkor egyetlen pontpar kozotti szakasz kivételével folyto-
nos.

Minden lépésben ennél a pontparnal a racs szélére esé pontban a peremfeltételt modo-

sitsuk egy fiktiv értékre tigy, hogy rajta legyen a szomszédos pont altal meghatarozott és a
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B pontban ismert termékspecifikus arak altal meghatarozott egyenesen. Azaz

Al f(B) - jk+1

1T T g S, (51— Sk) + ]Z—l’ (5)

ahol | a széls6 pont indexe, k pedig a vele szomszédos racspont. Az [6] 4bran a modositott
peremfeltétel hatasa lathato egy europai KO call opciéra. A numerikus modszer igy kevésbe
oszcillal B kornyezetében és a hiba nagysagrendje tovabbra is O((At)?, (AS)?) marad a

Crank-Nicolson modszernél [9).

10 4 T
x
X
5 %
x

~10 4

—154 x &raracspontokon
— barrier
o fiktiv peremfeltétel

—20 4

T T T T T T T
104 105 106 107 108 109 110 111
alaptermék arfolyam

6. abra. Fiktiv pontok hatésa a parcialis derivaltra egy "up-and-out" barrier call opcio esetén
az els6 1épésben, B = 110, K = 100,r = 0.04,0 = 0.1 .

A CS-ADI modszert ritka matrixok segitségével implementaltam szintén Python-ban.
Az arazo racs 100 x 100 x 200-as felosztassal 32-bites lebegépontos szémokat hasznalva
~ 8 Mb tarhelyet foglal. A lineéris egyenletrendszerek egyiitthatomatrixai viszont ekkor
100 - 200 x 100 - 200 dimenziojaak, amelyek egyenként ~ 1.5 Gb memoriat igényelnének.
Ritka maéatrixok hasznalataval a memoriaigény lényegesen csokkenthetd, hiszen a métrixok
legfeljebb pentadiagonéalisak, ezért a nem nulla elemek szama O(n - m). Ezaltal a alfe-
jezetben ismertetett adatgeneralas sordn az arazas akar tobb processzormagon is futtathato
parhuzamosan.

Arazaskor a felosztas novelésével a linearis egyenletrendszer mérete négyzetesen novek-
szik, amely a nem hardverkdzeli programozasi nyelveknél - mint a Python - jelent&s futasidd
novekedést okoz. A [] tablazatban megfigyelhets, hogy a futasidé mar kisebb felosztasmeére-
tek esetén is 1ényegesen nagyobb a Crank-Nicolson modszer azonos felosztdsmérethez tartozo

futasidejénél.
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n
5 25 50 100 250

5 0,2516 | 0,2681 | 0,2845 | 0,3346 | 0,4054
25 0,2703 | 0,3442 | 0,4379 | 0,5944 | 1,1262
m 50 0,3147 | 0,4375 | 0,6010 | 0,9658 | 2,1332

100 0,3430 | 0,6402 | 1,0444 | 1,7887 | 5,3975
250 0,5897 | 1,6534 | 2,8171 | 5,5328 | 15,2637

4. tablazat. ADI moédszer atlagos futési ideje masodpercben eurdpai call opciora, kiilonbozs
alaptermék arfolyam és sztochasztikus variancia tengelyfelosztas-méretek esetén. Az idGten-
gely felosztasdnak mérete mindegyik esetben 100.

Az implementécioban a [10] cikkben is hasznalt Neumann és Dirichlet peremfeltételeket

alkalmaztam, amelyek egy K kotési arfolyami eurdpai call opcid esetén,

SH(T) = max(0, s, — K) Vj, k,
of

%(ti,vj,S) =1 Vj,i,

fE(t;) = max(0, s, — e " K)  Vk,i.

A v = 0 esetnél nem sziikséges peremfeltételt megadni, ugyanis a[2.1) Feller-feltétel biztositja,
hogy a sztochasztikus varianca folyamat a megoldas soran szigorian pozitiv marad.

A KO barrier call opcié esetén, amely "up-and-out" tipusa B barrierrel és K kotési
arfolyammal, a peremfeltételek az eurdpai call opcidhoz képest harom helyen valtoznak

fi =0 Vji

J

ffit)=0 Vkji |,

valamint a B pont kornyékén ugyanugy a |5 egyenlet adja meg a parcialis derivalt értékét a
Neumann-féle peremfeltételhez. A[7]abran a CS-ADI és a Milstein modszer szerinti opcidarak

Osszehasonlitasa szerepel call, valamint KO barrier opcidk esetén kiillonbozé lejaratokra.
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7. abra. Monte Carlo, valamint a CS-ADI modszer altal szamolt arak osszehasonlitasa a
Heston modellben. k =2.0,60 =0.04,0 =0.2,p=—-0.3,V, =0.04,B=1.6

A gorog betiik meghatarozashoz az arazo racs tengelyvaltozoi esetében numerikus koze-
litést alkalmazok, az interpolécié hasznalataval. Azon valtozok esetén amelyek nem vesznek
részt a racs definidlasdban, a numerikus kozelitésnél sziikséges tjraszamolni az arakat a ra-
cson. Igy példaul a Crank-Nicolson modszernél az Gsszes gordg betii meghatarozasahoz a

differencialegyenletet 6t racson kell megoldani.
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3. Neuralis halok

Ebben a fejezetben a neuralis hdlok matematikai leirasat ismertetem Ian Goodfellow, Yoshua

Bengio és Aaron Courville Deep Learning cimi konyve alapjan.|11]

3.1. El6recsatolt neuralis halok

A legelterjedtebb valtozata a neuralis haloknak az elérecsatolt halok, melyek célja egy leg-
tobbszor nem ismert f* fiiggvény lehetd legpontosabb kozelitése, altaldban cimkézett adat-

halmazon.

y=f*(z)

Az el6recsatolt halok épitékovei a mesterséges neuronok, melyeket reprezentalhatunk
tetszoleges g : RF — R fiiggvényként. Altalaban a ¢ fiiggvény a linearis regresszional is

hasznalt affin transzforméacio és egy nemlinearis aktivacios fiiggvény kompozicioja
g(z,0) = h(w'z +b),

ahol w a neuron silyvektora, b pedig az eltolas paramétere. El6recsatolt haloknal a ne-
uronok rétegekben helyezkednek el, és altalaban az azonos rétegben elhelyezked6 neuron
inputjai ugyanazok. A halo végss rétege az output réteg, amely kapcsolodhat kozvetlentil az
inputhoz is, ekkor a halét egyrétegtinek nevezziik. A mély neuron halézatok, olyan neuralis
héalok melyeknek tobb neuron rétegiik is van, a rétegek szama a halé mélysége, a rétegekben
talalhatd neuronok szémanak maximuma pedig a halo szélessége. Egy neuralis halo paramé-
Osszességét értjiik.

Legyen a neuronhalé mélyége d, szélessége k és az aktivacios fiiggvény az i-edig réteghen
gi(z), ekkor a halo reprezentalhatd, mint F'(z) = (grogr_10---0g1)(zx) fliggvény. Az[8/abran

egy 3 mélységi és 5 szélességl teljes halo kapcesolodasi struktiuraja szerepel.
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8. abra. Teljes mély neuralis hald kapcsolodasi strukturaja.

A neurélis halok kezdeti alkalmazasainal aktivacios fiiggvényekként gyakran a szigmoid

1
14e—%

o(x) = és tanh fiiggvényeket hasznaltak. A probléma ezekkel a fliggvényekkel, hogy
a nullatol tavoli argumentumokra a derivaltjuk kozel 0, ami az eltiing gradienshez vezet és
ezzel megneheziti a halo tanitasat.

Modern alkalmazasoknal a legelterjedtebb aktivacios fiiggvény a ReLU (rectified linear

unit), ahol a

h(z) = maz {0, z},

g(z,0) = h(w"z +b).

A ReL Uelénye, hogy a teljes aktivacios tartoményaban megegyezik az identités fiiggvénnyel.
Ezéaltal a gradiens nem tiinik el nagy értékeknél, és a linearitas miatt konzisztensen 1 az
értéke. Kiértékelése is sokkal hatékonyabb, mint az el6z6 aktivacios fiiggvényeké, hiszen
nem kell az exponenciélis fiiggvény Taylor-sorat kiszamolni. Hatranya viszont, hogy gra-
dienssel alapt optimalizalas soran a nem aktiv neuronok nem képesek a tanulasra, ami a
halott ReL Uneuronok probléméahoz vezet, amelynél a hal6 akir nagy része a tanitas soran
visszafordithatatlan médon konstans 0-va valik.

A ReLU, tanh és szigmoid aktivacios fiiggvényekre igaz az alabbi tétel, amely elméleti

hétteret biztosit folytonos fiiggvények neuronhélokkal valo kozelitésének. [12]
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3.1. Definicié. Univerzalis approximdtor tulajdonsdg
Legyen ® neurdlis hdlok eqy csaladja, ® rendelkezik az univerzdlis approximdtor tulajdonsdg-

gal eqy f figgvénytérben, ha V' f € f-re 3(¢), neuronhdldkbol dllo sorozat melyre

lim ¢, = f.

n—o0

3.1. Tétel. Legyen ® = {¢ : ¢ neurdlis hdlo melynek minden neuronjanak aktivicids fiigg-
vénye ReL U, szigmoid vagy tanh}, ekkor ® rendelkezik az univerzdlis approximdtor tulajdon-

sdaggal a folytonos fiigguények terében.

A ReL Ufiiggvénynek az elterjedése 6ta tobb tovabbfejlesztése is megjelent, ilyen példaul
az dtengedd-ReLU (leaky-ReLU), amely a ReLU fiiggvény nem aktiv értelmezési tartoma-

nyahoz is nem nulla gradiens rendel:
g(z,0,a) = max {O, whz + b} + amin {0, wlz + b} .

A Softplus és a GELU aktivacios fiiggvények a Rel Uminden pontban differencidlhaté

kozelitései. A Softplus nemnegativ és a fiiggvénye megadhato

92,0, 8) = %mg (1 + exp(BwTz + b)),

mig a GELU esetén

(ng + b)

DN | —

9(z,0) =

2
1 + tanh <\/j(wT§ + b+ 0.044715(w” z + b)3>
e

alakban. Az atengedés és a sima kozelités esetén a neuronok nem tudnak a tanitas soran
véglegesen deaktivalodni. Empirikusan viszont nem érnek el 1ényegesen jobb eredményeket,
mint a ReLU. [11]

A neurélis halok legjelentGsebb célja olyan fiiggvények kozelitése a rendelkezése allo ada-
tokbol, amelyek altaldban egyaltalan nem ismeretek. Egy mésik alkalmazasi teriilet olyan
fiiggvények kozelitése, amelyeket nem tudunk gyorsan kiszémolni. Neuralis héloknél - a

struktirajukbol adodoan - a kiértékelés hatékony, igy egy mar tanitott halé a komplexitast
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le tudja csokkenteni O(halé mérete)-re. Derivativ termékek arazasanél ez a tulajdonsag a
modellkalibracio soran akar jelentGs gyorsitast is eredményezhet [1].

A halok tanitasén a paraméterek optimalizalasat értjiikk, amely soran a halé paraméte-
reit az optimalizalé algoritmus iterativan valtoztatja egy veszteségfiiggvény alapjan. Ez az
eljaras neuralis halok esetében gradiens alapi. A veszteségfiiggvényt altaldban a probléma
tipusa indukéalja, regresszios problémanal a leggyakoribb valasztas az atlagos négyzetes hiba

veszteségfiggvény (MSE),

2
MSE(F(X),9) = 7 3 (FX0) - u:)
ahol X egy n sorbol allo matrix, F'(X) a halé soronkénti kiértékeléseibdl allo n dimenzios

vektor.

3.2. Automatikus differencialas

A neuralis halok gradiensalapi moédszerrel torténé hatékony tanitdsdhoz a gradiensek gyors
szamolasara van sziikség. Az automatikus differencialas egy olyan kutatési teriilet, amely
ezen parcidlis derivaltakat gyorsan, pontosan és hatékonyan meghatérozo algoritmusokat
fejleszt. Neuralis haloknal a leggyakrabban alkalmazott algoritmus a lancszabalyon alapu-
16 backpropagation. Az algoritmus alapgondolatat 1962-ben Frank Rosenblatt vetette fel,
rukciét Seppo Linnainmaa publikalta 1970-ben. Az ezt kovets évtizedekben az eljaras nem
volt hatékonyabb més gépi tanuldsi modszereknél. Ez egészen addig igy is maradt, amig
a GPU-technologia fejlédése a kozelmultban lehetévé nem tette a mély neuronhalok nagy
adathalmazokon torténd tanitdsat az algoritmus segitségével.

Az algoritmust V, f(z,y) parcialis derivaltak szamoldsahoz fejlesztették ki tetszdleges f
fliggvényre, ahol z az f bemeneti valtozoinak azon halmaza, amelyek szerint sziikség van a
parcialis derivaltakra.

Az eljaras elvégzéséhez sziikséges az f szamitasi grafjanak a felépitése. A szamitési graf
pontjait szamitasi egységekként reprezentalhatjuk, amelyek mindegyikéhez hozza van rendel-

ve egy egyszer( fiiggvény az engedélyezett alapmiiveletek halmazabol. Ezen alapmiiveletek
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halmaza olyan fiiggvényekbdl all amelyeknek derivalasa O(1) idGben elvégezhetd.

9. abra. ReL Uaktivacios fiiggvény szamitési grafja.

Egy szamitési egység az inputjaira kiértékeli a fliggvényt és a kimenete inputként szol-
galhat mas szamitasi egységeknek. A szamitasi grafban legyen egy i-bél a 7 egységbe mutato
irdnyitott €1, ha az i sziikséges a j egység kiszamitasdhoz inputként. Az f szamitési grafjaban
csak a bemeneti valtozokhoz tartozo egységeknek és egyéb konstansoknak nincsen sziilGje,
valamint csak egy egységnek nincsen leszarmazottja, ennek az egységnek a kimeneti értéke
az f(x,y). Az @ abran a Rel Uaktivacios fiiggvény szamitasi grafja szerepel, amely gyakori
vélasztas egy elérecsatolt neuralis halo neuronjainak. Az irodalomban gyakran a neurono-
kat, vagy akar a teljes rétegeket értik szamitasi egységek alatt, hogy a bonyolultabb neuralis
halok struktirajat konnyebb lehessen reprezentalni.

Az algoritmus két faziusu a szamitéasi graf felépitése utan. Az elére fazisban a sziik-
séges informécio az irdnyitott élek mentén az egységeken keresztiil végigaramlik a szamitasi

grafon, ezaltal kiértekelve az f fiiggvényt az z,y helyen.

3.1. Algoritmus Backpropagation els§ fazis

1: Input: G: az f szamitasi grafja n szamitéasi egységgel
2: Input: B: az egységek bejarasi sorrendje, ahol az elsé k egység input valtozo és az n-edik
a kimeneti egység

3: fori=%k+1tondo

4: vl < G[B(i)]

5 A < {G[B()] : A(G[B(j)],v") él a G gratban}
6: vt fZ(Al)

7: end for

8: return G[B(n)]
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A hatra fazisban az algoritmus a kimeneti egységtdl kezdve, a sziilék felé haladva a
grafon kiszamolja a parcidlis derivalt értékeket az élek mentén a lancszabalyt iterdlva. Ennek
a fazisnak kétféle implementacioja is létezik, attol fiiggéen, hogy a futasids vagy a felhasznalt

memoria csokkentése a cél.

3.2. Algoritmus Backpropagation mésodik fazis

1: Input: G, az f szamitasi grafja n szamitasi egységgel
2: Input: B, az egységek egy bejarasi sorrendje
Inicializalas: grad_table: egy adatstruktira, amely az egységekhez tartozd parcialis
derivaltakat tarolja
for j=n—1to1do
v < G[B(j)] |
D7+ {G[B(i)] : (v?,G[B(7)]) él a G gratban}
grad_table[v’] < 3 i cp, grad_ table[v'] - 9%
end for
return {(7, grad_table[B(G,1)]) :i=1,...,k}

@«

A futasidd javithatod, ha a koztes gradiens értékeket egy megfelels adatstrukturaban -
példaul egy hash tablaban - taroljuk el, melyeket az iteracio soran O(1) idében el tudunk
érni a leszarmazottakra. A felhasznalt memoria lecsokkenthetd, ha nem minden egységre
taroljuk el a gradiens értékeket. A szamitasi graf bizonyos részgrafjain érdemes lehet minden
parcialis derivaltat tobbszor is kiszamolni, amellyel bar a futasidé novekszik, a sziikséges
tarhely lényegesen lecsokkenhet.

A backpropagation algoritmus lényegében a szamitasi graf gradiens tablazatanak ha-
tékony feltoltése dinamikus programozas segitségével. Az algoritmus mindkét fazisa elvé-
gezhetS egy n cstcs szamitasi grafon O(n) idében, ha a szamitasi egységek kiértékelése és
derivalasa is O(1) ideji. A modern neurélis halo architektira implementéaciokban a backpro-
pagation algoritmus a szamitasi graf felépitésében és a hétrafelé iteracio lépéseiben is tobb
egyéb optimalizalast hajt végre.

Ha az f fiiggvény egy neuralis hal6 kimenete, akkor az algoritmus elsé fazisa szerint a
kiértékelés elvégezhets O(d - k) iddben, ahol d a haloé mélysége és k a halo szélessége k. A
masodik fazishoz sziikséges még egy szamitési egységet hozzavenni a grafhoz, amely halo
kimenetéhez tartozo J veszteségfiiggvényt szamolja, majd a parcialis derivaltakat eszerint

szamolni a halé paramétereinek optimalizalasdhoz.
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Pénziigyi termékek arazésanal az, hogy a kiértékelés ideje a neuronhald szamitési grafja-
nak méretével ardnyos, tobb modellnél akir lényeges gyorsitast is eredményezhet. Tovabba
az ar kiszamitasanak hatékonysaga mellett, a backpropagation algoritmus az Osszes gorog

bettit is képes visszaadni ugyanazzal a komplexitassal.

3.3. Neuralis hilok tanitasa

A neuralis halok tanitdsa soran egy tanitéd algoritmus a 6 paramétereket ugy valtoztatja,
hogy a J(0) veszteségfiiggvény értéke minél kisebb legyen. Tehat az algoritmus probal olyan

0* paramétereket keresni amely minimalizalja a
J(0) = Exgp [LIF(X ] 0),y)] (6)

rizik6 mennyiséget, ahol az X az adathalmaz amelyen tanitjuk a halot, y az X-hez tartozo
igazi kimeneti értékek, P az adatgenerald folyamat és L az egyes adatpontokra vonatkozo
hibafiiggvény.

Gépi tanulasnal az optimalizacio eltér a hagyomanyos modszerektsl, hiszen megfigyelt
tanit6 adatokbol akarunk minél kisebb altalanositasi hibat indirekten elérni. Azaz olyan
paramétereket valasztani a neurélis halohoz, amellyel minimalizaljuk a hibat olyan adatokra
is amelyek nem vettek részt a halo tanitasaban. Altalaban a P egyaltalan nem ismert, vagy
az adatok generédlasa koltséges, és igy a neurdlis haloknal a riziké helyett az optimalizalo

algoritmusok az empirikus rizikot

n

Epxyor [LFOX | 9)] =+ 57 L(X5,p)

=
minimalizaljék feltételezve, hogy ezzel a altalanositasi hiba is csokken. Nemlinearis akti-
vacios fiiggvények hasznalata esetén az minimalizdland6 veszteségfliiggvény nem konvex a
paramétertéren. Ezaltal a gradiens moédszerrel megtalalt lokalis minimum altaldban nem
lesz automatikusan globalis minimum, tovabbé a tanulasi folyamat megakadhat, ha az algo-

ritmus nyeregpontot talal meg. Ennek ellenére a gyakorlatban mégis kizarolag gradiens alapt

optimalizal6 algoritmusok vannak hasznalatban a neurélis haloknal. Az R™ — R fliggvények
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esetében az n novelésével a nyeregpontok és lokalis mimimum pontok aranya exponencia-
lis sebességgel ns [13], és a lokalis minimum pontok az alacsony veszteségfiiggvény-értékek
kozelében sokkal striibben fordulnak els. Empirikusan megfigyelhet6 az alkalmazasoknél,
hogy a lokélis minimum pontoknél a veszteségfiiggvényértéke mar elfogadhatéan alacsony,
és a sztochasztikus gradiens siillyedést hasznélé algoritmusok a nyeregpontokon a legtobb
esetben konnyen tuljutnak. |11, 8.2.3 alfejezet.]

A gradiens siillyedés modszernél az iteracié soran a paramétereket a gradiens irdnyaban
valtoztatjuk, ezaltal az empirikus rizik6 minden lépésben csokken. A gradiens értékeket a[3.2
alfejezetben bemutatott backpropagation algoritmus segitségével hatékonyan lehet szamolni.

Gyakorlati alkalmazasoknal az Osszes adat figyelembevétele az empirikus riziko kisza-
mitasahoz tilsagosan szamitasigényes. Ezért az algoritmusok sztochasztikusak abban az
értelemben, hogy az adathalmaz csak egy véletlen mintdjan szamoljak ki az empirikus riziko
gradiensét és a paramétereket ebben az iranyban modositjak. A véletlen mintat mini-batch,
vagy rovidebben batch-nek szokés nevezni. A batch-en szamolt gradiens egy torzitatlan becs-
lése annak a gradiensnek amit minden adat figyelmbevételével kapnank. Mivel azonban a
tanitas célja a [0] riziko csokkentése - amelynél a tényleges gradienst nem ismerjiik -, a tel-
jes adathalmazon szamolt gradiens ugyancsak egy torzitatlan kozelités lenne. A gradiensek
atlaganak kozelitésekor a sztenderd hiba b batch méret esetén o/ Vb, vagyis négyzetesen na-
gyobb batch méretre van sziikség ahhoz, hogy a kozelités hibdja ugyanakkora mértékben
csokkenjen.

A neuralis haloknal empirikusan is megfigyelhets, hogy a tanulés hatékonyabb, ha para-
méter valtoztatdasokat kis batch méret mellett végezziik el. A modern GPU-kon a parhuza-
mositas miatt a futasidé gyorsabb, ha a batch méretet 2 hatvanynak valasztjuk. Emiatt a
leggyakrabban haszndlt batch méretek 16 és 2048 kozotti intervallumban talédlhatoak.

Asztochasztikus gradiens stillyedés algoritmus (SGD) és modositasai a leggyakrabban
hasznalt tanité algoritmusok. Az SGD algoritmusnél az adathalmazt batch-ekre osztjuk fel
és az iteraci6 soran a halé paramétereit a gradiens becslések iranyaban modositjuk, az e
tanulasi rata mértékével. Egy teljes iteraciot az adathalmazon epoch-nak szokas nevezni, az
elsé epoch soran a gradiensek még torzitatlan becslései [0] rizikod valodi gradiens értékeinek.

Késébbi epoch-oknél, ha ugyanazt az adatpontot tobbszor is felhasznalunk ez a tulajdonsag
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méar nem lesz igaz, de tobb epoch hasznalata szignifikansan csokkenti az empirikus rizikot.

3.3. Algoritmus Sztochasztikus gradiens siillyedés momentummal

Input: (X,y): adathalmaz, F: neurélis halo, 0: kezdeti paraméterek
Input: m: az epoch-ok szama, b: a batch méret
Input: a: a momentum exponenciélis lecsengésének sebessége
Input: ¢;: a tanulasi rata az i-edik epoch-ban.
k < |n/b]: a batch-ek szama
(XY yY), ..., (X*, %)} a batch-ek halmaza
v < 0: kezdeti momentum
for i =1 to m do
for j =1to k do
g 5Vl (F(XT16),4])
V4 Qv — €9
0+—0+v
end for
: end for

== = e
A

Az € az SGD egyetlen, de fontos hiperparamétere, nem megfelels megvalasztésa lassi
konvergenciat vagy instabil tanulast eredményezhet. Gyakran az e konstans helyett expo-
nencialisan lecsengé az epoch-ok mentén. Ezaltal a tanulasi folyamat végére az algoritmus
egyre kisebb lépésekben véltoztatja a paramétereket egy potenciélis lokédlis minimumhely
kornyékén.

Az[3.3lalgoritmus az SGD egyik médositasa, amely momentumot hasznal a gradienseknél.
A momentum az el6z6 1épéseknél hasznélt gradiensek exponencialisan csokkend mozgodatlaga.
A momentum fel tudja gyorsitani a tanulési folyamat konvergenciajat, ha az empirikus riziko
gradiens becsléseinél nagy a szoras.

Az SGD algoritmus a neuralis halé6 minden paraméterénél ugyanazzal az e tanulasi raté-
val valtoztat az iteraciok soran. Altalaban a veszteségfiiggvény paraméterenként kiilonbozé
mértékben érzékeny, ezért ugyanannak a tanulasi ratdnak a hasznalata lassabba teheti a
tanulast bizonyos tengelyek mentén. Ezt a problémat az adaptiv tanulési ratat hasznalo

algoritmusok extra hiperparaméterek hozzaadésa nélkiil tudjak kezelni.
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3.4. Algoritmus Adam

1: Input: (X, y): adathalmaz, F: neuralis halo, 0: kezdeti paraméterek

2. Input: m: az epoch-ok szama, b: a batch méret

3: Input: [, f2: a momentumok exponencialis lecsengésének sebessége

4: Input: ¢;: a tanulasi rata az i-edik epoch-ban.

5. k < |[n/b]: a batch-ek szama

6: {(XYyY),...,(X* y*)}: a batch-ek halmaza

7. v < 0: kezdeti momentum

8: vy + 0: kezdeti méasodik momentum & < 10~": konstans a numerikus stabilitasért
9: for =1 to m do

10: for ) =1to k do

11 g VL (F(X 10),4])

12: vy = Bivr + (1= Br)g

13: Vg = Bova + (1 — B2)g" g

14: U1 138;

15: Ug 13%5

16: 0+ 60—¢ \/% = > a miveletek elemenként értendek
17: end for

18: end for

Az egyik legnépszeriibb adaptiv tanulasi rataval rendelkezé tanitési algoritmus az
Adam (melynek neve az adaptive moments roviditésébdl szarmazik). [14] Az Adam algo-
ritmus a paramétereken kiilonb6z6 - a tanitési trajektoria mentén dinamikusan valtozo -
tanulasi ratat alkalmaz, a momentum és a normanégyzet segitségével. Az elsé és a maso-
dik (nem centralt) momentumoknal a kezdeti érték 0, ezért az algoritmus minden lépésben
exponencialisan lecsengé torzitas korrekciot is alkalmaz.

A tanit6 algoritmusok kézott nem ismert olyan, amely egyértelmien jobb lenne a t&bbi-
nél, ezért az algoritmust is szokas a neuralis halé hiperparamétereként kezelni.

A kezdeti 6 paraméterek megvalasztasara tobb heurisztikus eljaras is 1étezik. Az egyik
fontos tulajdonsidg a paraméterek megvalasztéasanal, hogy ugyanazokat az inputokat hasz-
nalod szamitasi egységeknek legyen kiilonb6zé paraméteriik. Ugyanis szimmetria esetén egy
gradiens modszerrel torténd tanitasi algoritmus ugyanazokat a valtoztatasokat hajtana végre

ezeken az egységeken. A teljes neuralis haloknél elterjedt modszer a normalizélt inicializélas

E(V otV
Wi ~ L | — ) 9
7 m-+n’Vm+n
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azaz egyenletes eloszlasbol generaljuk a silyokat, ahol m a neuralis halé input valtozoinak,
n a kimeneti valtozoinak a szama.

A neuralis halok hajlamosak a tultanulasra, amely soran az empirikus rizik6 az adat-
halmazon csokken, de az altalanositasi hiba egy pont utan névekedni kezd. A tultanulas
monitorozhato egy validacios adathalmaz fenntartaséval, amelynek kiértékelését a tanitas

soran minden epoch utan elvégezziik.
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4. Opcidk arazasa neuralis halékkal

Ebben a fejezetben a kiilonbozd derivativ termékek aranak neuralis halokkal valo kozelitésé-
nek eredményeit mutatom be. Piaci standardként, az opcidkat tipikusan implikalt volatilitas-
ként jegyzik az opcids t6zsdéken, igy a Black-Scholes formulanal a {Sy, K,r,0,T —t} — P
helyett, a {Sy, K,r,T —t, P} — o iranynak is van gyakorlati jelent&sége. Call és put op-
cional, ezért az arazas mellett az implikilt volatilitds meghatérozasara is tanitok neurélis
halokat.

A [1] és [2] differencidlegyenletek a homogenitas miatt atskalazhatéak a K valtozo sze-
rint, ezaltal a kotési arfolyam dimenzié elhagyhato. Igy az altalanossag megszoritasa nélkiil
elegendd az alaptermék arfolyamanak és a kotési arfolyamnak a hanyadoséat legeneralni a
szintetikus adathalmazokhoz. Ezt az Sy/K hanyadost gyakran moneyness-ként nevezik.
A K-val torténd atskilazas tovabbé azt is eredményezi, hogy az adathalmazban talalhato
valtozok nagysagrendje kozel azonos lesz, amely a halok kénnyebb tanitasa miatt elényos
tulajdonség.

Az neuralis halokat a Pytorch architekttra hasznéalataval implementaltam. |15] A halok

struktirajahoz a mélység esetén
d € {16,24,32,48,64,96, 128} ,

szélességnél

k€ {2,4,8,16},

a rejtett rétegek aktivacios fiiggvényeinél
g(x) € {tanh, leaky-ReLU, GELU}
és a tanulési ratanal pedig az
a € {0.001,0.005,0.01,0.05}

halmazokat hasznalom. A halé kimeneti rétege minden modellnél egy neuron, amely az

41



opci6 értéke. Az ar pozitivitasa, valamint folytonosan differencidlhatosdga miatt aktivacios
fliggvénynek a SoftPlus fiiggvényt valasztom ezen a rétegen.

A hiperparaméter-optimalizalas soran a paramétertérbdl egyenletes eloszlas szerint min-
tavételezek 20 halostruktirat, amelyeket 10 epoch-on keresztiil tanitok. A legjobb 10 vali-
dacios L(X)-el rendelkezd strukturat tjratanitom 20 epoch-on keresztiil, és ugyanigy kiva-
lasztom az 5 legjobbat. A valasztott halé a legjobban teljesits lesz ezek koziil, 100 epoch-on
torténd tanitas utan.

Tanitasnal az adathalmazbo6l minden epoch soran véletleniil mintavételezek 10° adat-
pontot és ezeken b = 2% batch méretet hasznilok. Tanit6é algoritmusnak a halok az Adam
algoritmust hasznaljak. Veszteségfiiggvénynek az M S FE-t valasztom, amelyhez hozzaadok a

parcialis derivaltak segitségével egy regularizacios tagot

L(X7) = MSE(F(X7),y) + A ) |+ Z(aF ) aféf_g)>

27 i=1
ahol X7 a j-edik batch b batch mérettel, F' a halo, f a derivativa aminek arazasara a halot
tanitom és Z az f paramétereinek egy halmaza. A A\ paraméterrel a parcialis derivaltak
kozelitésének fontossaga allithato.|16]

Az automatikus differencialas segitségével a %—f(ﬁ ) gyorsan szamolhato a tanitasi lépé-
sekben, a %(ﬁ ) - melyek legtobbszor gorog bettik - értékei pedig az adatgeneralas soran az
arral egyiitt numerikusan vagy ha van analitikus képlet, akkor annak segitségével szamolom
és hozzdadom az adathalmazhoz. Igy az adathalmaz (X, Yy, Z) harmassal adhaté meg, ame-
lyeket véletlen sorba rendezés utan b nagysagu batch-ekre felosztva hasznalok a tanitashoz.
Mivel a héalok inputként a 7 = T — t értéket kapjak meg, a piaci konvencioval szemben a 6
gbrog beti helyett a 6, paricalis derivaltat hasznalom, amely a t helyett a 7 szerinti parcialis
derivaltat jeloli.

Az (10| abran az M SE ¢és az L(X) hibak vannak abrazolva az epochok szaméanak fligg-
vényében, eurdpai call opciora esetén. Eleinte a halok kézott az arazasi hibat tekintve nincs
szamottevs eltérés viszont, ha a gérog bettik hibait is figyelembe vessziik, a regularizacioval

tanitott halo késébb nagysagrendekkel jobban teljesit.
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MSE a tanitas soran logye skalan
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10. abra. Regularizacié hatasa a tanités soran eurdpai call opcid esetén.

A regularizacié hasznalata enyhe torzitast okoz az arak predikcidiban, amelynek oka,
hogy a tanitasnal a fliggvény alakjanak hibaja jobban befolyasolja a paraméterek gradiensét,
mint az arak eltérése.

A héaléknal a tovabbiakban minden esetben hasznalom a regularizaciot és a hiperpa-
raméterek optimalizalasahoz a paramétertért kibévitem a A € {0.01,0.1,0.25,0.5,1.0,2.0}

halmazzal.

4.1. Black-Scholes-Merton modell

4.1.1. Eurédpai call és put opcidk

Call és put opcioknal az adathalmaz X része 4 valtozobol all: (Sy/K, T,0,r). Ahhoz, hogy
az adathalmazban tébbségében olyan pontok legyenek, ahol az opci6 ATM kérnyékén van,

az Sy/ K-t egyenletes eloszlas helyett az So/K ~ N (e™",0.01) normalis eloszlas segitségével
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generdlom. Mivel a normalis eloszlas tetsz6leges értéket felvehet, a 0.1-nél kisebb vagy 1.9-
nél nagyobb értékeket levagom. Az [11] abra az adathalmazban szerepls ar és a gorog bettik

hisztogramjait mutatja put és call opci6 esetén.

Call opcib Put opcid
125000

= 0 |
£ 100000 : : - e
-
8 100000
¥ 75000 1 -
E . call 75000 -
(=}

50000 - -
2 A 50000 -
o ol
0- |5 5 T T 0- T
00 02 04 06 08 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10

11. dbra. Az ar és a gorog betiik hisztogramja a tanité adathalmazokban

A regularizaciohoz a gorog betiik koziil az 6sszes elsérendiit felhasznadlom az adathalmaz
Z részében. Az analitikus formulaknél az adathalmaz generalasa a vektorizalas miatt nem
igényel hosszu futasi id6t. A gorog betiik kiszamitasaval egyiitt is legfeljebb par masodperc

alatt elkészithets akar 107 nagysagrendben.

tanulé adathalmaz teszt adathalmaz

S0/K N(e™,0.01)  N(e™,0.0025)

o U(0.1,0.35) 4(0.15,0.25)
r 1(0.01,0.2) 4(0.05,0.15)
T U(7/365,1.0) U(14/365,300/365)

5. tablazat. Valtozok eloszlasa az adatgeneralas soran, put és call opcidk esetén.

Az[12|abran a hiperparaméter-optimalizalas utan valasztott halé predikcioi vannak Sssze-
vetve a tényleges értékekkel put opcio esetén. Az opcidarakban kis mértéki torzités figyelhetd

meg a regularizicié miatt, a gérog bettik jo illeszkedést mutatnak.
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Opcidar
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] 00005
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-0.0010
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- _U/‘\ O _
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1
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04 — p, lejarat=6M
== modely, lejarat=6M | _ oo
— p.lejérat=
os P lejérat=9M
——- model,, lejarat=9M
~0.0010
085 090 095 100 105 0.80 085 090 095 100 105
Sk

12. dbra. Halo altal prediktalt értékek Osszehasonlitasa a tényleges értékekkel, kiilonbozd
lejaratokra. A halé egy bels6 pontban van kiértékelve, amely a tanuléadathalmaz véltozon-
kénti atlaga.

Az[6]tablazat a tanito és teszt adathalmazokon szamolt MSE értékeket foglalja 6ssze call

és put opcidk esetén az arra, valamint a gorog betiikre.
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call put
64|8|tanh|A=0.5 128 |8|tanh | A = 1.0

tanito adathalmaz teszt adathalmaz tanito adathalmaz teszt adathalmaz

ar MSFE 1.6674e-07 1.2237e-07 8.9815e-07 6.4966e-07
A MSE 1.1981e-05 1.0109e-05 9.1642e-06 5.8899%e-06
0, MSE 4.8399%-06 8.6058e-07 9.6393e-06 1.8052e-06
v MSE 4.6260e-06 2.7756e-06 6.1357e-06 4.1319e-06
p MSE 6.4467e-06 2.6898e-06 7.3239e-06 3.1663e-06

6. tablazat. Halo altal szamolt értékek hibaja a tényleges értékekhez képest az MSE metri-
kéban.

4.1.2. Implikalt volatilitas

Az implikalt volatilitas esetében nem sziikséges 1j adathalmazt generalni, elegendd a call
vagy a put opcidhoz is hasznalt adatoknal az ar és a volatilités valtozok szerepét megcserélni
a tanitasnal. A regularizaciot itt csak az ar valtozo esetén lehet hasznalni, amely az inverz
fliggvény derivalési szabalya szerint

dc™1 1 1

or ") = =Py T vo) )

szamolhato. Igy elég a vega értékek reciprokat venni az eredeti adathalmazban. Viszont

nagyon OTM vagy ITM opciok esetén a vega értéke a 0 kozelébe esik, amelyek a tanitasnal
a reciprok miatt instabilla tehetik a halot. Az opcidar megfelels transzformalasaval viszont

a gradiensek nagysagrendje csokkenthetd.[17] Legyen
P =log (P — max(Sy/K —e'7,0)) ,

vagyis az opci6 idéértékének a logaritmusa. Azon adatpontokat melyeknél az idGérték < 10°,
elhagyom az adathalmazbol. Az[7] 6sszefliggés alapjan a regularizéacio is hasznalhat6é marad,

a lancszabaly alapjan
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Az[13|abran a P, valamint a P szerinti parcialis derivaltak hisztogramjai szerepelnek a tanulo

adathalmazbol.

/v

£ 200000 -
0
b
150000 1
2
S 100000 1—
(=R
e
< 50000 4—
4]

0 1 T T T T

0 10 20 30 40 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

. -1, -1 . .. . ,1 2
13. abra. agp és 6513 (P) hisztogramjainak Gsszehasonlitasa

Neuralis halokkal a transzformalt arral torténd tanitassal jo illeszkedés érhetd el, amelyet

a [I4] abra szemléltet.

Tanulé adathalmaz, oy Tanulé adathalmaz, gy, hiba hisztogram
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14. dbra. Neuralis halo altal prediktalt értékek illeszkedése, valamint hibajanak hisztrogram-
ja a tanul6, illetve teszt adathalmazokon.
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Az (15| 4bran az implikalt volatilitas szerepel kiilonboz6 lejaratokra, az Sy/ K fliggvényeé-
ben. Az adathalmaz szélein, ahol az opcié nagyon I'TM vagy OTM, a transzformalas utan
a halo kozel ugyanakkora hibaval prediktal, mint a stiriibb bels6é pontokban. Legnagyobb

eltérés a belss érték korrekcié nem differencialhaté pontja kornyékén figyelheté meg.

Implikalt volatilitas
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15. abra. Halo altal prediktalt implikalt volatilitas 0sszehasonlitasa a tényleges értékekkel,
kiilonbo6z§ lejaratokra. A hélod a lejaraton kiviil, egy belsé pontban van kiértékelve, amely a
tanuléadathalmaz valtozonkénti atlaga.

Az iterativ numerikus modszerekkel szemben, az implikalt volatilitas kiszamitésa a ne-
uralis héaloval rendkiviil hatékony, a gyors kiértékelés miatt. A [1.2] fejezetben a Heston
modell kalibralasanal, ezért az ebben a fejezetben bemutatott halét hasznalom az implikalt

volatilitas szamitasara.

4.1.3. Barrier opcidk

Az adathalmaz X része barrier opci6 esetén egy valtozoval boviil a B/ K-val, igy az adathal-
maz az alabbi valtozokbol all: (Sy/K,7,0,r, B/K). A tanit6 adathalmaz 10° adatpontbol
all, amelyek 10° kiilénboz6 o, 7, B/ K paraméter harmasokbol szdmolt arazo racsokbol szar-
maznak. Az arakat és gorog bettiket a [2.4] alfejezetben bemutatott Crank-Nicolson moddszer
segitségével generalom. Az adathalmazok generédlasanak futésideje 100 x 100 dimenzids arazo

racs esetén =~ 10 perc, a gorog bettik kiszamolasaval egytitt.
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up barrier down barrier

tanulé adathalmaz teszt adathalmaz tanulé adathalmaz teszt adathalmaz
Sy/K U(0.6-B/K,B/K —0.001) U(0.7-B/K,B/K —0.001) U(B/K +0.001,B/K-1.4) U(B/K +0.001, B/K -1.3)
c 14(0.1,0.35) 14(0.15,0.25) 14(0.1,0.35) 14(0.15,0.25)
r 14(0.01,0.2) 14(0.05,0.15) 14(0.01,0.2) 14(0.05,0.15)
T 14(60/365,1.0) U(75/365,300/365) U(60/365,1.0) U(75/365,300/365)
B/K 14(1.1,1.8) U(1.2,1.7) U(1/1.8,1/1.1) U(1/1.7,1/1.2)

7. tablazat. Valtozok eloszlésa az adatgeneralas soran.

A lejaratig hatralévs id6 csokkentésével a B/K alaptermék arfolyam kornyezetében az
opcidar nagyon meredeken tart a B/K pontban felvett értékhez. A mély neuralis halozatok
a paramétertér valamely tengelyén magas meredekséggel rendelkezé tartomanyaira nehezen,
vagy nagyobb hibaval képesek ratanulni. |17] Ezért az adathalmazokban a 7 valtozo a call és
put opciok képest sziikebb intervallumokboél van generédlva. Tovabba az opcié arahoz képest
a a A akéir tébb nagysagrenddel is nagyobb értékeket vehet fel. Emiatt az arban megjelend
torzitas csokkentése miatt a A regularizaciéo paramétert is kisebb értékekbdl valasztom a
hiperparaméterek optimalizalasa soran.

Call és put opci6 drainak meghatarozasa mellett a 8 kiilonb6z6 tipusi barrier call és put
opcid koziil elegendd paronként egyet meghatérozni. Ugyanis replikalés segitségével a tobbi
termék ara is elGallithatd. Az [§ tablazat a tanité és teszt adathalmazokon szamolt MSE

értékeket foglalja Ossze call és put opcidk esetén az arra, valamint a gérog betiikre.

up-and-out call up-and-in put down-and-out put down-and-in call
24| 4| GelU| A =0.5 64|4|GelU| A=0.5 24| 4|tanh| A =0.5 32|4|tanh | A =0.25
tanité teszt tanito teszt tanité teszt tanito teszt

adathalmaz adathalmaz adathalmaz adathalmaz  adathalmaz adathalmaz adathalmaz adathalmaz
ar MSE 6.5866e-06 1.4766e-06 1.9968e-05 2.0811e-05 1.7114e-04 1.6108e-04 1.1134e-05 2.1971e-05
A MSE 2.5564e-04 2.7720e-03 3.7694e-03 3.9348e-03 6.0353e-03 1.1902e-03 1.8077e-04 7.2573e-03
0, MSE 1.0933e-04 4.1416e-05 1.4352e-04 1.2186e-04 4.4874e-04 2.2252e-04 7.0181e-05 3.3254e-04
v MSE 1.5533e-03 1.8574e-04 8.2271e-04 5.1513e-04 1.2319e-03 6.1958e-04 1.8780e-04 1.4602e-03

p MSE 8.9164e-05 5.6498e-05 3.5465e-04 2.1383e-04 3.5572e-04 1.6184e-04 7.4634e-05 1.0053e-03

8. tablazat. Halo altal szamolt értékek hibaja a tényleges értékekhez képest az MSE metri-
kdban barrier opcidkra.

Az[16|abran is megfigyelhetd, hogy a legnagyobb eltérések az arban és a A-ban is egyarant
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a B/K pont kérnyékén talalhatoak a halo predikcioinal.

Opcidar Opcisar
0175 o5 —— opcidar, lejérat=3M
=~ model ar, lejarat=3M
— opciGér, lejérat=sM
0150
~=- model 4r, lejarat=6M
o4 — opciéér, lejarat=oM
0125 —-- model ar, lejérat=oM
. 0100 L
& oors &
02
0050 | — opci6r, lejérat=3m
~=- model ar, lejarat=31
—— opcidar, lejérat=6M o1
00251 ——_ model dr, lejarat=6M
— opci6ér, lejérat=om
0000 === model . lejarat=oM 00
105 110 115 120 125 130 135 130 15 16 17 15 ) 20
EYS Solk
A A
075 .
— b lejérat=3m 0.0 +—— 1 lejérat=3m
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—=- models, lejérat=31 =~ models, lejérat=3M
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16. dbra. Halo altal prediktalt értékek Osszehasonlitasa a tényleges értékekkel, kiilonbozd

lejaratokra V¢ /K €8 Pl /K opciok esetén.
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4.2. Modellkalibracié neuralis halokkal

4.2.1. Heston modell call és barrier opcidok

Az adathalmaz X része call opcid esetén 8 valtozobol all: (So/K, 1, Vg, r, p, k,0,0), barrier
opci6 esetén pedig a B/K is adathalmaz része. Az adatgeneralas a Heston modell esetén
lényegesen lassabb, mint a BSM modellben a barrier opcioknal. Tanit6 adathalmazhoz egy
modell paraméterezésbdl 100 kiilonbozs (Sy/K, T, Vo) pontra hatédrozom meg az arat. Igy
a Feller-feltétel teljesiilése mellett dsszesen 10* kiilénbozé paraméterezésbdl 106 adatpont

szerepel az adathalmazban.

call up-and-out barrier call
tanulé adathalmaz teszt adathalmaz tanulé adathalmaz teszt adathalmaz

So/K N(e™,0.01) N(e™,0.0025) U(0.6-B/K,B/K —0.001) U(0.7-B/K,B/K —0.001)
Vo  U(B-0.75,0-1.25) U(6-0.75,60-1.25) U(# - 0.75,6 - 1.25) U(8-0.75,6 - 1.25)

T U4(0.01,0.1) (0.01,0.08) 4(0.01,0.1) 14(0.01,0.08)

T 14(14/365,1.0) 14(30/365,1.0) 14(120/365, 1.0) L{(150/365, 1.0)

P U(—0.5,0.1) U(—0.4,0.1) U(—0.5,0.1) U(—0.4,0.1)

K 2(1.0,4.0) U(1.5,3.5) U(1.0,4.0) U(1.5,3.5)

[ U(0.1%,0.25%) 1(0.125%,0.225%) U(0.1%,0.25%) U(0.1252, 0.225%)

o (0.1,0.6) 4(0.2,0.5) (0.1, 0.6) 1(0.2,0.5)
B/K - - U(1.1,1.8) U(1.2,1.7)

9. tablazat. Véaltozok eloszldsa a Heston modellbdl szarmazé adatok generalésa soran.

Az adathalmaz Z részében mindegyik valtozo szerinti parciélis derivalt szerepel a B/ K
valtozon kiviil, kompenzalva bizonyos arazési paraméterek alacsonyabb szorasat. Emiatt az
adatgenerélas futasideje a parcialis derivaltak meghatarozasaval egyiitt 4 processzormagon
~ 2 orara novekszik, 50 x 100 x 100 felosztasu racs mellett.

Az [11] tablazat a tanit6 és teszt adathalmazokon széamolt MSE értékeket foglalja Gssze
call és up-and-out barrier call opcid esetén az arra, valamint a gorog betiikre. Az eltérések
nagysagrendje a tobb input valtozo, valamint a paraméterek kisebb szérasa miatt nagyobb

a BSM modellen tanitott neuralis halokéhoz képest.
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Heston call Heston up-and-out call
64|8|tanh | A =1.0 1282 | GelU | A =0.1

tanito adathalmaz teszt adathalmaz tanito adathalmaz teszt adathalmaz

ir MSE 5.4437e-05 4.8597e-05 1.1150e-03 1.2622e-03
A MSE 7.4685e-04 7.8749e-04 3.4645e-02 2.6031e-02
0, MSE 1.5911e-04 1.5379¢-04 1.8282e-03 1.6843e-03
v MSE 1.5990e-03 1.4738e-03 4.4343e-02 4.4459e-02
p MSE 23128e-04 23322e-04 6.0044e-03 6.1415e-03
af
e 1.2530e-06 1.1452e-06 9.5922e-05 1.1442e-04
OrT
af
B 3.9682e-07 4.0224e-07 6.7190e-06 9.5121e-06
af
el 1.7193e-03 1.5500e-03 3.5093e-02 4.0878e-02
eta
af
e 4.55820-06 4.2644e-06 2.4680e-04 3.0416e-04

10. tablazat. Halo altal szamolt értékek hibaja a tényleges értékekhez képest az MSE metrika
szerint.

Az[I7)abran a vizsgalt paramétertérbdl a legjobb hiperparaméterekkel rendelkezé neuralis
hal6 predikciéi vannak Osszevetve a tényleges értékekkel, call opcid esetén. Az opcidarakban

ebben az esetben is kisebb mértékid torzitas figyelheté meg a regularizacié miatt.

Opcidar

— opcioar, lejarat=1M
~=- model 4, lejérat=1M
—— opcidar, lejarat=3M
-~ model ar, lejarat=3M
— opcioar, lejarat=6M
0151 ——- model ér, lejarat=6M
—— opcidar, lejarat=oM
-~ model ar, lejarat=oM

4r L1 hiba, lejarat=1M
0.010 &r L1 hiba, lejarat=3M
4r L1 hiba, lejarat=6M
4r L1 hiba, lejarat=9M

020

0.008
0.006
0.004

005 0.002

0.90 0.95 1.00 105 110 0.90 095 1.00 105 110 115

0.000

ALY hiba, lejarat=1M
411 hiba, lejérat=3m
ALY hiba, lejarat=6M
ALY hiba, lejarat=9M

0.010

0.008

0.006

— A lejérat=1M
-=- modely, lejérat=1M | 004
— A lejarat=3M

~-- modely, lejérat=3M
— 4 lejarat=6M 0.002
==+ model, lejérat=6M

— & lejarat=oM
. 0.000
===_model, lejérat=9M

0.90 0.95 1.00 1.05 110 0.90 095 1.00 1.05 110 115

17. abra. Halo altal prediktalt ar és A értékek Osszehasonlitdsa a tényleges értékekkel,
kiilonbo6z6 lejaratokra. A neuralis halo egy bels pontban van kiértékelve, amely a tanulo-
adathalmaz valtozonkénti atlaga.
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4.2.2. Kalibraci6é

A kalibralas célja olyan modell paraméterek meghatarozasa, amelyek mellett a piacon meg-
figyelt és a modellbdl szamolt implikalt volatilitas értékek kozotti tavolsag a lehetd legkisebb
legyen valamilyen metrika szerint. Gyakran a likviditas vagy egyéb stlyozas szerint az egyes
termékek kiilonboz§ sillyal vesznek részt a kalibrélasban, ezaltal a likvidebb lejaratokra és
kotési arfolyamokra a kalibrélt modell pontosabban araz.

A neuréalis halok tanitasahoz hasonloan ez a feladat is nem konvex optimalizaldshoz vezet.
A kalibralas soran a tévolsagmetrikanak az MSE-t valasztom, és minden terméket a piacon

azonos stllyal veszek figyelembe. Igy a minimalizalando célfiiggvény

Z (UIV(K7 T) - &(K7 T))2 )

T,K
vagy

> (e(K,T) = &K, T))?

TK
alakban irhato fel az implikalt volatilitas invertdhatosaga alapjan.

A Heston modell esetében a kalibralasban a (Vo p, k, 0, 0) paraméterek vesznek részt.
Ezeket a paramétereket a neuralis halok segitségével, kiilonbozé szintetikusan generalt pia-

cokra kalibralom. Haromféleképp is tesztelem a neuronhaldkkal torténd kalibrélast:

1. A piacon csak call opcidkkal kereskednek, és a kalibrélast az implikalt volatilitas szerint

végzem el.
2. A piacon csak call opciokkal kereskednek, és a kalibralast az ar szerint végzem el.

3. A piacon kereskednek call, valamint up-and-out barrier call opciokkal is. A kalibralast
a call opciok esetén az implikalt volatilitas, a barrier opcidk esetén az ar szerint végzem

el.

A barrier opcidk figyelembevétele a kalibracioban pontosabb paraméterekhez vezet, mivel
ezen termékek az GtvonalfiiggGség révén érzékenyebbek a volatilitas valtozasara a trajektoridk
mentén. Ezaltal a jovébeni mosoly és ferdeség (forward smile and skew) dinamikajat a

kalibralt modell pontosabban képes visszaadni.|2]
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A szintetikus piaci adatokat szintén a Heston modell alapjan generdlom. A piacokon a

kockdzatmentes hozam r = 0.03 szézalék, call opcidkkal

T € {3M, 4M, 5M, 6M, TM, 9M, 12M}

lejaratokon lehet kereskedni az Sy/K = e~ +0.15 kozott egyenletesen 7 pontban felosztott
kotési arfolyamokon. A barrier opciokbol kétféle lejarattal lehet kereskedni, egy 6 honap
lejaratuval és egy 10 honap lejaratuval az So/K € {1.05,1.15} kotési arfolyamokon.

Az arakat a alfejezetben bemutatott CS-ADI modszerrel szamolom, a kalibracio-
ban részt vevé paramétereket a neuralis halok tanul6 adathalmazai szerinti eloszlas szerint
mintavételezem. Osszesen 100 kiilonbozé szintetikus piacra kalibralom a paramétereket a

neuralis halok segitségével. A abra az implementéalt kalibracios eljaras folyamatabrajat

szemlélteti.
Kezdeti
parameéterek
/ ! mn
L call
; | DNNeau | _’@‘ opciéarak
-
Szintetik / oo | ()
zintetikus > _f implikalt . . .
adatgeneralds » DNNp, hiba J " olatilitis Szintetikus piac
™
—D‘ hiba }-
N/

-

18. abra. Neuralis halokkal torténd kalibralas folyamatabréja.

A kezdeti paramétereket a valodi paraméterekkel megegyezé eloszlasok szerint hatarozom
meg. Optimalizalo eljarasnak pedig Jim Gatheral és Peter Pommergdard Lind cikke alapjan a
Nelder-Mead algoritmust hasznélom, amely az iteracios 1épéseiben nem hasznal gradienseket.
A Nelder-Mead algoritmus bar lassabb, de nem akad el egy nyeregpontban vagy lokalis
minimum helyen, mint altaldban a gradiensalapi BFGS vagy L-BFGS-B algortimusok. [1§]

Az [19] dbra a kiilonbozd célfiiggvények szerinti kalibralas eredményeit foglalja 6ssze. A
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legnagyobb eltérések a legrovidebb lejaratnal figyelhetGek meg, az OTM és az ITM kotési
arfolyamokra. Ennek az oka a neuralis halo regularizaciobol eredd torzitasa, amely miatt a
halo nem tud tetszélegesen alacsony arat prediktalni. Igy ez a kis eltérés, az alacsonyabb
idGérték és az 1/v parcialis derivalt miatt az implikalt volatilitasban potencialisan nagyobb

eltérésekhez vezet.

1. Call opcié implikalt volatilitas 2. Call opcidar 3. Implikalt volatilitas + barrier arak
0.275 A

1 1 r2=
0.950 0.250 1 R*=0.97334 0.250 4 R*=0.97550

RT=0.98063

0.225 4 0.225 4
0.225 1
0.200 4

0.200 0.200 4
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I | | ] 0048 0.048 0.043
l |II ll ll ‘ll 0035 0035 0035
0,80 l = 0,80 = 0,80 =
0 | || II lll ll 002 o 002 o 0.02

.95 I I 0.01 o 0.01 X 0.01
o P, b,
J100 i i

=105 0.00 <105 0.00 =105 0.00

s 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1.0 s 05 0.6 0.7 0.8 09 1.0 ERe 0.5 06 0.7 0809 1.0
- 0.4 0.5 0.6 O - 0.4 0.5 06 & - 0.4 0.5 0.6 0
02 0.3 " 02 0.3 " 02 0.3 "

19. abra. Implikalt volatilitasok illeszkedése és hibaja a kalibralas utan.

Az egy éves lejarattal rendelkezé opcidk a tanité adathalmaz szélénél helyezkedkednek el,
igy rajtuk a neuralis halo extrapolalo képessége is tesztelhets. A neuralis haloknak a tanitasi
inputtéren kiviil altaldban gyengén extrapolalnak, amely ebben az esetben is fenn all. Ennél
a lejaratnal a halo szinte egyik piac esetén sem képes még az implikalt volatilitasfeliilet
alakjat se reprodukalni. Az [20]abra a hat honapos és az egy éves lejaratra vonatkozo valodi
és a modell altal szamolt implikalt volatilitasokat hasonlitja 0ssze az egyik szintetikus piac

esetén.
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20. abra. Neuralis halo extrapolald képessége. A 6M lejarat a halok tanitdé adathalmazénak
a belsejében, mig a 12M lejarat a hataron talalhato

A piacon megfigyelt implikilt volatilitas értékeket a neuralis halo a legtobb vizsgélt
piac esetében alacsony hibéaval képes reprodulélni, de ez nem igaz az piacot general6 eredeti

paraméterekre. A p, k és o paraméterek esetében akar tobbszoros eltérés is elfordulhat.

Vo ] K [} a

atlagos L1 hiba 00030 01458 11402 0.0043 02822

11. tablazat. Neuralis halok altal kalibralt paraméterek hibaja a tényleges generald paramé-
terekhez képest.

A kalibralas futasideje atlagosan az 1. esetben 3.2 mp, a 2. esetben 3.41 mp, mig a
barrier arakat is hasznalé 3. esetben 4.37 mp. Igy a neuralis halokkal torténd kalibralas

soran a barrier opciok hasznélata nem okoz lényegi futasidé névekedést.
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5. Osszefoglalas

A dolgozathoz hasznalt Python kodbazist strukturaltan és objektumorientalt szemléletettel
sikeriilt implementalni. Ahol a pénziigyi termékek arazésa, a szintetikus adatok generélasa,
valamint a neuralis halok tanitédsa és kiértékelése is ugyanaz a sztenderdizalt architektura
alapjan épil fel. Amelynek futtatasa rugalmasan elvégezhets a konfiguracios fajlok segitsé-
gével. A kodbézishoz igy konnyedén hozzédadhatdak akar mas termékek, és altalanosithato
egyéb modellekre egyarant.

A neuralis halok tanitasa sorédn olyan regularizaciot alkalmazok, amely a parciélis de-
rivaltak hibajat is figyelembe veszi minden lépésben. Ezaltal a neuronhéalok az opcidk éarai
mellett a gordg bettik értékeit is képesek pontosan és hatékonyan visszaadni az automa-
tikus differencialés felhasznélaséaval. A regularizacioval emellett csokkenthets a tiltanulas
veszélye, valamint lehet6vé tesz egyszertibb hald strukturdk hasznalatat, amely lényegesen
felgyorsitja a neuralis halok tanitasat.

A Black-Scholes-Merton modellben az eurépai call, put és barrier opciok arat és a go-
rog betik értékeit a halok rendkiviil jo6 pontosiggal képesek visszaadni. Az adathalmaz
transzformalasa utan hasonlé pontossagot sikeriilt elérni az implikalt volatilitéds esetében is.

A neurélis halok a Heston modellben is ra tudtak tanulni az arra és a gérog bettikre, call
és barrier opciok esetén egyarant. A szamitéasi kapacitds limitéciéi miatt az adathalmazok
egyes valtozokat kisebb szorassal tartalmaznak, ezaltal a neuronhalok hibaja is nagyobb a
Black-Scholes-Merton modellhez képest.

A dolgozat egyik célkittizése a Heston modell paramétereinek neuralis halokkal térténé
kalibralasa volt. A kalibraciés eljaras sikeresnek mondhaté abbdl a szempontbol, hogy a
halok képesek visszaadni a piacon megfigyelt implikalt volatilitasfeliiletet, akar a barrier op-
cidarak figyelembevételével is. A szintetikus piacokat generalo valddi paramétereket viszont

a neuralis halok csak megkozelitsleg képesek reprodukélni.

5.1. Tovabbfejlesztési lehet6ségek

A Heston modellnél a véges differenciakkal torténé adatgeneralas Pythonban torténd imple-

mentalasa nagyon lassa futésidéket eredményez. A kodbazis ezen részének refaktoralasa egy
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hatékonyabb hardverkozeli programozasi nyelvre - mint a C++ - akar tobbszoros teljesitmény
névekedést is eredményezhet.

A véges differencidk modszerén alapulé algoritmusok elméletben ugyanigy implemen-
talhatoak egy automatikus differencialast alkalmazo architekturan. A nehezséget az inter-
polacio, és az egylitthatoméatrixok invertalasa vagy LU-felbontéasa jelenti, valamint az, hogy
a ritka matrixokat egyaltalan nem, vagy csak nehezen lehet kezelni ezekben az architektu-
rakban. A jelenlegi numerikus kozelités helyett, a backpropagation hasznélatéaval elegendd
lenne az arazési racsot csak egyszer kiszdmolni, amely sordn megkaphatnank az ar mellett
egyben az Osszes inputparaméter szerinti parcialis derivaltat is.

Az arazasi feliiletet méasik megkozelitésben is meg lehet tanitani a neurélis halokkal. A
Fourier héalozati operatoroknél a halé az Euklideszi terek kozott értelmezett fliggvények he-
lyett fliggvényterek kozti leképezéseket képes megtanulni. [19] Ezaltal felosztas-fiiggetlentil
lehet sztochasztikus differencidlegyeneletek teljes csaladjat egyetlen neuralis haléval kozeli-
teni, hiszen a halo a differencidlegyenlet struktirajara tanul ra nem pedig az egyedi adat-

pontokra.

Alulirott Halasz Kristéf nyiltakozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az aldbb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapt eszkozoket alkalmaztam:

Felhasznalt Felhasznalas . i
Feladat oszkisz helye Megjegyzés
Automatikus
Python kodbézis : . . s kiegészités funkcio
olkészitése Github Copilot Teljes kodbazis Python kod frasa
kozben

A felsoroltakon til méas MI alapu eszkozt nem hasznaltam.
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