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1. Bevezetés

A hosszu ¢let kockazata, vagyis a longevity kockdzat egyre nagyobb kihivast jelent a biztositasi
¢s nyugdijrendszerek szamdéra viladgszerte. A halalozasi valoszinliségek évszazadok oOta
csokkend trendet mutatnak, és ez a csokkenés a modern idékben is folytatodik. A javuld
egészségligyl ellatds, az ¢életmodbeli valtozadsok ¢és az orvostudomany fejlodése mind
hozz4ajarulnak ahhoz, hogy az emberek hosszabb ideig €éljenek. Ennek kovetkeztében a statikus
halando6sagi tablak alkalmazasa a jaradék- és nyugdijtermékek esetében jelentds alulbecsléshez

vezethet a jovobeli kifizetések tekintetében.

A hosszabb ¢lettartam nem csupan az egyéni pénziigyi tervezés szempontjabol jelentds kérdés,
hanem makrogazdasagi €s tarsadalmi kihivasokat is felvet. Az éllami nyugdijrendszerek
fenntarthatosaga veszélybe keriilhet, ha a varhat6 élettartam ndvekedése nincs megfeleléen
figyelembe véve a nyugdijrendszer finanszirozasaban. Az Europai Unidban miik6do biztositok
szamara a Szolvencia II keretrendszer eldirja a longevity kockazat megfelelé modellezését. Ez
azt jelenti, hogy a biztositoknak halanddsagi ratak eldrejelzésére alkalmas modelleket kell
alkalmazniuk a megfelelé tokekovetelmények meghatarozésa érdekében. A halandosagi

trendek modellezése tehat nem csupan elméleti kérdés, hanem gyakorlati jelentéséggel is bir.

A halandosagi tablak eldrejelzésére tobb matematikai és statisztikai modell 1étezik. A
szakirodalomban a Lee-Carter modell a legelterjedtebb, amely a haldlozasi valoszintiségek
idébeli trendjeinek modellezésére egy faktoros iddsorelemzést alkalmaz. Emellett tobb mas
modszer is 1étezik, példaul az APC (age-period-cohort) modellek és a CBD (Cairns-Blake-
Dowd) modell, amelyek kiilonb6z6 megkozelitésekkel probaljak megragadni a halanddsagi

trendeket.

A klasszikus modellek azonban feltételezik, hogy a haland6sagi mintazatok viszonylag stabilak
és linedrisan jOl strukturalhatok egy vagy néhany f6 komponens mentén. Napjainkban azonban
a nagy mennyiségil, heterogén adat és a tarsadalmi-gazdasagi tényezOk gyors valtozasa olyan
modellezési rugalmassagot igényel, amelyre a hagyomanyos statisztikai megkozelitések nem
minden esetben alkalmasak. Itt 1épnek be a gépi tanuldsi (machine learning) modszerek,

amelyek képesek megragadni a komplex, nemlinearis mintazatokat is az adatokban.

A dolgozat célja annak vizsgalata, hogy a gépi tanulési algoritmusok milyen mértékben képesek

javitani a klasszikus Lee-Carter modell altal adott halalozasi rata-elorejelzéseket, kiilonos
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tekintettel az egyes haladlokok szerinti bontasra. A dolgozatban el0szor bevezetem az
alkalmazott modellezési eszkoz6k modszertani alapjait, majd bemutatom a kutatdshoz
felhasznalt halandosagi adatokat. Az elemzés lényegi részében a Lee-Carter modell és
kiilonbozd gépi tanulasi eljaradsok, példaul dontési fak, gradient boosting €s random forest

teljesitményét hasonlitom ossze.

Két kiilonbozé megkozelitést is alkalmazok, melyeket Susanna Levantesi és Dorethe
Skovgaard Bjerre munkai inspiraltak: 6k eltéré modon integraltak a gépi tanulasi modszereket
a halandosagi elorejelzésekbe. A célom ezen megkozelitések teljesitményének részletes
Osszehasonlitdsa orszagonként ¢és a leggyakoribb haldlokonként, valamint annak vizsgalata,
hogy a gépi tanulas képes-e hozzaadott értéket nyUjtani a klasszikus halanddsagi

modellezéshez.

2. A halandosag modellezés

A halandésag szamszertsitésének egyik legalapvetobb mutatdja a halanddsagi rata, amely egy
adott idoszakra €s populacidra vonatkozoan azt fejezi ki, hogy a populacié6 mekkora hanyada

hunyt el az adott idészakban. Matematikailag a kovetkezéképpen hatarozhatd meg:

(1)

3
I
m| o

ahol m a halanddsagi rata, D a vizsgalt id6szakban elhunytak szama, E pedig a populacio
nagysagat jelenti, amelyet valamilyen modon definidlnunk kell. A populacidé 1étszama
tobbféleképpen is értelmezhetd. Az egyik lehetdség a vizsgalt idészak kezdetén életben 1évo
egyének szdma, amelyet kezdeti kitettségnek neveziink és E°-val jelolink. Egy masik
megkozelités az iddszak alatt €16 egyének atlagos szama, amelyet kozponti kitettségnek
neveziink és E€-vel jel6liink. Ez utobbit ugy szamithatjuk ki, hogy a vizsgalt id6szak kezdetén
¢letben 1évo személyek altal megélt egyéni idomennyiségeket Osszegezziik. A kitettségtol
fliggden eltéré halandosagi ratdk 1éteznek. Ha a kezdeti kitettséget hasznaljuk, akkor kezdeti
halandésagi ratarél beszéliink, amelyet m°-val jelliink, mig, ha a kdzponti kitettséget vessziik

figyelembe, akkor kdzponti halandosagi ratat kapunk, amelynek jele m°©.

A halandésagi modellezésben kulcsfontossagl fogalom a tulélési fiiggvény, amely az élettartam
closzlasat irja le. Az L élettartamhoz tartozo talélési fiiggvényként azt a G: R* — [0,1]
fiiggvényt értjiik, amely az alabbi egyenlettel adhaté meg:
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G)=PL=zy), y=0 (2)

Ez a fiiggvény néhany alapvet6 tulajdonsaggal rendelkezik:
G(0) =1, (3)
G)=1-F@), y=0 )

ahol F: R* — [0,1] az L élettartam eloszlasfliggvénye.

Amennyiben egy egyén mar elért egy adott x > 0 életkort, akkor a hatralévo élettartam (L —
x) eloszlasa feltételes eloszlasként értelmezhetd az L > x feltétel mellett. Ennek megfelelden

definialhato a rezidudlis talélési fliggvény (Gy) az alabbi modon:

P(Lzx+y)  G(x+y)
Gx(y) =P(L—x=2y|lL=x) = P(Lix;’ - Gx(x;} (5)

(x,y = 0).

Egy jelentés mutatdé az x éves korban varhatd hatralévd élettartam, amely a kovetkezd

integrallal szamithato ki:

[oe)

@=wauzﬂ=fth® ©)

X

Kiemelend6 az x = 0 eset, amely a sziiletéskori varhato élettartamot adja meg:

0]

@=Hw=fth® @

0

Az élettartam eloszlasanak modellezése soran két f6 megkdzelités lehetséges: egyik esetben a
folytonos eloszlasokkal dolgozunk, mig a masik esetben az L értékeit diszkrét valdszinliségi
valtozoként kezeljik (példaul egész szamu élettartam esetén). (Vékas, 2016)

2.1 Folytonos modell
Folytonos eloszlasok alkalmazasa esetén a halandosag mérésére célszeri olyan mutatészamot

hasznalni, amely az egyes ¢letkorokhoz tartozé pillanatnyi értéket adja meg, és nem fiigg a



vizsgalt iddintervallum hosszatol. Természetesen egy adott pillanatban a haladlozasi

valoszinliség mindig nulla, mivel folytonos eloszlas esetén barmely y > 0 értékre
P(L=1y)=0. 8

Ugyanakkor hatarértékes megkdozelitéssel meghatarozhatd egy igynevezett pillanatnyi évesitett
halalozasi valosziniiség, ha egy rovid idétartamra szamitott évesitett haldlozasi valosziniiséget
ugy vizsgalunk, hogy az idétartam hossza a nullahoz tart. Az igy nyert mérészamot halalozasi
intenzitasnak nevezziikk, amelyet més néven hazardrataként vagy kockdzati rataként is

emlegetnek:

P(L<y+PBIL=y)
B

= lim 9
kG = lim, ©
Bér a haldlozasi intenzitds onmagaban nem tekinthetd valosziniiségnek, mégis egyfajta
¢vesitett pillanatnyi halalozési valdsziniiségként értelmezhetd. A fenti meghatarozas intuitiv

¢s szemléletes, azonban a gyakorlatban a haldlozasi intenzitasfiiggvényt gyakran egyszeriibb

az alabbi Osszefliggés alapjan kiszamitani:

W) = Jim Fo+B—-FO») _fG) (10)

o* BG(y) Gy’

2.2 Diszkrét modell

Az aktuariusi gyakorlatban kiemelt jelentoségiiek a teljes években mért €lettartamokra épiild
halandosagi tablak. A halandosagi tablaknak olyan tablazatokat hivunk, amikben egy adott évre
vonatkoz6 elméleti halalozasi (q,), talélési valdszinliségei (p,) ¢és a varhatd ¢Elettartam
szerepelnek ¢letkoronként. A valoszintiségeket azt mutatjak meg, hogy mennyi a valoszinlisége,
hogy egy x éves ember a kdvetkezo sziiletésnapja eldtt meghal. Tehat:

g, = avaloszinliség, hogy valaki, aki megélte x-edik ¢letévét meghal az (x + 1).-edik életéve
betdltése elott.

Mivel ezek az adatok egy adott iddpontban végzett felmérésbdl szdrmaznak, minden g, eltérd
években sziiletett, de egy idOben €16 generaciok halalozasi valdszintiségeit reprezentalja,
mikdzben egy pillanatképet ad a népesség egészének halandosagi viszonyairdl. A talélési
valdsziniiség a q,-bdl szamolhato, ugyanis:

pr = 1 —q, = a valosziniiég, hogy valaki, aki megélte x-edik életévét megéli az (x + 1).-

edik életévét is.



Bizonyithato, hogy a p,-ek szorzata megadja annak a valdsizniiségét, hogy aki megélte az x.
¢letévét, életben lesz t év mulva is:

t|Px = Dy " Pxs1---Pxst+1 = a valosziniiség, hogy valaki, aki megélte x-edik életévét megéli
az (x + t).-edik €letévét is. (Banyar, 2003)

A halandésagi tabla tehat nem egy generacionak az adatait tartalmazza, hanem egy pillanatnyi
allapotot.

Tovabba a koréves tulélési valdszinliségek és a tilélési fliggvény diszkrét értékei kozott az

alabbi kapcsolat all fenn:

G 1
Py = % (xeN, G(x) > 0), (11)
6o =]p @em. (12)
y=0

A teljes években torténd modellezésnek két £6 oka van: egyrészt az elérheté demografiai adatok
jellemzéen egész éves bontdsban allnak rendelkezésre, masrészt a szadmitdsok soran az
integralok helyett egyszeriibb véges 0sszegzésekkel lehet dolgozni. Az egészértékli modell
matematikai alapjainak tisztdzdsahoz célszertia T ¢élettartamot szétbontani egy egész €s egy tort

rész Osszegere:
T=T,+T, (13)

ahol T, az ¢élettartam egész része, mig T, annak tort része. A koréves haldlozasi valdszinliségek
csak az ¢élettartam egész részének eloszlasat hatarozzdk meg, ezért a tort rész viselkedésére
kiilon feltevést szokas alkalmazni. A halandosagi tablak altalaban tartalmaznak egy feltételezett

maximalis életkort, weN amelyre teljesiil, hogy
P(T > w) = 0. (14)

Magyarorszagon a KSH ezt az értéket w = 100 évnek veszi. A maximalis életkorra vonatkozo
feltevésbdl kovetkezik, hogy az élettartam egész részének eloszlasat teljes mértékben
meghatarozzak a g, (x = 0,1,2,...,w — 1) haldlozési valoszinliségek, kiegészitve a q,, = 1
feltétellel, amely biztositja, hogy az adott modellben az w évnél magasabb életkor megélése

nem kovetkezhet be. A halanddsagi tablakban a p,. és g, értékeken tul szerepel még a
I, =10,G(x) (x=01,.. w), (15)

dy =Ly —L (x=01,..,0—1) (16)
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tovabbeélési €s kihalési rend is, ahol altalaban [, = 100 000 a halanddsagi tabla kiindul6 szama.
A tovabbélési rend a tulélési fliggvény egy konstansszorosa, €s egy feltételes, 100 000 fovel
indul6d populacio esetén megadja, hogy hanyan érik el legalabb az x éves kort, feltételezve,
hogy a halalozasi valdszinliségek idében allandok maradnak. A kihalasi rend hasonlé médon az
adott korban elhunytak varhat6 szamat mutatja. A halandosagi tablak rendszerint tartalmazzak

a kovetkez6 képlet segitségével meghatarozhatd varhato hatralévo élettartamokat is:

1 w
ey =7 Z li +
lx i=x+1

Az ¢életbiztositasi ipar miikodése szorosan kapcsolédik a halandosagi tablakhoz. Az

N =

(x=01,..,0—1). (17)

¢letbiztositasi szerzOdések arazasa, az egyének kockdzati profiljanak meghatarozéasa, valamint
a tartalékok képzése mind a halandosagi tablak alapjan torténik. A biztositotarsasagok szamara
kritikus fontossagu, hogy pontos informacidkkal rendelkezzenek arrol, hogy a biztositottak
korében milyen a varhaté haldlozas.

A halandéségi tablak alkalmazasa nem korlatozodik az életbiztositéds teriiletére; azok fontos
szerepet jatszanak a népesedési elemzésekben is. A demografusok és a kormanyzati szervek
ezeket az adatokat hasznaljak a népességi folyamatok megértéséhez és a jovobeni trendek
elorejelzéséhez. Ezek az eldrejelzések kritikus jelentdséglick az olyan hosszutavi stratégiak
kidolgozasdban, mint a nyugdijrendszer fenntarthatosaga, az egészségiigyi szolgaltatasok
tervezése, valamint a munkaerdpiaci folyamatok elemzése. A halanddséagi tablak alapjan a
kormanyzatok ¢és az egy¢éb érdekeltek adatalapu dontéseket hozhatnak a tarsadalmi és gazdasagi

kihivasok kezelésére. (Banyar, 2003)

3. A Lee-Carter modell elméleti alapja

3.1 A klasszikus modell
A modszert (Lee & Carter, 1992) mutatta be a "Modeling and Forecasting U.S. Mortality" c.
cikkben. A modell a mai napig az egyik legjobban haszndlhato statisztikai eszkoz halandosagi
valdsziniiségek ¢és varhato élettartam eldrejelzésére. A tovabbiakban bemutatom a szakdolgozat

kozponti elemeként szolgald modell legfontosabb részleteit.

Legyen m,, egy orszag halandosagi ratajanak logaritmusa a korcsoportban (a = 1,2, ..., 4)

és tidében (t = 1,2,...,T). Ezeket a ratakat a

Mgr = g + BaVi + €ar (18)
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egyenlettel tudjuk modellezni, ahol «,, B,, és y; becsiilendé paraméterek, €,; véletlen hibatag,

amirdl altalaban azt feltételezziik, hogy normaélis eloszlast, O vérhaté értékli, o2

szorasnégyzetl. A paraméterezés nem egyértelmli, mivel invarians a kovetkezd

transzformaciokra:
Ba = cBa (19)
Aq = g — PaC (20)
1
Ye 2 ZYt (21)
Ye2VYetcC (22)

minden ceR, ¢ # 0.

Ezek szerint a felirt egyenlethez tartozo likelihoodnak végtelen ekvivalens maximuma van,

amik azonos elérejelzéseket adnak. A kdvetkez6 megkdtéseket hasznaljuk a gyakorlatban:

z Ye=0 (23)
Zﬁa =1 (24)

A Y+ v: = 0 megkotésbol kovetkezik, hogy a, az empirikus atlag a korcsoportban, @, = m —
a. Eszerint felirhaté a modell a centralt log-haldlozasi rata szerint: M, = mgy — Mye. Mivel

€4 normalis eloszlasuak, tehat atirhato az eredeti modell egy fixed effect modellé:
Mae~ N("’ﬂatr 02) (25)

E(Mq) = far = PaVr (26)

Itt csak A + T paraméterek hasznaljuk az A x T matrix tagjainak becslésére:

~

Mg o Mgy
m = : : (27)

Mgoo * TMgoa
A Lee-Carter modell felfoghaté egy kontingencia tdblanak is, ahol a cellak értékeit a
paraméterek becsléseivel kozelitjiik. Feltételezziik, hogy a sorok (kor) és oszlopok (id6)

fliggetlenek egymastol, illetve a varhatd értéke a cellanak az adott peremértékek szorzata

E(mg) = BaYe (Lee & Miller, 2001) szerint ez a feltétel a legtobb adatsorra nem teljesiil.
12



B4 €s v becslésére maximum likelood modszert szoktak alkalmazni. Mivel végtelen ekvivalens
maximuma van, a standard optimalizacios megoldasok nem lesznek hatékonyak. Emiatt Lee és
Carter cikkiikben a centralt korprofilokat tartalmazé matrix szinguldrisérték felbontdsat

alkalmaztak (SVD) elsédlegesen.
Tétel (Szingularis érték felbontas):

Egy tetszéleges A € R™*™ matrix szingularis érték felbontasan a

A= Z ol = USVT, §:= (g 8) (28)

n
i=1
értjiik, ahol U € R™ ™,V € R™™ ortogonalis matrixot, és S diagonalis matrix:
S = diag(oy, ..., 0,), (29)
ahol gy = --- = g, > 0 egyértelmii és A szingularis értékeinek hivjuk.
Jelen esetben tehat
m = BLU', (30)

ahol a becslés B-ra B elsé oszlopa, y;-re pedig f'mt. El6fordulhat, hogy m felbontasa nem
létezik, ekkor a C = mm’ matrix legnagyobb sajatértékhez tartozd sajatvektoraként

kiszdmithaté. (Girosi & King, 2007)

(Alho, 2000) megallapitasa szerint a (18) egyenlettel leirt modell nem alkalmas teljes
mértékben a vizsgalt jelenség megbizhatd leirasara, mivel a szinguldris értékfelbontason
alapuld legkisebb négyzetes becslés (OLS) egyik 6 hatranya, hogy homoszkedasztikus hibakat
feltételez, vagyis azt, hogy a hiba szérdsa minden korcsoportra nézve azonos. Ez azzal a
feltételezéssel is 0sszefiigg, hogy a hibdk normaleloszlasuak, ami a valdosagban gyakran nem

teljesiil.

A gyakorlatban ugyanis a haland6sagi intenzitas (force of mortality) logaritmusanak szorasa
jelentdsen eltérhet az egyes korcsoportok kozott: az iddsebb korcsoportok esetében jellemzden
nagyobb szorassal szdmolhatunk, mivel ezekben a csoportokban kevesebb haldleset torténik.
Ennek kovetkeztében a statisztikai ingadozdsok mértéke is nagyobb, ami megkérddjelezi az

OLS-modszer alapfeltételezéseinek érvényességét.
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3.2 Poisson modell
Mivel a haldlozasok szdma diszkrét, eseményszamlalo jellegli valtozo, (Brillinger, 1986)
nyoman indokoltabbnak tlinik Poisson-eloszlés feltételezése a haldlozasi adatokra. A legkisebb
négyzetek modszerével kapcsolatban korabban emlitett problémaék elkeriilése érdekében a

tovabbiakban Poisson regresszios keretben megfogalmazott becslési eljarast alkalmazunk.
Legyen Dy ~Poisson(E, i, (t)), ahol u, (t) = exp (ay + Bi.¢)-

A paramétereket a (18) egyenletben megadott feltételek tovabbra is korlatozzak. A halandosagi

intenzitas (force of mortality) a tovabbiakban is egy log-bilineéris format kovet:
In (,le(t) = ay + By * k¢ (€29)
Az a,, B, és k; paraméterek értelmezése a klasszikus Lee-Carter modellhez hasonlo:

a,: az ¢életkorhoz kot6do atlagos halanddséagi szintet irja le, azaz megmutatja, hogy az adott

korcsoportban milyen szinten helyezkedik el a haldlozasi arany idében atlagolva.

By z adott életkor érzékenységét fejezi ki az idobeli halandosagi valtozasokra, vagyis azt, hogy

a halandosagi trendek valtozasa milyen mértékben érinti az adott korcsoportot.

ky: az id6ben bekovetkezd, minden életkorra kiterjedd halandosagi szintvaltozast reprezentalja;
egyfajta globalis iddbeli trendet jelenit meg, amely az 6sszes korcsoport halandosagara hatassal

van

A ay, By és k; paraméterek becslésére a tovabbiakban nem a szingularis értékfelbontason
alapuld moédszert alkalmazzuk, hanem a (31) modell alapjan felirt log-likelihood fliggvény
maximalizalasaval hatdrozzuk meg ezeket a paramétereket. A valasztott valosziniliségi keret, a
halalozasi események Poisson-eloszlasti modellezése lehetévé teszi, hogy figyelembe vegytik
az adatok diszkrét természetét és a kiilonbozd korcsoportok kozotti varianciaeltéréseket is

(Brouhns et al., 2002).

Ha d,., az ténylegesen megfigyelt haldlozasok szama, akkor a likelihood fiiggvény a

kovetkez6:

d);’t e_)\x,t

L6 de) = 27— (32)

x,t-

a log-likelihood fiiggvény ekkor
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dx,t!
=In (Ad"'te‘lxrf) —In(d,.!)

x,t

Adx'te_lx,t
In Lx,t(H; dx,t) =1In <xt—) (33)

= dy:In(Ay;) + In(e ) — In(d,!)

= dx,t ln(/lx,t) - Ax,t —In (dx,t!)

Mivel a D, ,.-r0l feltettiik, hogy fiiggetlenek, az Osszetett log-likelihood fiiggvény felirhatjuk a

kovetkez6 alakban:
MO = e n(Aeg) = Aue = In (dye) (349

Xt

= z dx,t ln(Ex,t/lx,t) - Ex,tﬂx,t —In (dx,t!)
Xt

=D e (n(Eye) +1n (1)) = Buette = In (ce)
Xt

= D e 1n(Bre) + doeln () = Bt = In (ce)
Xt

= Z dx,t ln(:ux,t) - Ex,t.ux,t - ln(dx,t!) + dx,t ln(Ex,t)
Xt

= Z{dx,t ln(:ux,t) - Ex,t.ux,t} +C
Xt

= Z{dx,t ln(eax+ﬁxkt) — Ex‘tea’x‘*ﬁxkt} +C
Xt

x,t

ahol a C konstans és 0 = (ay, Sy, k¢).

A maximalis valdszintiségi becsléseket, az @y, By, k; értékeket az 1(8) parcialis derivaltjainak
nullara allitasaval kapjuk meg. Iterativ modszert hasznalunk az &,, B, k, becslésére, mivel az
optimalizalasi problémat nem lehet zart formulaval megoldani, ezért egy frissitési sémat

alkalmazunk, és a kiindulasi értékekkel ar® X E\O » Eﬁt kezdjiik a frissitési folyamatot.
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Az v + 1-edik iterdcios 1épésben egy paraméterhalmazt frissitiink, mikdzben a tobbi paramétert

az aktualis becsléseiknél rogzitjiik, a kovetkezo frissitési séma hasznalataval:

J— — — 0dl , —
w+) = gw) — g-1(gW) ) — (W)
0 0 —H (e )ae(e ) (35)
2
ahol H = % Hesse-matrix. Ezt az algoritmust hivjak Newton-Raphson modszernek
(Groot, 2011).

3.3 Eldrejelzés
Ahhoz, hogy eldrejelzést adjunk, Lee és Carter feltételezték, hogy S konstans, és hogy ¥ egy
egyvaltozos idésor modell. A legjobban illeszkedd idésor az ARIMA(0,1,0) eltolasos (driftes)
véletlen bolyongas:

Ve =Ve—1+0+¢; (36)
§~N (0' O-Ew)'
_Yr—hn

ahol 0 a drift paraméter, aminek ML becslése 6 = T tehat csak az elsd és utolsé y-tdl fiigg

a paraméter értéke. Ahhoz, hogy két periddusra jelezziink elére beillesztjiik 8 a drift paraméter

helyére, y,_1 helyére pedig az egyel visszaléptetett, definicio szerinti értékét helyettesitjiik:
Pe= P10 +8 =2+ 0+ 51) +0 + 0 (37)
Altaldnositva p.elérejelzését T + (At) idépontra a kovetkezd irhaté fel:

(4t)
Precan =Pr+ (408 + ) s (38)
=1

Ebbdl eldrejelezheték pontbecslések, amik egy egyenest kovetnek 8 meredekséggel.

Urican) = Vr + (A)8. (39)

Az elején felirt egyenlethez, ha az eddig targyaltakat behelyettesitjiik, megkapjuk a log-

mortalitas pontbecslését:
Mreae) = M+ BPree - (40)

3.4 Limitaciok
Szamos erdssége €s elonye ellenére az Lee-Carter modell nem hibatlan. Tobb eréfeszités tortént

a szakirodalomban, hogy ezeket a problémakat a Lee-Carter modell kiterjesztésével a korlatokat
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kezelje. Ebben a szakaszban bemutatom (Basellini, 2023) altal publikalt, a legjelentdsebb ¢és

legszélesebb korben alkalmazott Lee-Carter kiterjesztéseket.

3.4.1 k, paraméterezése
A Lee-Carter halanddsagi modell {6 eldnye, hogy a szingularisérték-felbontas egyetlen tagjaval
képes megragadni a halandosagi mintdzatokat. Ez azonban pontatlansagot eredményezhet a
becsiilt halalozasi ratakban ¢és az elhalalozasok szamaban, kiilonosen az iddsebb
korcsoportoknal. Ennek ellenstilyozasara egy masodik 1épésben modositani lehet a k,
halando6sagi indexet, hogy az illesztett modell jobban megfeleljen a megfigyelt haldlozési
adatoknak. Basellini harom moddszert mutat be, egyik (Lee & Miller, 2001) megkdzelitése,
miszerint az €letkor-specifikus halalozasok helyett a sziiletéskor varhat6 élettartamhoz igazitja
a modellt, ami fliggetleniti a populécids adatoktol. (Booth et el, 2002) 6tlete, hogy Poisson
regresszidval és az eltérések minimalizalasaval illeszti a modellt a megfigyelt életkor-specifikus
halalozasi szamokhoz, csékkentve a legfrissebb iddszak eldrejelzési hibajat. Emlitésre méltd
még (Rabbi & Mazzuco, 2021) munkdja, ahol a sziiletéskor varhato élettartam helyett a

halalozasi ¢életkorok szorasat hasznaljak, hogy jobban tiikrozze a halandosagi javulasokat.

3.4.2 Kiindulasi hibak
A Lee-Carter modell nem illeszkedik pontosan a megfigyelt haladlozasi ratakhoz a kiindulési
évben, ami szintén eldrejelzési hibat okozhat. (Lee & Miller, 2001) ramutattak, hogy az eredeti
Lee-Carter eldrejelzés torzitast okozott az USA sziiletéskor varhato élettartaméban, ezért 6k a
megfigyelt kiindulasi ratdkat hasznaltak, hogy megsziintessék ezt a torzitast. (Stoeldraijer et al.,
2018) nyolc europai orszag adatait elemezve kimutattdk, hogy a pontossag €s a stabilitas kozott
kompromisszum van: az utolsé megfigyelt év hasznalata ndveli a pontossagot, mig az utobbi

évek atlaganak hasznalata nagyobb stabilitast biztosit.

3.4.3 Statisztikai keretrendszer
A Lee-Carter modell statisztikai keretrendszere korlatozott, mert nem épit explicit
sztochasztikus folyamatra, és a modell egyszerii szingularis érték felbontast hasznal. Ez
feltételezi, hogy a hibak normalis eloszlastiak és homoszkedasztikusak, ami a valds halalozasi
adatoknal nem teljesiil, mivel az idésebb korosztalyokban a haldlozasi ardnyok nagyobb szorast

mutatnak.

A statisztikai hidnyossagok kezelésére tobb alternativ megkdozelités sziiletett. Az egyik az n.
Poisson-keret, ami a halalesetek szamat Poisson-eloszlassal modellezi, ami jobban illeszkedik

a halandoséagi adatok természetes valtozékonysagahoz (Brouhns et al., 2002). A taldiszperzios
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poisson-modellnél egy negativ binomialis eloszlast vagy kvazi-likelihood modszereket
alkalmaznak a variancia pontosabb modellezésére. (Wilmoth, 1993) Az adatok taldiszperziot
mutatnak, ha a variancia nagyobb, mint az elméleti modell altal feltételezett érték. Altalanositott
linearis modellekkel is kikiiszobolhetok a hidnyossagok, mivel a sulyozott legkisebb négyzetek
vagy logit-transzformdacioval térténéd modellezés segit a paraméterek pontosabb becslésében
(Renshaw & Haberman, 2003). Végiil a Bayes-féle modellezés esetében pedig a Lee-Carter
modell Poisson-keretbe dgyazasa Bayes-statisztikai modszerekkel javitja az illesztést és az

elorejelzést (Czado et al., 2005).

3.4.4 Rogzitett b,
A Lee-Carter modell egyik alapfeltevése, hogy a halanddsdgi mintazat idében rogzitett.
Azonban (Lee & Miller, 2001) rdmutattak, hogy tobb kutaté szerint a modell paraméterei
idében valtozhatnak. A 20. szazad elsd felében a fiatalok halandosdga gyorsan csokkent, mig
az 1ddéseké lassabban. A szdzad masodik felében ez a tendencia megfordult, amit a modell nem

tud megfelelden kezelni.

(Tuljapurkar et al., 2000) és (Lee & Miller, 2001) javaslata szerint az illesztési idészakot 1950-
tol kezddédden érdemes meghatarozni, hogy a feltételezés jobban teljesiiljon. (Booth et al., 2002)
szintén korlatozta az illesztési idOszakot a jobb illeszkedés érdekében. A rogzitett mintazat
probléméja kiilondsen hosszu tava eldrejelzéseknél jelentds. (Li et al., 2013) ezt tigy oldotta
meg, hogy bevezette a ,;rotdcid” modszerét, amely lehetévé teszi a halanddsag valtozo
korstrukturajat. Egy idében valtozd paramétert alkalmaznak, amely fokozatosan modosul az
eredeti szingularis értékfelbontas alapjan meghatdrozott értéktdl egy végsd mintdzatig. Ez a

megkozelités az ENSZ halanddsagi eldrejelzéseiben is alkalmazasra kertilt.

3.4.5 k, linearitasa
(Lee & Carter, 1992) a driftes véletlen bolyongas idésormodellt talaltak a legmegfelelébbnek
az Egyesiilt Allamok adataihoz modellikkben. Ez a linearis modell az idésor elsé és utolsd

pontjan halad at. Bar ez a modszer széles korben hasznalt, mas ARIMA modellek esetenként

pontosabbak lehetnek (de Jong & Tickle, 2006).

A Lee-Carter modell hosszu tavu elérejelzésekre 6sszpontosit, és hosszu iddsorok esetén az
esetleges linearis eltérések kevésbé befolyasoljak az eredményt. Azonban ezek az eltérések
befolyéasolhatjak a drift paramétert, ami torzitast eredményezhet az eldrejelzés elsd évében,
valamint novelheti az eldrejelzési bizonytalansdgot, ezért az illesztési iddszak helyes

megvalasztasa kiemelten fontos a pontos eldrejelzés érdekében.
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3.4.6 Merevség
Az Lee-Carter modell csak a szinguldris érték felbontas elsé tagjat hasznalja, mig a tobbi
komponensek alkotjak a rezidualist. Ez a megkozelités azonban merevséget eredményez, mivel
az elsé iddindex linedris. A magasabb rendii tagok nemlinedris mintazatai potencialisan
javithatndk az eldrejelzés pontossagat, de ezek jellemzden figyelmen kiviil maradnak. Emellett
az egyetlen idéindex hasznalata azt eredményezi, hogy a halandosagi javulasi tényezdk

korrelaltak életkor szerint, ami nem valosaghii.

3.4.7 Simitas
A Lee-Carter modell elérejelzése az Egyesiilt Allamok halalozasara nézve jo eredményeket
mutatott, mivel nagy populdcido €és az Otéves korcsoportok stabilizdld és simitd hatast
eredményezett. Ennek ellenére a modell altal illesztett és eldrejelzett halalozasi ratdk gyakran
ingadozoak, kiilondsen, ha az elemzés egyéves korcsoportokat alkalmaz. Ez az életkori
mintazatok szabalytalansdgabol és az iddbeli trendek egyenetlenségébdl fakad, utdbbi

kumulalodé hatassal van az elorejelzésre.

(Girosi & King, 2008) megjegyezték, hogy a modell ¢letkor-specifikus haldlozasi ratai idével
egyre kevésbé lesznek simak, végiil irredlissa valnak, €s eltérnek barmilyen elére meghatarozott
trendtol, fliggetleniil a kezdeti adatokt6l. Ennek a problémanak a kezelésére kiilonbozo
megkozelitéseket javasoltak, amelyek szinte kivétel nélkiil spline-alapa simitast alkalmaznak.
Ez torténhet az adatok eldzetes simitdsaval, paraméter becslés kozbeni, vagy utdlagos

simitasaval.

3.4.8 Elorejelzési id6szak
Az Lee-Carter modell egyik 0jitasa az eldrejelzési intervallum bevezetése volt. Azonban az
eredeti modell altal eldrejelzett sziiletéskor varhato é€lettartam intervallumat tobb cikkben is

kritika érte.

(Lee & Carter, 1992) az eldrejelzési intervallum szdmitdsakor csak az innovacios hibat vették
figyelembe, és ennek alapjan szdrmaztattdk az 0sszes halandosagi mérdszam eldrejelzésének
konfidencia intervalluméat. Ez azonban nem veszi figyelembe, hogy a logaritmikus halalozasi

ratak életkor szerinti valtozasai korrelaltak, igy az intervallumok hibéasak lehetnek.

Mivel az analitikus korrelacios becslés bonyolult, egy szimulaciés megkozelités a preferalt
moddszer. Ebben az eljarasban egy nagy mintaszamll véletlenszerlien generalt jovobeli

halalozési séma segitségével hatarozzdk meg az elérejelzési intervallumokat. Az egyes mutatok
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(pl. haldlozasi ratak, varhatd élettartam stb.) eldrejelzési intervallumat az 6nallé szimulalt

eloszléasaik percentilisei alapjan szamitjak.

4. Gépi tanulas a mortalitas modellezésben

A gépi tanulds (ML) alkalmazésa a biztositasmatematikaban szamos teriileten elény0ds lehet.
Az ML-alapt modellek hatékonyan alkalmazhatok karbecslésre, biztositasi dijak
meghatarozasara, csalasok detektalasara, valamint a kockazati portfolio optimalizalasara. Mivel
a biztositasi adatok gyakran nagy méretiieck €s heterogének, a gépi tanuldsi algoritmusok
kiilonosen hasznosak lehetnek az Osszetett kapcsolatok feltardsdban és a pontosabb
elorejelzések  készitésében. A kovetkezd fejezetekben részletesen bemutatom a
szakdolgozatban alkalmazott gépi tanulasi modszereket. A kutatds soran harom kiilonb6z6 gépi
tanulasi algoritmust alkalmazok, két eltéré modszertani megkozelités szerint. Ennek
megfeleléen a dolgozatban Osszesen hat elérejelzési modellt elemzek €s hasonlitok Ossze

egymassal.

4.1 Els6 megkozelités
(Levantesi & Pizzorusso, 2019) kutatdsa alapjan vegyiik a kovetkezd kategorikus valtozokat,
amik egy egyedet irnak le: ¢letkor (a), év (t), sziiletés év (c), halalok (z), orszag (). Mindegyik
egyedhez hozzarendeljik az x = (a,t, c, z,1) € X valtozok vektorat, ahol A = {0, ...,u},T =
{ty, ...t} C ={cy, ...,cm}, Z = {5001, ...50016}, L = {ESP, ..., USA}.
Feltételezziik, hogy hogy a halalok szama D, a kovetkezo feltételeknek eleget tesz:

e D, fliggetlen x € X -t0l,

e D,~Poi(m,E,) V xeX,

mdl
dx

ahol m, a centralt halalozasi rata, E, a kitettség. Legyen a becsiilt varhaté halalozasok

szama, mM4 a hozza tartozo centralt halalozasi rata. Ekkor tovabbra is fennallnak a kdvetkezd
allitasok:

o m, =mnd

e D,~Poi(9, - d™), ahol 9, = 1, d"¥ = mMaE,
A U, = 1 feltétel azt jelenti, hogy a valasztott mortalitdsi modell (jelen esetben Lee-Carter)
tokéletesen illeszkedik az adatokra. Ez a valosagban altaldban nem all fent, mivel gyakran alul-
(9, > 1) vagy tulilleszkedik (9, < 1), ezért kalibraljuk 9,-t x alapjan, harom kiilonb6z6 gépi
tanulasi modszerrel (dontési fa, véletlen erdd, és gradiens boosting). Legyen 9, a gépi tanulasi

algoritmus eredménye, amit %—re fogok alkalmazni. igy az osszefiiggés:
X
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X
mdl
dx

~a+t+c+z+1L. (41)

Legyen ¥, gépi tanuld algoritmus altal becsiilt paraméter, tehat a megoldasa a fenti
egyenletnek. I, -val korrigaljuk a centralt halalozasi ratat, hogy jobban illeszkedjen az
adatokra:

~madl

mmal =9, -md vxeX. (41)

4.2 Masodik megkozelités
Ebben a megkdzelitésben is a klasszikus sztochasztikus halandosagi modelleket gépi tanulési
modszerekkel kombinaljuk, hogy pontosabb eldrejelzéseket kapjunk (Bjerre, 2022) cikke
alapjan. Az eljaras lényege, hogy eldszor egy hagyoméanyos modellt, példaul a Lee-Carter
modellt illesztiink az adatokra, és ez alapjan eldrejelzést készitiink a haldlozasi ratak
logaritmuséra. Tehat el6szor kiszamitjuk az aktudlis és jovObeli iddpontra vonatkozo becsiilt
értékeket, tehat mm4t és mma!,
Ezt kovetden meghatarozzuk a modell altal vissza nem adott eltéréseket, vagyis a reziduumokat,
amelyek a kdvetkez6 modon alakulnak:
pmodel = . — mal (42)
Ezek a reziduumok tartalmazhatjak azokat a mintdzatokat, amelyeket a klasszikus modell nem
tudott megragadni. Ezeket az eltéréseket egy gépi tanulasi algoritmus segitségével
modellezziik, ahol a magyarazdvaltozok az elébbiekhez hasonldan életkor (a), év (t), sziiletés
¢év (c), halalok (z), és orszag (1):
rodeleg+t+c+z+1 (43)
Miutén az algoritmusokat raillesztettiik a reziduumok mintazataira, elére tudjuk jelezni a

jovobeli idépontra esd reziduumokat:

model,DT _ model,RF . model,GB
t+h Teth €S Tevn - (44)
Végiil ezeket a becsiilt reziduumokat hozzaadjuk az eredeti klasszikus modell elérejelzéseihez,

igy egy javitott elérejelzést kapunk:

model,DT __ model model,DT
mx+h = Myyn + 7"x+h , (45)
model,RF __ model model,RF
x+h =Myrn + Ten ’ (46)
illetve
model,GB __ model model,GB
mx+h =Myt + 7ﬂx+h . (47)
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4.3 Dontési fa

A dontési fak olyan prediktiv modellek, amelyek az adatok alapjan hoznak létre egy
fastrukturat, és ezen keresztiil képesek dontéseket hozni. Az egész modell egy hierarchikus
struktarat alkot, ahol az adathalmaz a gy6kérben kezdddik, majd rekurziv osztdsokon keresztiil
kisebb, homogénebb részhalmazokra bontodik, egészen a levelekig, amelyek a végsd
eldrejelzést tartalmazzak.

Az osztasi folyamat célja, hogy a csomodpontokon beliili elemek minél homogénebbek
legyenek, mig az egyes csomopontok kozotti kiillonbség a lehetd legnagyobb legyen. Ezt
kiilonb6z6 mérdszamokkal lehet mérni, amelyek koziil az osztdlyozasi problémakndl a
leggyakrabban alkalmazottak a Gini-index és az entrdpia.

A Gini-index azt méri, hogy egy csomopontban mekkora a valdsziniisége annak, hogy két
véletlenszeriien kivalasztott elem kiilonboz6 osztalyba tartozik. Ha p; az i-edik osztaly relativ

gyakorisaga, akkor a Gini-index képlete a kovetkezo:

K
Gini = 1 — Z p?, (48)
i=1

ahol K az osztdlyok szdma. Az optimalis osztas az, ahol a Gini-index minimalis, azaz a
csomopontban a lehetd legnagyobb az osztalyok kozotti homogenitas.
Az entropia a bizonytalansag mértékét fejezi ki egy csomdponton beliil, és az informacidelmélet

alapfogalma. Egy csomodpont entrépidja az aldbbi képlettel szamolhato:

K
H== pilog,pi. (49)
i=1

Az osztasi folyamat soran gyakran az informacios nyereséget (angolul information gain) veszik

figyelembe, amely az osztas eldtti és utani entropidk kiilonbségeként értelmezhetd:
M

N.
Information Gain = Hg,;5 — Z N] H; (50)
=1

ahol Hg,y4 a sziilldcsomopont entropidja, H; a j-edik részcsomopont entropidja, N; az adott
részcsomopont elemeinek szdma, N a sziildcsomdpont elemeinek szama, és M az osztasok
szama. Az optimalis osztas az, amely maximalis informécids nyereséget eredményezi, igy
csokkentve a bizonytalansagot a részcsomopontokban (Cryer & Chan, 2008).

Regresszios problémak esetén a dontési fa célja az, hogy a célvaltoz6 varianciajat minimalizalja
az egyes csomopontokban. Ha egy csomopontban a célvaltozd atlagat y jeloljik, akkor a

variancia;
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N
1
Var == i = 9)% (51)
i=1

ahol N az adott csomopontban talalhato elemek szama. Az elagazas soran az optimalis osztési
szabalyt az hatdrozza meg, hogy a két részcsomdpont variancidjanak, az adott csomdpontban
1év6 elemek aranyaval sulyozva, mekkora csokkenést eredményez az eredeti varianciahoz
képest:

Npal Nijobb
Vary +
N el TN

Az eljards soran az algoritmus rekurzivan vélasztja ki a legjobb osztasi szabalyt minden

A Var = Vargs — ( Varjobb>, (52)

csomopontban, amig a tovabbi osztds nem eredményez szdmottevd javulast, vagy amig egy
elére meghatarozott minimalis csomopontméretet el nem ériink.

Fontos hangsulyozni, hogy az algoritmus teljesitményét nagymértékben befolyasoljak a
hiperparaméterek. Példaul a fa maximalis mélysége korlatozza a modell komplexitasat, ezaltal
segit megeldzni a tulilleszkedést. A csomopontok felosztdsdhoz sziikséges minimalis
mintaszam, valamint a levelekben elvart mintaszam biztositja, hogy a fa ne valjon talzottan
specifikussd. Emellett a sztochasztikus elemek, példaul a tanitdshoz hasznalt véletlenszeri
részhalmazok alkalmazasa noveli a modell rugalmassagat és robusztussagat. E paraméterek
megfeleld finomhangolasa elengedhetetlen a predikcids pontossag és az altalanosithatdsag
kozotti egyensuly eléréséhez (Hastie et al., 2009).

Mortalitds modellezés esetében legyen (X,) ..y X-nek egy tagja, ekkor a dontési fa altal becsiilt
paraméter:

5(x) = zgtﬂ{xe T} (53)

teT

4.4 Véletlen erdo

A véletlen erdé (random forest) egy tanulasi mddszer, amely tobb dontési fabol épit fel egy
erddt, és ezen fak eredményeit aggregalja a végso predikcidk meghatarozdsadhoz. Az eljaras két
alapvetd technikan alapszik: a bagging (bootstrap aggregalas) és a véletlenszerli valtozo
kivalasztds minden egyes fa osztdsi pontjan. A bagging soran a tanuldsi adathalmazbol
tobbszoros, véletlenszerli mintavételeket készitiink, igy minden egyes dontési fat egy kiilon
mintan tanitunk meg. Ez a médszer csokkenti az egyedi fak altal mutatott magas varianciat, ami
jelentds elény a modell robusztussdganak novelésében. Ezen feliil, a véletlenszerli valtozé

kivalasztas biztositja, hogy az egyes fak eltérd szerkezetliek legyenek, hiszen minden osztasi
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pontndl nem a teljes valtozohalmazt, hanem csak annak egy véletlenszerli részét vessziik
figyelembe. Ezt a technikat ensemble modszernek nevezik. Ennek kdszonhetden csokken az
egyes dontési fak kozotti korrelacio, ami az ensemble eljarasok egyik legjelentsebb elonye.

Regresszios feladatok esetén a random forest végsd eldrejelzését tigy kapjuk meg, hogy az
egyes fak elorejelzéseit atlagoljuk. Matematikailag ezt ugy irhatjuk le, hogy ha 9¢(x) jeloli a

t-edik fa eldrejelzését, akkor a végso predikcio
A 1 N
S(x) = 72 9t (x) (54)
t=1

, ahol T a fak szdma. Osztalyozasi feladatoknal pedig az egyes fak altal adott osztalycimkék

tObbségi szavazata hatarozza meg a végso predikciot:
9 = mode (51(x),1§2(x), ...,1§T(x)) (55)

A modell hibajanak variancidjara vonatkozd képlet azt mutatja, hogy a random forest a

kovetkezd képlettel becsiilhetd:

Var(¥9) = po? + T pGZ, (56)

ahol 02 az egyes fak hib4janak variancigja, p pedig az egyes fak kozotti tlagos korrelacio. Ez
a képlet azt szemlélteti, hogy minél kisebb p (azaz minél kevésbé korreldltak az egyes fak),
annal nagyobb a variancia csokkenés hatdsa, kiilonosen akkor, ha T , azaz a fak szdma
novekszik (Breiman, 2001).

A fenti elméleti hattér ravilagit arra, hogy a random forest nem csak az egyedi dontési fak
elényeit 6tvozi, hanem a bagging és a véletlenszerti valtozo kivalasztas révén jelentdsen javitja
az elorejelzések pontossagat €s robusztussagat, mikozben csokkenti a taltanulds (overfitting)

kockazatat.

4.5 Gradiens boosting
A gradient boosting egy olyan gépi tanulasi modszer, amelyet (Friedman, 2001) fejlesztett ki,
¢és amelynek célja gyenge predikcidos modellek, jellemzden dontési fak iterativ modon torténd

kombinalasa egy erésebb modellé. A modszer 1ényege, hogy minden egyes iteracidoban egy uj
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dontési fat illesztiink az el6z6 modellek hibaira, igy csokkentve a végsd eldrejelzési hibat.
Formalisan, az algoritmus egy adott veszteségfiiggvény minimalizalasat célozza meg. Legyen
F a predikciés modell, amely iterativan épiil fel, és jeldlje M, (F)a k-adik iteracioban
meghatarozott predikciot. Ekkor a frissitési szabaly a kovetkezo:

Jk

A(F) = P a(F) +v ) 75l (F € Ryy) 57)
j=1

ahol v egy konstans tanulasi rata, J; k-adik fa leveleinek szama, y;  pedig a j-edik leveléhez
tartoz6 predikcios érték, amelyet a negativ gradiens alapjan hatarozunk meg. A negativ
gradiensek (y; ) a veszteségfiiggvény derivaltjaibol szarmaznak, €s az aktualis modell hibait
reprezentaljak.

(Friedman, 2001) tovabbfejlesztette az algoritmust a sztochasztikus gradient boosting
bevezetésével, amely jelentdsen javitja mind a predikcios teljesitményt, mind a szamitasi
hatékonysagot. Ez a megkozelités az egyes iteraciokban a teljes adathalmaz helyett annak egy

véletlenszerli részhalmazat hasznalja fel az ) dontési fa illesztéséhez.

5. Kiértékeléshez hasznalt metrikak

A gépi tanuldsi modellek eldrejelzd teljesitményének objektiv értékeléséhez elengedhetetlen a
megfeleld kiértékeld metrikdk alkalmazéasa. A regresszids problémdk esetében, ahol a cél a
valos szamok eldrejelzése, a harom leggyakrabban hasznalt hiba-alapi mérdszam a gyokér-
négyzetes atlagos hiba (RMSE), a median abszolat hiba (MAE) és a szazalékos atlagos abszolut
hiba (MAPE). Ezek a metrikdk kiillonb6z6é tulajdonsagokkal rendelkeznek, igy -eltérd

szempontok alapjan adnak visszajelzést a modell teljesitményérdl.

Az RMSE a becsiilt értékek és a tényleges megtigyelések kozotti eltérések négyzetének atlaga

utan vett négyzetgyok. Kiszamitasi képlete:

n
1
RMSE = |- (i = 9 (58)
i=1

ahol y; a tényleges, y; pedig a becsiilt érték, n pedig a megfigyelések szama. Az RMSE erésen
érzékeny a nagy hibakra, mivel a négyzetre emelés kiemeli a kiugro eltéréseket. Eppen ezért

kiilondsen hasznos akkor, ha a nagy eldrejelzési hibak elkeriilése elsddleges cél.

A MAE a tényleges ¢€s becsiilt értékek kozotti abszolut eltérések szamtani atlaga:
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n
1
MAE == Iy, - i (59)
i=1

Ez a metrika egyenlden kezeli a kisebb és a nagyobb hibakat, és kevésbé érzékeny a kiugrod

értékekre, mint az RMSE. Eldnye, hogy kozvetleniil értelmezhetd az adatok mértékegységében.

A MAPE a hibdkat a tényleges értékhez viszonyitja, igy szazalékos formaban fejezi ki az

elorejelzési hiba nagysagat:

n
100% =9,
MAPE = °Z|y‘ y‘| (60)
n 4 Vi

i=

Ezaltal lehetové teszi kiilonbozd skalaju problémak 6sszehasonlitasat is. Hatranya ugyanakkor,
hogy ha a tényleges érté¢kek kozel vannak a nulldhoz, akkor a MAPE értelmezhetetlenné valhat
vagy extrém nagy hibat eredményezhet. Ennek kikiiszobolésére bizonyos esetekben modositott

szazalékos hibamértékeket alkalmaznak.

6. Adatok bemutatasa

Az elemzés sordn felhasznalt adatok a Human Mortality Database (HMD) részeként elérhetd
The Human Cause-of-Death Data series (HCD@HMD) adatbéazisbol szarmaznak. A
HCD@HMD sorozat a HMD egy kiegészit6 adathalmaza, amely mas halaloki adatforrasoktol
eltéréen egységesitett, idoben 0Osszehasonlithatdé haldlozasi okokat tartalmaz. A haldlokok
besorolasa egy allando, fix haldlokozati listan alapul, amely figyelembe veszi a Betegségek
Nemzetkézi Osztalyozasaban (ICD) tortént valtozasokat is, igy biztositva az iddébeli
Osszehasonlithatosdgot. Az adatbazis id6szakosan frissiil, €s az adatok orszagos szintli
bontasban érhetdk el.

A jelen dolgozat elemzéseiben kizarolag a haldlesetek abszolut szamara, valamint a népességre
vetitett kitettség értékeire volt sziikség, életkor és nem szerinti bontasban. Az adatok orszagos

szinten kertiltek feldolgozasra.

Orszag Adatok elérhetésége
Fehéroroszorszag 1955-2019
Franciaorszag 1979-2020
Japan 1981-2021
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Lettorszag 1956-2019

Litvania 1956-2019
Moldova 1965-2018
Lengyelorszag 1959-2019
Romania 1980-2019
Spanyolorszag 1980-2021
USA 1979-2021

1. tablazat Az elemzésben szerepld orszagok

Mivel az egyes orszagokban eltérd idészakokra allnak rendelkezésre halandosagi adatok, a
tanulo- és teszthalmaz szétvalasztasa minden esetben az adott orszag sajat iddsorahoz igazodva,
egységesen 70-30%-o0s aranyban tortént. Az adatok forrdsa a Human Mortality Database
(HMD), amely részletes dokumentacioval ismerteti a halanddsagi ratak és tablak eldallitasanak
modszertanat. A feldolgozasi folyamat hat 6 1épésbdl all, amelyek hat kiilonall6 adatcsoporthoz
kapcsolddnak, €s ezek mindegyike elérhet6 a HMD adatbazisaban.

Az elsO 1épés az éves, nemek szerinti élvesziiletési adatok 0sszegyiijtése az egyes orszagokra
vonatkozoan, lehetdség szerint hosszabb idétavon. Ezekre az adatokra elsésorban a fiatalabb
korcsoportokra vonatkozo népességbecslések pontositasa érdekében van sziikség. Ezt koveti a
haldlozasok rogzitése, amely sordn az adatgyiijtés célja a lehetd legnagyobb részletezettség
biztositasa. Amennyiben az adatok csak aggregalt formédban érhetdk el, a HMD egységes
becslési eljarasokat alkalmaz a halalesetek sziiletési év, haldlozasi év és betoltott életkor szerinti
megbontasara.

A harmadik 1épés a népességméret éves, januar 1-jei allapotanak megbecslése. Ezt vagy
kozvetleniil kiilsé forrasokbdl szerzik be, vagy népszamlalasi adatok, valamint sziiletési és
haldlozasi szamok kombinacidjaval szamitjak ki. Ezt koveti a haldlozasi kockazatnak kitett
népesség, az un. expozicié meghatarozasa, amely az el6zd 1épésben becsiilt népességértékeken
alapul, kiegészitve egy korrekcids tényezdvel. Ez utobbi figyelembe veszi, hogy a halalesetek
nem egyenletesen oszlanak el az év sordn az egyes korcsoportokon beliil.

Az 0todik 1épésben keriilnek kiszdmitdsra a halandosagi ratak, amelyek az adott kor-idd
intervallumra es halalesetek szdmanak €s a megfelel? kitettségi értéknek a hanyadosai. Végiil
a hatodik 1épésben ezekbdl a ratdkbol haldlozési valdszinliségek szarmaztathatok, amelyek
alapjan 0sszeallithatok a halandosagi tablak. Ezek a tablak olyan kulcsfontossagu demografiai
mutatokat tartalmaznak, mint példdul a sziiletéskor véarhato élettartam és mas élettartamra

vonatkozo statisztikak.
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Fontos megjegyezni, hogy a HMD altal kozzétett adatokbol a nyilvanvalo, durva hibéakat
kiszlrték és javitottak. Ilyen példaul, ha egy statisztikai tablazatban egy érték tévesen
nagysagrendekkel nagyobb (példaul 3 800 helyett 38 000), ezek az egyértelmi rogzitési hibak
automatikusan korrigalasra keriilnek. Ugyanakkor az adatok nem keriiltek modositasra a
szisztematikus ¢életkormeghamisitas (példaul téves ¢€letkor-megadas) vagy a lefedettségi hibak
(az események vagy népesség tul- vagy alulszamlalasa) esetében, igy ezek a torzuldsok a
vizsgalatban is jelen lehetnek.

Az elemzéshez hasznalt két adatstruktira (D, és E,) szinte megegyezO, a kitettségekben

értelemszeriien nem szerepelnek halalokok:

Valtozé Leiras
country Orszagok azonositoja
year Ev
age Eletkor
cohort Sziiletési év
cause Halal oka

2. tablazat Az elemzésben hasznalt valtozok

Mivel a jelen kutatds elsdleges célja annak vizsgalata, hogy a halandosagi ratak
modellezésének mddszertana orszagonként és halalokonként eltéré eredményekhez vezet-e, az
adatok minden orszag esetében aggregaldsra keriiltek nemek szerint. A vizsgalatban szerepld
adatbazis korcsoportos bontasban tartalmazza az egyes haldlokokhoz kapcsolddo halalesetek

szdmat. Az alabbi valtozok az adott halaloki kategéridk szerint, korcsoportonként rogzitett

esetszamokat jeldlik:
Valtozo Leiras
total Minden korosztaly aggregalva
do 0
d1 1-4
ds 5-9
d10 10-14
d1s 15-19
d20 20-24
d2s 25-29
d30 30-34
d3s 35-39
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d40 40-44

d4s 45-49
ds0 50-54
dss 55-59
d60 60-64
d6s 65-69
d70 70-74
d7s 75-79
dso 80-84
dssp 85+

3. tablazat Az elemzésben hasznalt korcsoportok

A Kkitettségi (expozicids) adatok feldolgozdsa soran ugyanazt a korcsoportonkénti bontast
alkalmaztam, mint a halalesetek esetében, biztositva ezzel az Osszehasonlithatosagot a két
adattipus kozott. A haldlozéasi okok kategorizalasa a Betegségek Nemzetkozi Osztalyozéasa
(International Classification of Diseases, ICD) 10. verzidja szerint tortént. Az adatbazis tobbféle
aggregalasi szinten kinal halaloki bontast, azonban a jelen szakdolgozatban a legaltalanosabb,

legmagasabb szintli (legdsszesitettebb) halaleseti kategoridkat alkalmaztam az elemzéshez.

Sorszam Név IDC10 kod

S001 Fert6z6 betegségek A00-B99

S002 Daganat C00-D48

S003 A vér és a vérképzo szervek betegségei D50-D89

S004 Endokrin, taplalkozési és anyagcsere-betegségek E00-E88

S005 Mentalis ¢s viselkedési zavarok FO1-F99

S006 Az idegrendszer és az érzékszervek betegségei G00-G44, G47-
H93

S007 Szivbetegségek 100-I51

S008 Cerebrovaszkularis betegség G45, 160-169

S009 A keringési rendszer egyéb és nem meghatirozott 170-199, K64

rendellenességei

S010 Akut 1égzdszervi megbetegedések J00-J22, UO04,
uo7

S011 Egyéb 1égzdszervi betegségek J30-J98
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S012

S013

S014

S015

So016

Emésztérendszeri megbetegedések K00-K63, K65-
K92

A bor és a bor alatti szovetek, a vazizomzat betegségei  L00-M99

¢s a kotdszovet

A hugy- és nemi szervek betegségei, valamint a NO00-O99

terhességgel, sziiléssel és gyermekagyi iddszakkal

kapcsolatos szovédmények.

A perinatalis iddszakban kialakulo allapotok ¢és P00-Q99, R95

velesziiletett rendellenességek/anomalidk

Egyéb kiilsé okok V01-Y89

4. tablazat A HMD adatbazisban szerepld haldlokok nevei és a hozza tartozo IDCI10 kod

Az elemzés soran orszdgonként kizardlag a kettd legmagasabb mortalitdsi rataval rendelkezd

halalozasi ok modellezésére keriil sor.

7. Eredmeények ertékelese

Az elemzés soran néhany egyszerisitd feltétellel éltem, amelyeket az aldbbiakban foglalok

0ssze.

Els6ként feltételeztem, hogy a halalesetek egymastol fliggetlen események, tekintettel
arra, hogy egy személy kizarolag egy adott haldlok kovetkeztében halhat meg.
Ugyanakkor ez a megkozelités figyelmen kiviil hagyja a versengd kockéazatok
jelenségét, amely szerint egy adott haldlok bekdvetkezése megakaddlyozza mas
haldlokok realizalodasat. Ennek kovetkeztében, ha példaul a jovoben a rakos
megbetegedések kezelése javul, és emiatt kevesebben halnak meg rdkban 60 évesen,
akkor ezek az emberek potencialisan késébb mas okbdl, példaul sziv- és érrendszeri
betegségben halhatnak meg 65 ¢évesen. Az ilyen tipusu eltolodasok azt
eredményezhetik, hogy bizonyos halalokok eldrejelzése alulbecsiilt lesz, mivel a modell
nem képes megfeleléen kezelni azt a dinamikat, amikor az egyik haldlok csokkenése
masik haldlok gyakoribba valasat vonja maga utan.

Az elemzés nem kiilonitette el a férfi és ndi halanddsagi ratdkat, mivel a nemi
megkiilonboztetés a biztositasi gyakorlatban, az ide vonatkoz6 unids irdnyelvek
értelmében nem megengedett, igy nem relevans tényezo.

Az egyes orszagok esetében eltérdé mennyiségli adat all rendelkezésre, ezért az elemzett

1d6szak hossza orszagonként kiilonb6z6. A modell tanitasdhoz és teszteléséhez hasznalt
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adathalmazokat minden orszag esetében kiilon, 70-30 szazalékos aranyban osztottam
fel tanul6 és teszt adatkészletre, nem pedig az dsszevont, teljes adatbazis alapjan.

e Mivel haldlokokat vizsgaltam, mind a meghaltak szaménal, mind a kitettségeknél csak
korcsoportok alltak a rendelkezésemre, igy az elemzéshez a korcsoportok szdmtani
kozepét hasznaltam, mint ¢letkor.

o A vizsgalat kozéppontjaba azokat a halalokokat allitottam, amelyek minden orszag
esetében a leggyakoribbak koz¢ tartoznak.

e A Lee-Carter modell illesztéséhez minden orszag és halalok kombinaciojara kiilon
halandosagi tablat allitottam Ossze, €s azokat egymastdl fiiggetlen populacioként
kezeltem. Ennek eredményeképpen Osszesen 10 orszag x 2 haldlok = 20 darab

halandosagi tabla képezte az elemzés alapjat.

A sziikséges adat-elOkészitési 1épéseket kovetden ezekre a szeparalt halandosagi
adatsorokra kiilon-kiilon illesztettem a poisson eloszlasu Lee-Carter modellt az R-ben
talalhato StMoMo csomaggal. Igy tehit a paraméterbecsléshez maximum likelihood

modszert hasznaltam.
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1. abra Lee-Carter modell illesztése amerikai adatokra

A fenti abra a tanitd adatokon végzet Lee-Carter illesztést mutatja hdrom évben, csak a

szivbetegségben (S007) elhunytak alapjan.

Az illesztést kovetden mindkét korabban bemutatott mddszertani megkozelitést elvégeztem. A

gépi tanuldsi algoritmusok alkalmazdsa soran minden esetben Ot rétegli keresztvalidacios
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eljarast alkalmaztam a hiperparaméterek optimalis kivalasztasa érdekében, amely biztositotta a
modellek tulilleszkedésének elkeriilését. A (x) tablazat tartalmazza a random forest

keresztvalidacidjanak eredménytablajat. A modell paraméterei a legkisebb RMSE alapjan lettek

kivalasztva.
RMSE Rsquared MAE RMSESD  RsquaredSD MAESD
0,3910 0,0073 0,1428 0,0168 0,0096 0,0041
0,3897 0,0127 0,1416 0,0165 0,0099 0,0039
0,3886 0,0174 0,1395 0,0163 0,0127 0,0038
0,3875 0,0226 0,1367 0,0161 0,0137 0,0036
0,3869 0,0271 0,1341 0,0169 0,0111 0,0038

5. tablazat Keresztvalidicio eredménye
Az eldrejelzéseket a kizarolag tesztadathalmazon hajtottam végre, tehat az értékelés kizardlag
a korabban nem latott adatokon tortént, ezzel szimulalva a valds alkalmazasi kornyezetet. Az
egyes modellek teljesitményének objektiv értékeléséhez a logaritmizalt mortalitasi ratdkra a
kordbban bemutatott harom sztenderd hibamértéket alkalmaztam (RMSE, MAE, MAPE).
Ezeket az értékeket tobbféle bontasban szamitottam ki, lehetdové téve a modellek

teljesitményének részletes és tobbdimenzids dsszehasonlitasat.

Jelolés Modell

DT 1 Els6 megkozelités — dontési fa alapt

RF 1 Els6 megkozelités — véletlen erdd alapu
GB 1 Elsé megkozelités — gradient boost alapu
DT 2 Maisodik megkozelités — dontési fa alapa
RF 2 Masodik megkdzelités — véletlen erd6 alapu
GB_2 Masodik megkozelités — gradient boost alapu

6. tablazat Modellekhez haszndlt jelolésrendszer
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RMSE dobozabra modellek szerint

*e

RMSE

LC DT 2 GB 2 RF 2 DT 1 GB_1 RF_1
Modellek

2. abra RMSE alakulasa modellenként

A 2. abran szereplé modellek k6z¢ tartozik a klasszikus Lee-Carter (LC) modell, valamint hat
gépi tanulasi eljaras: dontési fa (DT 1, DT 2), gradient boosting (GB_1, GB_2), illetve random
forest (RF_1, RF_2). Mivel modellenként kiilon becslést alkalmaztam orszagonként, azon beliil
halalokonkénti bontasban, az igy keletkezett RMSE-k értékeinek eloszlasat dobozdiagramon

abrazoltam.

A dobozdiagramrol leolvasva nem egyértelmi, de a Lee-Carter modell median RMSE értéke a
legmagasabb, ami arra utal, hogy ez a modell nagyobb tipikus hibaval dolgozik, mint a gépi
tanulasi alternativak. Emellett a LC modellnél megfigyelheté a nagy szoras is, tobb kiugrd

értékkel, ami a predikcidk valtozékonysagara és kevésbé robusztus jellegére utal.

Ezzel szemben a gépi tanulasi modellek, kiilondsen a masodik mddszertan szerintiek (DT 2,
GB 2, RF 2), Iényegesen alacsonyabb median értékeket mutatnak. Kiilonosen kiemelkedo az
RF 2 modell, amely alacsony hibaszintet ér el, mikdzben az értékek szordsa is kismértéki
marad. Ez arra enged kovetkeztetni, hogy az RF 2 modell nemcsak pontosabb, hanem stabilabb

is a predikcio6 soran.

Az elsd megkozelitésbdl valo modellek (DT 1, GB 1, RF 1) medidn értéke szintén
alacsonyabb a LC modellénél, ugyanakkor ezeknél nagyobb szoras és tobb kiugrd érték

figyelhetd meg, ami az algoritmusok érzékenységét jelzi bizonyos predikcios esetekre.
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7.1 Orszagonkénti eredmények

Az orszagonkénti bontas sordn indokoltnak lattam az orszagok két csoportra osztasat, mivel a
becslési hibak nagysaga alapjan egyértelmi elkiiloniilés figyelhetd meg. Ez az eltérés
Osszefliggésbe hozhato a rendelkezésre allo adatok mennyiségével, amely nagyvonalakban a

népességszam szerinti kategoridkra is railleszthetd.

Orszag Mintanagysag (meghaltak szama)
USA 206 277 306
Japan 83 869 238
Franciaorszag 45 812 542
Lengyelorszag 41 435 869
Spanyolorszag 30 394 352
Romania 20 481 448
Lettorszag 4 630439
Moldova 4271163
Litvania 3 809 270
Fehéroroszorszag 2165409

7. tablazat Orszdagonkénti mintanagysag

RMSE dobozébra orszagonként
ESP FRATNP

04

N Rl

JPN USA

RMSE

04

0.2

[ T ! T [ I I
Lc DT 2 GB_2 RF_2 DT_1 GB_1 RF_1 LC DT 2 GB_? RF_2 DT_1 GB_1 RF_1
Modellek

3. abra RMSE alakulasa orszdagonként (ESP, FRATNP, JPN, USA)
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Az orszagokat két csoportba soroltam: az elsé csoportba Spanyolorszag, Franciaorszag, Japan
és az Egyesiilt Allamok tartozik, mig a méasodik csoportot Lengyelorszag, Romania,

Lettorszag, Moldova, Litvania és Fehéroroszorszag alkotja.

Az orszagonként nézve tobb halalokra késziilt eldrejelzés, igy a kapott RMSE-ket itt is érdemes
egy dobozdiagramon &brézolni. A nyugat-eurdpai €s tengerentili orszagok modellillesztéseinek
RMSE-¢értékei alapjan megfigyelhetd a 3.4bran, hogy a kiilonb6z6 gépi tanuldsi megkozelitések
rendszerint pontosabb eldrejelzéseket nyujtanak, mint a klasszikus Lee-Carter modell. A négy
vizsgalt orszdg (Spanyolorszag, Franciaorszag, Japan és az Egyesiilt Allamok) eltérd

demografiai mintdzatai ellenére a javulas tendencidja altaldnosan érvényestil.

Franciaorszag és az USA esetében a kiilonbségek kiilondsen szembetiindk: a gépi tanulési
modellek alacsonyabb median RMSE értékkel és sziikebb eloszlassal rendelkeznek, ami
erdsebb illeszkedést és kisebb hibaszorasu predikciokat jelent. Ez arra utal, hogy ezekben az
orszagokban a klasszikus modellek nem tudjak megfelelden megragadni a halandosagi trendek
komplexitdsat, mig a gépi tanuld modellek képesek alkalmazkodni az Gsszetettebb

szerkezetekhez.

Spanyolorszagban a kiilonbségek mérsékeltebbek, de a gépi tanuldsi modellek itt is eldonyt
mutatnak. A legkisebb eltéréseket Japanban figyelhetjilk meg, ahol a Lee-Carter modell
teljesitménye kozel azonos szinten van a gépi tanuldsi modellekével. Ez arra utalhat, hogy Japan
halalozasi mintazatai id6ben és kor szerint annyira egyenletesek és kiszdmithatok, hogy egy

klasszikus linearis modell is jol mikodik.
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RMSE dobozabra orszagonként
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4. abra RMSE alakulasa orszagonként (EST, LTU, LVA, MDA, POL, ROU)

A kelet-kozép-eurdpai orszagokban, ahol gyakran tapasztalhatdé nagyobb halanddsagi
ingadozas, a gépi tanulasi modellek kiilondsen fontos szerepet toltenek be a predikcids hibak
csokkentésében. A vizsgalt orszagokban (Esztorszag, Litvania, Lettorszag, Moldova,
Lengyelorszag, Romania) eltéré mértékben, de szinte minden esetben megfigyelhetd a gépi

tanuldsi modellek javuldsa a Lee-Carter modellhez képest.

A legnagyobb javulas Litvanidban, Moldovaban és Lengyelorszadgban jelentkezik, ahol a RF 2
¢s GB_2 modellek alacsonyabb RMSE értéket és kisebb szorast mutatnak. Ezekben az
orszagokban a klasszikus modell hibdja nemcsak magasabb, de eloszlasa is szélesebb, ami a
predikciok megbizhatatlansagat jelzi. A gépi tanulasi modellek viszont jobban tudjak kezelni a

nemlinearis mintazatokat, valamint a heterogén adatokbdl is képesek tanulni.

Ugyanakkor olyan orszagokban, mint Lettorszag és Esztorszig, a javulds mérsékeltebb.
Ezekben az esetekben bar a gépi tanulasi modellek medianja jellemzden alacsonyabb, a
szorasuk hasonld vagy nagyobb is lehet, mint a klasszikus modellé. Ez felveti annak
lehetdségét, hogy bizonyos orszagok esetében a modellteljesitmény javitdsa nemcsak a

modszertani valasztason, hanem a bemeneti adatok mindségén és stabilitasan is mulik.
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MAE dobozabra orszagonként
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5. abra MAE alakuldsa orszagonkeént (ESP, FRATNP, JPN, USA)

MAE dobozabra orszagonként
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6. dbra MAE alakuldsa orszdgonként (EST, LTU, LVA, MDA, POL, ROU)
A modellek orszagonkénti teljesitményének dsszehasonlitasat az MAE értékek elemzésével is
elvégeztem. Ez lathaté az 5-6. dbran. Mig az RMSE a nagyobb hibadkra erésebben reagal, az
MAE kiegyensulyozottabb képet ad az atlagos predikcios eltérés mértékérdl, ezért alkalmas a

modellek stabilitasanak, valamint a sz¢élsOérték-érzékenység értékelésére.

Tobb orszagban (pl. ESP, JPN, EST, LVA) az MAE értékek kisebb szorast mutatnak, mint az
RMSE, ami arra utal, hogy bar lehetnek szélsdséges predikcios hibak (amit az RMSE jobban

kiemel), a modellhibak tobbsége mérsékelt. A gépi tanulasi modellek itt is jellemzden jobb
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teljesitményt mutatnak, de a kiilonbségek kevésbé latvanyosak, mint az RMSE esetében. Ez
arra utal, hogy a LC modell tobb esetben elsdsorban a nagy hibak miatt teljesit rosszul, mig a

kisebb eltérések gyakorisagaban kevésbé marad el a gépi tanuléstol.

7.2 Halalokonkénti eredmények

RMSE dobozabra halalokonként

S002 S007 S008

RMSE

oagneg HRRRARE

LC DT 2 GB_2 RF 2 DT_1 GB_1 RF_1 LC DI.2.GB2 RF.Z2 DI 1 GB1 REH LC DT 2 GBZ RFZ DT 1 GB.1 RF.1
Modellek

7. abra RMSE alakuldasa haldalokonként

Haléalozési okonként csoportositva az eredményeket, a modellek Gsszehasonlitasa alapjan a
véletlenerdd-alapt megkozelitések mutatjak a legstabilabb teljesitményt a daganat (S002) és
szivbetegség (S007) altali halal kategoridkban, amelyet alacsonyabb median RMSE-értékek,
illetve daganat (S002) okozta halal esetében sziikebb szérds is aldtamaszt. A daganatos
halalozas (S002) kategoriaban megfigyelhetd kiugré értékek elsésorban Fehéroroszorszagnak
tulajdonithatok, mivel ebbdl az orszagbdl all rendelkezésre a legkevesebb adat erre a haldlokra
vonatkozoan. Ezzel szemben a cerebrovaszkularis betegségben elhunytak (S008) kategoria
esettben az RMSE értékek jelentdsen volatilisabbak. Itt a masodik modszerrel illesztett
modellek szamottevo javulast eredményeznek, mig az elsé modszer gyakran nem nytjt érdemi
elérelépést a Lee-Carter modellhez képest, sot, bizonyos esetekben rontja is a becslés
pontossagat. A kovetkeztetések alapjan a daganat altali halal (S002) a legjobban modellezhetd,
alacsony hibaszinttel és stabil eloszldssal, mig a cerebrovaszkularis betegségben elhunytak

(S008) a legnehezebb, jelentds hibavariabilitassal.
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7.3 Korcsoportonkeénti eredmények

A kovetkezdkben életkoronkénti csoportositassal szamoltam ki az eredményeket.

RMSE alakulasa életkor szerint

Modell

RMSE

0.0 25 75 12.5 17.5 225 275 325 375 4258 47.5 525 57.6 62.5 67.6 725 775 825850
Eletkor (atlag)

8. abra RMSE alakulasa életkor szerint

Az 8.4bra alapjan megtfigyelhetd, hogy a legmagasabb hibdk jellemzden a legfiatalabb (0-5 év)
¢s a legidésebb (80+ év) korcsoportokban jelentkeznek. Ez a tendencia mind a klasszikus LC
modell, mind pedig a gépi tanulasi korrekciok esetében fennall, ugyanakkor a kiilonbségek
hangsulyossa valnak a kozépséd életkorokban. A random forest alapit RF 2 modell
kovetkezetesen alacsonyabb RMSE-értékeket produkal szinte minden életkori csoportban,
kiilondsen a 30-70 éves tartomanyban, amely a népesség tobbségét is lefedi. A DT 2 és GB 2
modellek szintén javuldst mutatnak a LC modellhez képest, de kevésbé konzisztensen. Ezzel
szemben az RF 1 modell, amely az elsd megkdzelités szerint korrigalt mx valtozot hasznalja, a

fiatalabb korcsoportokban kifejezetten rosszabbul teljesit.
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MAE alakulasa életkor szerint

Modell
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9. abra MAE alakulasa életkor szerint
A MAE eredmények hasonl6 trendeket mutatnak az RMSE-hez képest, de kisebb mértékii
szoras jellemzi az egyes modellek kozotti kiillonbségeket. A Lee-Carter modell hibéja kiilondsen

magas a sz¢€1s6 korcsoportokban, mig a gépi tanulasi korrekciok minden esetben csokkentik ezt

a hibat, kiilonosen az RF_2 modell esetében.

MAPE alakulasa életkor szerint
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10. abra MAPE alakuldsa életkor szerint
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A 10. abra alapjan egyértelmiien kirajzolodik, hogy a legnagyobb relativ hibak a 0-5 éves és 80
év feletti korcsoportokban jelentkeznek, ami részben a kis népességszam ¢és az ebbdl fakadod
nagy aranyeltérések kovetkezménye. Erdekesség, hogy a LC modell torzitasai ezekben a
korcsoportokban extrém modon megemelkednek, ami jelentds bizonytalansadgot jelez az
alapmodell eldrejelzéseiben. A gépi tanulasi korrekciok itt is javulast eredményeznek, de nem
egyforma mértékben: mig a GB_2 és DT 2 modellek csak mérsékelt csokkenést érnek el a

relativ hibakban, addig az RF_2 modell érezhetden jobban kontrollalja a hibak kilengéseit.

7.4 Legjobban teljesitd modell

A kovetkezokben legjobban teljesitd modellt fogom részletesebben bemutatni. A tobbi modell
eredményét a melléklet tartalmazza, ahol jol lathatéak a kiilonbségek korcsoportonként és
orszagonként. Az alabbiakban bemutatott h6térkép az RF 2 modell teljesitményének relativ
javulasat abrazolja az LC modellhez képest, a haladlozasi ardnyok logaritmikus
transzformaltjdnak pontossaga alapjan. Az elemzés célja annak feltarasa, hogy az RF_2 modell
mikor ¢€s hol teljesit jobban, illetve rosszabbul az LC modellhez képest kiilonb6z6 orszagok,
¢letkori csoportok és évek vonatkozasaban. A 11. abra alapja a (61) képlettel meghatarozott

szédzalékos relativ javulas:

[log(mZi©) —log(m,)| — |log (mxfpz ) — log(my)
llog(m;©) — log(m,)|

Relativ javulas (%) = 100 = (61)

ahol mLC€ a Lee Carter modell, m&F-% az RF 2 4ltal el8rejelzett mortalitasi ratak, m, pedig a

megfigyelt ratak. A pozitiv szazalékérték (kék) a gépi tanulasi modell jobb illeszkedését jelenti
a val6saghoz, mig a negativ érték (piros) arra utal, hogy az LC modell pontosabb volt az adott

korcsoport-idépont-orszag hdrmas metszetében.
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Relativ javulas
Pozitiv: RF_2 jobban illeszkedik, Negativ: RF_2 rosszabbul illeszkedik
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11. abra RF 2 modell relativ javulasa a Lee-Carter modellhez képest

Orszagonként vizsgalva megallapithatd, hogy Spanyolorszag (ESP) és Lengyelorszag (POL)
esetében az RF 2 modell kovetkezetesen jobb predikcidkat adott, kiilondsen a 0-40 éves
korosztalyban, a 2005 utdni idészakban. A kék szinarnyalatok itt egyértelmi
teljesitményjavulasra utalnak. Egyesiilt Allamok (USA) adatai heterogénebb képet mutatnak:
mig tobb életkor-idé kombinacidban jelentds javulas figyelheté meg, foleg az idésebb (65+)
korcsoportokban, ugyanakkor szdmos negativ érték is megjelenik a fiatalabb csoportokban,
kiilonosen 2015 utan. Japan (JPN) esetében a szinskala visszafogott, és kevés erdteljes eltérés
lathato, ami arra utalhat, hogy az LC modell eredetileg is jol illeszkedett az adott populacidhoz,
vagy a gépi tanuldsi modell nem tudott szamottevden javitani rajta. Kelet-europai orszagoknal
a javulas itt kiilondsen a fiatal felndttek (20-40 év) korében hangstlyos, viszont idésebb
korcsoportokban gyakoribb a teljesitményromlas, ami Osszefiigghet a halalozasi adatok

nagyobb volatilitasaval és kisebb elemszamaval ezekben a kohorszokban.

Eletkorok mintazatat nézve a 0—20 éves tartomanyban sok orszagban javulés figyelhetd meg.
Ez kiilonosen fontos eredmény, mivel a gyermek- és ifjukori halalozasi adatok gyakran torzak
vagy hianyosak, igy az LC modell itt hajlamosabb hibazni. Ugyanakkor érdemes megjegyezni,
hogy ebben a korcsoportban a haland6sag tovabbi csokkenése mar erdsen korlatozott, mivel a
csecsemobhalandosagot szamos orszagban mar rendkiviil alacsony szintre sikertilt szoritani. Ezt

a jelenséget a szakirodalom rotdcioként ismeri, amely szerint a halandosag javulésa idovel
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inkabb az idsebb korosztalyok felé tolodik el (Li et al., 2013). A 30-70 éves csoportban szinte
minden orszagban jelentkezik valamilyen mértékii javulas, ami azt jelzi, hogy az RF_2 modell
képes jobban megragadni a haldlozasi mintdzatok tarsadalmi és id6beli trendjeit ebben az aktiv
korosztalyban. A 70 év feletti korosztalyban mar szértabb a kép, mivel egyes orszagokban

latvanyos javulas (pl. USA, POL), mig mashol visszaesés tapasztalhato (pl. ROU, LVA).

Erdemes lehet még idSbeli trendeket is megfigyelni, ugyanis a 2000-es évek elején tobb
orszagban kevesebb javulds és tobb negativ eltérés lathat6. Ez a modell tanitdsdhoz hasznalt
adatok hianyossagaibol eredhet. A 2010 utani években sokkal erdsebb és kiterjedtebb kékes
szinfoltok jelennek meg, ami arra utal, hogy a modern gépi tanuldsi mddszerek elényei

leginkabb a kdzelmultbeli haldlozasi mintdk megragadasaban nyilvanulnak meg.

A 12. 4bran a vizszintes tengelyen a valddi logaritmizalt haldlozasi arany, mig a fiiggéleges
tengelyen az RF_2 modell altal becsiilt értékek szerepelnek. Az idedlis esetben az dsszes pont
a vOros szaggatott, 45°-os diagonalisra (y = x) illeszkedne, amely a tokéletes predikciot

jelenti.

RF_2 modell el8rejelzései

Prediktalt érték

20
15 10 5

Valadi log haldlozasi arany

12. abra RF 2 modell elorejelzései a valodi haldlozasi ratakhoz viszonyitva
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A pontok nagy tobbsége szorosan a diagonalis vonal mentén helyezkedik el, kiilondsen a
log(m,) kozéptartomanyaban (kb. -10 és -6 kozott). Ez arra utal, hogy az RF 2 modell a
legtobb esetben pontosan becsiili a haldlozasi ardnyokat. A siirti, koncentralt pontfelhé az RF 2
modell megbizhatdsagat és stabilitdsat tamasztja ald. A bal als6 sarokban (-15 alatt)
megfigyelhetd egy szortabb, fiiggdleges mintazat, ami azt jelzi, hogy a nagyon alacsony
haldlozasi ardnyok esetén a predikciok bizonytalanabbak. Ez a tendencia 6sszhangban van a
korabbi relativ javulast bemutatd hétérképpel, ahol a 0-5 éves korosztalyban (amely tipikusan
alacsony halandésagu) az RF_2 modell tobb orszagban is gyengébben teljesitett. Ez a prediktiv
bizonytalansag vélhetéen az adatok ritkasdgaval magyarazhatd. A felsébb log(m,,) értékeknél
(pl. -6 ¢és afelett) a pontok tobbsége kissé a diagonalis alatt helyezkedik el. Ebbdl az kdvetkezik,
hogy az RF 2 modell enyhén aldbecsiil a magas haldlozéasi aranyok esetén, példaul idds
korcsoportokban, ahol a halandosag jellemzden nagyobb. Ezt a megallapitas szintén tdmogatja
a hotérkép, ahol az idéskortiaknal tobb orszagban vegyes eredményeket lattunk, helyenként
romld predikciods teljesitménnyel. A log (m,) -10 és -6 kozotti értékeihez tartozd pontok
eloszlasa kiilondsen szoros illeszkedést mutat, ami azt jelenti, hogy az RF 2 modell ebben a
tartomanyban, azaz a kozépkora populacio korében rendkiviil megbizhat6. Ez a megfigyelés
ismét alatamasztja az életkor szerinti elemzések eredményeit, ahol szintén ebben az életkori

savban volt a legkisebb hiba.

8. Osszefoglalas

A szakdolgozat célja az volt, hogy a klasszikus halandosagi eldrejelzéshez leggyakrabban
hasznélt benchmark Lee-Carter modellt 6sszehasonlitsa korszeri gépi tanulasi algoritmusokkal.
A vizsgalat soran kiilonds figyelmet forditottam arra, hogy a modelleket tobbdimenzios
bontasban értékeljem, igy a predikcios teljesitményt €letkoronként, orszagonként és halalokok
szerint is részletesen elemeztem. A predikciok értékeléséhez harom hibamértéket (RMSE, MAE
¢s MAPE) hasznaltam, amelyek egyiittesen osszetett képet adtak az algoritmusok pontossagarol
¢s stabilitasarol.

A bemutatott eredmények alapjan egyértelmiien megallapithatd, hogy a gépi tanulési
modszerek, kiilondsen a masodik megkozelités szerint alkalmazott véletlen erdd (RF_2)
jelentds javulast eredményeztek a predikcios hibak csokkentésében. Ez a javulds nemcsak

aggregalt szinten jelentkezett, hanem ¢életkoronkénti ¢és orszagonkénti bontasban is

konzisztensnek bizonyult. A RF 2 modell alacsonyabb median hibdkat, kisebb szorast és
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kiegyensulyozottabb  teljesitményt mutatott a legtobb esetben, ami megerdsiti

alkalmazhatosagat a haldlozasi rata elérejelzésekben.

A halalok szerinti vizsgalatokbol az dertilt ki, hogy az S002 (daganatos betegségek) kategoria
a legjobban modellezhetd, alacsony hibaszintekkel €s robusztus predikcioval. Ezzel szemben
az S008 kategoria (Cerebrovaszkularis betegség) jelentds predikcids kihivast jelentett,
kiilonosen az egyszeres korrekciot alkalmazd gépi tanuldsi modellek szamara. Az S007
kategoridban (szivbetegségek) a modellek teljesitménye kozepesnek mondhatd: itt a gépi

tanulas atlagosan jobb illeszkedést biztositott, de a javulds mértéke mérsékeltebb volt.

Az MAE ¢és RMSE egyiittes elemzése arra is ravilagitott, hogy mig a Lee-Carter modell hibai
gyakran a szélsoséges esetekbdl adodnak, a gépi tanulasi eljarasok nemcsak ezeket csokkentik,

hanem az atlagos értéktartoméanyon vett predikcios eltérés mértékét is szamottevéen mérséklik.

Osszességében a szakdolgozat eredményei azt mutatjidk, hogy a klasszikus demografiai
modellek és a modern gépi tanulasi eljarasok kombindcioja hatékonyan alkalmazhato a
haland6sagi mintdzatok eldrejelzésében. A Lee-Carter modell altal szolgéltatott szerkezeti
alapot kiegészitve, a gépi tanulas képes korrigdlni a rendszeres torzitasokat és megragadni
azokat a nemlinedris mintdzatokat, amelyek a klasszikus megkdzelitések szamara nehezen
kezelhetok. E megkozelités hozzdjarulhat a demografiai eldrejelzések pontossaganak
javitasahoz, és megalapozhatja a jovébeni kutatasokat, amelyek még komplexebb modellek,

példaul mély tanulas iranyaba mutathatnak.
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