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1. Bevezetés

Egy portfolio 6sszeallitdsa soran a befektetének a legfébb célja, hogy
a varhato hozamat maximalizalja a lehetd legkisebb kockazat mellett. A
megfelels portfolio osszeallitasahoz jo viszonyitasi alapot nyudjthatnak
az adott tézsdék indexei. Magyarorszagon példaul a BUX a legismer-
tebb tézsdeindex, mig az USA-ban az S&P500, a DIJA és a Nasdaq.
Azonban a befekteték altalaban nem szeretnének veliik teljesen azonos
befektetési stratégiat valasztani, mert az ezekkel elérhetd maximalis
nyereség és a mellé tarsuld kockazat nem feltétleniil egyezik az & pre-
ferenciaikkal. Az eszk6zok megfelels sulyozaséaval jobb varhato hozam-
kockézat szerkezetet is el§ tudnak allitani. De azt sem szeretnék, hogy
tulsagosan eltérjenek a viszonyitasi stratégiatol, hiszen az a legtobb
esetben kis kockézatot hordoz és jol teljesit a piacon. A szakdolgozat
azt a témat jarja koriil, hogy miként lehet egy megvalasztott kockézati
mértéket minimalizalni gy, hogy kozben a stratégia kezdeti koltsége ne
legyen nagyobb, mint a viszonyitasi stratégiaé, mikozben végss kifizeté-
se kell6en kozel legyen hozza és egy el6re meghatarozott osszefiiggGségi
strukturat alkosson vele. A kockézat megragadasdnak sokféle modja
van. A legegyszertibb manapsag gyakori megkozelitése a VaR, CVaR
és ES (varhato alsoagi veszteség) alapu modelleken keresztiil torténik.
A portfolio optimalizalasahoz viszont pontosabb eredmény érhetd el
bizonyos torzitott kockazati mértékek hasznédlataval. Ezeket részlete-
sen targyaljak Jan Dhaene és szerzétarsai 3] miiviikkben, de a téma
szempontjabol lényeges részeket én is feldolgozom a 2. fejezetben. Az
Osszefiiggdségi struktirat a kopulak fogjak biztositani, mig a viszonyi-
tasi stratégidhoz valo kozelséget a Wasserstein-metrika szerint mérjiik.
Ez a metrika illeszkedik ugyanis a legjobban az optimalizaciohoz nél-
kiilézhetetlen kvantilisfiiggvények 6sszehasonlitasahoz. A Wasserstein-
tavolsadg bevezetéséhez az optimalis szallitas problémajan keresztiil jut-
hatunk el. Errdl atfogo képet nytjthat Matthew Thrope [2] konyve, de
a fontosabb lépéseket a 2. fejezet elején ismertetem. A szakdolgozat
tulnyomo részét a 3. és 4. fejezet teszi ki, amelyekben Silvana M. Pesen-
ti és Sebastian Jaimungal [1] cikke alapjan az optimalizéciés problémét
matematikai modszerekkel targyalom. A 3. fejezet arrél szol, hogy mi-
ként valassza meg a befektetd azt a korlatot, amelyen kiviil nem akar
lépni a viszonyitasi stratégiahoz képest a Wasserstein-tavolsag szerint.
Ehhez elengedhetetlen lesz néhany konvex optimalizacioval kapcsolatos
eredmény bemutatasa. A 4. fejezetben pedig arrél irok, hogy hogyan



fogalmazhato 4t a probléma a kvantilisfliiggvények feletti optimalizacio-
ra. Végiil zarasként mutatok néhany példat arra, hogy miként befolya-
solja konkrét kopulak illetve torzitott kockazati mértékek valasztasa a
stratégia eltérését a viszonyitasi stratégiatol. Ennek szemléltetésére az
elméleti hattéren alapulé python programnyelvben megirt szimulacio
segitségével készitett dbrékat is 6ssze fogok hasonlitani.



2. A probléma el6készitése

Az optimalizaci6 soran a (P, Q, F) teljes, filtralt valoszintiségi me-
z6n vizsgalodunk, ahol F a természetes generalt o-algebra. A kockéaza-
tos eszkozoket (S}, ..., Si*)i>o-val, a sztochasztikus diszkontfaktort pedig
0 = (0t)e>0-val jeloljik. Utobbirol feltessziik, hogy az eloszlasfiiggvénye
folytonos.

A= {71' = (7}, ...,W?)te[o’ﬂ‘ m ¢ L*(Q[0,T)),
7 Onfinansziroz6 és elé’rejelezhet(’i}.
Stratégidk ezen A halmazabol valaszt a befektet6 egy 7 stratégiat,

amelynek X7 = (X7 )0, kifizetés folyamata a kovetkezs sztochaszti-
kus differencidlegyenletnek tesz eleget:

dXT = X7y (1—m)dt+ X7 (1—m) S;.
t

i=1 =1

n

Vagyis Osszesen a portfolionak Z 7" hanyadat fekteti a befektets koc-
i=1

kazatos eszkozokbe.

2.1. Optimalis szallitas

Jelolje P(X) az X téren értelmezett valoszintiségi mértékek halma-
zit. A c: X xY — Ry fliggvényt koltségfliggvénynek nevezziik, ahol
c(x,y) az egységnyi tomegnek z € X-bol y € Y-ba valo szallitasi koltseé-
gét mutatja. A problémakor célja a ¢ koltség minimalizalasa, mikdzben
egy valoszintiségi mértéket egy mésikba szallitunk at.

2.1. Definici6. Az M : X — Y leképezésrdl azt mondjuk, hogy a u €
P(X) mértéket a A € P(Y) mértékbe széllitja (jelolésben: A = M x p),
ha minden A-mérheté H halmazra

u (M7 (H)) = A(H).

Két hires formalizacidja is van az optimélis széllitasi probléménak.
Ezek rendre Monge illetve Kantorovich nevéhez ftiz6dnek. Nekiink a
Wasserstein metrika szempontjabol az utobbi lesz hasznos, igy mostan-
t6l azzal foglalkozunk.



A széllitasi fiiggvény grafja egy mértéket indukal a szorzattéren ugy,
hogy a marginalisok mértéke adott. Vagyis tetszéleges A C X mérhetd
halmazbol elszéllitott tomegnek p( A)-val és tetszéleges B C Y mérhetd
halmazba elszallitott tomegnek \(B)-val kell megegyeznie, valamint

V(AXY)=pu(A) ésv(X x B) = X\(B).
Az ilyen tulajdonsagu v mértékek halmazat I'(u, A)-vel jeloljik.

Kantorovich-féle optimalis szallitasi probléma:
Adott p € P(X) és A € P(Y) mértékekre IC(v) minimalizalasa a cél
v e I'(u, A) felett, ahol

K(v) = /X claphivlay)

A probléma relevancidjat mutatja a kovetkezd 2.2 lemma, amelyet
a terjedelmére vald tekintettel bizonyitdas nélkiil kozlink. A lemma
bizonyitasa megtalalhaté Matthew Thrope [2] mtivében.

2.2. Lemma (Széllitasi terv 1étezése). Az X ésY lengyel terekre (olyan
terek, amelyek homeomorfak egy megszamlélhato strt részhalmazzal
rendelkezd teljes metrikus térrel) legyen p € P(X) és A € P(Y), vala-
mint ¢ : X XY — R alulrdl félig folytonos fiiggvény. Ekkor létezik
olyan v* € I'(u, A), ami minimalizalja K-t v € I'(u, \) felett.

F6 célunk a Wasserstein tavolsag definicidjanak egyszertsitése 1 di-
menzidban, igy az optimalis szallitasi feladatot 1 dimenzidban szeret-
nénk megoldani. Ehhez egy énmagaban is érdekes lemmat fogunk fel-
hasznélni.

Legyen a u, A € P(R) mértékekhez tartozo eloszlasfiggvények rendre
F és G, vagyis

Py = [ dn= i)
Hasonléan G(z) = A((—o0, z]). Ezenttl jeldlje ezek kvantilisfiiggvénye-
it rendre F illetve G, tehat x € [0, 1]-re
F(z) = inf{t € R| F(t) > 2} és G(z) = inf{t € R| G(t) > z}.

2.3. Lemma. A p, A € P(R) mértékekhez legyen v* € I'(u, \) egy
optimalis szallitasi terv a c(z,y) = h(z — y) koltségfiiggvénnyel, ahol h
folytonos. Ekkor minden (x1, 1), (%2, y2) € supp(v*)-re

h(x1 —y2) + h(zg — y1) > k(21 — y1) + h(za — ya).
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Ez a lemma segitséget nyijt a kovetkezd 2.4 tétel bizonyitasaban,
amely kulcsfontossagn lesz a késébbiekben szdmunkra a 2-Wasserstein
tavolsag bevezetéséhez. A 2.3 lemma bizonyitésa [2]-ben olvashato.

2.4. Tétel. A p, A € P(R) mértékekhez tartozo eloszlasfiggvények le-
gyenek rendre F' és G, valamint tegyiik fel, hogy c(x,y) = h(x —y) kolt-
ségfiigguény, ahol h folytonos és konvex. A J(x,y) = min{F(z),G(y)}
eloszldasfiigguvényhez tartozé mérték R?-en legyen 0. Ekkor v € T'(u, ),
v optimalis megoldas Kantorovich szdllitdsi problémdjdra a c koltség-
fiigguénnyel, és

min K(v) = /01 h (F(x) — G(x)) dzx.

vel'(u,\)

Bizonyitds. A 2.2 lemma biztositja egy v* € T'(u, \) optimalis szal-
litasi terv létezését a Kantorovich-féle problémara. Azt fogjuk meg-

*

mutatni, hogy 7 = v*. A tétel els§ részének az igazolasahoz els-
szor feltessziik h-rol, hogy szigortian konvex, majd hatardtmenet se-
gitségével belatjuk, hogy a konvexség is elegendd. Kulesfontossagi
észrevétel a bizonyitdshoz, hogy amennyiben h szigortan konvex és
(x1,11), (T2, y2) € supp(v*) valamint x; < x5 teljesiil, akkor y; < ys.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy yo < y1. Az a =21 — Y1, b = 19 — Yo
és ¢ = x9 — x1 valtozokat bevezetve a 2.3 lemmabol adodik, hogy

h(a+c)+ h(b—c) > h(a) + h(b).

Célunk az, hogy h szigoru konvexitasa révén a Jensen-egyenlGtlenség
felhasznalasaval ellentmondasra jussunk, igy a b — ¢ és a + ¢ kifejezé-
seket rendre a és b konvex kombinéciojaként szeretnénk felirni. Te-
hat olyan r € (0,1) szamot keresiink, amellyel b — ¢ = ra + (1 —
r)b és a+c = (1 —r)a+ rb. Ezt az egyenletrendszert megoldva

r = 3%, adodik, ami megfelels, hiszen z; < 7y és yo < y; miatt

~ = T2 = e — € (0,1). Most mar
b—a za—ypr—a1t+y1 (T2 — 1)+ (Y1 — y2)
felirhat6 a Jensen-egyenlGtlenség:

ha+c)+h(b—c) < (1 —r)h(a) +rhd)) + (rh(a) + (1 — r)h(b)) = h(a) + h(b).

Ez azonban ellentmondés, tehat valoban ys > ;.

Megmutatjuk, hogy min{F'(z), G(y)} = v*((—o0, 2] x (—00,y]). Eh-
hez hozzuk létre a H = (—o0, 2] X (y,00) és K = (x,00) X (—00,y]
halmazokat. Azt szeretnénk igazolni, hogy v*(H) illetve v*(K) koziil



legalabb az egyik 0. Ekkor ugyanis
min{v*(((—o0, 2] x (—00,y]) U H), v*(((—00, 2] x (—00,y]) U K)} =
= v ((—00, z] X (=00, y]).
Mivel ((—oo,x] x (—o0,y]) U H = (—oo,z] x R illetve ((—oo,z] x

(—o0,y]) UK = R x (—o00,y], igy a (i, A)-beli mértékek tulajdon-
sagail szerint

v (((=00,2] x (=00,y]) U H) = p((—o00, 2]) = F(z),
v (=00, 2] x (=00,y]) U K) = A((—00,3]) = G(y).
Ez igazolja, hogy min{F'(x), G(y)} = v*((—o0, 2| X (—00,y]) és v = v*.
v (H

Még meg kell mutatni, hogy ) és v (K ) nem lehetnek egyszerre
0-tol kiilonbozéek.

Indirekt modon tegyiik fel, hogy v*(H) > 0 ¢és v*(K) > 0. Az els§
feltevés azt jelenti, hogy egy pozitiv v-mértéki halmaza létezik az olyan
(z1,y1) € supp(v*) pontoknak, amelyekre x; < x és y; > y. A masodik
feltevés pedig azt jelenti, hogy egy pozitiv r-mértékd halmaza létezik
az olyan (z3,y2) € supp(r*) pontoknak, amelyekre yo < y és xo > .
Az ilyen pontokra x; < zo és Yo < y; teljesiil, ami ellentmondas.

Most pedig nézziik azt az esetet, amikor h konvex. Ekkor a v*-
szerinti integraljat egy szigortan konvex fiiggvény v*-szerinti integral-
jahoz szeretnénk alulrol tartani. Ha a koltségfiiggvény konstans, akkor
maga a szallitasi probléma megoldasa trividlis. Ellenkez6 esetben, mivel
h nemnegativ és konvex, igy 3d # 0, e € R, hogy h(z) > max{dz+e,0}.
A g(z) = 3/(dz +e)? + 4 + 3 (dz + ) fiiggvényre teljesiil, hogy 0 <

2d?
) < 1+ h(z), és d # 0 miatt ¢"(z) = >0, 1
g(x) () 7 g"(x) (@t o 11 gy g

szigoruan konvex.
Ebben az esetben barmely € > O-ra a h.(z) = h(z) + cg(x) fiiggvény is
szigoruan konvex, és

h(z) < h.(z) <e+ (1+e)h(x). (1)

Ekkor tetszoleges v € I'(u, A)-ra

/R e~ )dila.y) < / el y)d7(r.y) <
g/R Rha(g;—y)du(x,y)gw(us)/ h(z —y)dv(z,y),

RxR
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ahol a mésodik egyenlStlenségnél © optimalitasat, a tobbinél pedig az
(1) egyenlstlenséget hasznaltuk fel. ¢ — 0 esetén a bizonyitando allitas
adodik.

A tétel 2. részének a bizonyitasdhoz azt kellene megmutatni, hogy
a " mérték miként szallithatd at az £ Lebesgue-mértékbe.

g}
i
&

X

|
=

I

AV 5
=

—_

)

SN—

=

|

(e (t))‘l (ool (~oo.1)) =
)

ahol L] 1(A) = L(AN[0,1]). Vagyis 7 = (F,G) * L|jp1). Ezt az ered-
ményt, majd a mértéktarto leképezések alaptételét felhasznalva adodik,
hogy

/RX]R h(z —y)dv(z,y) = /RX]R h(z —y)d <(F G) * ﬁ\[o,u) (z,y) =

- /1h (F(t) - G .

2.2. Wasserstein tavolsag és kopula

Most mar ratérhetiink a Wasserstein tavolsag definialasara. Legyen
k pozitiv egész szam.
Azon valoszintiségi mértékek X C R? terén definialjuk, amelyek k-adik
momentuma véges, azaz

Pu(X) = {uep | Neltiduto) < }

2.5. Megjegyzés. Az x = (21,23, ...,24) € R? vektor k-norméja

d %
el = (z |xi|k)
=1
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2.6. Definicio. A p, A € Pr(X) mértékek k-Wasserstein tavolsaga:

1

&

de{p A} = min ( / Hx—yHZdv<x,y))
XxX

vel(p,\)

Vagyis a k-Wasserstein tavolsag éppen a Kantorovich-féle szalli-
tasi probléma minimuménak a k-edik gyoke, ahol a koltségfiiggvény
(w,y) = llz — yllt

Matthew Thrope [2]-ben belatta, hogy a k-Wasserstein tavolsag egy
metrikat hataroz meg Py (X)-en.

Portf6lio optimalizaldshoz a késSbbiekben a 2-Wasserstein tavolsa-
got fogjuk hasznalni, illetve feltessziik, hogy X = R, hiszen valos értéki
valoszintiségi valtozokkal dolgozunk.

Mivel a h(z) = x? fiiggvény folytonos és konvex, igy a 2.4 tétel azon-
nali kovetkezménye, hogy a valés szamegyenesrdl véve eloszlasokat a
2-Wasserstein tavolsag az aldbbi egyszertibb formaban irhato fel:

do{pi, A} = (/01 (Fa) - C?(a:)>2d:)s); |

Lathato, hogy ez csakis a kvantilisfiiggvényektdl fiigg, igy mostantol a
dg{ﬁ, G } jelolést hasznéaljuk. Ha pedig a megfelels valoszintiségi valto-
z0k 2-Wasserstein tavolsagat irjuk fel, akkor a dy(X,Y") jelolést alkal-
mazzuk.

Egy maésik kulcsfontossagu eszkoz az optimalizalashoz a kopula lesz.

2.7. Definici6. A C : [0,1] — [0, 1] leképezést d-dimenzios kopulanak
hivjuk, ha olyan d-dimenzios eloszlasfiiggvény, amelynek a marginalisai
egyenletes eloszlastiak.

Sklar jol ismert tétele szerint tetszéleges (X1, Xo, ..., Xy) valoszint-
ségi vektorvaltozo egyiittes eloszlasfiiggvénye kifejezhets a marginalisai
és egy C kopula segitségével, mint

]P)(Xl S .CL"l,XQ S T, ...,Xd S .led) = C(F1<.’171), FQ(.Z’Q), ceny Fd<.’L'd))
A forditott irany is igaz: Ha adottak az F;(z) marginalis eloszlasfliiggve-

nyek és a C : [0,1]? — [0, 1] kopula, akkor C'(Fy(x1), Fa(3), ..., Fa(zq))
egy d-dimenzios eloszlasfiiggvényt hataroz meg F;(x) marginalisokkal.

11



2.3. Torzitott kockazati mérték

A portfolié tulajdonosa egy rogzitett p € A viszonyitési straté-
gidhoz olyan m € A stratégiat keres, amelynek kezdeti koltsége nem
haladja meg p kezdeti koltségét, a végss X7 kifizetéstiiggvénye és a vi-
szonyitasi stratégia X7 kifizetésfiiggvénye kozotti Gsszefiiggést a Cr
kopula irja le és a 2-Wasserstein tavolsdguk korlatos valamilyen € > 0
szammal, azaz da(X7, X7) < e. Ezen feltételek mellett kéne a végss
kifizetésfiiggvény kockazatat valamilyen értelemben minimalizélni. Eh-
hez bevezetjiik a torzitott kockazati mértékek fogalmét, amiket a pénz-
tigyi vilagban gyakran hasznalnak olyan befektet6k reprezentélaséra,
akik tulértékelik az alacsony, mig alulértékelik a magas valosziniiséggel
bekovetkezs eseményeket.

2.8. Definicié. Egy h : [0,1] — [0, 1] fiiggvényt torzitéasi fliggvénynek
neveziink, ha nemcsokkend, és h(0) =0, (1) = 1.

2.9. Definicid. Egy Fx eloszlasfiiggvényd X valosziniiségi valtozo bal-
oldali altalanositott inverzét a kovetkezSképpen definidljuk:
barmely p € [0, 1]-re Fi(p) := sup{z € R|Fx(z) < p}.

2.10. Definicié. A h torzitési fliggvény mellett a Dy, torzitott kockézati
mérték egy olyan mérték a négyzetesen integralhato eloszlasfiiggvények
halmazan, hogy barmely Fx € L?(P,Q)-re

0 9]
Dh(Fx) = —/ 1—h(1 —Fx(l’))dl’—i—/ h(l—Fx<I>>dI,
oo 0
amennyiben legalabb az egyik integral véges.

Nekiink elegendé lesz azzal az esettel foglalkozni, amikor a h torzita-
si fliggvény abszolut folytonos. Ilyenkor az eloszlasfiiggvények torzitott
kockazati mértéke egyszertibb alakot 6lt. Ezt a kovetkezd 2.11 tételben
be is latjuk.

2.11. Tétel. Amennyiben a h torzitdasi fiigguény abszolit folytonos, ak-
kor a Dy(Fx) kockdzati mérték az alabbi formdban irhato fel:

Dal(Fy) = / () B (),

ahol y(u) a h figgvény baloldali derivdltja az 1 — u helyen, és
fol y(u)du = 1.

12



Bizonyitds. Mivel majdnem mindeniitt 1 — Fx(x) = P(X > z), igy a
2.10 definici6 mésodik tagja megegyezik az alabbi integrallal:

/OO h(P(X > z))dz.

Mivel h jobbrol folytonos és h(1l) = 1, igy h(P(X > x)) atirhato az
f(o P(X>2)] dh(p) Lebesgue-Stieltjes integralla. Vagyis

/0 T hPX > 1))de = /0 h /(O’P(M)] dh(p)dz.

Itt kihasznalhatjuk, hogy
P(X>z)>1-qgeP(X <z)<qge < Fi(),

vagyis P(X > z) > p ez < Ff (1 —p).

Ezt az ekvivalenciat és a nemnegativ fliggvények integralasara hasznal-
hat6é Fubini-tételt alkalmazva:

o0 F{(1-p)
/ / dh(p)dz :/ dh(p)/ dx =
0 JO,P(x>2)] (0,P(X>)] 0

- / P = p)dh(p).
(0,P(X>x)]

Ugyanilyen lépésekkel adodik a 2.10 definicio els6 tagjara, hogy

0

—/ l—h(l—FX(x))dx:/ F{(1—p)dh(p).
—o0 (P(X>),1]

Itt azt kellett kihasznalni, hogy 1 — h(P(X > z)) eléallitasa Lebesgue-

Sieltjes integralként [ -, 1 dh(p).

A kapott két eredményt Osszerakva azt kapjuk, hogy

Du(Fy) = /[ B G

Mivel A folytonos és Fy¥ (1 — p) valamint Fx(1 — p) csak véges sok
p € [0,1]-re térhet el egymastol, igy a kapott eredményben (1 — p)
helyettesithet Fy (1 —p)-vel. E mellett i abszolt folytonossaga miatt
dh(p) = h'(p)dp. Ebbsl mar kovetkezik a bizonyitando allitas. O

13



2.12. Megjeqyzés. Ha az F'x eloszlasfliggvényhez tartozo X valoszintségi
valtozora irjuk fel a torzitott kockézati mértéket, akkor a Dp,[X] jelolést
hasznaljuk.

Lényeges megjegyezni, hogy sok esetben a pénziigyi vilagban a tor-
zitott kockazati mérték minimalizaldsédra van sziikség, és ilyenkor az
eredeti definicioban szerepld képletben ellenkezd elGjelekkel definidljak
azt. A mi esetiinkben is ez a helyzet all fenn, igy a szakdolgozatban az
X valoszintiségi valtozo h torzitasi fliggvénnyel adott torzitott kockézati
mértékét az alabbi képlettel hatarozzuk meg:

ahol y(u) a h fiiggvény baloldali derivaltja az 1 — u helyen, és
fol ~y(u)du = 1.
2.4. A portf6lié optimalizilasi probléma

Jeloljiik HP-val azon Fp-mérhets négyzetesen integralhatd valoszi-
niiségi valtozok halmazat, amelyeknek a viszonyitési stratégia X7 végss
kifizetésfliggvényével valo Osszefiiggését a Cr , kopula hatarozza meg,
azaz

Hr:={X € L*(P,Q): X € Fr és (X, X})-nek C, a kopuldja}.
A befektetének a kovetkezs optimalizélasi feladatot kell megoldania:

inf Dy[X7] (OPT)

gy, hogy X7 € H?, E[or X7] < ElorX7] = X{§ és do( XF, X7) < e.

14



3. A 2-Wasserstein korlat megvalasztasa

Most térjlink ra arra, hogy miként érdemes a befektetének a 2-
Wasserstein tavolsaghoz az ¢ korlatot megvalasztania. Ehhez elGszor
bevezetiink néhany jelolést és definiciot.

Jelolje Q a négyzetesen integralhato kvantilisfiiggvények halmazéat,
Q. pedig azon négyzetesen integralhaté kvantilisfliggvények halmazat,
amelyek 2-Wasserstein tavolsaga a viszonyitasi stratégia kvantilisfiigg-

vényétdl legfeljebb e, vagyis
1 o\ 2
/ <q(u) - Fxp) du < 52} :
0

3.1. Definici6. Egy f € L*([0, 1]) fiiggvény izotonikus vetitését a négy-
zetesen integralhaté kvantilisfiiggvények halmazara ft-sel jeloljiik, és
a kovetkez6 modon definialjuk:

Qgcz{qGQ

ft=arg min/o (q(u) — f(u))?du.

qeQ

Mésképp megfogalmazva f+ az a kvantilisfiiggvény, amelynek L2-
beli tavolsdga f -t6l minimaélis.

ElGszor rogzitett € > 0-ra definiadljuk a viszonyitasi stratégidhoz tar-
tozo kvantilisfiiggvény e-sugart 2-Wasserstein gombjében fekvs kvan-
tilisfiiggvények lehetséges legkisebb illetve legnagyobb varhato értékét:

1 1
E = inf / q(z)dr és E = Sup/ q(z)dz.
0 0

qe Qe q€< Q.

Majd pedig rogzitett Ey € [E, E] mellett definialjuk a Q.-beli kvanti-
lisfliggvények lehetd legkisebb illetve legnagyobb szorasat:

1
2

D:= inf (/1(q(x)—E0)2da:) és

qEQ;
fol q(z)dz=1

2 oy ([ )

fol q(z)dz=1
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3.1. Konvex optimalizaci6

Most méar hamarosan ratérhetiink arra a két tételre, amelyek se-
gitséget nytjtanak a befektetének a 2-Wasserstein gomb e sugaranak
megvalasztasahoz. El6tte azonban ismertetiink egy konvex optimaliza-
ciés lemmat, amelyre tamaszkodni fogunk a tételek bizonyitasa soran.

3.2. Lemma. Legyenek fo, fi,..., f konvex, hq,..., h,, pedig lineéris
funkcionalok a V' vektortéren tgy, hogy 3¢ € intV, amire f;(g) <
0,7=1,..,né hj(9) =0, j = 1,...,m. Tovabba feltessziik, hogy
az utobbi m feltétel egyike sem hagyhato el, vagyis az egyenlGséggel
teljesiilé korlatok nem fejezhetdk ki egymas lineédris kombinécidjabol.
Ekkor a

Hli‘I/l fo(g) feltéve, hogy fi(g) <0, hj(g) =0, i=1,...n, j=1,...,m
ge

feladat megoldasahoz elegendd a kovetkezs feladatot megoldani:

sup  G(A,v), ahol A = (A, .., \), v = (V1 ooy Uin)
A120,...,An >0,
1 ER,...,um ER

és G(Av) = glg‘f, (fo(g) - Z Aifi(g)) + Z thj(g)> :

Bizonyitds. Jeloljiik az eredeti feladat optimumat p*-gall Ha A\ >
0,....; A > 0, akkor A\ fi(g) < 0,..., A\ fn(g) < 0 azon g-re, amelyre

a feltételek teljesiilnek. Ezért G(A, v) < p* és igy

swp G(Aw) <P (1)
Al 20,--.7An207
v1€R,...,umER

Definialjuk a kdvetkez6 halmazokat:
A= {(g,y,t) ER"XR"xR|IgeV: filg) Su,i=1,..,n,
hi(g) =v;, 5 =1,....,m, folg) <t} és
B:={(0,s) e R""™ xR| s < p*}.

(ul, ol th), (w03 t?) € Aési=1,..,n, 7 =1,...m esetén 3 gy, go,
hogy fi(g1) < uy, filg2) < uf, hi(g1) = vj, hi(g2) = v3, fo(gr) <t
és fo(ga) < t2. Tetsz6leges v € [0,1]-re és ¢ = 1,...,n-re f; konvexsége

miatt
fitvgr + (L =7)g2) < vfilgr) + (1 =) filg2) < yup + (1 —)us,
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fo konvexsége miatt

folvgr + (1 =7)g2) < vfolgr) + (1 =) folgz) < yt' + (1 =)t
Jj = 1,...,m-re h; linearitdsa miatt pedig

hi(vgr + (1= 7)g2) = vhi(g1) + (1 = 1)hi(g2) = yvj + (1 = )v}.
Vagyis (yu' + (1 —7)u?, yo' 4+ (1 — 7)v?, ¢t + (1 — 7)t?) € A, tehat
A konvex.
A B halmaz pedig egy nyilt félegyenes, tehat egy nyilt konvex halmaz.
Nyilvanval6, hogy A és B nemiiresek. Masrészt diszjunktak is, ugyanis
ha (u,v,t) € ANB, akkor B definicidja szerint i = 1,....,n, j = 1,..., m-
re u; = v; = 0, A definici6ja szerint pedig 3¢ : fi(g9) <0, ..., fu(g) <0,
hi(g) = 0,....;hm(g) = 0, folg) <t < p*. Ez viszont ellentmondana
annak, hogy p* az eredeti feladat optimuma.
Példaul [12]-ben megtaldlhato az az ismert konvex geometriai tétel,
hogy amennyiben két nemiires, diszjunkt konvex halmaz koziil legalabb
az egyik nyilt, akkor azok elvéilaszthatok egy hipersikkal. Az A, B C
R™*m+1 halmazokra ez teljesiil, ezért 1étezik olyan ol u + w’v + Bt = ¢
egyenletd hipersik, ami elvalasztja 6ket. Itt (o, w, 5) = 0 nem teljesiil-
het, hiszen ekkor nem egy hipersik egyenlete adédna. Tehat

alu+wlv+ Bt >c, ha (u,v,t) € A és
a’u+w'v+ Bt <c ha (u,v,t) € B.

Ha (u,v,t) € A, akkor Vu' > u, t' > t esetén (u/,v,t') € A is teljesiil,
ezért a =0 és > 0. Itt = és > rendre azt jelentik, hogy koordinatén-
ként nagyobb-egyenlé illetve nagyobb.
Ha pedig (u,v,t) € B, akkor (u,v) =0, igy o"u +w'v + ft = ft < c.
Igy Vt < p*-ra B(p* —¢) < ¢, ahol a megfelels € > 0-val t = p*—e. Mivel
B(p* —¢) =9 Bp* és ¢ =9 ¢, igy a hataratmenet szerint Sp* < c.

Ezert (f1(9), - fu(9), h1(9), -, hin(9), fo(g)) € A miatt
> aifilg) + > wihi(g) + Bfolg) = ¢ > Bp”. (2)
i=1 j=1

Ha 8 > 0, akkor (2)-ben (-val végigosztva az adodik, hogy minden g-re

folg) + > %fi(g) +) L%hj(g) > p",
i=1 j=1
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amibdl kovetkezik, hogy

Ezt (1)-gyel 6sszevetve azt kapjuk, hogy

G(%%):p’*: sip G D).

A120,...,An 20,

Most tegytik fel, hogy 8 = 0. Ekkor (2) alapjan minden g € V-re
> aifilg) + > wihslg) > 0. (3)
i=1 j=1

Olyan g € intV-ra pedig, amelyre f;(§) < 0, ¢ = 1,...,n, h;(g) = 0,
Jj =1,...,m teljesiil, fennall, hogy

Z a;fi(g) > 0.
=1

Mivel minden tagban f;(§) negativ, o; pedig nemnegativ, igy az egyen-

16tlenséghdl kovetkezik, hogy a = 0. Ez azonban (a,w,f) # 0 és

£ = 0 miatt maga utan vonja, hogy w # 0. A (3) egyenlStlenséghdl és
m

a = 0-bol az is kovetkezik, hogy minden g € V-re Z w;h;(g) > 0. Fel-
j=1

hasznalva, hogy g € intV', perturbalhatjuk g-ot olyan tetszdéleges e € V/

irdnnyal, hogy, még mindig V-ben maradjunk. Vagyis g. = g+ce € V-

re hj, 7 = 1,...,m linearitasanak koszonhetéen

> wihi(ge) = wihi(g) +e > wihi(e) =€ wihy(e).
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

Mivel a hj, j = 1, ..., m korldtok nem fejezhetSk ki egymasbol, igy Je €

V irany, amelyre 0 # Z w;hj(e). Ezzel ellentétes elGjeltinek és kellGen
j=1

kicsi abszolut értékiinek vélasztva e-t elérhets, hogy ijhj(gg) <0

j=1
teljesiiljon g. € V-re. Ez viszont ellentmondés. Ezzel megmutattuk,
hogy f = 0 nem lehetséges, és igy a lemma allitdsat belattuk. O]
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3.3. Megjegyzés. A dual probléméban a \; és w; konstansokat Lagrange
egylitthatoknak nevezziik.

3.4. Megjegyzés. A 3.2 lemma jeloléseivel élve, ha erds dualitas all fenn
(mint ahogyan a 3.2 lemmaban is), akkor a primal feladat optimumat
g*-vel, a dualét pedig (A, v*)-gal jelolve

folg*) = G\", ) = glgg (fo(g) + Z A fi(g) + Z V}‘hj(g)) <
< folg") + Z A\ filg™) + Z vihi(g") < folg").

Ez csakis akkor teljesiilhet, ha az egyenlGtlenségek helyén is egyenl6-

ségek allnak, amibdl kovetkezik, hogy Z)\f fi(g") = 0. Mivel ezen
i=1

Osszeg minden tagja nempozitiv, igy ¢ = 1,...,n-re A f;(¢*) = 0 ado-

dik. Tehat az egyenlGtlenséggel teljesiilé korlatoknal vagy a korlato-

z6 funkcional értékének a dual optimuméban, vagy pedig a megfelels

Lagrange-egyiitthatonak a dudl problémaban 0-nak kell lennie.

3.2. Eltérés a viszonyitasi stratégiatol

3.5. Tétel. Q.-beli kvantilisfiigguények lehetséges legkisebb illetve leg-
nagyobb vdrhato értéke rendre

E=FE[X}]—¢é E=FE[X}] +e.

A megfeleld kvantilisfiigguények, amelyek felveszik az E illetve E érté-
keket, rendre

q(x) = Fyp(x) — € ésq(x) = Fyp(z) + €.
Bizonyitds. Nézziik a tétel allitasat F-ra. Ehhez az fol q(z)dx kifejezés
infimumat kell megkeresni, ahol ¢ olyan kvantilisfiiggvény, amely a vi-

szonyitasi stratégia € sugaru 2-Wasserstein-gémbjén beliil helyezkedik
el. Vagyis a kovetkez6 problémat kell megoldani:

1 1 N 2
inf / q(u)du tgy, hogy / (q(u) — Fxe (u)> du < 2.
0 0

qeQ
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Most a 3.2 lemma jeloléseivel V = Q, n=1, m =0,

ol = [ atwyiuces

fila) = (/ (aw) —Fxgi(u)ydu); —e=|la- Fxgll, -

Trividlis észrevétel, hogy az fy funkcional lineéris, igy konvex is.

A Minkowski-egyenl6tlenség értelmében r € [1,00] esetén ha tetszd-
leges hy és ho majdnem mérhetd fliggvények Osszeadhatok, akkor az
L™-normaét || - ||,-rel jelolve a kovetkezd egyenlStlenség teljestl:

[1ha + hallr < [lhalls + [[hal|,-
Ezért tetszéleges v € [0, 1]-re

[+ (1 =Dhallr < [lyhalle +[1(1=Y)hellr = Yl[Pallr + (1 =)[hel],

tehat az ||- || funkcional konvex. Most specidlisan r = 2. Az ¢ konstans
paraméter nem befolyasolja a konvexitést, igy az f; funkcional konvex.
Ezentul 3 ¢ € intQ, amire fi(q) < 0. Példaul ¢ = FX; ilyen. Tehat
a 3.2 lemma feltételei teljesiilnek, igy alkalmazhatjuk. Ezek szerint
elegendd a kovetkezd feladatot megoldani:

inf G(\, q), ahol
Sup 9% 0) abo

G\ q) = /01 g(w)du + A </01 (4(u) ~ Feg(w)) "~ g2) |

A Lagrange-fiiggvényben megjelend kifejezés ¢ kvadratikus fiiggvénye,
ezért alakitsuk teljes négyzetté. Igy a ¢-at tartalmazo tagot elég lesz
majd minimalizalni. (1)-et teljes négyzetté alakitva:

G\, q) = A/Ol <q(u) — (FX;(U) - 21)\>>2du + /Olﬁxg(u)du —Ae? — ﬁ

Ennél az atalakitasnal kihasznaltuk, hogy A > 0. Ez a kés6bb elSkerti-
16 4.12 tétel kovetkezménye, amely szerint a 2-Wasserstein korlat éles
ennél az optimalizaciés probléménal. Csak az els6 tagban jelenik meg
q, igy rogzitett A > O-ra

1 . 1 2
argminG(\, q) = arg min/ (q(u) — (FX; (u) — ﬁ)) du.
qeQ qeQ 0
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Ez épp F xp — % izotonikus vetitése a négyzetesen integralhato kvan-

tilisfiiggvények halmazéara. Mivel F x?, (u) — 5 maga is négyzetesen in-

22
tegralhato kvantilisfiiggvény, igy a vetiilet éppen g (u) = Fys (u)
Ezt beirva G képletébe a kovetkezs kifejezés adodik:

1
. 1

F du — \e* — —.

/0 X2 (u)du — A 75

Ennek a A szerinti szuprémumat kell keresni. Mivel az els6 tag nem
fiige A\-tol, igy a kovetkezs optimumkeresési feladatot kell megoldani:

1
sup f(A), ahol f(A) = Ae? — —.
A>0 4N

L
2X°

') = ﬁ —e2és f"(\) = —% <0, igy A = 2% lokélis maximumbhely.
De A > 0 miatt ez az egyetlen szélsGértékhely, igy egyben globalis maxi-

mumhely is. Vagyis ¢ = 5%, amibél kovetkezik, hogy ¢(x) = FX; (x)—e,

és igy B = fol q(z)dr = fol <FX§{(:L') — 5) drx = E[XF] —e.
E-ra infimum helyett szuprémum vételével hasonlé modon adodik a
tétel allitasa. O]

3.6. Megjegyzés. A 4.12 tétel bizonyitasa sem kozvetleniil, sem kozvetve
nem hasznalja fel a 3.5 tételt. Csupan azért keriilt az utobbi elgbbre a
szakdolgozatban, mert az ismeretében érthetévé valik olyan halmazok
és fogalmak definialdsanak az oka, amelyeket a 4.12 tételnél fel fogunk
hasznélni.

3.7. Tétel. Bdarmely tetszdleges Q.-beli kvantilisfiigguény szordsa az
alabbi intervallumba esik:

[max{D(X%) —e,0}, D(XZ) +¢].

Bizonyitds. Rogzitsiink le egy Ey € [E, E] szamot, és legyen AE =
E[X!?] — Ey. Megmutatjuk, hogy a lehetséges legkisebb illetve legna-
gyobb széras, ami egy Q.-beli kvantilisfiiggvénynek lehet, rendre

D = max {D(X;> e (AE>2,0} ¢s D = D(XL)++/e2 — (AE)2.

Ha ezt sikertil igazolni, akkor azonnal kovetkezik a tétel allitasa, hiszen
a lehetséges Fy-okra infimumot véve:

inf D= inf max{D(X?) —\/e2 — (AE)Q,O} =
E()E[E,E] EQE[E,E]

= max{D(X}) —£,0}.
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A lehetséges legkisebb szorés éppen Ey = E [X7] esetén vétetik fel,
ami az [E, F] intervallumba esik, igy a neki megfelels kvantilisfiiggvény
eleme Q.-nak. Ugyanigy

sup D= sup {D(X:’}) +4/€? — (AE)2} = D(X}) +e.

Eye [E,E] Epe [E,E]

A lehetséges legnagyobb szoras is Ey = E[X7] esetén vétetik fel, igy a
neki megfelel§ kvantilisfiiggvény szintén eleme Q.-nak.

Most a tétel 1ényegi részének a bizonyitasaval folytatjuk, elGszor D-
re optimalizalunk. A 3.2 lemmat most a V = Q és n = m = 1 esetre
alkalmazhatjuk az

o) = [ ot~ Byt 50) = ([ (a0 - ﬁx;w))%u)% .
%M@ZAEMW—%

funkcionélokra, ugyanis a 3.5 tételbeli bizonyitashoz hasonléan adodik,
hogy fo és f1 konvex, hy linearis, és ¢ = Fxe-ra fi(q) < 0. Ezek szerint
elegendd a kovetkezd feladatot megoldani:

sup inf Q()\ v;q), ahol

A>0, 7€Q
IJER
G\ viq) =
/O(Q(u)—EO)Qdu—i—/\(/o (q(u)—FX;(u))2 u—e) V(/o q(u du—Eo):
(1+>\)/1 (q(u)—li)\()\FXp( )+ B —2)) du—
1 L 0 ) .
Y O(M&ﬂm+4%—§)du+Ao @@ﬂ@-fﬂdu_w%+Eg

A 3.5 tételben latott teljes négyzetté alakitasos technikaval sikeriilt
G(A, v; q)-t olyan alakira hozni, ahol csak az els6 tagban jelenik meg a
q kvantilisfiggvény, igy rogzitett A > 0 és v € R-re

1 1 o 2

argminG(\, v; q —argmin/ <q U A\F + Ey— = > du.
qeQ ( ) qeQ 0 ( ) 1+ )\ < X7 < ) 2)

Ez épp az gy, (u) = H/\ (/\FXp( )+ Ep — —> fiiggvény izotonikus ve-

tiilete a kvantilisfiiggvények halmazara, ami F Xz monoton novekedése
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miatt onmagaval egyezik meg. A kiils6 optimalizalashoz ezt helyet-
tesitsiik vissza G(\,v; ¢)-be, majd tegyiik egyenlévé O-val a v illetve
A-szerinti parcialis derivaltakat.

Visszahelyettesités utan G(\, v; ¢)-ben a v-tdl fiiggd tagokat elegendd
figyelembe venni a v-szerinti derivalédsnél, hiszen a tobbi tag parcialis
derivaltja 0. Ezeket az [ (v) fliggvénybe Gsszegezve:

L(v):=v A 1F (u)du — v +v Eo —vE
R TP A A1+N) 1+ o
0 A E
Thw) =0 = ——B[XL] — By + — e

1+ A T+x 2(1+N)
<= v =2)\E[X]]+2Ey — 2Ey(1 + \) = 2MAE.
Hasonloan a A\-tol fiiggs tagokat az lo(\) fliggvénybe Gsszegezve:

ov

22 1 - V2 E2 A N
la(N) = T FXp (u)du — 1 +/\) 7 +)\ T +/\1// Fyp (u)du—

2 R Fyo (u)d
1+ A °/ xp )6

Kihasznalva, hogy

XP )du—é‘ A

D2(XP) - /01 (Fxp - E[X"])2du -

1
a kovetkezs adodik:
0= (A)—1/1F2 (u)d +”72+
T T Nz ), TN T gy
E? vE[Xp] 2FE[Xf]  vEy

(T+X2)2 " (14+02  (1+X02  (1+A)?2
2

= D*(XL)+ (E[XL])? —2(1+ \)? =vEy — vE[X}] — E5 + 2E,E[X5] — .

2

= D*(X5)=*(1+)\)? - (AE) — T (AE)2
Ebbe v = 2 \AFE-et befrva azt kapjuk, hogy az optimumban
v =20AE és DX(X5) 2 (14 )2 (2= (AE)?).

Ha /e? — (AE)? < D(XZ), akkor létezik bels6ponti megoldas, azaz
A>0és v e R Ekkor
. 2D(XE)AE

_ DIX7) g o 2DXDAE
—(AE) &2 (AE)?

At =

23



A (N, v*;qx+ ) helyen G valoban a szuprémumat veszi fel, hiszen az
egyetlen lokalis szélsGérték globalis szélsGérték is, és konnyen ellendriz-
hetd, hogy fix g ,-ra G(\,v;q,,) Hesse-métrixa negativ szemidefinit,
igy a szélsGérték maximum.

T (W) = 7 EA* ()\*FX;(u) + - V2> _
- a;}%EV (D(f_)ff};;) — Fxo(u) + Eo + AE — %) -
= (1 - W) (Fx; (u) - E[X§]> + Eyo, ezért
D* = /01 <1 _ 5;&?)13’)2) (ﬁxp () —E[X;]) du =

(- B gy = (et - v

D(X7)

Viszont \/e2 — (AE)2 > D(XZ%) esetén #IA > 0, amelyre (x) teljesiil,
igy az optimum csakis hatarpontban lehet. Vagyis \* = 0, és igy v* =
2N*AE = 0. Ekkor gy« (u) = AE, ezért D = 0.

D-re az optimalizécié teljesen hasonléan mikodik, mint D-re, ezért
csupan a f6bb lépéseket mutatom meg. Mivel

D= sw </01(Q(I)Eo)2d$>% nf (/OI(Q(I)EO)QdI);,

Jo a(@)dz=1 Jo a(z)dz=1

igy most a kovetkez6 problémat kell megoldani:

sup inf G(A,v;q), ahol
A>0,9€Q
veR

G\ vigq) = —/0 (q(u) — Eo)*du+

A </01 (q(u)FX;(u))Qdusz) y (/Olq(u)duE()) -
_ ()\—1)/01 (q(u)—/\il (AFX;(U)—EO—;))Qdu—
)\il/ol ()\FX;(U)—EO—;)Zdu—&—)\/Ol (F)Q(;(u)—g) du — vEy — EZ.
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Rogzitett A-ra és v-re a bels§ optimalizalas eredménye:

() = 5= (Miglo) = B = 5).

A kiils6 optimalizalasnéal a parcidlis derivaltakat kiszamitva pedig a
kovetkezd adodik:
v =2\AE és DX(X2) L (A —1)2 (2 — (AE)?).

(e)-nak két lehetséges A megoldasa van. Ezek koziil a nagyobbat kell
venni, tehat

D(XF? 2D(XP)AFE

N AT b el Wiendll
€2 — (AE)? e2 — (AE)?

+2AFE.

Ezeket az optimalis kvantilisfiiggvénybe visszahelyettesitve:

A, VEBER , ,
qA*W* (U) = <1 =+ W (Fxé{ (U) — E[XT]) —+ EQ, ezért
J— 2
D’ = (D(Xg) +/E2 - (AE)?) .

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O]

A 3.5 és 3.7 tételek segitséget nyijtanak a portfolio befektetdjének
a megfelels 2-Wasserstein korlat megvalasztasdhoz. Példaul ha az elére
meghatarozott £, < E[X7] varhato érték ala illetve Dy > D(X%)

szoras folé nem szertné, hogy keriiljon a kvantilisfliiggvény, akkor az
alabbi véalasztas megfelels: ¢ = min {E[X}]| — E,, Dy — D(X%)}.
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4. Kvantilisfiiggvények feletti optimalizaci6

A 2-Wasserstein gomb sugarara kapott korlatok segitségével koze-
lebb juthatunk az optimalizacioés probléma megoldasahoz azaltal, hogy
egyszertsiteni tudjuk. Ezt ugy fogjuk elérni, hogy az eredeti optima-
lizacids problémat atirjuk a kvantilisfiiggvények feletti optimalizécios
problémava. Ennek elsé 1épéseként megmutatjuk, hogy a H” halmaz
reprezentalhatd kvantilisfiiggvényekkel. ElGszor azonban definialjuk a
feltételes kopuldnak és az inverzének a fogalmét, és tesziink egy meg-
jegyzést a reprezentacios tételhez.

4.1. Definicié. Jelolje az X; és X, valoszintiségi valtozok kopulajat
Ch2. Ekkor Xi-nek az X, feltétel melletti Cy), feltételes kopulajat a
kovetkez6 modon definialjuk:

C'Lg(r,z)—/ Cyja(r, s)ds.
0

Ennek az els¢ valtozobeli inverzét él|2—vel jeloljiik.

4.2. Megjegyzés. A P mérték szerint folytonos Y valdszintségi valtozot
a sajat eloszlasfiiggvényébe behelyettesitve a [0, 1] intervallumon egyen-
letes eloszlast valoszintiségi valtozot kapunk. Ez azért igaz, ugyanis

Froon)(t) =P(Fy(Y) < t) =P (Y < Fy ' (1)) = Fy (Fy ' () =t

ami épp a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozo
eloszlasfiiggvénye.

4.3. Tétel (Kvantilis reprezentacio). Legyen Y folytonos valdsziniségi
vdltozo, és a P mérték szerint a |0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi
Fy(Y') wvaldszintdségi valtozot jeloljik V-vel. F legyen egy tetszdleges
eloszlasfigguény, és definidaljuk az X wvaldsziniségi vdltozot az aldbbi
maodon:

X = F (CypUV)), (1)

ahol U % U(0,1) és U fiiggetlen V-tol.

Ekkor X eloszldsfigguénye P szerint Fx = F, és (X,Y)-nak a kopuldja
Cha.

Masfeldl, ha X eloszlasfiggvénye P szerint Fx, és (X,Y)-nak Cy12 a
kopuldja, akkor (1)-nek teljestlni kell rd valamely V -tél figgetlen U X
U(0,1) valdszintségi valtozoval.
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Bizonyitds. El6szor az utobbi iranyt latjuk be. Tegyiik fel, hogy (X, Y)-
nak C 2 a kopuldja, illetve V-t6l fiiggetlen U X U(0,1). Ekkor

Fy (y)
P(X <z,Y <y) = Cro(Fx(2), Fy(y)) = /0 Crjp(Fx (z)|v)dv =

1 1
:/0 /0 ﬂ{uSCuz(Fx(z)\v)}du]l{vgpy(y)}dv:

1 1
(%)
:/0 /0 I]-{él|2(u|v)§FX(w)}dUﬂ.{USFY(y)}dU =

®p (FX (C’1|2(u|v)> <a, Fy(V) < y) , vagyis

Q(X,Y) - Q(ﬁx(ém(uw))ﬁy(x/)) = Q(ﬁx(él|2(u|v))y)-

Az els6 egyenlségnél Sklar tételét hasznaltuk fel, (x)-nal pedig U és V'
fliggetlenségét. Ezzel az egyik iranyt belattuk.

A miasik irdny igazolasahoz legyen X := F (é]_‘z(U |V)> . Ekkor
P(X <z,Y <y) =P(X <z, Fy(Y) < Fy(y)) =
=P (CpaUIV) < F(a).V < Fr(y)) ©

1l
(e)
= /0 /0 Ly r@pydul pery (ydv =
Fy (y)
- / Cip(F(2)[v)dv = Cr2(F(x), Fy (y)).
0

A (o) egyenldségnél U és V fiiggetlenségét hasznaltuk fel.
Ezzel belattuk, hogy Fx = F és (X,Y)-nak C, a kopulja. O

4.3.1. Kovetkezmény. Azon X7 valoszintségi valtozok halmazat,
amelyeknek a viszonyitasi stratégiaval valo kapcsolatat a C , kopula
irja le, az alabbi modon tudjuk reprezentalni:

Hp B {q (éﬂ,P(U’Up)> ' q = Q’ U ~ ]:Ta U J-I—P Up7 U E u(07 1)} )

ahol U? = Fx,(X7). Vagyis U? ¢s egy tole fiiggetlen [0, 1] intervallu-
mon egyenletes eloszlési valdszintiségi valtozo generalja a H” halmazt.
Ezt kovetGen azt szeretnénk elérni, hogy a lehetséges U valdszintiségi
valtozok halmazat leszikitsiik, és az optimalizalasi probléma kezdeti
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koltségvetési korlatjat is jobban kezelhets formajuva kivanjuk atalaki-
tani. Az el6bbihez elGszor folytonos kontra-monoton valészintiségi val-
tozok szorzatdnak a varhato értékérsl mutatunk be egy a késébbiekben
felhasznalando érdekes eredményt.

4.4. Definici6. Az X és Y folytonos valoszintiségi valtozokat kontra-
monotonnak nevezziik, ha az egyik monoton csokkend fiiggvénye a
masiknak, azaz létezik olyan monoton csokkend ¢ fiiggvény, amellyel
X =g(Y).

4.5. Megjegyzés. Jol ismert algebrai allitas, hogy amennyiben az
X1, L9,y ooy Ty €S Y1, Y2, ..., Yo Nemnegativ szam n-esekre r; < xy < ... <
Ty, €8 Yq < Yo < ... <y, teljesiil, akkor

> Ty <D Ty < DT
j=1 j=1 j=1

ahol 0 az 1,2, ...,n szdmok egy tetsz6leges permutécioja.
Ennek analogidajara nem megleps a kovetkezs 4.6 lemma eredménye.

4.6. Lemma. Ha X és Y adott eloszlasu folytonos valoszintiségi val-
tozok, akkor E[XY] pontosan akkor minimalis, ha X és Y kontra-
monoton.

Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy X és Y nemne-
gativ valoszintségi valtozok.

U / 10“““’} - { / / 1wz xocyydudy| =
/ / Plu < X,v <Y)dudv.

Hasonléan adodik, hogy
ElX] = / P(u < X)du és E[Y] = / P(v < Y)dv, igy
0 0

E[XY] - E[X]E[Y] =

// u<Xv<Y)dudv—/OOOP(u<X)du/OO1p><U<y)dU@
L

u<Xv<Ydudv—/ / Plu < X)P (U<Y)dd(;)

/ / (P(X <u,Y <v) —P(X <u)P(Y <v))dudv.
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A (%) egyenlGségnél a nemnegativ fliggvényekre alkalmazhaté Fubini-
tételt hasznaltuk fel, (¢)-nal pedig a kévetkezs két azonossagot:

Pu<Xv<Y)=1-PX <u)—PY <v) +P(X <u)PY <w),
Plu<X)Puo<Y)=(1-P(X <u)(l-PY <v)) =
=1-PX <u)—PY <v)+P(X <u)P(Y <v)=: (o).

Ha X és Y nem feltétleniil nemnegativ valoszintiségi valtozok, akkor
hasonlé formula igaz E[XY]| — E[X]E[Y] kiszamitasara, csupan az in-
tegralok alsé hatarat kell 0-r6l —oo-re kicserélni.
Mivel X és Y eloszlasa ismert, igy E[XY| minimalizélasa ekvivalens
(e) minimalizalasaval, amely pedig ekvivalens P(X < u,Y < v) mini-
malizélasaval. Utobbi szintén azért igaz, mert X és Y eloszlésa ismert.
Tetszbleges A és B eseményekre teljestil, hogy P(AN B) > 0 és
P(ANB)>P(A)+P(B) — 1, igy

P(X <u,Y <v) >max{P(X <u) +P(Y <wv)—1,0}.
Nyilvan P(X < u,Y < v) akkor lesz minimalis, ha
P(X <u,Y <v) =max{P(X <u) +P(Y <v) = 1,0} = (®).

Rogzitett u-ra P(X < u) rogzitett [0, 1] intervallumbeli szam, igy v —
—o0 esetén valamely vo-ra P(Y < vg) éppen akkora lesz, hogy P(X <
u) +P(Y < vy) — 1 =0 teljesiil. Nyilvan minden v < vp-ra is (®) =0
teljestil. Ha u rogzitettségét feloldjuk, és elkezdjiik csokkenteni, akkor
P(X < u) is csokken. Ezaltal az a vy, amelytdl kezdve minden v < vg-ra
(®) = 0, egyre inkdbb né.

Most tegyiik fel, hogy P(X < u)+P(Y <wv) —1 > 0. Ekkor

PX <u,Y <v)=PX <u)+PY <v) -1 (1)
Mivel azonban Vu,v € R-re
PX <u)+PY <0v)—1=P(X <u,Y <v)—P(X >u,Y >0),

igy P(X > u,Y > 0) ) teljesiil Yu,v € R-re, amelyekre (1) fenn-

all. Fix wug-ra Jvg, amire P(X < ug) + P(Y < v9) = 1. wug ndve-
lésével ez a vy csokken, igy a Descartes-féle derékszogl koordinata-
rendszerben a megfelel (ug,vy) pontok egy monoton csokkend gor-
bét hataroznak meg. A gorbe minden (ug,vy) pontjara (&) miatt az
{(x,y) € R*|x > up, y > vo} halmaz P-nullmértékd, vagyis a gorbe
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feletti halmaz P-nullmértéki, mivel lefedhet6 megszamlalhatéan sok IP-
nullmértékd halmazzal. Ebbél kovetkezik, hogy a grafikon alatti halmaz
P-mértéke 1. Mivel a grafikon barmely (ug, vg) pontjara

1=P(X <ug)+P(Y <) =P((X,Y) a gorbe ala esik) + P(X < ug, Y < vp),

igy P(X < up, Y <) =0. Vagyis a grafikon alatti halmaz is lefedhe-
t6 megszamlalhatoéan sok P-nullmértékd halmazzal, igy P-nullmértékd.
Ebbdl mar kovetkezik, hogy minden w eseményre (X (w), Y (w)) a mo-
noton csokkend gorbére esik. O]

A 4.6 lemma segitségével méar be fogjuk tudni latni, hogy az U valo-
szintiségi valtozot elegendd lesz egy az pp-vel kontra-monoton valoszi-
ntiségi valtozo forméjaban keresni, specidlisan U = 1 — F,,ju» (0r|U?).
A 4.3 kvantilis reprezentacios tétel motivaciojabol definialjuk a

W= Cq, (1 - FQT|UP<QT|UP)|Up)
valoszintiségi valtozot és valoszintiségi valtozok alabbi halmazat:
H” = {g(W)| ¢ € Q}.

Lényeges észrevétel a W valoszintiségi valtozoval kapcsolatban, hogy
eloszlasat ismerjiik, mégpedig W U (0,1). Ennek igazolasédhoz fel-

hasznaljuk, hogy a 4.2 megjegyzés szerint U = 1 — F, jy»(0r|U”) ~

U(0,1), valamint U 1LF U?, mivel or 1L¥ UP. Ebbsl adodik, hogy

P(Wg@:@(éﬂp(l—mw) §u> —P(1-U < Cy, (u|U?)) =
=P (U > 1= Cry (ulU?) =1 =P (U <1 = Cgp (uU?)) &
D PU<1-w)=1-(1-u)=u,

ami épp a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozo
eloszlasfiiggvénye. A (o) egyenlGségnél felhasznaltuk, hogy tetszsleges

uyv U (0, 1) fiiggetlen valoszintségi valtozokra

Cuv(u,v) =Cpy(Fu(u), Fy(v)) =PU < u,V <v) = uv, igy

oC ,
Coptuly) = L0,
v=V
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4.7. Lemma. Tetszbleges X € H? valoszintiségi valtozohoz definialjuk
az X = F v (W) valoszintiségi valtozot. Ekkor a kovetkezd egyenlstlen-
ség teljesiil: )

ElorX] > ElorX],

ahol egyenlGség pontosan X = X és X € H? esetén all fenn.

Bizonyitds. A bizonyitashoz a 4.6 lemmat szeretnénk felhasznélni, de
ehhez elGszor be kéne latni, hogy or és F v (W) kontra-monoton. Ez
azonban kozvetleniil nem fog menni, mert F v (W) képletében or he-
lyett or|U? szerepel. Errél viszont meg lehet mutatni, hogy Fiy (W)-vel
kontra-monoton, majd a teljes varhato érték tételének a felhasznala-
saval a feltételes varhato értéket at tudjuk alakitani a valdédi varhato
értékke.

Mivel C’mp az els6 valtozojaban monoton nove, valamint Fx és F or|UP
is monoton névé fliggvények, igy or névelése esetén

Fx (CA’M) (1- FQT|UP(QT|UP)|UP)> csokken, tehat op|U” és Fix (W) va-
l6ban kontra-monoton.

A 4.3 kvantilis reprezentécios tétel szerint 1étezik olyan UP-t6l flig-
getlen [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast U valoszintiségi valtozo,

amellyel X = F <OW7P(U|UP)>. Igy

—~

*

E[QTX] = E[QTFX<W)] =

= F |:E [QT AX (éﬂ—yp (]. - FQT|UP(QT|U9)|UP)>
<

N

| <

E {E |:QTFX (éw (U|UP)> ‘UPH ®)
® g [QTFX <C},,J(U]UP))] — BlorX],

ahol a (x)-os egyenlségekben a teljes varhato érték tételét, az egyen-
16tlenségnél pedig a 4.6 lemmaét hasznaltuk fel. Utobbibol az is adodik,
hogy az egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil egyenlgséggel, ha U|U?
a or monoton csokkend fiiggvénye. Mivel U ~Uu (0,1), igy ez csak-
is U = 1 — Fyue(or|U?) esetén lehetséges. Ebbdl az is kovetkezik,
hogy X = X P-majdnem mindeniitt, és X = EFx(W) € H” miatt
X e H. 0

A kovetkezs tétellel azt fogjuk megmutatni, hogy elegendd olyan
stratégiakat vizsgalni az optimalizalashoz, amelyeknek végss kifizeté-
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sitk HP-beli.

Ehhez fontos észrevétel, hogy az (OPT) optimalizalasi probléméaban a
korlatok csak az X7 valoszintiségi valtozotol fliggnek, igy a problémat
ugy is megoldhatjuk, hogy el6szor megkeressiik az optimalis végss va-
loszintiségi valtozot, vagyis

inf  Dy[X] (OPT’)

XeL2(P,Q)
ugy, hogy X € H?, ElorX] < ElorX7] = X{ és do( X, X)) < e.

Majd ezt kdvetGen megkonstrualjuk azt az Fr-mérhets © € A replikilo
stratégiat, amelyre P-majdnem mindeniitt X7 = X. Mivel X € H’,
igy X is Fpr-mérhets, és a piacrol feltettiik, hogy teljes, ami biztosit-
ja az egyértelmd replikalo stratégia létezését. Ennek megkonstruédlasa
azonban rendkiviil hosszadalmas, és kevésbé izgalmas az optimalizalasi
probléménal, igy mi most (OPT") megoldasara koncentralunk.

4.8. Tétel. Tetszdleges olyan X € HF \ HP valdszindségi vdltozora,
amelyre (OPT") korldtozo feltételei teljesiilnek, fenndll, hogy létezik
olyan q € Q kvantilisfiggvény, amellyel X = q(W)-re D[ X] > Dp[X]
teljestil.

Ha pedig régzitett € > 0 mellett X az € sugarid 2- Wasserstein gomb
belsejében fekszik, akkor az egyenldtlenség szigorii.

Bizonyitds. Egy az (OPT") korlatjait teljesité X valoszintiségi valto-
zoval a > O-ra definidljuk valoszintiségi valtozok X, = Fx(W) + a
csaladjat. Elgszor tegyiik fel, hogy X az e sugaru 2-Wasserstein gomb
belsejében fekszik, azaz do( X, X7) =1 b < €.

Definicié szerint minden [0, 1] intervallumon értelmezett, monoton no-
v6, balrél folytonos ¢ fiiggvény, amelyre ¢(0) = —oo teljesiil, kvantilis-
fiiggvény. Az Fy kvantilisfiiggvény pedig négyzetesen integralhato is,
mivel minden X € H” valoszintiségi valtozo négyzetesen integralhato.
Ezek a tulajdonsdgok az F:=Fy+a fiiggvényre is 6roklddnek, vagyis
X, = F(W) ahol F' kvantilisfiiggvény. Ezért X, € H?, és igy HP C HP
miatt X, € HP. Tehat (OPT") egyik korlatja teljesiil.

A 2-Wasserstein korlat teljesiiléséhez nézziik X,-nak a viszonyitési stra-
tégia végso kifizetésétsl valo 2-Wasserstein téavolsagat:

(%0 X0 = [ (Fagl0) ~ Fxtt) ) =
— (da(X, X)) = 2a /01 (Faglt) = Bx(0)) di +a® =: (x).
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Osszevetve a kvantilisfiiggvények monoton tulajdonsagat a 3.5 tétel
eredményével az adodik, hogy egy Q,-beli kvantilisfiiggvény eltérése a
viszonyitasi stratégia kvantilisfiiggvényétsl minden pontban legfeljebb
b, igy Fy € Q, miatt a (%) kifejezés integral tagjaban az integrandus
b-vel feliilr6l becsiilhets. Vagyis

(%) < b* 4 2ab+ a® = (a + b)>.

Ezért az a := € — b valasztassal (OPT") 2-Wasserstein korlatja teljesiil.
Még a kezdeti koltségre vonatkozo feltételt kell biztositanunk. Ehhez
vegyiik észre, hogy

ElorX) = E |or (Fx(W) + )| =
. - (1)
= E [orEx(W)] + aBlor] < E [orEx(W)] +a.

mivel a sztochasztikus diszkontfaktor varhato értéke legfeljebb 1 lehet.
Masrészt az 4.7 lemmat felhasznalva X ¢ H” miatt

B |orFx(W)| < ElerX) < X, e)

Az utébbi egyenl6tlenségnél az X kezdeti koltségére (OPT7)-ban adott
korlatot hasznaltuk fel. (1) és (2) alapjan az adodik, hogy az a :=

X —F [QTFX(W)} > ( valasztassal X,-ra nem sériil a kezdeti koltség
korlat. Vagyis az

a ;= min {6—b,X{; —F [QTF)((W)]} > 0

valasztas esetén (OPT’) minden korlatja fennall X,-ra. Réadasul a
torzitott kockazati mértéket sikeriilt csokkenteni, hiszen

Dy[X] = Dy[X] = — /01 Fx, (u)h(u)du ©

© /01 Fx () () du — a/01 h(u)du =
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A (o) egyenléségnél kihasznaltuk, hogy Fy, (1) = Fx(t) + a. Ez azért
igaz, mert W ~ U(0,1) miatt

Fy,(t) =P (FX(W) ta< t> — P(W < Fx(t —a)) = Fx(t — a),

és igy Fx,(t) = Fx(t —a) = inf{z € R|Fx(z) >t —a} =
= inf{z € R|Fx(z) +a > t}.

Ha X a 2-Wasserstein gémb hataran van, akkor a bizonyitas eddigi
részeibdl adodik, hogy az X = Xy = Fx(W) valoszintségi valtozo
kielégiti (OPT") megszoritasait, és D[ X]| = D[ X]. O

4.9. Megjegyzés. A 4.8 tételben elég volt az X € HF \ HP valoszintségi
valtozokat vizsgalni, mivel X € H? esetén az X = q(W) reprezentacio
fennall, igy nem relevans a torzitott kockazati mérték csokkentése egy
q(W) alaku valoszintiségi valtozo bevezetésével.

A 4.8 tétel megmutatta, hogy elegendd olyan stratégiakkal foglalkoz-
nunk, amelyek végss kifizetése H-beli. Igy (OPT")-ban az E[orX] <
X{ kezdeti koltség feltételt atirhatjuk jobban kezelhets alakba. A meg-
felels ¢ kvantilisfiiggvénnyel X = (W), ezért

ElorX] = Elorq(W)] Yp [E[orq(W)|W]] ©)

< 100 )Elerl W1 2 [ ) Elerl W = i

N

A (x) egyenl6ségneél a teljes varhato értek tételét, (e)-nal a ¢(W)-nek
a feltételre valo mérhetdségét, (®)-nal pedig a varhato érték integral
W valoszintiségi valtozo értékkészlete a [0, 1] intervallum.

Ezéltal bevezethetjiik kvantilisfiiggvények olyan halmazat, amelynek a
segitségével egy hasznos tételt tudunk kimondani az (OPT’) optima-
lizalasi probléma atalakithatosagarol a megfelel kvantilisfiiggvények
felett valo optimalizélasra.

QF = {q € Q‘ /Olq(w)E[QT\W = w]dw < XS} :

Vezessiik be a kovetkezd, kvantilisfiiggvények feletti optimalizalasi
problémét:
inf  Dy(q). (OPT™)

qeEQ:NQP
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4.10. Tétel (Kvantilis optimalizacio). Az (OPT*) optimalizdldsi prob-
léma megolddsa egyenértéki az (OPT°) probléma megolddsdval olyan
értelemben, hogy ha az X* valdsziniiségi valtozora adodik a torzitott koc-
kdzati mérték infimuma (OPT)-ban, akkor (OPT*)-ban az Fx« kvan-
tilisfligguényre vétetik fel az infimum.

Ha pedig a q* kvantilisfiigguényre vétetik fel az infimum (OPT*)-ban,
akkor (OPT")-ban a ¢*(W) wvaldsziniségi vdltozora.

Bizonyitds. Definidljuk valészintiségi valtozoknak a kovetkezd halma-
zat:
G:=H N{X € L*Q,P)| ElorX] < X{}.

Azt szeretnénk megmutatni, hogy létezik bijekcio a G és OF halmazok
kozott. Ebbdl kovetkezne a tétel allitasa, hiszen G-ben olyan val6szi-
niiségi valtozok vannak, amelyek (OPT") minden korlatozo feltételének
megfelelnek a 2-Wasserstein korlatot leszamitva, Q. pedig épp olyan
valoszintiségi valtozok halmaza, amelyekre ez a korlat teljesiil.
Térjiink rd a ¢ : G — OF bijekci6 megkonstrualasara. Mivel Qf-ben
a kezdeti koltség feltételnek van kulcs jelentdsége, igy G-ben is a kez-
deti koltség feltételt probéaljuk meg dtalakitani. A 4.3 tételbdl adodik,
hogy tetszéleges X € G-re X € G C HP miatt X = Fx (W) majdnem
mindeniitt. A W altal generalt o-algebrat o(WW)-vel jellve

ElorX] = ElorEx(W)] ¢

2 BB |erEx(W)lo(W)]| £ B |Px(W)E [erlo(W)]]

A () egyenlGségnél a teljes vdrhato érték tételét, (e)-ndl pedig azt
hasznaltuk fel, hogy Fx (W) mérhets o(WW)-re.

Ha sikeriil bebizonyitani, hogy a g(w) := d—E lor 1w <.y] fliggvénnyel
w <

g(W) = E [or|oc(W)], akkor w € (0, 1)-re a

%E[QTH{WSUJ}] = Elor| W = w] egyenlgség alapjan

ElerX] = ELEx(W)g(W) = | " Py (w)E [or|W = w) fiv (w)dw =

—00

= /0 Fx(w)E [op|W = w] dw.

Itt az utolso egyenlGségnél azt hasznaltuk ki, hogy W ~u (0,1), igy W
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stiriségfiiggvénye fy (w) = Liwepayy. Tehat azt kaptuk, hogy
1 A
X € G-re E[orX] :/ Fx(w)E [or|W = w]dw < X{. (1)
0

Legyen p(X) = Fx. Mivel X négyzetesen integralhato, igy o(X) €
L2([0,1]). Ezt 6sszevetve az (1) egyenlStlenséggel p(X) € Q° adodik.
Az g(W) = E [or|oc(W)] egyenl6ség igazolasahoz a P-r6l térjink at a

Q valoszintiségi mértékre a fl% = Eﬁ[’gﬂ Radon-Nikodyn derivalt segitsé-

gével. Ekkor W-nek a Q-szerinti stirtiségfiiggvényét f%—val jelolve

d d
g(w) = %E[QTH{WSw}] = E[QT]%E [%ﬂ{wm}] =
d

= Elor] 2 B° [Liweuw] = Eler] fir (w).

Annak a megmutatésahoz, hogy adott Y és Z valos értékd valo-
szintiségi valtozok majdnem mindeniitt megegyeznek, elegendé belatni,
hogy tetszSleges korlétos valoszintiségi valtozoval beszorozva Gket, a
szorzatok varhato értéke egyenld. Ekkor ugyanis

/(Y — ) 1izeyydP =E [(Y — 2)1701] =
B[V = D)1z = [ = D)Ly,

amibdl azonnal kovetkezik, hogy Y = Z P-majdnem mindentitt.
Tetsz6leges h : R — R korlatos, Borel-mérhet§ fiiggvénnyel

ER(W)E [or|lo(W)]] = EIE [h(W)er|oe(W)]] = E[L(W)er]

adodik, ahol az els§ egyenldségnél h(WW)-nek a o(W)-mérhetGségét, a
masodiknél pedig a teljes varhato érték tételét hasznaltuk fel. Masrészt

EIBW)gW)] = [ buw) Eler) £ ) fur(w)iw =

—0o0

_ Elor] / h(w) f& (w)dw = Elor] EAR(W)] =

= Elor|E {h(vm or } = E[h(W)or).



Vagyis E[h(W)g(W)] = E[h(W)E [or|o(W)]], amibdl kovetkezik, hogy
g(W) = Elor|o(W)].

A ¢ leképezés =1 1 QF — G inverzét a kovetkezSképpen definialjuk:
Tetsz6leges ¢ € QF-ra legyen ¢~ '(q) := q(W). Mivel W Fpr-mérhetd,
igy 0 1(q) is az, és ¢ € L2([0,1]), igy ¢ '(q) € L*(Q,P). Ezentul q €
QF miatt fol q(w)E [or|W = w]dw < X!, igy az (1) egyenlSségben Fx
helyett ¢-t irva E [orp~1(q)] < X} adodik. ¢ '(q) € G teljesiiléséhez
mér csupan azt kell megmutatni, hogy a (¢~*(¢), X%) = (¢(W), X2)
valoszintségi vektorvaltozonak (W, X7)-hez hasonléan C; , a kopulaja.
Sklar tétele szerint Fyy, xo (u,v) = Cy xo (Fw (u), Fixz (v)).

¢ monoton novekedésének a kdvetkeztében pedig
Fyay () = P(g(W) < u) = B(W < g~ (w)) = Fiw (q(w)), ezért

Fyxp (a7 (w),v) = Crp(Fw (g (1), Fxp (v)) =
= Crp(Fyw) (u), FX%(U)) = Fyw),xz (u, v).

Ezzel a tétel allitasat belattuk. ]

Arrél azonban egyenlére még semmit sem tudunk mondani, hogy
az (OPT*) probléma kvantilisfiiggvénye és ezaltal a (OPT") probléma
valoszintiségi valtozdja, amelyre a torzitott kockazati mérték infimuma
felvétetik, egyértelmii-e. Ezért vezessiink be egy tijabb optimalizéicios
probléméat, amelynek a segitségével mar az egyértelmtiséget is igazolni
tudjuk. Tetszbleges ¢ > 0-ra nézziik a kovetkezs problémat:

qe'éilégp <Dh(q) +c <d2 {q, FX§}>2) ' (OPT?)

4.11. Lemma. Legyen K egy konvex halmaz, f pedig egy szigortian
konvex fiiggvény. Amennyiben az in}f{ f(z) probléméanak létezik megol-
xe

désa, akkor az x*, amelyre az infimum felvétetik, egyértelmd.

Bizonyitds. Indirekt modon tegyiik fel, hogy az egyméstol kiilonbozé
K-beli zj-ra és zi-ra f(z7) = f(a3) = mIf(f(:r) Mivel K konvex, ezért
S

tetszéleges o € [0, 1]-re x, := ax’ + (1 — a)zy € K. Igy a szigortan
konvex f-re a Jensen-egyenlGtlenséget felhasznalva a kovetkezd adodik:

f(@a) < af(@)) + (1 =) f(x3) = inf f(x).

rzeK

Ez ellentmond annak, hogy az infimum z7-ra illetve z3-ra vétetik fel. [
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4.12. Tétel. Legyen ¢ > 0 a viszonyitdsi stratégia korili 2- Wasserstein
gomb sugara. Létezik olyan ¢ > 0, hogy minden ¢ € (0,¢)-re a kvanti-
lisfiigguény, amelyre az (OPT°) problémdban az infimum felvétetik:

@:(v) = g*(vie, M, A2), ahol

Y(v) — Aotb(v) ‘

s, M, ) = Fio
g(vi e, A1, A2) xe () + 2 +0)

Rdaddsul ez az egyetlen kvantilisfiggvény, amely az (OPT°) problémd-
ban az infimumot adja.

Itt ~y jeloli a torzitdasi sulyfugguényt, w(v) = Elor|W = v], a A\; és Ag
Lagrange-egyiitthatokra pedig az aldbbi két lehetdség eqyike teljestil:

N 2
o A1,y > 0 tigy, hogy €2 = [ (q;“(v) - Fx;(v)) dv és
X0 = [y q:()(v)do.

X 2
o )\ >0, =0 gy, hogy e* = fol (qj(v) — FX§(0)> dv.

Bizonyitds. Legyen ¢ > 0 tetszéleges. A keresendd kvantilisfiiggvények
a Q. N Of halmazbol valok. Ez biztositja a 2-Wasserstein illetve a kez-

R 2
deti koltseg korlatot, vagyis az fi(q) = fol (q:(v) — FX;(U)) dv — &

és fa(q) = fol ¢ (v)(v)dv — X} fuggvények nempozitivitasat. A 3.5
tételbeli bizonyitassal teljesen anal6g médon megmutathato, hogy ezen
fiiggvények konvexek, és az (OPT") probléma optimalizalandé fliggvé-
nye is konvex, mivel két konvex fiiggvény osszege. Igy a W = Q, n =2
és m = 0 esetre alkalmazhato6 a 3.2 lemma, tehéat a kovetkezé feladatot

38



kell megoldanunk:

sup inf G(A1, A2;q), ahol
A1,A2>09€2

G0, Mo q) = (— / g0y + e / (o) - Py )’ dv) +
([ (00 - Frp ) w0 s ([ e - x¢) =
- /O 1 g(v)y(v)dv + (A1 + c) < /0 1 (q(v) ~ Py (v))2 dv — 52> +
A2 (/OI(QZ(UW(U))dU - X§> +ee® =
= (M +0) /01 (q(v) _ (FX;(W) + W’)_W(“)))de—

2(A1 +¢)
Oate) [ (Bagoy+ LYY g

1
(M + c)/ (Fi; (v) — 62) dv + ce? — Mo X,
0

A 3.5 tételben latott teljes négyzetté alakitasos technikaval sikeriilt
G(A1, Ag; @)-et olyan alakura hozni, amelynek csak az els6 tagja fligg
q-tol, igy rogzitett A\, Ao > O-ra a bels6 optimalizalashoz elég ezt a
tagot ¢-ban minimalizalni. Az optimum épp q(v;c, A1, A\2)-nek a O-
ra valo izotonikus vetiileténél vétetik fel. A késSbbiek szempontjabol
nem fontos a kiils6 optimalizalast is elvégezni Ai, Ao-re. Azt viszont
megmutatjuk, hogyha elvégeznénk, akkor a kvantilisfliiggvény, amelyre

az optimum felvétetik, egyértelmi.

Ha teljesiil, hogy a Q. N Qf halmaz konvex, az f(q) := Dy(q) +
. 2
c (dg {q, Fyp }) fiiggvény pedig szigortian konvex, akkor a 4.11 lem-

méabol kovetkezik az egyértelmtiség. Legyen ¢y, qs € O. N QP és tetszo-
leges a € [0, 1]-re g, := aqi + (1 — a)gq. Ekkor
1
0= 1) = = [ (00 (0)+ (1= haa(0)a(o)do+
c/ol (aql(v) + (1 —a)ge(v) — FX; (v))2 dv és
1 1
bimaf(a) + (1= @) f(e) = —a [ @@ - (1-a) [ a@n)des
0 0
1 1
ca/o (q1 (v) — FX; (U)>2 dv+c(1 — ) /0 <CI2(’U) - Fxg (v)>2 dv.

A Jensen-egyenlGtlenség szerint f szigort konvexitasahoz elegendd be-
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latni, hogy a — b < 0, ami ¢ > 0 miatt ekvivalens “T_b < 0-val.

a—b

1
— = [ 0P+ (1= P 0) + 2001~ 0)as (0)aa(v) o=

/O (ag(v) + (1 — a)g(v)) dv =
B /0 (01 (0)? + (1 = 0)g2(v))” = (ag3(v) + (1 = a)g3(v)) dv < 0,

hiszen a szigortian konvex z > 2 fiiggvényre alkalmazva a Jensen-

egyenlGtlenséget, adodik az integrandus negativitasa.
Q.NQr konvexitasahoz pedig belatjuk, hogy ¢, € Q.NQP. Egyrészt

1 1 1
/O do(0)p(v)do = a / @ ()Y @)dy + (1 — a) / a2(0)d(v)do <
<aXi+(1—a)X)=Xf, igy qga € Q.

MAésrészt

[ (100~ ) o=
= /01 (aqu(v) +(1—a)?g(v) + Ff(; (v)) dv+
| (2001 = 0 0)a(0) — 200 (0) Py (0) 201 = haa(w) g (o)) o =
— a2 /01 (ql(v) — FX§(”)>2 dv+ (1 - a)2 /01 (qQ(v) — FX; (v))2 dv+

2a(1 — ) /01 <q1(v) — FX;(U)) (qg(v) - FX;(U)) dv (;) o?e? + (1 —a)?e*+

2 (®)

a(l - a) /01 (au0) - FX;(U))2 + ((v) ~ Fxp () dv <

(®)
< (@4 (1 —a)?)e? +20(1 — a)e? = €2, igy qo € Q..

A (%) és a (®) egyenlStlenségeknél kihasznaltuk, hogy ¢1,¢2 € Q.,

(x)-nal pedig azt is, hogy tetszéleges a,b € R szamokra 2ab < a® + b°.

Mar csak a Lagrange-egyititthatokra vonatkozo allitast kell igazolni.
Legyen ¢ > 0 kell6en kicsi. Megmutatjuk, hogy A\; > 0. Indirekt m6édon
tegyiik fel, hogy Ay = 0. Ekkor

Y(v) = A2¢(v)

g(v;c7)‘17A2):FX;(U)+ 2%

(o ms ) = [ (0t 0r) - Py ) o= 155 [ 60) - vt v
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Ha sikeriil megmutatni, hogy fo — Xotp(v)?dv > 0, akkor 3 ¢ >

0, hogy minden ¢ € (0,¢) esetén dy {gc ,FX:;;} > ¢, ami ellentmond a

kvantilisfiiggvényekre vonatkoz6 2-Wasserstein korlatnak. Ezért A\ =
0 ellentmondésra vezet. A 3.4 megjegyzesbol pedig kovetkezik, hogy

A1 > 0 esetén &2 fo (qc FXp( )) dv , Ay > 0 esetén pedig

X = fol qc ( Jdv.

A fo — A\ (v))* dv > 0 egyenl6tlenséget nem nehéz igazolni,
hiszen (v ) = >\2w( ) fennallésa soran a 4.7 lemma kivetkeztében az
X{ kezdeti koltség szigortian nagyobb lenne fo FXp( )dv-nél. Ez
azonban ellentmondas, hiszen Ay > 0 esetén sziligségszertien egyenlGek.

O

4.12.1. Kovetkezmény. A 1.12 tételbdl kapott é-vel az (OPT®) prob-
léma infimumat ado6 kvantilisfiiggvény minden ¢ € (0,¢)-ra azonos, és
épp ez adja az infimumot a (OPT*) probléméaban is.

Bizonyitds. A 4.12 tétel szerint a 2-Wasserstein korlat egyenlGséggel
teljesiil, igy az (OPT") probléma atirhat6 az alabbi alakba:

inf (D )= inf (D 2.
ot (Dala) +es”) = inf  (Dig)) + ce
Ebbdl latszik, hogy valéban nem fiigg c-t6l az optimélis kvantilisfiigg-
vény. Raadasul az (OPT*) problémaban a duél fiiggvény épp ugyan-
ilyen alaka egy konstans tagtol eltekintve, igy ugyanarra a kvantilis-
fiiggvényre adodik az optimum, mint (OPT)-ban. O

Ebbsl mar kovetkezik, hogy az (OPT*) probléma infimumat ado
kvantilisfiggvény valoban egyértelmi. Ezt ¢*-gal jelolve a 4.10 tétel
alapjan megkapjuk az (OPT’) probléma infimuméat ado X* = ¢*(W)
valoszintiségi valtozot. Tehat az is kijott, hogy erre a probléméra az
infimumot adé valészintiségi valtozo egyértelmii.

Most méar minden sziikséges eszkoz a birtokunkban van ahhoz, hogy
ratérjiink az eredetileg felmeriil6 optimalizélasi problémara:

inf Dy[X7] (OPT)

agy, hogy X7 € H?, ElorX7] < ElorX}] = X[ és do(XT, X7) < e.

4.13. Tétel. Létezik olyan 7 stratégia, amelyre az infimum (OPT)-ban
felvétetik, vagyis létezik megoldds az (OPT) optimalizdldsi problémdra.
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Erre a stratégidra teljesiil, hogy Dyp[ X% ] < Du[XF], Elor X% ] < X§
és do(XT, XP) = €. Rdaddsul ha az (OPT) problémdban a kockdzati
mérték nagyobb, mint az (OPT)-bol a kopula -és a koltséguetési korldt
elhagydsdval adodo problémdban, akkor a ™ megoldds egyértelm.

Bizonyitds. A 4.12.1 kovetkezménybdl kapott X* valoszintiségi valtozo
az (OPT") probléma megoldasat adja. Az altalunk vizsgélt piacmodel-
lek teljessége miatt létezik olyan 7* € A stratégia, amely éppen X*-ot
valositja meg. Ezzel kaptunk egy megoldast az (OPT) problémara.

A 4.12 tételbdl azonnal kovetkezik a koltségvetési korlat fennallasa,
illetve az, hogy a 2-Wasserstein korlat egyenlgséggel teljesiil.

A kockazati mértékek kozti egyenlGtlenség fennéllasahoz elegendd
megmutatni, hogy az (OPT") probléma megoldasat ado X* valoszintisé-
gi valtozora teljesiil, hogy D,[X*] < Dj[X%]. Ehhez megkonstrualunk
egy olyan valoszintiségi valtozot, amely kielégiti (OPT") korlatjait és
kockazati mértéke megegyezik a viszonyitasi stratégiahoz tartozo val-
tozd kockazati mértékével. Ebbdl adodik, hogy X* kockazati mértéke
legfeljebb ennyi. Vegyiik az F X§(W) valoszintségi valtozot. Ennek épp
I3 xs. a kvantilisfiggvénye, hiszen Fx, az az eloszlastiggvény, amelybe
behelyettesitve onmagat [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valto-
z6t kapunk. Nyilvan FX; € Q. és FX;(W) € HP C HP. Az 4.7 lemma
szerint pedig a kovetkezst egyenl@séget kapjuk:

E [QTﬁxg(W)] < ElorXf] = X§.

Ezentul D), [ﬁ’ X2 (W)] = D, [X’], ugyanis F xe (W) és X7 azonos elosz-
lasu P szerint.

Az egyértelmiség megmutatésahoz elég belatni, hogy a (OPT') prob-
léma megoldasahoz tartozo X végsé kifizetés g(1W) alakt valamely g
kvantilisfiiggvénnyel, hiszen a 4.12.1 kévetkezménybdl azt kaptuk, hogy
a g(W) alakt megoldasa (OPT")-nak egyértelmi. (OPT)-bol a kopula-
és koltségvetési korlat elhagyasaval az alabbi problémat kapjuk:

ianLch[Xﬁ ugy, hogy X7 € Fr és do( XT7X7E) < e. (1)
IS

Ennek a megoldésahoz tartozo végsé kifizetés valoszintiségi valtozot je-
16lje X, a megfelels kvantilisfiiggvényt pedig 5

Feltessziik, hogy Dy, [X} < Dy, [X} 6s X # §(W) P-majdnem min-
deniitt, ahol § az X-hez tartozo kvantilisfiiggvény. Megmutatjuk, hogy
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ez ellentmondésra vezet. Ehhez §(W) és g(W) linearis kombinacioja-
bol létrehozunk egy olyan valdszintiségi valtozot, amelyre teljesiilnek
(OPT) feltételei, viszont X-nél kisebb a torzitott kockézati mértéke.
w € [0, 1]-re legyen

X =wg(W) + (1= w)g(W).

Mivel W ~ U(0,1) miatt P(§(W) < z) = P(W < Fy(x)) = Fx(a),
igy g(W) és X azonos eloszlast, vagyis (W) az (OPT) 2-Wasserstein
korlatjanak koszonhetSen X7, e-sugart 2-Wasserstein gémjében fekszik.
(1) korlatja miatt ugyanez g(W)-re is teljesiil, igy

v, . 2 (%)
BT X) = [ (whl) + (1= )gt0) ~ Frp() " du <

(;) /01 (wg(u) —wFye (u))z du + /01 ((1 —w)g(u) — (1 —w)Fye (u))2 <

<w?e? 4+ (1 —w)?e? (2) 2.
(x)-nal a Jensen-egyenlStlenséget alkalmaztuk az x — 2% konvex
fliggvényre, (®)-nal pedig azt hasznaltuk ki, hogy w € [0,1]-re 2w >

2w?. Tehat a 2-Wasserstein korlat teljesiil X, -ra.

Masrészt mivel kvantilisfiiggvények linearis kombinacidja kvanti-
lisfliggvény, igy a q(u) = wfj(u) + (1 — w)g(u) kvantilisfiiggvénnyel

Xy = q(W), ezért X, € HP C HP. X, kezdeti koltsége pedig
Elor X)) = wE[org(W)] + (1 - w)Elorg(W)] = WE[QT)O(] + (1 = w)Elorg(W)]

kihaszndlva, hogy W ~ U (0,1) miatt X és g(W) azonos eloszlasta P-
szerint. Mivel a 4.7 lemma miatt E [org(W)] < E [orX] < X, igy

Xt > E[QT)O(} esetén ElorX,] < X{, tehat Vw € [0, 1]-re X, teljesiti
(OPT) feltételeit, és

DulXe] L WD V)] + (1 - )P [g(W)] 2

(®) . . -

2 WwDR[X] + (1 — w)Dy[X] = D[ X],

(2)

ami ellentmondés. (¢)-al a torzitott kockazati meérték linearitasat, (e)-
nal pedig azt hasznaltuk ki, hogy §(1) és X azonos eloszlast P-szerint,
ezért Dy[X] = Dylg(W)].

Ha pedig X{ < E [QT)O( } , akkor X -nak w-t6l valo folytonos fiiggése
és E [org(W)] < X§ miatt Jw* € [0,1], amire ElorX,-] = X{. Vagyis
X+ teljesiti (OPT) korlatjait, és (2)-ben w-t w*-ra cserélve adodik,

hogy Dj[X,+] < Dp[X]. Tehat ismét ellentmondésra jutottunk. O
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5. Szimulacio

5.1. Piacmodell

Az eddigiek soran targyalt elméleti hattérre alapozva a szimuléci-
ot az ugynevezett SIR-CEV piacmodellben (Stochastic Interest Rate-
Constant Elasticity of Variance) végezziik el. Itt az n-dimenzios W =
(W1)icpp,1) P-Wiener folyamat generalja a természetes filtraciot, amely-
nek a kvadratikus kovariancia-struktirajat a ¢; ; = d[W?*, W7], elemek-
bol allo X' matrix irjale (4,5 € {1,2,...,n}). A sztochasztikus kamatlab
atlaghoz visszahuzo tulajdonsagat az alabbi, Vasicek modellb&l ismert
dinamikaval biztositjuk:

dry = k(0 — ry)dt + o AW,

A modellben az elsé kockazatos eszkoz egy hosszu lejaratia allamkot-

vény. A By = 1767—:”%), =k — kY n = rb — k2? jeloléseket hasz-

nalva az arfolyaméanak a dinamikajara az alabbi egyenletet tételezziik

fel:

dStl = ((1 + %Bt)rt — T]Bt)Stldt — O'TBtStlthl.
Q 4 §Q bt i4 4 aQ _ or

k¥ és 0% a Q-mértékhez definialt paraméterek, ahol Q-at az =
dP Elor]

Radon-Nikodyn derivalt segitségével definialjuk. A szimulacié sorén at

kell térni P-r6l a Q mértékre. st és n-t azért definidltuk igy, hogy S}

1j mérték szerinti dinamikajaban a drift "kockazatsemleges" legyen.

A t6bbi kockézatos eszkoz részvény. A driftjeikbdl, volatilitdsaikbol és

CEV-paramétereikbdl 4llo vektorokat jeldlje rendre p = (p?, ..., u"),

o= (02,...,0"), 9 = (¥?,...,9"). Az i-edik részvény arfolyamdinami-

kaja (i € {2,3,...,n}):

dS! = i Sidt + (SH" H ot dW}.

A = (Ap)iepo,r legyen az a vektor értéki folyamat, amelyre
n—xr : N il

) = illetve 7 € {2,3,...,n}-re (XYA\;)" = ——— az adott

(At = 1 (2.3 (DA = et

eszkozokre vonatkozoan a kockézat piaci dra. Ekkor feltessziik, hogy

a sztochasztikus diszkontfaktor teljesiti a kovetkezd differencialegyen-

letet:

do = —ordt — oA AW
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5.2. Paraméterek a szimulacidhoz

A szimuléciot 3 kockézatos eszkozre végezziik el, mert ez is elegendd
az eltérések szemléltetésére. Ugyanez a modszer miikodne tobb eszkoz
esetén is.

A portfolié kezdeti értéke X = 1, rg = 0,02 az indul6 spot kamatlab
és a kockézatos eszkozok kezdeti stilyozéasa

0,15

™ = <0,65 . A befektetést 5 éves idGtartamon vizsgaljuk, a 2-
0,15

Wasserstein korlatot pedig € = 0, 1-nek valasztjuk.

102 0,1
Soz<%>,,u:<8’8§>,0':<%135>,2: 0,25 1 0.35).
) ) 0,15 0,35 1

k=1, §=0,025 o0,=0,015, k%=1, 2 =0,03, o¥=0,015.

5.3. Szimulacidé menete

Els§ 1épésként az n-dimenzios W Wiener-folyamatot érdemes szi-
mulalni, hiszen ezt felhasznalva mar szimulalhaté a sztochasztikus disz-
kontfaktor illetve az eszkozar folyamatok. Utobbiak segitségével a vi-
szonyitasi stratégia trajektoriai is szimulalhatok. Ezt kovetGen az
utl = Fxp (257 értékek generaldsaval szimulalhato az U? ~ U(0,1)
valoszintségi valtozo. Mivel X7 eloszlasat nem ismerjiik, igy F' xr-et a
kernel stirtiség becslés modszerével hatarozhatjuk meg. Fzt részletesen
targyalja [11]. A feltételes eloszlasra vonatkozo kernel stirtiség becslésé-
re hasznélatos a Nadaraya-Watson formula, amely [5]-ben megtalalha-
t6. Ez alapjan generalhatok Fl, s (0)|uf?) realizacioi. A kivalasztott
kopula képletének a masodik parcialis derivaltjat véve meghatarozhato
a feltételes kopula, majd a pythonban numerikus gyokkeresési modszer
segitségével a feltételes inverz kopula is. Igy mar adodnak a W valoszi-
niiségi valtozonak a Cry, (1 — Fypjue(0)|u?)| uPd) realizacio is.

Y(w) = Elor|W = w] realizacioinak a meghatarozasahoz sziikség
van a Q-mérték hasznélatara, illetve ismételten a kernel stirtiség becslés
alkalmazéaséra. Majd Fye inverzét meghatarozva, az F X’ (u) értékek-
b6l mar szamithaté a 4.12 tételben szerepls g fiiggvény, amelynek az
izotonikus vetiilete lesz a ¢* optimalis kvantilisfiiggvény.

q* és W realizacioibol generdlhatok X7 = ¢* (W) realizacioi.
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5.4. Torzitott kockazati mérték valasztasa

A tozitott kockazati mértékek dsszehasonlitdsara a befektets straté-
gidja és a viszonyitasi stratégia kozotti Osszefliggdség megragadasira a
¢ = 6 paraméterti Gumbel kopulat hasznaljuk. 4 kiilonbo6zé kockézati
mértéket hasonlitunk Ossze.

5.1. Definici6. a—( kockazati mértékek csaladjanak nevezziik az alab-
bi torzitasi sulyfiiggvénnyel rendelkezd kockazati mértékek csaladjat:

1
Y(v) = % (P]l{uga} + (1 —P)ﬂ{wﬁ}) )

aholp € [0,1],0 < a < B < 1ésk =pa+(1—p)(1—7) az tgynevezett
normalizal6é konstans.

T{y<ay a veszteséget ly,~p pedig a nyereséget ragadja meg, igy
pE [O, %) esetén a mérték a nyereségre, mig p € (%, 1} esetén a veszte-
ségre helyezi a hangsilyt. Eppen ezért p = 1 esetén TVaR,,, mig p =0
esetén UTEg adodik. TVaR-t hasznalva a befektetd az alsoagi vesztesé-
get szeretné minimalizalni, mig UTE-t hasznalva a felsagi nyereséget
maximalizalni.

Ha a = S és p € (%,1], akkor v(v) = f(iﬂ{vga}+T), ahol & =
@ és T = (2;:%&. Tehét a torzitott kockazati mérték Dy[X] =
§(TVaR,(X) — TE[X]), ami egy olyan befektetd preferenciainak felel
meg, aki a TVaR-t minimalizalni, mig a varhaté nyereséget maximali-
zalni szeretné.

Ezek mellett az IS (Integrated Shortfall) kockazati mértéket vizsgaljuk,
amely az ES tovabbfejlesztése. Ez a mérték nem o — f mérték. A

torzitasi stlyfiiggvénye rogzitett r € (0, 1)-re

_4 v
dv (vr 4 (1 — o))

v(v) T

A szimulaci6 soran az r = 0, 6-os értéket hasznaljuk, amely pénziigyi
teriileten gyakori valasztas. Ennek motivacioja [9]-ben megtalalhato.
Az 1. &abra a torzitasi sulyfiiggvények grafikonjait mutatja az adott
paraméterek mellett.
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2001 — 20.0 —
17.5 17.5
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s s
= 10.0 = 10.0
7.5 75
5.0 5.0
2.5 25
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
u u
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275 — 250
2.50
200
2.25
2.00 150
El s
= 1.75 =
100
1.50
1.25 50
1.00 )
0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
u u

1. abra. Torzitasi sulyfiiggvények grafikonjai

A TVaR-nal a = 0,05, az UTE-nal 5 = 0,95, a TVaR & E-nél pedig
a = [ = 0,05 paraméterekkel szimulaltunk. Az abra is jol mutatja,
hogy az adott mérték a veszteségre vagy a nyereségre koncentral.
Ugyanezen paraméterek mellett a 2. dbran a viszonyitasi és az optima-
lis stratégia kvantilisfiiggvényeinek kapcsolatat mutattuk meg az adott
torzitott kockézati mértékek mellett. ElSbbit piros vonal, utébbit kék
szaggatott vonal jeloli. Az abran zolddel jelolve lathato a g fliggvény
grafja is, amelynek az izotonikus vetiileteként kaptuk meg az optimalis
kvantilisfiiggvényt.
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2. abra. A viszonyitasi és az optimalis stratégia kvantilisfliggvényeinek ossze-
hasonlitédsa adott torzitott kockidzati mértékek mellett

A TVaR kockézati mértéket hasznalod befektets a veszteség elkerti-
lésében érdekelt. Ezért marad a kellGen kicsi kvantilisekre ¢* fiiggvény
grafja F)”(T grafja felett, majd egy ponttol kezdve a kis kornyezetében
halad. A 4.12 tételben belattuk, hogy a ¢ fiiggvény fiigg a torzita-
si sulyfiiggvénytdl, ami TVaR kockézati mérték esetén ly,<,). Ebbdl
adodik, hogy g ugrik a-ban, és ez okozza az a-kvasntilis kornyezetében
q*-nak a vizszintes szakaszat. Az IS szintén a veszteséget ragadja meg.
A kapott dbra nagyon hasonlit a TVaR-nal kapottéra, csupan a viz-
szintes szakasz kicsit lejjebb tolodott. Ez annak készonhetd, hogy az IS
az ES-nek a megfelel6 mérték szerinti integralja. A TVaR & E esetén
a varhato nyereség ellentettjét is minimalizalni kell a TVaR mellett,
ez okozza az optimalis stratégia kvantilisfiiggvényének felfelé tolodasat.
Az UTE-t pedig a varhaté nyereség maximalizalasara hasznaljak, igy
a TVaR-ral ellentétben itt a [ szintig halad a két kvantilisfiiggvény
egymas kis kornyezetében, onnantol pedig ¢* grafja F )‘;T—jé felett halad.
Az UTE esetén v(v) = Lyy>py, ami ¢* ugrasat okozza [-ban. Ekkor
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a két kvantilisfiiggvénynek megfelel§ eloszlasok nem abszolut folytono-
sak egymaésra nézve. Ilyen esetek teszik sziikségessé a 2-Wasserstein
metrika alkalmazasét.

A 3. abran a szimulaciébol ad6do optimalis portfolio végss kifize-
tésének a hisztogramja lathato a viszonyitéasi stratégia stirdségfiiggve-
nyéhez viszonyitva.

UTE
1.50 TvaR 150
*
1251 mm X7 1.251 mm X7
1.00 4 P 1.001 — x°P
3 X7 5 X7
2 0751 2 0751
W a3
0.50 1 0.50 1
0.25 0.25 1
0.00 0.00
00 05 10 15 20 25 3.0 00 05 10 15 20 25 3.0
u u
TVaR &E IS
150 1.50
1.25 1 - X7 1.25 1 mm X7
1.00 | P 1.00 1 P
) AT E) — X
= 0.75 1 < 0.75
o s
0.50 0.50
0.25 0.25
0.00 0.00
00 05 10 15 20 25 3.0 00 05 10 15 20 25 30
u u

3. abra. Az optimaélis stratégia végss kifizetésének az Osszehasonlitasa a vi-
szonyitési stratégia végss kifizetésével

A TVaR, IS és a TVaR & E esetén a baloldali farokrol a stirtiség nagy
része egy a viszonyitasi stratégia moéduszanél valamivel kisebb értékhez
tevddott at. Az [S-nél kicsit kisebb ez az érték, mint a TVaR-nal, de
ettdl eltekintve a két hisztogram nagyon hasonld. A TVaR & E-nél az
optimélis stratégia kifizetésének bal és jobb farka is vastagabb, mint
az el6bb emlitett két mérték esetén. A jobb farok X7 jobb farkanal is
vastagabb. Azonban az UTE esetén a legvastagabb a jobboldali farok.
A stirtiség nagy része ide tev6dott at a (¢*(8—), ¢*(5+)) intervallumrol
(u = 2,5 koriili nagyjabol 0,2 sugart intervallum), ahol ¢*(f—) és
q¢*(B+) a ¢* bal- illetve jobboldali hatarértékét jeloli 5-ban.
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5.5. Kopula valasztasa

5 kiilonb6z6 2-dimenzids kopulat, mint OsszefiiggGségi struktiurat
vizsgaltunk a viszonyitasi és az optimalis stratégia kozott. Fzeket az
1. tablazat tartalmazza a képletiikkel és paraméteriikkel egyiitt. Az
Osszehasonlitas sordn az o = 0,1, § = 0,9 és p = 0,75 paraméteri
a — B mértéket hasznalom. A befekteté az célja, hogy akkor legyen
minél kozelebb a stratégiaja a viszonyitasi stratégiahoz, amikor az jol
teljesit. Ezért olyan kopulakat vizsgalok, amelyeknél a felsé faroknél a
legerGsebb az Osszefiigglség.

1. tablazat: Vizsgalt kopulak

Kopula Képlet
Coln S(una)(vAd)+ ((uAv)—a)t, ael0,1)
Gumbel exp (— [(—log(u))¢ + (—log(v))¢] UC), ¢ €[l,00)
Joe 1= [(1=w)f + (1 —0)¢ = (1 — w1 —0v)]",

¢ €llo0)
Forditott utv—1+[1-u)+(1-0v)°¢— 1]71/4,
Clayton ¢ € (0,00)
Frank —% log <1 + _1+1€—< (e=¢u — 1) (e — 1)),

¢ € R\ {0}

A Coln kopula @ paramétere az a hatar, amely alatt fiiggetlenség,
felett pedig komonotonitas all fenn. A masik 4 kopula az arkhimédészi
kopulak csaladjabol szarmagzik, nekik a ¢ paraméteriik az osszefiigglség
erGsségét hatarozza meg.

Mivel kordbban a W valoszintiségi valtozot a C’ﬂ‘ , feltételes inverz
kopula segitségével definiadltuk, ahol U” a feltétel, ezért a megfelels
kopulak strukturdjanak az atlatasahoz segitséget nyujthat W és U”
szimulalt értékeinek az Osszevetése az adott kopulak mellett. Ez a 4.
abran lathato.
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Coln: (=0, 25)

1.00 -
0.75 -
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Gumbel: (= 6)

1.00 4
0.75
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0.25
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0.00

025 050 0.75 1.00
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1.00 4
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0.25 1
0.00 1

&3

»

T

T

0.00 025 050 0.75 1.00
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4. abra. W és U” valoszintiségi valtozok szimuldlasa az adott kopulak mellett

A Joe és Gumbel kopulénal szépen kirajzolodik, hogy a jobb farok-
nal a legerGsebb az Osszefliggéség. Ezért tinnek kifejezetten jo valasz-
tasnak a portfolié optimalizacios problémahoz. A Frank kopula esetén
kicsit gyengébb ez az Osszefiiggbség a jobb faroknél. A Coln kopulé-
nal pedig az u kiiszob megvalasztaséval szabalyozni lehet, hogy melyik
szintt6l kezdve teljesiiljon erds Osszefiiggdség.

A g* és F)’)(T kvantilisfiiggvények kapcsolatat a vizsgalt kopulak ese-

tén az o.

abra mutatja.
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Coln: (0 =0, 25) 1o Gumbel: (£ =6)
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0.0
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

5. abra. A viszonyitasi és az optimalis stratégia kvantilisfliggvényeinek ossze-
hasonlitédsa adott kopuldk mellett

Az arkhimédészi kopulédkhoz tartozo grafikonokon nem latszik elté-
rés, azonban a Coln kopula esetén megjelenik ¢* grafjan egy mésodik
vizszintes szakasz is. Az 1. vizszintes szakaszt a tobbi vizsgélt kopula-
hoz hasonldéan a torzitott kockazati mérték indukalja, mig a 2.-at az u
kiiszob, amelynél OsszefiiggGségi szerkezetet valt a kopula.

A 6. &s 7. &brak megjelenitik a szimulaci6 alapjan az X% és X%
valtozok kapcsolatat, illetve a végss kifizetésiik stirtiségét az adott ko-
pulédkat véve Osszefliggdségi struktiranak.
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Coln: (=0, 25)
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6. abra. Az optimalis stratégia végss kifizetésének az osszehasonlitésa a vi-
szonyitasi stratégia végss kifizetésével Coln és Gumbel kopula esetén
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7. abra. Az optimalis stratégia végss kifizetésének az Osszehasonlitasa a vi-
szonyitasi stratégia végss kifizetésével Joe és Frank kopula esetén

A baloldali abrék szépen mutatjak az X7 és X/ valtozok kozot-
ti Osszefiiggést. A Coln kopula esetén jol latszik, hogy a szimulécio
valoban olyan valtozokat adott vissza, amelyek az adott hatar alatt
fiiggetlenek, felette pedig komonotonak. A Gumbel és a Joe kopula al-
kalmazasa mellett pedig kirajzolodik az egyre erésodd Osszefiiggdség a
jobb farok felé haladva. Vagyis valéban akkor fog csupén kicsit eltérni
az optimalis stratégia a viszonyitasi stratégiatol, amikor az jol telje-
sit. A Frank kopula az el6z6eknél enyhébb Osszefiiggéséget mutat. A
jobboldali abrék rendkiviil hasonléak. A viszonyitasi stratégia bal far-
karol a stly nagy része a ¢*(«) értékhez tevédik at. Ezt reprezentélja
a hisztogramon a hosszu fiiggtleges kiugras. Mivel az o — § mérték
sulyfiiggvénye olyan, hogy ¢* ugrik S-ban, ezért a (¢*(8—),¢*(8+)) in-
tervallumrol is attevédik a viszonyitasi stratégidhoz tartozo sily, ennek
is nagy része a ¢*(«) értékhez. Vagyis az optimalis stratégia sulyfiigg-
vényét leginkabb a torzitott kockazati mérték befolyasolja. Ez mutatja,
hogy mi okozza a kiilénb6z6 kopulak melletti hisztogramok hasonlésa-
gat. A Coln kopula esetén azonban egy kisebb eltérés figyelheté meg,
hiszen a stly egy része a ¢*(u) értékhez tevédik at, ezért a grafikonon
megjelenik egy masodik kiugrés is.
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A Forditott Clayton kopula szintén megfelel§ valasztas, ha a befek-
tetd a viszonyitasi stratégia jol teljesitése esetén szeretne ahhoz kozel

Tz 2

m*
X7

—X?

fx(u)
now s

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 00 05 10 15 20 25 3.0

Xg u
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4
. = — X7
e 33
< =
2
1
. . i . . D_AA_,,
0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 0.0 05 1.0 1.5 20 25 30
XP u

8. abra. A kopula paraméterének a befolyéasa

Ez az abra arra mutat ra, hogy mennyivel erGsebb Gsszefiiggdségi
strukttra hozhato létre a valtozok kozott a kopula paraméterének a
novelésével. Ennek ellenére a végss kifizetés hisztogramja nem valtozik
lényegesen, hiszen azt a torzitott kockazati mérték valasztésa sokkal
inkabb befolyasolja.

5.6. Paraméterek valtoztatasa

A modell szimulédcidja soran hasznalt paraméterek nagy része pi-
aci adottsig, de példaul a befektetés T' idStavjat, a portfolid kezdeti
laszthatja meg. A szimulacié soran a Gumbel (( = 6) kopulat és az
a=0,1, 8 = 0,9, p = 0,75 paraméteri o — [ kockazati mértéket
hasznalva, de indulaskor a portfolio 15%-a helyett a 70%-at a hosszu
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lejaratu allamkotvénybe fektetve, jelentGsen megvaltozik az optimalis
stratégia hisztogramja és az optimélis kvantilisfliiggvény kapcsolata a
viszonyitasi stratégia kvantilisfiiggvényével. Ezt a 9. adbra szemlélteti.

EX)

*
- I . 25 4 X_;_I
20 - Cj' 20 | — Xp
B Fxo 'S' .
B | = 151
_______________ =

i 10 4
Qs ‘ 5 | \
005 02 0.4 0.6 08 To 0+ . / a | | |

. . : . . : 00 05 10 15 20 25 3.0

u
9. dbra. Az optimalis és viszonyitasi stratégia kvantilisfliggvényeinek és végss
kifizetéseinek a kapcsolata a kezdeti portfolié silyok megvaltoztatasa esetén

A 2-Wasserstein korlat novelésével a befektetd jobban el tud térni a
viszonyitasi stratégia kifizetésének a varhato értékétdl illetve szorasatol.
Ezt a viselkedést szépen szemlélteti a 10. abra.
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10. abra. Az optimaélis és viszonyitasi stratégia kvantilisfiiggvényeinek az
eltérése € = 0,1 illetve € = 0, 2 esetén
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6. Osszefoglalas

Szakdolgozatom a folytonos idejii portf6lié optimalizacié egy spe-
cidlis forméjat dolgozta fel. E szerint egy adott kezdeti koltségveté-
si korlat teljesitése mellett a végss kifizetés valoszintiségi valtozojanak
egy elére meghatarozott kapcsolatban kell allnia a viszonyitasi straté-
gia végss kifizetésével. Egyrészt, az Osszefliggbségi strukturdjukat egy
elére rogzitett kopula irja le, mésrészt a 2-Wasserstein téavolsaguknak
a maximalis értéke is el¢ van frva. Ezen feltételeknek eleget téve kel-
lett valamely torzitott kockazati mértéket minimalizalni. A probléma
kulcsdnak tekintheté Wasserstein-metrikat tobbféle modon is meg lehet
kozeliteni. En a Kantorovich-féle optimalis szallitasi probléman keresz-
tiil jutottam el a definidlasdhoz, ugyanis ez az ut kivaldéan szemlélteti
a mogottes tartalmat. A torzitott kockézati mértékek bevezetését és
a probléma formalizalasat kdvetGen a 2-Wasserstein korlat megvalasz-
tasat targyaltam. Ez a dontés azon milik, hogy a befektets a végss
kifizetés valoszintiségi valtozojaval milyen varhato érték szint alé illetve
szoras szint f6lé nem szeretne menni. Ezt kdvetGen az eredeti probléma
megoldasdhoz ugy jutottunk el, hogy azt atfogalmaztuk a kvantilis-
fiiggvények feletti optimalizacids problémara a kvantilis reprezentécios
tétel segitségével. A megoldés f6 pillére pedig az izotonikus projekcio
volt. A téma elméleti attekintése utdn szimulécion keresztiil bemutat-
tam, hogy eltéré kopulak illetve torzitott kockazati mértékek vilasztasa
miként befolyédsolja az optimalis stratégia végss kifizetését. Megfigyel-
hettiik, hogy az utoébbiaknak jelent&sebb a szerepe, bar a Coln, illetve
barmely vizsgalt arkhimédészi csaladba tartozo kopula hasznalatakor
adodo eredmények lényeges eltérést tiikroztek. Az eredmények értéke-
lése tamaszt nydjthat a befektetének a megfelels kopula és torzitott
kockazati mérték megvalasztasara a sajat preferencidinak a kielégitésé-
re.

o7



Hivatkozasok

1]

2]
3]

4]

[5]

[6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

[12]

Silvana M. Pesenti, Sebastian Jaimungal: Portfolio Optimisation
within a Wasserstein Ball. 2022.

Matthew Thrope: Introduction to Optimal Transport. Lent 2018.

Jan Dhaene, Alexander Kukush, Daniel Linders, Qihe Tang: Re-
marks on quantiles and distortion risk measures. 2012.

Stephen Boyd, Lieven Vandenberghe: Convex Optimization.
Cambridge University Press 2004.

Eduardo Garcia-Portugués: Notes for Nonparametric Statistics.
MSec in Statistics for Data Science at Carlos III University of Mad-
rid 2025.

Ludger Riischendorf: On the distributional transform, Sklar’s The-
orem, and the empirical copula process. University of Freiburg,
Germany 2009.

Németh A., Németh S.:Isotonic regression and isotonic projection.
Linear Algebra and its Applications 2016.

Riischendorf: Mathematical Risk Analysis: Dependence, Risk Bo-
unds, Optimal Allocations and Portofolios (Springer), Heidelberg,
Germany 2013.

Tversky A., Kahneman D.: Advances in prospect theory: Cumula-
tive representation of uncertainty. Journal of Risk and Uncertainty
1992.

Paul Embrechts, Filip Lindskog and Alexander McNeil: Modelling
Dependence with Copulas and Applications to Risk Management.
Department of Mathematics ETHZ, Ziirich, Switzerland 2001.

Yen-ChiChen: A Tutorial on Kernel Density Estimation and Re-
cent Advances. Department of Statistics, University of Washington
2017.

Moussong Géabor: Geometria. E6tvos Lorand Tudoméanyegyetem,
Geometriai Tanszék 2013.

o8



Alulirott nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az aldbb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott Ml alapl eszk6zoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt eszk6z Felhasznalas helye Megjegyzés

Tablazat készités ChatGPT 1. tablazat LaTeX tablazat
|étrehozasa

Adatfeldolgozas ChatGPT 5. fejezet python kéd generalasa

Nyelvhelyesség Writefull Teljes dolgozat

ellenérzés

A felsoroltakon tul mas Ml alapu eszkdzt nem hasznaltam.



	Bevezetés
	A probléma előkészítése
	Optimális szállítás
	Wasserstein távolság és kopula
	Torzított kockázati mérték
	A portfólió optimalizálási probléma

	A 2-Wasserstein korlát megválasztása
	Konvex optimalizáció
	Eltérés a viszonyítási stratégiától

	Kvantilisfüggvények feletti optimalizáció
	Szimuláció
	Piacmodell
	Paraméterek a szimulációhoz
	Szimuláció menete
	Torzított kockázati mérték választása
	Kopula választása
	Paraméterek változtatása

	Összefoglalás

