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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Motivacid

A rendszerkockazat fogalma és hatasai mar kordbban is jelen voltak, azonban a
kutatok, szakemberek figyelme a 2008-as vilagvalsag miatt terel6dott erre a témara.

A hirhedt valsag {6 kirobbant6 oka az tn. Credit Default Swap-ek (CDS) félre-
arazésa volt. Ezek a pénziigyi termékek cséd esetére biztositanak segitséget. A ter-
mék vevGje egy elére meghatarozott pénzaram-sorozattal vasarol védelmet a CDS
eladojatol. Az eladd pedig vallalja, hogy valamilyen cs6desemény bekovetkeztekor
megfizeti a vevét érg kar egy el6re meghatarozott részét.

A 2000-es évek elején egyre népszertibbé valtak ezek a pénziigyi termékek, azon-
ban az arazasuk soran pusztan a cs6desemények historikus statisztikait vették alapul
az alkalmazott matematikai modellek. Ezek a modszerek nem vették figyelembe a
hirtelen, nagy, tobb szerepldre is kiterjed6 karesemények valoszintiségét, a rendszer-
bdl ad6do kockazatot. [1]

Ennek a hidnyara kordbban méar tobb szerzd is felhivta a figyelmet (Murphy,
1988 [2]; Buchanan, 2008 [3]), azonban a kibocsatok vakon biztak a modszereik-
ben. Ennek eredménye az lett, hogy a CDS-ek alul voltak arazva, tehat a kifizetett
pénzaram-sorozat nem fedezte a valos cs6dvaldszintiségbdl keletkezd varhatod kote-
lezettség értékét. A kivalo hedge-elési lehetGség a termék népszertiségéhez vezetett,
egy ponton 50 billié6 dollaros nagységrendiire nétt a termék piaca. Fzek egy oria-
si buborékhoz vezettek, hiszen elegendd volt egy atlagos szamossagu csédeseményt
hoz6 idészak, hogy a félrearazas kipukkadjon.

Ennek a megvalosulésa pedig 2008-ban érkezett el, amikor az alacsony, fedezet
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nélkiil kiadott hitelek lenyomtak a lakasarakat, ami fizetésképtelenné tett adosokat.
A novekvs szamu csGdesemény dominodszertien dontétte be a félredrazott CDS-eket
hatalmas mennyiségben kereskedett piacot. A valsdg tovabbi hatasait, a rengeteg
mentScsomagot és egyéb kovetkezményeket pedig mar ismerjiik. [4]

A 2008-as valsag egyik f6 tanulsaga tehat, hogy a pénziigyi rendszer szerepldi
kozti Osszekapcsolodas is egyfajta kockdzat, aminek a mérése kiemelkedGen fontos,

és be kell épiteni a szabalyozasok kozé.

1.2. Alapfogalmak

Alapvetden a kockazat alatt egy ismert valészintiségi eloszlassal rendelkezé vélet-
len jovGbeli valoszintiségi valtozot értiink. A kockézatot valamilyen kockazati mérték-
kel probaljuk szamszertsiteni, ami a valoszintiségi eloszlast valamilyen szempontbol
jellemzd szam. A rendszerkockazat a pénziigyi rendszer dsszeomlasanak veszélye. Az
ennek megfelel§ kockizati mértéknek pedig jellemeznie kell a rendszer bed&lésébsl
fakado veszteségek eloszlasat valamilyen modon.

Altalanossagban a leggyakrabban hasznalt kockazati mérték a kockazatott érték

(Value at Risk, VaR). [5]

1. Definicié. Legyen a P portfolionk jelenlegi értéke Sy, egy adott jovébeli
idépontban az értékének az eloszlasfiiggvénye pedig F': R — R, és a € (0, 1). Ekkor

az « megbizhatosagi szint (vagy konfidenciaju) kockaztatott érték a kévetkezo:

VaR(P) =Sy — F (1 —a) (1.1)

Eszerint a definicié szerint a kockaztatott érték a jovébeli érték eloszlasanak egy
adott kvantilise és a jelenlegi érték kiilonbsége. Azt fejezi ki, hogy o bizonyossag-
gal legfeljebb ennyit fogunk vesziteni. Ennek elénye, hogy kénnyen szamolhato (az
eloszlas ismeretében), viszont hatranya, hogy csak egy adott percentilistél fiigg, és
figyelmen kiviil hagyja az eloszlas viselkedését azon tul.

Ennek kikiiszobolésére hasznalhato az u.n. varhato alsoagi veszteség (expected
shortfall), amely valamilyen a-szintd@ VaR értéknél nem jobb kimenetelek varhato

értékének felel meg.

2. Definici6. Legyen a P portfoliénk v konfidenciajua kockaztatott értéke VaR, (P).

Ekkor az a-szintl varhato alsdéagi veszteség a kovetkezo:
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BS,(P) = — / VR, (P (1.2)

C1l-a

Igy a varhato alsoagi veszteség pont az 1 — a kvantilis alatti eloszlas varhato értéke.

A szakdolgozat soran a rendszerkockazat meghatarozasara fogunk néhany mod-
szert megvizsgalni. ElGszor egy egyszertibb intuicion alapulé modszert, amely
Machine Learning moédszereket is hasznéal a modellezéshez. Ezutan egy ezen a mod-
szeren alapuld sajat programot mutatunk be. A kiévetkezd fejezetben a pénziigyi
rendszerek hal6zatokon torténé modellezését vizsgaljuk, és a cs6desemények okozta
hatasok terjedésének végallapotat probéljuk majd meghatarozni. Az utolséd fejezet-
ben pedig a Hawkes-folyamattal ismerkediink meg, amely egy tjabb megkozelitése

a rendszer-méretd sokkok modellezésének.



2. fejezet

Rendszerkockazat meghatarozasa

gépl tanulasos modszerekkel

2.1. Alapkoncepcid

Ebben a fejezetben egy olyan modszert fogunk megvizsgéalni, ami egyszert pénz-
iigyi adatokat hasznal fel, és ezekbdl épit fel egy olyan rendszert, amelyre konnyen
alkalmazhatok gépi tanulasos eljardsok. A cél az, hogy egy olyan kockézati mérd-
szamot hatarozzunk meg, ami kifejezi a pénziigyi rendszer makrookonémiai Gssze-
kottetettségét, tudja modellezni a ritka, krizis-szerd események bekovetkezését, és a
hatasukra torténd lancreakciokat. A fejezetben targyalt eljarast Liu et al. [6] dolgozta
ki.

Szamos rendszerkockazatot jellemz6 mérdszamot, modszert kidolgoztak kutatok.
Egy 2012-ben megjelent modszer négy tipusi pénziigyi intézet (bankok, biztositok,
brokercégek és hedge fund-ok) hozamainak az ok-okozati kapcsolatait vizsgalja. A
kutatas soran megfigyelhet§ volt egy dinamikusan valtoz6 kapcsolat-halé a négy
szektor intézetei kozott. A bankok és biztositok hozamai szignifikinsabban hatéaroz-
zak meg a brokercégek és hedge fund-ok hozamait, azonban a maésik iranyban ilyen
nem figyelheté meg, ezért a rendszernek egyfajta aszimetridjat lehetett felfedezni.
7]

A fejezetben targyalt modszer az intézmények tékeszerkezetét és a hozamokat
hasznéalja adatként. A f6 mérGszam egy rendszerszinti krizis esetén (feltételesen)
varhato alsoagi veszteség. Ehhez meg kell hatarozni, hogy pontosan mit értiink rend-

szerszinti krizis-esemény alatt, és hogyan szamoljuk a varhato veszteséget. Emellett
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arra is kitériink, hogy tobb pénziigyi piac kapcsolata esetén hogyan tudjuk a hatés

tovagytrizését kezelni.

2.2. A metodologia

Ha egy vallalat tékehidnyt mutat, akkor az az egész pénziigyi rendszerre nega-
tiv hatassal van, mert konnyen fizetésképtelenné tud valni. Igy a rendszerkockazat
méréséhez ennek a feltételes varhato értékét hasznaljuk.

Bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket:

Legyen N darab vallalatunk, és a teljes pénziigyi rendszert a sys index-szel jeloljiik.
Legyen adottak a vallalatok tGkeszerkezetei: Aj a j. vallalat t id6pontbeli eszkézeinek

értéke, E} a t6ke piaci értéke és D] az adossagaik konyvszerinti értéke, R/ = EJ —1
t—1

a vallalat hozama ahol j = 1,..., N, R;Y® pedig a piac hozama. Legyen k egyfajta
t6kekovetelmény, ami szabalyozza, hogy a sajat téke mennyiségének el kell érnie
az eszkozok (sulyozott) Gsszértékének a k-ad részét. Ez altalaban (példaul a bazeli
szabalyozas szerint) 8%.

Ekkor egy véllalat tékehianya (Capital Shortfall, jelolés: C'SY) kifejezhets a

kovetkezé moddon:
CS = kAl — W/ = k(E! + D}) — E/ (2.1)

Ezt t 4+ h id6pontban nézve, a hozamokkal kifejezve, és Et] -t kiemelve:

T /E DI E7 T D j
CSl,, = El k( th | tfh) - tf”] = Ej {kﬂ — (1= k)R, h+1):|
t+ I E] EZ Eg Ef t+1;t+
= Bl k= 5 (1= k)Rl — 1+ k} = FJ [k (F + 1) — (1= k)R — 11
L t
[ /D! + E :
L t
(2.2)
ahol az RtJrl 44, hozam a t+1 és t+h idSpontok kozotti hozam, vagyis: 1+Rt+1 dah =

ITi. (1 + R

Nevezziik krizis-eseménynek azt az eseményt, amikor a piac hozama egy C' szint
ald esik egy adott id6tavra tekintve: CEpyy.n = {111, < C}. Tegyiik fel, hogy
a vallalatok adossdgai nem strukturdléodnak at egy krizis- 1doszak alatt sem, vagyis

E[Dg+h|CEt+1;t+h] — D!. Emellett bevezetjiikk a LVG] = Di + Dithi jelolést egy vallalat
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tokeattétére.
Igy a krizis-eseményre vett ¢ idSpontbeli feltételes varhato értéke a tékehianynak

(E/ fiiggetlen a feltételtdl):

SRISK], ) = Bi[CS! ,|CE 1] = E [’fLVG{—(l—k)Et[RfH;HMCEt+1;t+(h] —)1]-
2.3

Ennek a pozitiv részét aggregaljuk, hiszen téke tobblettel nem lehet kiegyenliteni a

hianyt. Igy megkapjuk a rendszerkockazatot jellemz6 kockézati mértékiinket:

N
SRISK; 1en = Y (SRISK}, 4.+ (2.4)

j=1
Ez a mérészam azt fejezi ki, hogy a teljes pénziigyi rendszerben mekkora tSkehiany
keletkezne, ha a piac egy kritikus érték alatti hozamszinten lenne.

A kiszamitédshoz sziikséges a ' kritikus érték meghatarozasa, illetve a

E, [Ri Lt +h|CEi1.4n] feltételes varhato érték becslése.

2.2.1. A krizis-esemény

Korabbi cikkek a krizis-eseményt definiald kritikus értéket vagy egy rogzitett
konstanssal hatarozzak meg (tipikusan h = 21 mellett C' = —10%), vagy pedig egy
a-szintl kockaztatott értékkel adjak meg, vagyis a hozam eloszlasanak egy 1 — «
percentilist realizaciojaként, tehat CEyy1.44h = {Rfﬁ;t in < VaRtSf’f; )t

Ezt a VaR értéket probaljuk regresszioval meghatarozni. Ehhez tegyiik fel, hogy
a rendszer h-lépéses hozamat az MY € R™ makrookonomiai faktorok general-
jak egy F' @ R™ — R leképezéssel, és egy olyan €}, , rezidudlissal, amelyre

Qa1 n| M) = 0, ahol Qo (X) az X eloszlasanak az a kvantilise:

Rﬁi;wh = F(M,) + fol;wrh- (2.5)

Tételezziik fel, hogy a piac hozamait h 1épéskozzel ismerjiik az elmult T' idGszak-

ra, vagyis { 7. o h_(r_1y ismert. Az F-et (nem feltétlen linearis) regresszioval
keressiik:
1 t—h
F() = argmmp(,)f Pa( R o — F(M™)), (2.6)
s=t—h—(T—1)
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ahol p,(r) = z(ar — I{z<0y), ahol I indikatorfiiggvény. Ennek a hasznélatat az indo-
kolja, hogy a hozamok « kvantilisét keressiik, igy ha a p,() fliggvény argumentuma
negativ, vagyis tilbecsiiltiik a kvantilist, akkor 1 — « sullyal adja hozza az eltérés
abszolut értékét (vagyis az ellentettjét). Ha pedig az argumentum pozitiv, akkor
a sillyal adja hozza a hibat az Osszeghez. Igy a regresszié eredménye pont az o

konfidenciaszinti VaR-t fogja adni:

———sYS;x

VaRy 1y = B (M), (2.7)

ami az altalunk becsiilt VaR, amit hasznalunk a krizis-esemény meghatarozasahoz:

sYs;

. o
CEii1a4n = {Rt+1;t+h < VaRHl;Hh}‘

2.2.2. A feltételes varhato érték becslése

A B[R w104n|CBriaeen] kifejezés becsléséhez szintén regressziot hasznélunk,
azonban modellezziik a pénziigyi rendszer szereplGinek egymaésra vald hatasait, igy
egy rétegzédést kapunk. Példaul egy konkrét magyar vallalat esetén a regresszio val-
toz6iba érdemes bevenni az amerikai, az eurdépai és a magyar aggregalt hozamot,
mert ezek mind hatassal vannak egy magyar vallalatra.

Legyen a rétegek szama n, az els6 réteg a vilaggazdasagi rendszer hozaméanak (&l-
talaban az USA hozammal azonositjak) feleljen meg, az n. réteg pedig az éppen
vizsgalt piac. Tegyiik fel, hogy barmilyen 1 < i < j < n-re igaz, hogy R’ hat R’-re.

Jeloljiik az i. rétegen szereplé hozamra hatdé makrookonémiai faktorokat a ko-
vetkezé modon: M} € R™ i =1,...,n. Legyenek a vizsgalt piac véllalatait jellemzs
karakterisztikak {CY € R™ };VZI A krizis-esemény pedig legyen az el6z6 részben

sYs;o

meghatarozott CEyy1.e0n = { R0 < mtﬂ;ﬂrh}.
Tegyiik fel, hogy a faktorok és karakterisztikak adottak, emellett a kiilonb6z6 rétegek
hozamait, és a vallalatok hozamait is ismerjiik historikusan egy T hosszi interval-

lumon. A kovetkezd strukturat hasznaljuk a regresszidhoz:

i _ ri(pi 1. pi-1 1 VRS i
s+1;s+h — L (Rs7 L] Rs’ Rs+1;s+h7 L] Rs—&—l;s—f—h’ Ms’ MSHCE5+1;s+h) + 6s-i—l;s—‘,—h’
(2.8)
ahol i = 1,...,n — 1 vagyis az 1. koztes réteg hozaménak becsléséhez a jelenlegi és

korabbi rétegeken realizalt s id6pontbeli hozamokat, a korabbi rétegeken s + 1-t6l
s+ h-ig becsiilt hozamokat, és az ¢. piacra hato faktorokat, és a krizis-esemény alatt

hato faktorokat (ezek lényegesen eltéréek lehetnek) hasznaljuk. Az n. réteget nem
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becsiiljiik kiilon mint piac. Hasonl6an a vallalatokra:

J _ 1i(pn—1 1. pn—1 1 . pi.
Rs+1;s+h =r (Rs yrr Rsv R ) R5+1;5+h; R

s+1;s+h? s

e . (2.9)
n n . J 7 J
Ms ) Ms ]ICE3+1;5+h7 Cs7 Cs HCE5+1;s+h) + €s+1;s+h7

ahol j=1,...,N, é Cllcg,,,. ., a krizis-esemény alatt jellemz6 karakterisztikak.

A megoldast a négyzetes hiba minimalizalasaval kapjuk:

t—h
g , 1 ;
Li(.) = argmingi ) = 7 Z (es+1;s+h)2,
s=t—h—(T-1)
A ' h | (2.10)
Fi(.) = argming;y = T (€i+1;s+h>2
s=t—h—(T-1)
Igy a meghatarozando feltételes varhato érték kiszamitasanak lépései (ERi Slan =

B[R, 1. 1 |CEry161n] jeloléssel):

———8YS;Q

—1

ERy yyn = VaR 4y,

o _ figpi 1L p ! ot CoAgi A

ERt—l—l;H—h =L (Rg? s 7Rs’ ER5+1;s+h7 tr ERS—}—I;S-I—h? Ms’ MS]ICEs+1;s+h) (2 11)

— A —n—1 —1 , )
— [J(pn—1 1. . RJ

ER,pon=FI(R™Y ... RS ER, i ERguygin; R

59
n n . J (Y
Ms ) Ms HCE3+1;s+hv Csv CSHCES+1;s+h)’

aholi=2,..mn —1¢sj=1,.,N.Ezt beirva a vallalati SRISK’ kiszamitaséba, és

Osszegezve a pozitiv részét minden egyes vallalatra megkapjuk a rendszerkockazatot.

2.3. A gépi tanulasos moédszerek

Ebben a szakaszban roviden bemutatunk néhany gépi tanulasos modszert, ame-

lyek alkalmazhatok a regressziok elvégzésére.

2.3.1. Linearis regresszio

A legegyszertibb modszer a linearis regresszio, amely sorédn egy megfigyelt Y € R"
(determinisztikus) valtozot probalunk becstilni egy szintén megfigyelt X € R™*P
(szintén determinisztikus) valtozo segitségével linedrisan, a 5 € RP egyiitthatokkal,

a veszteségfiiggvény (itt a négyzetes eltérések Osszege) minimalizalasaval:

10
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B = argming » (Y; = (Bo+ Y 5;Xi;))*. (2.12)
i=1 j=1

A kapott egylitthatok szignifikanciaja (vagy p-értéke) jellemzi, hogy egy valto-

zonak mekkora magyarazo-szerepe van. Kiszamitasakor a Hy : §; = 0 nullhipotézist

vizsgaljuk, és a p-érték a t = DZIB(jB-) t-eloszlasu (n — p szabadségi foka) statisztika
J

megfelel§ kvantilise. Jellemz&en, ha a p-érték 5% alatti, akkor a valtozot szignifi-

kansnak gondoljuk. [8]

2.3.2. Szupport vektor regresszio

A Szupport Vektor regresszio (SVR) a klasszifikicios probléma tamaszto-
vektoros megoldasanak altalanositdasa. Az eredeti problémat, a klasszifikicios fel-
adatot egy lineéarisan (jobban) szepardlhaté metrikus térbe viszi at egy un. kernel-
fliggvénnyel, igy konnyebben kezelhetévé téve az adatpontok sokasagat. A leggyak-
rabban hasznalt kernelfiiggvény a Gauss-féle RBF (Radial Basis Function), amely a
kovetkezd 1j metrikat definidlja: K (z,y) = exp ( — x;—;’”2>, ahol ||.|| az euklideszi
tavolsag.

Az igy kapott metrikus térbe transzforméalva végezziik el a regresszi6 veszteség-
fiiggvényének a minimalizaldsat ugy, hogy egy ¢ hiperparaméternél kisebb hibakat
figyelmen kiviil hagyjuk, amivel kikiiszébolhets a modell alul-, illetve tulillesztése. A

modszer tovabbi elénye, hogy jol kezeli a sokdimenzios adatokat és a kilogd adatokat.

19]

2.3.3. Gradient boosting

A kovetkez modszer a veszteségfiiggvényt minimalizaldo modellt a gradiensekkel
kozelitve keresi. Tegyiik fel, hogy n db m-dimenziés megfigyelésiink van, és adott
egy konvex, kétszer differencialhaté veszteségfiiggveény: [(y;, v;) : R* — R.

Legyen a jelenlegi modelliink altal prediktalt értékek Qf’_l, ahol 1 = 1,...,n,
valamint k£ a jelenlegi iteracié sorszama, és keressiik azt a kiegészité f, : R™ — R
fiiggvényt, amire az Ly, = >0 I(y;, 97" + fr(z;)) kifejezés minimélis lesz. Ezt a

kovetkez6 modon kozelitjiik:

B D087+ i) + 5 SEe) (213)
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2. Rendszerkockazat meghatarozasa gépi tanulasos modszerekkel

ahol gi = Z-U(ys, 51 1), 6 hi = 53 1(yi 91 7).
Ekkor frissitjiik a modelliinket az fy(x;) taggal. A lépések, kiegészité modellek leg-
gyakrabban dontési fak. Ilyen moédon lépkedve kereshetiink egy optimalis modellt.

[10]

2.3.4. Random forest

A Random Forest modszer soran dontési fakat hozunk létre, amelyeket az ere-
deti mintabol visszatevéses mintavétellel véletlenszertien kivalasztott halmazokon
tanitjuk, majd atlagoljuk az Osszes fan kapott prediktalt értéket. A kisebb, véletlen
mintakon tanitassal tobb, gyengébben tanulo, de kiilonb6z6 adathalmazon illesztett
modellt kapunk, amiket atlagolva csokkentjiik a tultanulas veszélyét.

Egy fa tanitésa soran legjobb vagasokat keresilink, amivel a jelenlegi halmazt ketté-
bontjuk, igy épitve fel a dontési fat. Legyenek a kivalasztott adatpontok z; € R™,
a tanulando valtozok pedig y; € R, ahol i = 1,...,n. Tegylik fel, hogy a veszteség-
fliggvény a négyzetes eltérések Osszege.

A (0,7) : 0 € R jel,...,n parokra definidljuk az S = {(x;,y;) : x;; < 6} és
Sy = {(x;,y;) : x;; > 0} halmazokat. Ekkor keressiik a

0%, 5" = argming ;M SE(S;) + MSE(S,), (2.14)
. 1 —\92 ep . ,
optimumokat, ahol MSE(S) = 57> ies(yi — §)°. Ebben a kifejezésben |S] az S
halmaz mérete, és §j = |—é,| Y ics Vi

Az optimalis vagast iterativan keresve egy adott megallasi feltételig (példaul egy

maximalis fa-mélységig) felépithetjitk a dontési fankat. [11]
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3. fejezet

A moédszer implementalasa

Ebben a fejezetben az el6bb bemutatott metodologia alapkoncepciojat kovetve
készitett sajat programot fogom bemutatni. A program nem hasznal t6bbszoros
rétegzést, csak az amerikai piacot vizsgéalja, és azon beliil a 30 "legfontosabb" (a
Dow Jones indexben szerepls) amerikai vallalatnak az egytittes rendszerkockazatat
probalja meghatarozni egy datumra. Az implementéacio a kivetkezé linken érhet6 el:

https://github.com /kesoti0118 /Szakdolgozat.

3.1. Adatok

Az implementaciohoz valés adatokat hasznalunk. Az eredeti modszer a piaci
hozamokat makrodkonomiai faktorokkal probélja regresszalni, majd a vallalatok ho-
zamait kiilonbo6z6 karakterisztikdkkal kiegészitve becsli.

A regressziok célvaltozoi rendre a hozamok. A teljes amerikai piac hozamét az
S&P500 index hozamaival kozelitjiik, amely 500 amerikai nagyvallalat részvényarfo-
lyamainak a sulyozott atlaga, igy az index hozama jol koveti a teljes piac hozamét.
Az index adatai, és a 30 kivalasztott részvény hozamai a Yahoo Finance! oldalarol

napi bontasban elérhetdk, felhasznalhatok.

3.1.1. Makrookonoémiai faktorok

A markookonémiai adatokhoz 6t darab alapvets, piacot jellemz& mérészam
adott, havi rendszerességgel, 2015. 03. 01-t6]l kezdve 2024. 12. 01-ig. A felhasznalt
adatok a kovetkezdk:

https://finance.yahoo.com/
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3. A médszer implementalésa

e GDP (Gross Domestic Product): Az USA teriiletén belil végfelhaszna-
lasra elgallitott termékek és szolgéaltatasok Osszértéke az elmilt egyéves peri-
6dusban. Ez az adat negyedévenként frissiil, a koztes honapokban a legutolso

értékkel toltjik fel az adatot.

e CPI (Consumer Price Index): Egy eldre osszedllitott fogyasztoi kosar -
ami alapvets termékeket és szolgédltatasokat tartalmaz - aranak a valtozasat

kovetd mérGszam.

e Federal Funds Effective Rate: Az amerikai gazdasdgban a Federeal Funds

altal meghatarozott irdnyadé kamatlab

e Consumer Confidence Index: Az emberek optimizmusat/pesszimizmusat
méri a gazdasaggal, a személyes jovedelmiikkel és a jovébeli kilatasaikkal szem-

ben. Ez a mérdszam jol jellemzi a fogyasztok pénzkoltési hajlandosigat.

e Munkanélkiiliségi rata: A munkanélkiiliek aranya a gazdaségilag aktivakhoz
viszonyitva. A gazdasagilag aktivak a munkanélkiiliek és a foglalkoztatottak
unidja.

Egy példa két felhasznélt makrockonomiai adatra:

Consumer Confidence vs Unemployment Rate

1007 L17.5
o | F15.0

Consumer Confidence
=
B
=
Unemployment Rate

-\'VM =0
201

0 T T T T T T T T T T 0.0
2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024 2025

Az adatokon megigyelhets, hogy a koronavirus 2020-as kitérése milyen oridsi sokkot
jelentett a piacnak, mind a munkanélkiiliségi ratara, mind a fogyasztok optimizmu-

sara nézve.
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3. A médszer implementalésa

3.1.2. A vallalatok karakterisztikai

A vallalatok sajatossdgainak jellemzésére két tipusu faktorokat hasznalunk. Az
egyik adatcsoport a részvénytarsasdgok pénziigyi mérlegét, a vallalatok értékét jel-

lemz6 mutatok. Ezek koziil néhény érdekes példa:

e Forgotdke: a forgdeszkozok és a rovid lejaratin kotelezettségek kiilonbsége, ami

a likviditas mutatoja.

e Kibocsatott részvények szama / rendes részvények (a szavazati joggal birok)

szama
e Historikus P/E: részvényar / elmult egy évben egy részvényre juté nyereség

e Varhato P/E: részvényar / kovetkezs egy évben egy részvényre juté varhato

nyereség

e Villalati érték / éves arbevétel

Ezeket az adatok csak egyetlen id6pontra (2024. 12. 01.) tudtam elérni, igy ezek-
b6l idGsor nem all rendelkezéstinkre. Erre az id6pontra rendelkezésiinkre allnak a
vallalatok pénziigyi mérlegeinek sziikséges adatai is.

A masik tipusa vallalatokat /részvényeket jellemzs felhasznalt mutatok az an.
technikai indikatorok [12]. A 30 vizsgalando részvénynek napi szinten elérhetd a
nyitd és zar6 arfolyama, a napi legmagasabb és legalacsonyabb arfolyama, illetve
a hozama és a volumen, amekkora értékben kereskedtek az adott napon az adott
értékpapirral.

Ezekbdl az értékekbdl szamos mérdszam alkothatd, amely a részvényar alaku-
lasanak valamilyen karakterisztikajat jellemzi. Ezek kozil 6 darabot hasznalunk a

vallalatok karakterizalasara, amelyek a kovetkezdsk:

e MACD (Moving Average Convergence Divergence) (gyors és lassu):
a részvényarnak egy révidebb periddusi és egy hosszabb peridodust silyozott
atlaganak a kiilonbsége. Célja a részvényar momentumanak és trendjének meg-
fogasa. Ebbdl a mutatobol egy 9 napos silyozott atlaggal lassitott verziot is

kiszamitunk.

e RSI (Relative Strength Index): Egy adott periodus alatt az atlagos
részvényar-emelkedés és az atlagos részvényar-csokkenés aranya. Ez a mérs-

szam az emelkedések és esések egyméshoz viszonyitott erejét mutatja meg.
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3. A médszer implementalésa

e ADX (Average Directional Index): A napi legmagasabb és legalacsonyabb
arfolyamok valtozésat vizsgalja. Ha az egyik szélsGséges érték naprol napra
nagyobb mértékben valtozott, mint a masik, akkor egy jelents tendencia van

a placon. Ez a metrika a trendek erdsségét jellemzi (de az iranyat nem).

e ROC (Rate of Change): Egy adott idéperiodussal korabbi arhoz viszonyi-
tott valtozas (szazalékban). Ez a mérdszam az arfolyam-véltozasok iranyat és

gyorsasagat jellemzi.

e SMI (Stochastic Momentum Index): A zar6 arfolyam, és a napi legmaga-
sabb és legalacsonyabb értékeket felezé ar kiillonbsége, arédnyositva egy adott
peridoduson felvett maximum és minimum arfolyam kiilénbségére. Ennek a st-

lyozott atlaga indikalhatja egy trend kifaradasat.

e OBV (On-Balance Volume): A kereskedés volumenének elGjeles Osszege
egy adott peridduson, ahol az elGjeleket a zaroarfolyam egyik naprol a masikra
valtozasanak az iranya adja meg. A metrika célja a részvény momentuménak

a jellemzése.

A technikai indikatorok mind egy 20 napos peridéduson kalkulédlédnak, mivel egy
hénapban koriilbeliil 20 t&zsdei kereskedési nap van, igy ezek egy egyhénapos in-
tervallumot jellemz& metrikdk. Az értékeket a makrockonémiai adatokkal azonos

napokra hataroztuk meg, vagyis 2015. 03. 01-t6l 2024. 12. 01-ig.

3.2. A mobdszer

A 2. fejezetben bemutatott modszerhez hasonléan egy piaci krizis-esemény soran
keletkez6 tkeihanyt kozelitiink. A piaci és vallalati hozamokat egy 20 kereskedési
napos idShorizonton szamoljuk. A rendszerkockazatot egy 20 kereskedési napos id6-

horizontra prediktalva szamoljuk.

3.2.1. A krizis esemény

Az els6 lépés a piac bezuhanédsanak a regresszalasa. Ezt a piaci hozam adott
a-szintd kockazatott értékének becslésével végezziik, ahogy a 2. fejezetben is. Az op-
timéalis modell megkereséséhez a prediktalt és valos érték kiilonbségének a p,(z) =

x(a — Iz<oy) modon vett transzformaltjat minimalizaljuk, mint hibafiiggvényt. Erre
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3. A médszer implementalésa

két modszer, egy linearis regresszio és egy szupport vektor regresszio all rendelke-
zéstinkre, aminek bemenete a makrookonémiai faktorok idésora, és a célvaltozo az
S&P500 hozamainak idGsora.

Az implementéacioé soran a bemenetet mindkét esetben standardizaljuk (vagyis az
idgsorok atlagat O-ra, szorasukat 1-re transzformaljuk), mivel nagyon eltéré nagy-
sagrendtiek az adatok.

A lineéris regresszi6o soran a veszteségfiiggvényt minimalizaljuk a regresszio
egyiitthatoinak bedllitasaval, a scipy csomag optimize.minimize fiiggvényével.

A szupport vektor regresszio sordn a Gauss-féle RBF kernelfiiggvényt hasznaljuk,
és a megfeleld e hiperparamétert (vagyis a hibak figyelmen kiviil hagyaséanak hatéarat)
egy racson keressiik az sklearn csomag model _selection.GridSearchCV fiiggvényével,
amely egy b-részre vagd keresztvalidaciot alkalmaz. A racs keresési terét korébbi
futasok eredményei alapjan sziikitettiik, igy torekedve a tulillesztés elkeriilésére.

A regresszi6 el6tt mindkét esetben levalasztjuk az utolso, 2024. 12. 01-i adatokat.
A modelleket az Gsszes tobbi adaton tanitjuk, majd a tanitds utan alkalmazzuk a

levélasztott adatpontra, igy kapva egy prediktalt a-szintd VaR-t a piac hozamaéra.

3.2.2. A vallalatok hozamainak becslése

A kovetkezd 1épés a 30 darab amerikai részvénytarsasag hozamainak a tanulésa.
Minden részvényre kiilon-kiilon épitiink modellt. Ehhez input adatnak felhasznaljuk
a piacot jellemz& makrookonomiai valtozokat, a részvényeket jellemzd technikai in-
dikatorokat, a részvény el6z6 havi hozamat és a piac jelenlegi hozamat. A célvaltozo
az adott részvény hozamainak idGsora. Minden modszer futtatasa soran a négyzetes
eltérést minimalizaljuk, mint hibafiiggvényt, ahogy 2.10-ben. Az alkalmazott mod-

szerek a 2.3 részben megismertek:

e Linearis regresszio: Az adatokat ismét standradizaljuk a nagysagrendbeli
kiilénbségek miatt, majd a statsmodels.api csomag OLS fiiggvényét hivjuk

meg a legkisebb négyzetes eltérést addé modell megkeresésére.

e Szupport vektor regresszio: Az implementacio teljesen hasonlo a piac hoza-
ménak kockaztatott értékének kiszamatasanal latotthoz, egyediil az optimalis
¢ kereséséhez alkalmazott récs értékkészlete tagabb, amit szintén korabbi fu-
tasok alatti eredmények alapjan véglegesitettiink. A tobbi paraméter az alap-

értelmezett értékét veszi fel.
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3. A médszer implementalésa

e Gradient boosting: A moddszert az xgboost csomag XGBRegressor fiigg-
vényének felhasznélasdval implementéltuk, és szintén a GridSearchCV-vel
vizsgaltuk az optimalis paramétereket, am a hosszii futdsidé6 miatt rog-
zitettilk a leggyakrabban felvett hiperparaméter-értékeket. Igy a modszer
n_estimators = 100-szor frissiti a modellt, egy dontési fa maximum
mazx_depth = 5 mélységi, és az 0j modelleket learning rate = 0, 1-es su-
lyozassal adja a teljes modellhez. A relative magas n__estimators és alacsony
learning _rate egy lassabb, de kisebb kockazattal tililleszt6 modellt eredmé-

nyez.

e Random forest: A modszerhez az sklearn csomag — ensemb-
le. RandomForestRegressor fiiggvényét alkalmaztuk. A paraméterek beél-
litdsa szintén GridSearchCV futtatasaval, majd a leggyakoribb értékek
beallitasaval tortént. Igy a végsé erdé n_estimators = 300 fabol all,
egy fa legfeljebb max dept = 15 mélységi és egy végsd csicsban legaldbb
min__samples leaf = 3 darab mintédnak lennie kell. A teljes minta kis mérete
miatt a tanitasnal engedélyezziik, hogy ne a teljes mintat hasznélja, hanem
visszatevéses mintavételezéssel valassza ki az egyes fakat tanité adatpontok

halmazat.

A modellek tanitasat az elérhets Osszes adaton végezziik az utolsod kivételével,
amelyre mar csak alkalmazzuk a betanitott modellt, Ggy, hogy a piac hozaménak
helyére behelyettesitjiik a krizis esemény bekovetkezésére prediktalt piaci hozamot,
amit az el6z6 1épésben szamoltunk Kki.

Emellett elérhetsk egyetlen id6pontra a vallalatok karakterisztikai, amelyeket egy
korrekciora hasznalunk fel. Az idGsorok hidnya miatt most nem historikus értékeken
tudunk valamilyen modellt tanitani, hanem a 30 részvény adatait egyszerre kell be-
adni, amivel egy, a piaci sajatsagokat feltaré modellt kapunk eredményiil. A tanulas
célvaltozoja az egyes részvények hozamainak és a piac hozaméanak kiilonbsége. Az
adatok mindegyike a 2024. 12. 0l-es datumra van sztrve.

Minden egyes részvényre gy kapjuk a korrekcié mértékét, hogy azt kihagyva beta-
nitunk egy modellt (a korabban is emlitett négy modszer valamelyikét hasznalva),
majd az aktualis részvényre alkalmazzuk a modellt.

Az igy kapott vallalati hozamokkal (korrigalt vagy nem korrigalt), a vallalatok

mérlegének adataival és egy adott k megkovetelt tékeardny paraméterrel becsiilhe-
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3. A médszer implementalésa

t6 a piacot reprezentald részvénytarsasagok altal generalt rendszerkockizat a 2.2

egyenlet alapjan.

3.3. Eredmények

Ebben a részben a futtatasok eredményeit vizsgéljuk kiillonbo6zd beallitdsok mel-

lett.

3.3.1. A piaci hozam kockazatott értéke

Az S&P500 hozamainak prediktalasa két modszer all rendelkezésiinkre, a sima
linearis regresszio és a szupport vektor regresszid. Az érték meghatarozésahoz még
egy a bizonyossagi szint sziiksége, amelyre gyakran a 0,5%, 1% és 5% valamelyikét
hasznaljuk. A kovetkezs grafikonokon abrazoljuk a két modszer altal adott eredmé-

nyeket a konfidenciaszint fiiggvényében:

regresszio

3.1. dbra. A piaci hozam kockazatott értéke lineéris regresszioval (bal),
és szupport vektor regresszioval (jobb)

Lathato, hogy a lineéris regresszio extrém (a = 0.5%) esetben irredlisan szélsGsé-
ges értéket ad vissza. Emellett a szerint nem né monoton. A regresszidkba belenézve
a hibafiiggvény értéke o = 5% kornyékén a legjobb, igy talan ilyen értékekre hasz-
nalhato lehet.

A szupport vektor regresszié azonban kevésbé ad kirivoan alacsony értéket a leg-
kisebb konfidenciaszintekre. Kifejezetten realisztikusnak érzédik egy 5 — 6%-o0s zu-
hanéas, ha a piaci hozamok legrosszabb 0.5%-at akarjuk becsiilni, vagyis koriilbeliil
200 naponta torténik ilyen mértékd esés. Emellett az eredmények monoton nének,

amely szintén egy elvart tulajdonsag. Erdekes megfigyelni, hogy sok esetben az o ap-
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3. A médszer implementalésa

r6 varialdsa nem valtoztat az eredményen, néhény esetben viszont nagy emelkedést

ad.

3.3.2. A végs6 rendszerkockazat

A végsd rendszerkockazat meghatarozasahoz (2024. 12. 01. datumra) a piaci ho-
zam VaR értékének meghatarozasidhoz az imént latott eredmények miatt csak a
szupport vektor regresszios modszert hasznaljuk. Egy adott futédst meghataroz az o
bizonyosségi szint, a k elvart eszkoz-t6ke arédny és az alkalmazott Machine Learning
modszer.

Els6nek vizsgaljuk kiilon a lineéris regresszié eredményeit az « fiiggvényében.

0.0350 4
— Linearis Regresszio

Linedris Regresszia korrigalassal

00325 4

00300 4

00275

SRISK

0:0250

L0225

0:0200

00175 A

002 004 006 oo 0.10
alpha

3.2. dbra. A végss prediktalt rendszerkockazat linearis regressziot alkalmazva

Az abran a végs6 rendszerkockézatot a 30 véllalat Osszes tékéjének aranyaban lat-
hatjuk. Az « valtoztatasdval monoton csokken a végeredmény, ami egy elvart tulaj-
donsag, hiszen a konfidenciaszint novelésével a piac kevésbé extrém bezuhanasanak
esetére prediktalunk egy végsé kockazati értéket.

A linearis regressziokba egy altalanos beéllitas (a = 5%, k = 8%) mellett belenézve
azt tapasztalhatjuk, hogy a regresszio valtozoi altalaban nem szignifikansak, és a

szignifikans valtozok halmaza nagyon valtozik a kiilonb6z6 futasok soran.
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3. A médszer implementalésa

A bonyolultabb gépi tanulasos moddszerek eredményei a kovetkezsk:

— SR — XGBoost —— Random forest
0.0200 SR korrigaléssa 0032 XGBoost korrigalassal 0034 Random forest korriglassa

0030 0.032
0.0195

0030
0028

0.0190 0.028

SRISK
SRISK
SRISK

0.028
0026

0.0185

0024 0024

0.0180 0.022 ooz
0.020 —

0.020

3.3. abra. A végss prediktélt rendszerkockazat az ML modszereket alkalmazva

Az eredményekbdl megfigyelhets, hogy ezen modszerek soran a korrigalas pont el-
lentétesen hat, mint a linearis regresszi6 esetén.

A végsé rendszerkockazat a szerinti monoton csokkenése itt is tobbé-kevésbé megva-
losul. Az XGBoost alapt regresszio esetén egy aprd emelkedés megfigyelhets, emel-
lett érdekes, hogy ezzel a modszerrel tobb, hosszabb konstans szakaszt is kaptunk.

A szupport vektoros regresszio esetén a végss predikciok egy kisebb értékkészleten
veszik fel az értékeiket, vagyis az « valtoztatésara kevésbé érzékeny, emellett a kor-
rigélas is a legkisebb relativ valtozéast idézi el erre a modszerre nézve. A szupport
vektor regresszio adja a legkisebb végss predikcidkat a fejlettebb modszerek koziil.

A random forest alapt moédszer esetén adodik a legb&vebb értékkészlet, ez a legér-
zékenyebb eljaras a harom koziil.

A végsé rendszerkockazatot nem relativizalva egy 10'° dollar nagysagrendd vég-
eredményt kapunk. Ez azt jelenti, hogy ha a piacon bekdvetkezne egy krizis-esemény;,
akkor pusztéan 30 amerikai vallalat tobb tizmilliard dollaros tékehianyt produkalna,
amely slirgds potlast igényelne.

A minimalis t6kekdvetelményt allitva (eddig fixalva volt k = 8%-os értékre) a
végsl rendszerkockazat szakaszosan linearisan ndg, ahol a szakaszok azok az inter-
vallumok, ahol egy tjabb vallalat t6kehianyossa valik. Rogzitett o = 5% mellett
k = 5%-tol k = 15%-ig vizsgalva a hianyt mutatd részvénytarsasagok szama 2-rél

indulva 8-ra emelkedik, a leggyakrabban hasznalt k& = 8%-os értéken ez a szam 5.
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3. A médszer implementalésa

Még egy érdekes dolog megfigyelhets, ha a modszert elkezdjiik korabbi héna-
pokra futtatni (ekkor persze korrekcié nélkiil). A kévetkezs eredményeket kapjuk a

szupport vektor regressziot alkalmazva:

1le7

46 | —— Rendszerkockazat |
SP500 hozamok |

44

42

40

SRISK

34

32

F-n.08
2022-07 2022-10 2023-01 2023-04 2023-07 2023-10 2024-01 2024-04 2024-07 2024-10 2025-01
Wizsgalt hanap

3.4. abra. A prediktalt rendszerkockézat korabbi honapokra alkalmazva, szupport
vektor regresszioval

A két abréazolt idGsor (kevés adatpontjanak) egy —0.17-es korrelacioja adodik, ami
egybevag azzal, hogy alacsonyabb piaci hozamok, vagyis rosszabb idészakokban a
rendszer kockdzata magasabb. A mésik két fejlettebb modszer esetén ez a korrelacio
nagyon kozel esik a 0-hoz. Linearis regresszid esetén a korrelacid egy még erGsebb

negativ értéket mutat (—0.27).

3.3.3. (")sszegzés

A sajat program elkészitésének célja nem a pontos reprodukalas volt (leginkabb a
szikos adatforras miatt), hanem egy miikods, valos adatokat felhasznélo és néhany
Machine Learning modszert alkalmazé rovid program volt.

Az el6z6 fejezet alapkoncepciojat teljes mértékben kovetve, majd az eredmények
paraméterekre vett érzékenységét és egyéb jellemzbit vizsgalva megfigyelhettiink né-
hény érdekes tulajdonsagot, viselkedést, illetve a rendszerkockazat nagységrendjére
is kaptunk egy képet.

Osszességében a program elkészitése és futtatasa segitette a probléma megértését,
és betekintést nyudjtott a rendszerbdl fakadd kockazat mérésének egyik lehetséges

modjaba.
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4. fejezet

Rendszerkockazat modellezése

hal6zatokkal

Ebben a fejezetben a rendszerkockizat mérésének egy teljesen masik megkozeli-
tését vizsgaljuk. A pénziigyi piacokon szerepld intézeteket (kereskedelmi és kézponti
bankok, befektetési alapok, biztositok, stb.), akik egymas kézott adnak-vesznek kii-
16nb6z6 pénziigyi termékeket, vizsgalhatjuk, mint egy nagy grafot, halézatot.

A fejezet vaza Caccioli et al. dsszefoglalo cikkét koveti. [13]

4.1. A halozat "kitisztitasa"

4.1.1. A haloézat felépitése

Tekintsiik azt az iranyitott grafot, aminek a csiicsai a pénziigyi intézeteket repre-
zentaljak, melyeknek szama N. Két pénziigyi intézet kozott fennallhat egy hitelezési
kapcsolat, ezt a graf élein abrazoljuk. Tartsuk szamon egy L;; véltozoban az i. in-
tézet kotelezettségeit a j. felé, minden 4,5 € {1,2..., N}-re. Igy az ilyen értékeket

RN¥*N matrix pont az élsilyozott irdnyitott graf szomszédsagi mat-

tartalmazo L €
rixa lesz. Az abrazolt kotelezettségekrdl feltessziik, hogy mind egy idében jarnak le.
Az élekrdl feltehetjiik, hogy nemnegativak, mivel egy negativ tartozas, vagyis egy
kovetelés a forditott iranyu élen jelenne meg, igy negativ élsilynak nincs értelme.
Emellett feltehetjiik, hogy semelyik pénziigyi intézetnek nincs énmagara vonatkozo
kovetelése, vagyis az atlo elemei mind nullak.

Emellett legyen az e € RY vektor a héalézaton kiviilrél jovs netté kovetelések /-

kotelezettségek vektora. A vektor pozitiv értéket vesz fel egy koordinatdban, ha a
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4. Rendszerkockédzat modellezése halozatokkal

koordinatanak megfelel6 pénziigyi intézetnek a kiilsé szereplSkkel meglévs hitelezési
kapcsolatainak szuperpozicidja egy kovetelést eredményez.

A szomszédsagi matrix és a kiils6 pénzmozgésok vektoranak kett&se megadja a pénz-
tigyi halozatot: F = (L, e). A felépités szamos valos piacokon meglévs tulajdonségot
figyelmen kiviil hagy, példaul a hitelek kiilonb6z6 lejarati idejét (akar két intézet
kozott is fennallhat tobb, kiillonbozd lejaratt szerzédés), valamint a kifizetések eset-
leges véletlenszertiségét, és ezek korrelaltsagat.

Ezzel a felépitéssel lathatjuk, hogy a pénziigyi rendszer szerepléi milyen kdtele-
zettségekkel rendelkeznek, amiket a modell szerint egyszerre torlesztenek. Azonban
ha a halozat olyan, hogy néhany intézet nem tudja megfizetni a tartozasait (részlege-
sen vagy teljesen), akkor az méas intézeteket is fizetésképtelenné tehet, igy elinditva
egyfajta fertézést a pénziigyi rendszer halozatan. A fertGzés tovaterjedéseinek vég-
allapota egy egyensulyi helyzet lesz, aminek meghatarozaséat a kdvetkezs fejezetben

targyalt Eisenberg-Noe algoritmus [14] oldja meg.

4.1.2. Az Eisenberg-Noe algoritmus

Legyen a hélézat egy cstcsat terhel§ Osszes kotelezettsége p; = Z;‘V:o Li;.

Emellett vezessiik be a kotelezettségek L matrixanak standardizaltjat:

Li,j -
M, — —> hap; >0

Az algoritmus azt a p € RY visszafizetési vektort keresi, amit a piac szereplsi
végiil képesek lesznek torleszteni. Erre nyilvan teljesiil, hogy 0 < p < p. Ennek
a megoldasanak az egyértelmiségéhez fel kell tételezni néhany intuitiv szabalyt,
amelyek a visszafizetéseket iranyitjak. Ezek a kovetkezsk:

Torlesztési prioritas: A pénziigyi intézetek kotelesek torleszteni addssagaikat
mindaddig, amig rendelkezésiikre all valamennyi pénzforras. Tehat amig fizetés-
képtelenné nem valnak vagy nem teljesitik a kdtelezettségeiket, addig kdtelesek
torleszteni, és nem allokalhatnak pénzt sajat tékéjiikk halmozasara.

Aranyos torlesztés: Ha egy szerepld nem tudja teljes mértékben megfizet-
ni a tartozasait, akkor a kotelezettségeinek részleteit tugy allokilja az 6t hitelezd

intézetek felé, hogy az eredeti II, ; kotelezettségi aranyokat megtartjak a torlesztések.
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4. Rendszerkockédzat modellezése halozatokkal

Korlatozott fizetGképesség: Legfeljebb csak akkora értékben teljesitheti mind-
egyik szerepls a kotelezettségeit, mint amekkora értékben bevételhez jut, vagyis
pi < e+ Zjvzl IL;;p;. A képletben a tobbi pénziigyi intézet i-nek torténd kifizeteé-
sét Osszegezziik, ami elGall, mint a p; visszafizetés I1;; aranyu részlete az (Aranyos
torlesztés) szabaly miatt.

Ezek alapjan az intézetek visszafizetései:

N
pi = min {pi, e; + Z Hj,ipj} (4.1)
j=1
minden ¢ = 1,..., N, hiszen ha elég forras all egy szerepld rendelkezésére (vagyis
pi < e+ Zjvzl I1;.p;), akkor mindent tud torleszteni, tehat p; = p;, ha pedig nincs
elég forrasa (vagyis p; > e; + Zjvzl I1;.p,), akkor pedig minden rendelkezésére allo
pénzt torlesztésre fordit, vagyis p; = e; + Zjvzl IL;:p;.
Az igy kapott 4.1 egyenletrendszer a 0 < p < p feltétel mellett egy fixpont egyenletet
ad, ahol a ®(-;II,p,e) : [0,p] — [0,p], ®(p;11,p,e) = min{ﬁi,ei + Zjvzl Hm-pj}

leképezés fixpontjat keressiik.

4.1.3. A megoldas létezése és egyértelmiisége
A megoldas létezését a Tarski fixponttétel segitségével lathatjuk. [15]

3. Definicio. Egy U = (A, <) parost, ahol A egy nemiires halmaz, < pedig egy

kétvaltozos relacio, amely egy részben rendezettséget ad, vagyis Va, b, c € A-ra:

e a<a

e a < b-bdl és b < a-bol kovetkezik, hogy a = b
e a < b-bdl és b < ¢-bdl kovetkezik, hogy a < c.

Ekkor az U = (A, <) parost racsnak nevezziik, ha Va,b € A parnak létezik legkisebb
fels6 korlatja (szuprémuma) és legnagyobb also korlatja (infimuma).
A racsot teljesnek nevezziik, ha barmely B C A részhalmaznak létezik infimuma és

szuprémuma.

1. Tétel. Tarski-fizponttétel: Leqgyen U = (A, <) egy teljes rics, f: A — A egy
monoton névé figguény, P : {x : f(z) = x} a fixzpontok halmaza. Ekkor P szintén

eqy teljes rdcs, vagyis nemiires, €s létezik szuprémuma €s infimuma.
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4. Rendszerkockédzat modellezése halozatokkal

A 4.1-ben definialt leképezés folytonos és p-ben monoton noévs (hiszen a II
méatrix nemnegativ). Emellett a 0 < p < p feltétel miatt a leképezés értelmezési
tartomanya és értékkészlete is [0, p]-beli, amely RY egy kompakt részhalmaza, amire

nyilvan teljesiilnek a teljes racs definiciojanak feltételei. Igy a Tarski-fixponttétel

alapjan az egyenletrendszernek létezik megoldésa.

Az egyértelmiség bizonyitasdhoz tovabbi feltevésekre van sziikségiink. [14]

4. Definicio. A pénziigyi intézetek egy S € {1, ..., N} részhalmazat tobbletes hal-
maznak nevezziik, ha egyiknek sincs S-en kiviilre mend kotelezettsége, és a haldozaton
kiviilr6l Osszességében pozitiv pénzaramot kapnak, vagyis Vi, j;i € S,j ¢ S : 11, ; =

Ez a definici6 azt jelenti, hogy a pénziigyi halozat egy ilyen részhalmazan biztosan
tobblet fog keletkezni (ez a kiviilre nincs kotelezettség, és a kiviilrsl jovs Gsszes pénz-
aram szigoru pozitivitdsa miatt igaz), igy a "kitisztitas" utan ebben a halmazban
maradni fog el nem koltott pénz.

A kovetkez6 definicié a halézatbol konstrualt iranyitott grafrél szol. Ebben a
grafban a cstucsok az N = {1,..., N} halmaz elemei, és olyan i,j € N csucsok

kozott megy él, amikre II; ; > 0.

5. Definicio. Egy i € N cstcs tartozasi palydja az o(i) jeloléssel a kovetkezs:

o(i) = {j € N : létezik i — j irdnyitott at}.

Ekkor egy olyan o(i) palyara, amire e; > 0, valamint egy tetsz6leges p*

jeo(i)
kifizetési vektorra (amely egyik megoldésa a fixpont-egyenletnek) igaz, hogy

3j € o(i) : p; < (UTp* + €);, vagyis a kifizetések végén tobbletes marad, kevesebbet
kellett torlesztenie, mint amennyit neki torlesztettek. Ez abbol kovetkezik, hogy ilyen
feltevések mellet o(7) egy tobbletes halmaz.

Ez elvezet az utolsd definiciénkhoz:

6. Definici6. Egy pénziigyi rendszer regularis, ha minden tartozasi palya tébbletes

halmaz.
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4. Rendszerkockédzat modellezése halozatokkal

2. Tétel. Ha eqy pénziigyi hdlozat reguldris, akkor a legnagyobb és a legkisebb kifi-
zetési vektor egybeesik, vagyis a fixzpont-egyenlet megolddsa egyértelmd. [14]

A tételt nem bizonyitjuk. Ezekkel az extra feltételekkel mar egy olyan pénziigyi
halozatot kapunk, amelyek esetén a "kitisztitas" egyértelmi. Kénnyen kaphatunk

regularis halozatot, ha a kiils6 pénzaramok vektora, vagyis e csupa pozitiv elemd.

4.1.4. A fixpont-egyenlet megoldasanak megtalalasa

A megoldas keresésekor feltessziik, hogy a megoldas egyértelmi, vagyis a halozat
regularis.
Nevezziik szupermegoldasoknak az S = {p € [0,p] : ®(p) < p} halmazt, ami olyan
kifizetésvektorok halmaza, amelyek esetén néhény pénziigyi intézet tobbet kolthet
adossagok torlesztésére, mint amennyi bevétele volt. Az természetesen nem lehet,
hogy minden szerepl a bevétele felett kolt torlesztésre. Egy p € S-re legyen D(p) =
{i € N : ®(p); < p;}, vagyis D(p) a p-ben fizetésképtelenné valo szerepldk indexei.

Ekkor definialjuk a kovetkezd diagonélis matrixot:

~J1 hai=j,ési€ D(p)
0 kiilonben,

aminek ott 1 az atlobeli eleme, ahol a megfelels indext intézet p-ben fizetésképtelen,
igy ezzel a méatrixszal, illetve az I — A matrixszal szorozva vetithetiink a D(p)-beli,
valamint D(p)-n kiviili szereplékre.

Egy rogzitett p’ € S szupermegoldasra vezessiik be a p — F X, (p) leképezést:

FX,(p) = AY) (HT<A<p'>p (- AR + ) - AW

Ez a p’ szerint fizetésképtelenekre Osszegzi a kifizetéseket, feltételezve, hogy a D(p)-
beliek p kifizetést torlesztenek, mig a D(p)-n kiviiliek p teljes egészét torlesztik, ehhez
pedig hozzaadja a nem fizetésképtelen szereplSkre vetitett részét a p-nak. Ennek a
leképezésnek létezik fixpontja, ezt jeloljiik f(p')-vel.

Ezt az eljarast iteraljuk, p° = p-bsl indulva (ami szintén egy szupermegoldés), és

P’ = f(p’!) lesz a kovetkezd szupermegoldas.

3. Tétel. Ez az eljards eqy egyértelmien defiinidlt sorozatot ad, amely N Ilépésen

belil eljut az eredeti fizpont-egyenlet megolddsdig. [14]
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4. Rendszerkockédzat modellezése halozatokkal

A tételt nem bizonyitjuk. Ezzel a modszerrel meghatarozhato a pénziigyi haldzat
"kitisztitasat" megmutato kifizetések vektora. Ebbdl a vektorbdél leolvashato, hogy
mely szereplSk valtak fizetésképtelenné, és ezen hatas tovagytirtizéseként milyen vég-
allapot alakult ki a teljes pénziigyi rendszerben, és milyen rendszerszint kockazat
van a rendszer egészében.

Egy kisebb tovabbi altalanositas bevezethetd, ha a fizetésképtelenség esetén valami-
lyen faktorokkal biintetjiik a sziikségszerid pénzszerzést. [16]

Ennek egyik magyarazata példaul, hogy silirgds fizetési kényszer esetén egyes szerep-
I6knek muszaj folyositaniuk egyes termékeiket, vagy behajtani valamely kovetelésii-
ket, akar az eredeti érték tortrészéért is. Erre bevezetve az «a, § € [0, 1] faktorokat,

a modellbeli kifizetésfiiggvényt modosithatjuk a kévetkezd modon:

i = Di ha p; < e; + Zj 1;:p;
ae; + B ;11;p;  killonben.

4.2. Kaszkadok egy hal6zatban

A pénziigyi halozatok modellezésére egy masik koncepcié az un. kaszkadok hasz-
nalata, amelyek egy grafon, szomszédok kozti terjedés alapjan, hosszabb idShorizon-
ton kialakul6 fert6zottségi csoportok.

A kaszkéddok hasznalatat rendszerkockazat mérésére elGszor Gai és Kapida [17] al-
kalmazta, akiknek a cikke Watts et al. [18] eredetileg tarsadalmi interakciokat mo-
dellez6 modszerén alapult. Ez a modszer gy konstrualja meg a fert6zés terjedését,
hogy egy csucs akkor valik fert6zétté (vagy aktivva), ha a szomszédainak legalabb

egy R € [0, 1] kiisz6bot elérs része mar fertézott.

4.2.1. Fa-alapt becslés

A pénziigyi héalozatot ismét agy abrazoljuk, mint egy nagy (iranyitott) grafot,
ahol az élek valamilyen hitelezési kapcsolatot jelentenek. Ebben a részben a virus
végsh elterjedését tgy probaljuk megbecsiilni, hogy a halozat grafjarol feltessziik,
hogy lokalisan fa-szert, vagyis a graf kisebb részleteibe belenagyitva nincsenek benne
(iranyitott) korok.

Legyen py, a graf fokszameloszlasa, vagyis pp = P(egy csucs fokszama = k), p annak

a valosziniisége, hogy egy véletlenszertien vizsgalt cstcs a folyamat végén fertézott
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lesz, pp annak a valoszintisége, hogy a kiindulasi pillanatban is fertézott volt, és
q pedig egy véletlenszertien valasztott szomszéd fert6zottségének a valdszintisége.

Ekkor a kovetkezd modon frhato fel a végss aktivitas valoszintisége:

p=po+(1—po) ipk i (:;) ¢"(1—q) " F (%) (4.2)

k=1 m=0

ahol F'(z) = I~ gy, vagyis 1, ha az argumentum atlépi az R kiiszobot. Ez az egyenlet
minden lehetséges k fokszamra (vagyis a cstucs szomszédainak szamara), és minden
lehetséges m fert6zott szomszédok szaméara (0 < m < k) kiszamolja, hogy mekkora
eséllyel van pontosan k szomszéd, amibdl pontosan m darab fert6zott, majd ezeket
megszorozva az F'(7) értékkel, vagyis a megfert6zédés indikitoraval, és dsszegezve
megkapja a valasztott csics megfert6z6désének valoszintiségét, feltéve, hogy erede-
tileg nem volt fert6zott. Emellett beleszamoljuk azt is, ha mar eredetileg is fert6zott
volt a cstcs.

Most irjunk fel egy hasonld egyenletet ¢-ra, egy szomszéd fert&zottségének va-
loszintiségére. Ezel6tt megemlitiink egy gyakori modszert, amit tobbszor is fogunk

alkalmazni.

Megjegyzés. Halozatelméletben, amikor egy véletlenszertien valasztott fokszam el-
oszlasat vizsgaljuk, akkor természetesen az eredeti p; fokszédmeloszlast hasznéljuk.
Azonban ha egy kiévetkezd cstcs fokszamanak eloszlasat vizsgaljuk, ahova az eredti
cstcsbol egy él mentén jutottunk, akkor méar érdemes meggondolni, hogy milyen
eloszlassal modellezziik ezen cstics fokszamanak eloszlasat.

Mivel éleket kovetve nagyobb valdszintiséggel jutunk egy nagy fokszami csticsba,
igy ha egy ¢l mentén jutunk egy csticsba, akkor erre a csicsra a fokszameloszlas:
D) = %pk, ahol z = Y77 | kpy, vagyis az atlagos fokszam. A kpy, szorzatban a k szor-
zOtényezd azt reprezentalja, hogy egy k fokszamu csiicsba k darab szomszédjabol
léphetiink be. A z atlagos fokszammal osztés az 1-re normalas miatt szerepel. Ezt

az 1j eloszlast nevezziik tobbletfokszam eloszlasnak.

Ezzel a modositott fokszam eloszlassal felirhaté egy hasonld egyenlet:

= po+ (1 = po) i Spk :Zlo (k; 1) ¢"(1—q " F (%) (4.3)

k=

ahol z =Y.~ | kpy. Ebben az egyenletben kihasznaljuk azt a feltevést, hogy a kiin-
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dulési csics alapbol nem fert6zott.

Ezzel egy fixpont-egyenletet kaptunk ¢-ra, amibdl p is adodik. A p azt is megmu-
tatja, hogy a végsd kaszkad a csticsok mekkora hanyadat fedi, igy a p értéket végsé
méretként is értelmezhetjiik. Kutatasok alapjan a lokalis fa-szertiség feltevése mel-
letti eredmény meglehetdsen jol kozeliti a kialakult valodi kaszkad méretét.

A fixpontegyenlet megoldhat6 a
n+1 = po+ (1 = po)G(qn) (4.4)

rekurzioval n = 0,1, .. .-re, ahol
0= & Glo) = T, b T8 (51— o ().
A po-1ol feltessziik, hogy kicsi, 0-hoz nagyon kozeli az értéke.
Vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett alakul ki egy, a graf csicsainak
nagy részére kiterjedd, globalis fert6zés (akar nagyon kis szamu eredetileg fert6zott

csiesbol indulva). Ehhez fejtsiik hatvanysorba a G(q) = > -, Ciq' kifejezést. Az

- 500 tm()

k=l4+1 n=0

egyiitthatok:

Az els6rendii kozelitést beirva kapjuk, hogy a 4.4 rekurzi6 novekeds lesz (legalabb-

is indulaskor), ha (1 — po)Cy > 1, vagyis » ., ME=D) ) [F (%) — F(O)} >

z 1=po”

Szimulaciok azonban azt mutattak, hogy ez a feltétel nem elégséges egy globa-
lis kaszkad kialakulasahoz. [19] Egy masodrendi feltételt bevezetve sokkal jobban

visszakaphatjuk a szimulaciok eredményeit. Ha

(Cl — 1)2 — 40002 -+ 2p0(Cl — 012 — 202 + 40002) <0 (45)

teljesiil, akkor a ¢ = po + (1 — po)(Co + C1q + Csq?) masodrendd kozelités adta

egyenletnek nincs ¢ = 0-hoz kozeli megoldasa, igy lesz globélis mérett kaszkad.

4.2.2. Generatorfiiggvény alapt megkozelités

A varhato végss kaszkddméret meghatarozasara mutatunk egy mésik modszert.
[18]
Ehhez nevezziink veszélyeztetettnek egy olyan cstcsot, amelynek £k fokszamara
R > %, vagyis egyetlen szomszédjanak aktivalodasa elegendd a cstics megfert6zo-
déséhez. Legyen px = P[R < %] annak a valészintisége, hogy egy k fokszamu csics
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4. Rendszerkockédzat modellezése halozatokkal

veszélyeztetett lenne. Ez egy rogzitett R mellett visszaadja az el6z8 részben szerepld
F(z) = Ij,> gy indikatort. Ezzel a jeloléssel egy cstics veszélyeztetettségét megkapjuk

a kovetkezd generatorfiiggvény egyiitthatoiként:
Go(x) = Z PR (4.6)
k=0

Egy él mentén egy véletlenszerti szomszédos csiicsra menve kapjuk a szomszédos
csics veszélyeztetettségének generatorfiiggvényét (ismét a modositott tobbletfok-

szam eloszlast hasznalva):

_ > oney kppra®™t G

Cr(@) 21211 kp oz

(4.7)

Itt az x kitevGje azért k — 1, mert mivel egy él mentén 1éptiink be a cstucsba, igy a
fokszama legalabb 1, igy csak onnantél kezdve érdekelnek a valészintiségek.

Emellett irjuk fel a veszélyeztetett klaszterek méretének generatorfiiggvényét:

Hy(z) = Z O, (4.8)

Hi(x) = Z 02", (4.9)

ahol 6,, annak a valoszintisége, hogy egy cstics egy n méreti veszélyeztetett csticsok-
bol allo Osszefiiggd részgrafban van benne, mig 6,, annak a valdszintisége, hogy egy
csucs véletlenszertien valasztott szomszédja van benne egy n méretd veszélyeztetett

klaszterben. Ezzel a definicidval a kovetkezs egyenlGség all fenn:

Ennek a bizonyitasahoz elészor gondoljuk meg, hogy G;(1) annak a valoszintisége,
hogy egy véletlenszertien valasztott szomszéd veszélyeztetett, hiszen G1(1) pont az
egyiitthatok Osszege, és az egyiitthatok annak a valoszintiségei, hogy egy k fokszamu
szomszéd veszélyeztetett. Ezt Osszegezve épp annak a valoszintiségét kapjuk, hogy
a szomszéd veszélyeztetett. 1 — G1(1) = (1 — G1(1))2" {gy annak a valdszintisége,
hogy egy véletleniil valasztott szomszéd egy 0 elemi veszélyeztetett klasztert alkot
(vagyis nem veszélyeztetett).

A G1(Hi(x)) kompozicié pedig pont azt a generatorfiiggvényt fogja adni, aminek
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4. Rendszerkockédzat modellezése halozatokkal

egyiitthatoi annak a valoszintiségei, hogy egy veszélyeztetett szomszéd tovabbi szom-
szédja benne vannak egy n méret veszélyeztetett klaszterben, vagyis egyiitt egy
n + 1 méretd veszélyeztetett klasztert alkotnak. Ezt z-szel szorozva és hozzaadva az
(1 — G41(1))2° kifejezéshez épp a H;(x) generdtorfiiggvényt kapjuk.

Hasonlo érveléssel lathatjuk, hogy:

Ho(z) = 1 — Go(1) + 2Go(Hi(X1)). (4.11)

Ebbdl a varhato veszélyeztetett klaszterméretet a Y oo nb, = > ;o nf,1"* kife-
jezéssel kapjuk, ami épp a Hj(1) derivalt. Abba beirva a Hy(x) és Hy(x)-re kapott
kifejezéseket egy fixpontegyenletet kapunk, aminek a megoldésa pontosan akkor lesz
globélis mérettd, ha z < G{j(1) = Y77, k(k — 1)uxpy. Ebbe gy, helyére F(3)-t frva
épp az eléz6 részben kapott elsérendi feltételt kapjuk, ha F'(0) = 0, és py 0-hoz tart.

4.2.3. A modell hasznalata

Az el6bb megismert fertézés terjedési modell pénziigyi rendszerekre valo alkal-
mazéasahoz definidljuk a halézatot a szokasos modon, a csicsok a pénziigyi intézetek,
az ¢lek pedig a koztiik levd hitelezési kotelezettségek.

Egy intézet pénziigyi mérlegén bell bontsuk szét az eszkozoket a pénziigyi haldozaton
beliili A? eszkozokre és azonkiviili AX eszkozokre. Ugyanigy a forras oldalon legyenek
kiilon rendszeren beliili L’ kotelezettségek és rendszeren kiviili LX kotelezettségek,

valamint a tékét jeloljiik E-vel. Ekkor az i. szerepld fizet6képes, ha

Al+ A - L] - LY >0,

vagyis K > 0. Tételezziik fel, hogy ha egy bank fizetésképtelenné valik, akkor egyik
kotelezettségét se teljesiti semmilyen mértékben. Tegyiik fel tovabba, hogy az inté-
zetek belsé tékeattéte, vagyis 2—1 = R > 0 alland6 minden ¢ szereplére, valamint az
Al kivetelések egyenletesen oszlanak el az i-vel szomszédos (vagyis i-nek tartozo)
cstcsok kozott. Igy egy szerepls akkor lesz fizetésképtelen, ha a neki tartozo intéze-
teknek tobb, mint R-ed része fizetésképtelenné valik.

Igy ilyen feltevések mellett az R szam lesz a megfelels kiiszob, aminél ha tobb fer-
t6z0tt (most fizetésképtelen) szomszédos csucs van, akkor a kiinduléd cstcs is meg-
fert6zodik. Ezzel modellezhetévé valik a fizetésképtelenség tovaterjedése és hatasai,

amely egy tijabb modszer a rendszerkockazat mérésére.
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5. fejezet

Rendszerkockazat modellezése

Hawkes-folyamattal

A rendszerkockazat helyes modellezésének az a célja, hogy az egyes piaci szerep-
16ket elérd krizis-események (példaul egy cs6desemény) mas szereplGkre is hatéassal
lehetnek, névelhetik a hasonl6é események bekdvetkezésének valoszintiségét. Ez a me-
chanizmus az el6fordulédsok Osszecsoportosulasat, klaszterezdését okozza. Ennek a

modell-szinti megfogéasara alkalmas az tn. Hawkes-folyamat hasznalata. [20]

5.1. Alapdefinici6k

7. Definicio. Adott egy (2, .4, P) valoszintiségi mez6. Az N : [0, 00) x 2 — N mono-
ton novs, nemnegativ egész értéki sztochasztikus folyamatot szamlalo folyamatnak

nevezzik.

Egy szamlalo folyamatot jellemez az intenzitasvektora:

8. Definicid. Az (N;)i>o szamlalo folyamat intenzitasvektora:
A = lima—o ATME[ Ny a — Vi F.

Az intenzitas az ugrasok t-beli feltételes varhato értéke a t idépont elétti informéaciok
ismeretében. A Hawkes-folyamat esetén az intenzitasvektor a kordbbi ugrasok egy
nemnegativ egyilitthatos linearis kombinacidja lesz, igy biztositva egy Ongerjeszts

tulajdonsagot.
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5. Rendszerkockazat modellezése Hawkes-folyamattal

9. Definici6. A Hawkes-folyamat egy olyan N; d-dimenziés szamlalo folyamat,

amelynek intenzitasvektoranak koordinatai a kévetkezdk:
N = i X [0t — )2,
ahol 1 € RY, @ : [0, 00) — R™? matrix-értéki magfiiggvény, amire:
o W (t) >0Vt >0raesVi,je{l,... d}re
o OWI(t) =0Vt <OraésVi,je{l,...,d}re.

o D (t) fiiggvény integralhato L'-értelemben Vi, j € {1,...,d}-re.

5.1.1. Beépités egy modellbe

Tegytik fel, hogy a piacon M darab pénziigyi szereplé van (réviden: bankok).
Minden egyes banknak van valamennyi tékéje (példaul készpénztartaléka), amelynek

a logaritmusanak alakulasara a kovetkezd dinamikét feltételezziik:

i M

i_ @ i i T L G T
dXi = M;(Xf—Xt)dtJrath + ddN, (5.1)
minden i € {1,..., M} piaci szereplére.

A sztochasztikus differencidlegyenlet mogott az a koncepcio, hogy a kevesebb téké-
vel rendelkez6 bankok kolesont vesznek fel a tobblettel rendelkezd bankoktol, és az
egyes intézetek hitelezési aktivitasat egy a € RM, a; > 0 vektor kontrollalja. A loga-
ritmus dinamikajaban a tobbletet /hidnyt a kiilonbség vételével hatarozzuk meg, ami
a sima tékére nézve a hanyados vételével ekvivalens, tehat a relativ szuficit/deficit
aranyaban vallalnak /kérnek hitelt a bankok.
A W, folyamat egy M-dimenziés Brown-mozgas, ¢s 0 € RM o > 0 a szérast meg-
hataroz6 paraméter.
Az N, folyamat egy M-dimenziés Hawkes-folyamat, vagyis egy ongerjeszté folyamat,
ami az egyes szereplSket éré sokkokat reprezentédlja. A ¢ € RM™, ¢ < 0 negativ para-
méter allitja a sokkok negativ hatasait az egyes bankok tékéjének alakulésara. Az i.
bank sokkjainak hatasit a j. bankra a magfiiggvény ®%(¢) értékébdl olvashatjuk ki.
Természetesen az X folyamat néhany koordinatajaban lehet negativ. Akkor
mondjuk egy bankra, hogy cs6dbe ment, ha a t&kefolyamatanak logaritmusa egy

D < 0 szint ala esik. Ekkor tovabbra is szerepel a piacon, és kap kolesont mas
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5. Rendszerkockazat modellezése Hawkes-folyamattal

bankoktol. Mindaddig cs6dosnek nyilvanitjuk, amig el nem éri djra a 0 szintet a
folyamat.

Az egyenletet a kovetkezs egyszertibb alakban is fel lehet irni:

dX} = d'(X, — X})dt + o'dW; + ¢'dN}, (52)

ahol X, = ﬁ 224:1 XF a bankok rendelkezésre allo tékéjének logaritmikus atlaga.
Ebben a felirasban latszik, hogy a folyamat atlaghoz visszahtzo.
Bizonyithato, hogy egy igy definialt sztochasztikus differencialegyenletnek létezik

egyértelmi megoldasa. [21]

5.1.2. Szimulacidok

Legyen a Hawkes-folyamat magfiiggvénye exponencidlisan lecsengé és azonos
minden bank-parra, vagyis ®(t) = ae ™ Vi,j € {1,..., M}, ahol a = %, B = %,
¢s a Hawkes-folyamat intenzitdséhoz adodo konstans p; = 12 Vi € {1,..., M}-re.
Emellett az X folyamat definiciojaban szereplé W Brown-mozgast kicseréljiik egy
W folyamatra, amelyre Wi = pW° + /1 — p2W¢, Vi € {1,..., M}-re, ahol W°
fiiggetlen Wi-t6l Vi € {1,..., M}-re. Ezzel beemeliink egy kozos WO zajt, amely
minden bankra hatéssal van, és egy p mértéki korrelaciot okoz.

A szimulaciok Borovykh et al. [21] tanulményaban taldlhatok meg.

Elgszor 10 részvényre szimulaltak a kovetkezs harom esetet (Euler-Maruyama diszk-

retizalassal, 100 lépésre):

e 1. eset: Nincs hitelezés (vagyis a azonosan 0), csak fiiggetlen Brown-mozgasok

vannak és 0 = 1 azonosan, nincs ugrofolyamat

e 2. eset: Van hitelezés (a = 10 azonosan), a Brown-mozgasok korrelaltak (p =

0.2) és 0 = 1 azonosan, nincs ugrofolyamat

e 3. eset: Van hitelezés (a = 10 azonosan), a Brown-mozgasok korrelaltak (p =

0.2) és 0 = 1 azonosan, Hawkes-folyamat is szerepel és ¢ = —0.2 azonosan
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5. Rendszerkockazat modellezése Hawkes-folyamattal

Ezekkel a kovetkezs log-téke alakulasokat kapjuk (az esetek sorrendjében):

0 20 [ 60 80 100 o 20 a0 €0 80 00

5.1. dbra. A szimulalt log-tke folyamatok a kiilonb6z6 esetekre [21]

Az abrakon lathato, hogy az els6 esetben a kiilonb6z6 bankok folyamatai teljesen
fiiggetleniil alakulnak, azonban a mésodik esetben mér egy jelentGs atlaghoz vissza-
huzés figyelhetd meg. A harmadik esetben a sokkok (mint a Hawkes-folyamat ugra-
sai, szines pottyokkel jelolve) megjelenésével egy negativ tendencia jott els. Emellett
az ugrasok bekovetkezésein lathatd a klaszterezddés, ez legerésebben a szimuléciod
végén észlelhetd.

A szimuléciokat ugy is elvégezhetjiik, hogy a sokkot reprezentald ugrofolyamat
egy Poisson-folyamat. A Poission-folyamat egy olyan szamlalofolyamat, amelynek
intenzitasa konstans. Ezéltal nincs semmilyen ongerjeszté tulajdonsaga, a bankokat
egymastol fiiggetleniil érik a sokkok, exponencialis eloszlast kovets idSkozonkeént.
Erre modellezve egy két bankbol allo rendszert a kovetkezs végéallapotokat kapjuk a

log-t&ke folyamatra:

5.2. abra. A szimulaciok végallapotai Poisson-, illetve Hawkes-folyamat esetén [21]

Ezen az abran lathato, hogy a Hawkes folyamat esetén jobban egyiitt mozog a két

szerepld, és extrémebb negativ értékek is realizalédnak a szimulaciok soran.
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5. Rendszerkockazat modellezése Hawkes-folyamattal

A cikk egy mésik eredményét is érdemes még kiemelni. A csédbe keriil bankok
szaméanak relativ gyakorisagat vizsgélva az vehet6 észre, hogy hitelezés nélkiil ez egy,
a kozépértékre (5) szimmetrikus eloszlas, mig a 2. esetben egy lecsengd stirtiséget
kapunk. A Hawkes-folyamatot beemelve pedig egy kezdetben lecsengs, azonban a
maximalis (10) értéknél jelentGsen magasabb értéket felvevd eloszlast kapunk az
ongerjesztés miatt.

Az értekezésben targyalt eredmények ramutatnak, hogy a Hawkes-folyamatok
felhasznalasa alkalmas a pénziigyi piacok szereplGit éré sokkok modellezésére, ha
szeretnénk a krizis-események klaszterez6dését, ongerjesztését beépiteni a modelle-
zésbe.

A rendszerkockazat mérése soran a cél épp ezen tulajdonsig hatasanak vizsgélata,
igy a fejezetben bemutatott Hawkes-folyamat egy tjabb alkalmas megkozelités a

pénziigyi szereplSk Osszekapcsoltsagabol fakadd kockazat modellezésére.
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6. fejezet
Osszegzés

A szakdolgozat soran a rendszerkockézat témakorét vizsgaltuk. A bevezetésben

lathattuk, hogy korabbi elhanyagolasa mekkora szerepet jatszott a 2008-as vilagval-
sag idején. Ebbdl kiindulva az ilyen fajta kockdzat mérése, szamszertisitése a modern
pénziigyi matematika egyik fontos és gyakran kutatott teriilete. Az ezutan kovetke-
z6 fejezetekben néhény lényegesen eltérd megkozelitést targyaltunk. Ezekben kozos
volt, hogy a pénziigyi szereplék t6kéjének alakulasat, hianyat vagy egy megkovetelt
szinttol valo eltérését vizsgalta.
El6szor egy egyszertibb intuicidkon alapuld, azonban valés adatokkal dolgozo,
konnyen megvalosithatd modszert ismertiink meg, amelyben a nagy wjitast jelen-
t6 gépi tanulés is jol alkalmazhato. Az eljaras kulcsa, hogy feltérképezze a hoza-
mok kapcsolatat a piaci illetve vallalati karakterisztikakkal és az adott szereplSkre
haté hozamokkal. Az Osszetett hatds-mechanizmusok kozelitésére alkalmas fejlett
Machine Learning médszereket hasznalni a lehets legjobb eredmény érdekében. Az
Osszefliggés feltérképezése utan vizsgallhatova valik, hogy egy krizis-esemény soran
mekkora tékehidny alakul ki egyes piacokon, amely jol reprezentalja a rendszerben
rejlé kockazatot.

A kovetkezs fejezetben ezen eljaras mintajara egy sajat koddal probéaltunk be-
pillantani a rendszerkockazat mérésébe. Valos piaci adatokkal szimulalva, és néhany
gépi tanulésos modszer kiprobalasaval néhany érdekesség mellett lathattuk, hogy mi-
lyen hatalmas pénzmennyiség bevonasanak sziikségét okozhatja egy krizis-esemény
bekovetkezése.

A folytatasban a pénziigyi piacok szerepl6i kozotti hitelezési kapcsolatok haloza-

tokon modellezését targyaltuk. Ekkor a {6 vizsgalando jelenség az volt, hogy egyes
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6. Osszegzés

intézetek fizetésképtelensége milyen eredményhez vezethet.

Az els6 részben a kifizetések végss allapotainak meghatarozasara lattunk egy al-
goritmust. A rendszerszintd Osszekapcsoltsag negativ hatasa itt is mérhetéve valik
annak meghatarozasaval, hogy a rendszer szereplGi az eredeti koveteléseiknek mek-
kora részét fogjak ténylegesen megkapni.

A mésodik részben pedig egy fertézés-terjedési modellt vizsgéltuk. Ez a modszer azt
reprezentalta, hogy néhany fizetésképtelen (fert6zott) szerepls hogyan fertézi tovabb
a szomszédait, és a végallapota mekkora fert6zott kaszkadot eredményez. Kutatasok
bizonyitottak, hogy kezdetben elég a piac kis részének fizetésképtelensége ahhoz,
hogy globalis méreti fertézést okozzon a rendszerben.

Mindkét modszer a halézatokon modellezett rendszer 0sszekottettségébdl eredd le-
hetséges problémaforrasok egy-egy megkozelitését mutatta be.

Az utolso fejezetben pedig egy Gjabb megkozelitését lattuk a probléménak, amely
egy Ongerjeszté intenzitasu szaméldfolyamat, a Hawkes-folyamat alkalmazasat mu-
tatta be. A hasznélatit az egyes szereplSket érd sokkok egyszerre bekovetkezése
motivalta, amelyet megfelelen vissza is ad a moddszer. A hasznalata valamilyen
folyamat modellezésekor beépiti a rendszerszintd krizis-események elGfordulasat az
adott modellbe.

Osszességében harom nagyon kiilonb6z6 modszert lathattunk a pénziigyi rend-
szerek Osszekapcsoltsagabol ereds veszélyek, kockdzatok meghatarozasara, amely
fontos teriilete a pénziigyi matematikanak. A sajat program elkészitésekor is érez-
hetd volt, hogy a probléma nagyon sok moédon megfoghatd. A dolgozat célja a rend-
szerkockazat mérésének szamos modszere koziil néhany korbejarasa és elsajatitasa

volt.
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Koszonyetnyilvanitas

Eztton szeretném megkoszonni témavezetémnek, Backhausz Agnesnek a renge-
teg segitséget, amely lehetévé tette a szakdolgozat megirasat. Az érdekes témaajan-
las mellett a folyamatos tanacsai és alapos, részletes javaslatai nagyon gordiilékennyé
tették a dolgozat elkészitését.

Emellett halaval tartozom eddigi tanaraimnak, barataimnak, akikt6l rengeteg

ismeretet szereztem az évek soran.
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IRODALOMJEGYZEK

MIl-eszkozhasznalati nyilatkozat

Alulirott, Csoti Kristof, nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése sorén az aldbb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI-alapu eszkozoket alkalmaztam:

Feladat

Felhasznalt eszkoz

Felhasznalas helye

Megjegyzés

Nyelvhelyesség

GPT-4turbo

Teljes dolgozat

Helyesiras-ellenérzés

A felsoroltakon til méas MI-alapu eszkozt nem hasznaltam.
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