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1. fejezet: Bevezetés  

 

1.1. Termékenység  

Egy adott ország népességének a méretét és korszerkezetét három tényező befolyásolja, a 

halálozás, a migráció és a termékenység. Magyarország népessége több, mint 40 éve folyamatosan 

csökken, a KSH adatai szerint 2024-ben 9,58 millió fő él hazánkban, míg 1980-ban 10,7 millió fő 

élt. Ennek a csökkenésnek az egyik oka a természetes fogyás, vagyis az, hogy a halálozások száma 

meghaladja a születések számát, melyet még a pozitív migrációs mérleg sem tud kompenzálni (1. 

ábra). 

 

1. ábra Magyarország népességét alakító tényezők (forrás: KSH) 

A születések száma szintén csökkenő tendenciát követ, ez a folyamat már az 1950-es években 

elkezdődött. Ezt a jelenséget elsősorban a termékenység mérséklődése, illetve a szülőképes korú 

(15-49 éves) női népesség létszámának a folyamatos csökkenése magyarázza. 

A termékenység mérésére a leggyakrabban a teljes termékenységi arányszámot (TFR) használják. 

A KSH meghatározása alapján ez a mutatószám azt fejezi ki, hogy egy nő átlagosan hány 
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gyermeket szülne az élete során, amennyiben az adott év kor szerinti születési arányai lennének 

érvényesek végig a reproduktív életszakaszában. Egy ország népességének a hosszútávú 

önfenntartásához (reprodukciójához) a teljes termékenységi arányszámnak el kellene érnie a 2,1 

értéket, az úgynevezett reprodukciós szintet. Magyarországon a mutatószám értéke 2010 óta ugyan 

mérsékelten növekedett 2021-ig, azonban az 1,61-es értékével (2021-ben) továbbra is 

számottevően elmarad a reprodukciós szinttől. Ez a tartósan alacsony termékenység közvetlenül 

hozzájárul a népesség fogyásához és a társadalom elöregedéséhez. 

 

2. ábra: Teljes termékenységi ráta alakulása Magyarországon, Európában és a világban  

(forrás: ENSZ: World Population Prospects 2024, saját szerkesztés) 

A 2. ábra jól szemlélteti, hogy a teljes termékenységi ráta Európában 1975 óta tartósan a 

reprodukcióhoz szükséges 2,1-es szint alatt marad (ezt a szintet a zöld vízszintes vonal jelöli). A 

mutató 1950-től a 2000-es évek elejéig jellemzően egy csökkenő trend mentén alakult. Ezt 

követően egy enyhe emelkedési szakasz figyelhető meg 2017-ig, ami után a teljes termékenységi 

ráta szintje ismét csökkenésnek indult.  

A teljes termékenységi ráta csökkenése nem csupán európai, hanem globális tendencia. Sőt, a 

világátlag TFR csökkenésének üteme gyorsabb, mint az Európára jellemzőé. Ennek 

eredményeként 1965 és 2023 között a globális teljes termékenységi ráta szintje hozzávetőlegesen 
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a felére esett vissza. Mindazonáltal a világátlag – a jelentős csökkenés ellenére - 2023-ban még a 

reprodukciós szint felett maradt, értéke 2,25 volt.  

Magyarország esetében volt a legváltozékonyabb a teljes termékenységi ráta alakulása 1950 és 

2023 között. Ennek egyik legmarkánsabb példája az 1952-ben bevezetett népességpolitikai 

intézkedések (köztük az abortusztilalom és a gyermektelenségi adó), melyek hatására 1954-re a 

termékenység jelentősen megugrott, elérve a teljes vizsgált időszak legmagasabb értékét. Az 1950-

1956 közötti időszakot Ratkó-korszaknak is nevezik az intézkedéseket bevezető egészségügyi 

miniszterről (Ratkó Anna). 1956-ban kivezetésre, illetve módosításra kerültek ezek az 

intézkedések, mely a teljes termékenységi ráta csökkenését vonta maga után. 

A Magyarországra jellemző teljes termékenységi ráta idősorában a második kiugró érték (1974-

1975 körül) szintén a Ratkó-korszak eredménye, ekkor értek szülőképes korba a Ratkó-korszakban 

született gyerekek (Ratkó-gyerekek). Az ő gyerekeiket, akik az 1970-es évek közepén születettek 

nevezik Ratkó-unokáknak. Az 1980-as évektől kezdődően a teljes termékenységi ráta szintje 

csökkeni kezdett, mely tendenciát az 1985-ben bevezetett GYED, illetve 1990-ben a családi pótlék 

kiterjesztése sem tudott visszafordítani (Rédei, 2006). 

A 2008-ban bekövetkezett gazdasági világválság hatására a teljes termékenységi ráta szintje 2011-

ben elérte a mélypontját (1,25 volt az értéke). A kormány a kedvezőtlen demográfiai tendencia 

kezelésére 2012-től kezdődően a családpolitikai támogatások körét kibővítette, például családi 

adóalap-kedvezményeket, illetve a kormányzati Otthonteremtési programot is bevezette (a további 

családpolitikai támogatásokat lásd például az Állami Számvevőszék (2019) A családtámogatások 

rendszere Magyarországon című elemzésében). Ezen intézkedések hatására a teljes termékenységi 

ráta egészen a COVID-19 világjárvány elterjedéséig emelkedett (2021-ben az értéke 1,61 volt).  

Egy másik mutatószám, melyet a fertilitás mérésére szoktak használni az életkor-specifikus 

termékenységi ráta (a későbbiekben „ASFR”). Ez megmutatja az élveszületések számát egy adott 

évben és korcsoportban 1000 nőre vetítve. Ennek az 1950 és 2020 közötti alakulása, illetve az 

egyes korcsoportokra jellemző termékenységi ráták megoszlása látható a 3. ábrán: 
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3. ábra: Életkor-specifikus termékenységi ráta alakulása Magyarországon (1950-2020) 

(forrás: HFD, saját szerkesztés) 

A 3. ábráról két fő tendencia is leolvasható. Egyrészt a termékenységi ráták alakulásában 1950 és 

2010 között egy jelentős mértékű csökkenés figyelhető meg, melyet a 2010-es évektől kezdődően 

egy enyhén emelkedő szakasz követ (ez a növekedés a korábban említett családpolitikai 

támogatásokkal magyarázható). Ezenkívül látható, hogy a nők szüléskori átlagos életkora az 

utóbbi évtizedekben a 20-as éveik elejéről a 30-as éveik elejére tolódott el (ezt a KSH adatai is 

alátámasztják: 1980-ban a szülő nők átlagos életkora 24,95 év volt, míg 2023-ban ez kitolódott 

30,54 éves korra). Az ábrán, illetve az elemzés további részében is az anyák szüléskori 

átlagéletkora az összes szüléskor betöltött átlagos életkorra utal, tekintet nélkül a születési 

sorrendre. 

 

1.2. Nemzetközi kitekintés 

Ahogy korábban már említésre került a termékenységi ráta csökkenése globális jelenség, nem csak 

Magyarországra jellemző. Az afrikai országok többségét kivéve a világ legtöbb államában ennek 

a mutatónak az értéke nem éri el a népesség önfenntartásához szükséges 2,1-es szintet. Ez – 

különösen a fejlett országokban – hozzájárul a népesség csökkenéséhez, illetve elöregedő 

társadalomszerkezethez vezet. 



9 

 

 

4. ábra: Teljes termékenységi ráta 2022-ben az európai országokban (forrás: Eurostat) 

Az európai országok közül az Eurostat adatai szerint 2022-ben Franciaországban volt a 

legmagasabb a teljes termékenységi ráta, az egy nőre jutó élveszületések száma 1,79 volt. A ráta 

legalacsonyabb értéke pedig – az európai országok közül – Máltán volt megfigyelhető 1,08-as 

értékkel 2022-ben. Magyarország 1,55-ös teljes termékenységi arányszáma ebben az évben 

meghaladta az európai átlagot, mely 1,46 volt. 

A nők szüléskori életkorának a kitolódása sem csak hazánkra, hanem egész Európára jellemző 

tendencia. 2022-ben Európában a nők átlagéletkora szülésnél 31,1 év volt, míg Magyarországon 

ennél némileg alacsonyabb, 30,43 év. 

Annak ellenére, hogy a teljes termékenységi ráta Európában csökken, a kontinens népessége 1960 

óta – bár lassuló ütemben, de – folyamatosan növekszik.  Egészen 2011-ig ennek az emelkedésnek 

a fő oka a természetes népességnövekedés volt, vagyis az, hogy a születések száma meghaladta a 

halálozásokét. 2012-től kezdődően azonban ez a trend megfordult, a halálesetek száma haladta 

meg a születések számát. Azóta a népességnövekedés a pozitív migrációs mérlegnek köszönhető, 

mely a természetes fogyást is ellensúlyozza Európában az Eurostat népesség és népességváltozási 

statisztikái szerint. 
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1.3. Nyugdíjrendszer fenntarthatósága 

A Világbank modellje szerint a megfelelő nyugdíjrendszer három pilléren alapul, ahol mindegyik 

pillér saját célokat szolgál és különböző kockázatokkal kell megküzdenie (World Bank, 2008). Az 

első pillér egy kötelező, állami, „pay-as-you-go” elven működő rendszer, vagyis a munkavállalók 

által befizetett járulékok azonnal kifizetésre kerülnek a nyugdíjakra, nincs tőkefelhalmozás. A 

legtöbb országban az első pillér biztosíja a nyugdíj kifizetések legnagyobb részét, köztük 

Magyarországon is (annak ellenére, hogy a magyar nyugdíjrendszer jelentősen eltér a Világbank 

által ajánlott 3 pilléres nyugdíjmodelltől). A második pillér egy kötelező, feltőkésített pillér, 

melynek célja az, hogy a munkavállalók számára (az első pilléren felüli) nyugdíjat biztosítson. 

Ennek az értékét a munkavállaló aktív évei alatt befizetett járulékok alapján határozzák meg. A 

harmadik pillér pedig egy önkéntes, egyéni megtakarításokon alapuló pillér. Fő célja a kiegészítő 

nyugdíj biztosítása önálló megtakarítások révén. Ez a pillér a legrugalmasabb, az egyén dönti el, 

hogy mekkora összeget és milyen formában takarít meg. 

Egy nyugdíjrendszerrel szemben az egyik legalapvetőbb elvárás, hogy rövid és hosszú távon is 

fenntartható legyen, vagyis a bevételek és a kiadások egyensúlyban legyenek. A költségvetési 

szempontból való fenntarthatóság érdekében a nyugdíjrendszereknek alkalmazkodniuk kell a 

demográfiai, társadalmi-gazdasági és szemléletbeli változásokhoz is. A fejlett gazdaságok két fő 

demográfiai kihívással néznek szembe, egyrészt a már említett csökkenő termékenységi ráta, 

másrészt a növekvő várható élettartam lehetséges negatív hatásaival (IMF, 2012).  

A „pay-as-you-go” elven működő nyugdíjrendszer (mely például Európában is az elsődleges 

nyugdíjrendszer) tehát a munkavállalók befizetett járulékán alapul. A termékenységi ráta 

csökkenése a születések számának a visszaeséséhez, hosszútávon pedig várhatóan a 

munkavállalók számának a csökkenéséhez és a társadalom elöregedéséhez vezet, aminek számos 

kritikus következménye van a nyugdíjrendszerre nézve. Ilyen következmény például az időskori 

eltartottsági ráta növekedése, vagyis a nyugdíjasok száma a munkaképes korú népességhez – 15-

64 éves kor közöttiek – viszonyítva megnő (az MNB (Hudák et al. 2015) által kiadott jelentésben 

2060-ra várhatóan az időskori függőségi ráta Magyarországon 52%, míg az európai átlag 50% 

lesz).  A nyugdíjrendszer fizetőképességét is veszélyezteti ez, hiszen a járadékigénylők aránya 

megnő a járulékfizetőkhöz képest. A fizetőképesség fenntartásához (a jelenleg érvényben lévő 
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keretek mellett) szükséges lehet vagy a munkavállalók által befizetett járulékok növelése vagy a 

nyugdíjjáradékok nagyságának a csökkentése.  

A növekvő várható élettartam szintén hozzájárul a társadalom elöregedéséhez, illetve az időskori 

függőségi ráta növekedéséhez. Emellett az egyéneknek és az államnak is kockázatos az, hogy 

nem tudja előre, hogy egy személy meddig fog élni, nem tudja pontosan felmérni a jövőben 

várható kiadásait. Ezt a kockázatot (a várható élettartam alacsonyabb a tényleges élettartamnál) 

hosszú élet kockázatának (longevity risk) nevezik (IMF, 2012). 
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2. fejezet: Szakirodalmi áttekintő 

 

A jelenlegi nyugdíjrendszer fenntarthatósága szempontjából vitathatatlanul fontos kérdés az, hogy 

az élettartam folyamatos növekedése mellett hogyan változik a jövőben a termékenység. A 

fertilitás pontos előrejelzése létfontosságú elem mind a népesség- és a munkaerő alakulásának az 

előrejelzéséhez, mind pedig a kormányzati politika számára az erőforrások elosztásáról való 

tervezéshez és azzal kapcsolatos döntéshozatalhoz (pl. gyerekgondozás, oktatás, lakhatás). Ennek 

ellenére a fertilitás előrejelzésére korántsem helyeztek eddig akkora hangsúlyt, mint a mortalitás 

jövőbeli változásának a modellezésére.  

Az emberi termékenység egy olyan bonyolult és dinamikus folyamat, melyet számos biológiai, 

gazdasági és társadalmi tényező befolyásol. Jelentős hatással lehet rá például az, hogy mekkora 

költségei vannak a gyereknevelésnek, mekkora a rendelkezésre álló jövedelem, illetve az is, hogy 

a nők oktatását és foglalkoztatottságát illetően milyen társadalmi normák alakultak ki az adott 

országban, kultúrában (Hilton et al. 2019). 

A termékenységet előrejelző modelleket eredetileg életkor-specifikus termékenységi ráták 

kiegyenlítésére, vagy hiányzó kohorsz adatok becslésére tervezték, hosszútávú előrejelzések 

készítésére kevésbé volt elterjedt a használatuk. Ezek a modellek általában determinisztikusak, a 

bizonytalanságot nem veszik figyelembe. A közelmúltban azonban megjelentek olyan módszerek, 

ahol a bizonytalanság már a modellezés része, sztochasztikus előrejelzést adnak a fertilitás jövőbeli 

alakulására. Ezek közül meg lehet különböztetni parametrikus, szemi-parametrikus és 

nemparametrikus előrejelző modelleket is.  

A parametrikus modellek közé tartozik Keilman és Pham (2000) megközelítése is, melyben a 

termékenység előrejelzéséhez feltették, hogy a születések száma egy Poisson folyamattal írható le, 

ahol a folyamat intenzitása az anya életkorától függ. Továbbá azt is feltételezik a modellezés során, 

hogy egy adott évre vonatkozóan a termékenység életkori mintázata Gamma-eloszlást követ. A 

Gamma-eloszlást a tanulmányban négy paraméter segítségével definiálják a következőképpen:  

𝑓𝑥 =
1

𝛤(𝛼3)
𝛼1𝛼2

𝛼3(𝑥 − 𝛼4)𝛼3−1 exp[−𝛼2(𝑥 − 𝛼4)] , 𝑥 ≥ 𝛼4, (2.0) 
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ahol 𝑓𝑥 az x életkorhoz tartozó termékenységi rátát jelöli, az 𝛼1 a teljes termékenységet, az 𝛼4 

pedig a gyerekvállalás alsó korhatárát. Az 𝛼2 és az 𝛼3 közvetlenül közgazdasági tartalommal nem 

rendelkezik, azonban áttranszformálva a következő két paramétert kapjuk: 

𝛽1 = 𝛼4 +
𝛼3

𝛼2
 

𝛽2 =
𝛼3

𝛼2
2

, 

ahol 𝛽1 az átlagos életkor gyerekvállaláskor, 𝛽2 pedig a varianciát jelöli ebben az életkorban. 

Ennek a négy paraméternek az értékét a tanulmány Norvégia éves, 1900-1995 közötti adatain 

becsüli. A szerzők kiemelik, hogy a Gamma-eloszláson kívül más eloszlások is jól illeszkednek az 

adatokra, azonban ennek az eloszlásnak az előnye a paraméterek interpretálhatósága (Keilman és 

Pham, 2000). 

További, a norvég 1900-1995 közötti adatokra jól illeszkedő eloszlás a fertilitás modellezéséhez 

például Coale és McNeil (1972) által használt Laplace-eloszlás, mely modellt később Knudsen és 

társai (1993) újraparamétereztek ARIMA modellel való előrejelzéshez. Congdon (1990) a 

Hadwiger függvényt használta londoni adatokon való predikcióhoz Hilton és szerzőtársai (2019) 

tanulmánya szerint. 

Szemi-parametrikus modellt mutat be Booth (1984) a kutatásában, a Gompertz modellnek egy 

változatát. A Gompertz modell a kumulált fertilitásra, 𝐹(𝑥)-re ad egy összefüggést a Gompertz 

függvény segítségével: 

𝐹(𝑥) = 𝐹𝐴𝐵𝑥−𝑥0        0 < 𝐴 < 1, 0 < 𝐵 < 1, 0 < 𝐹, 

ahol 𝑥0 tetszőleges origója az életkorskálának (𝑥-nek), 𝐹 a teljes termékenység, 𝐴 a teljes 

termékenység 𝑥0 éves korig elért aránya, míg 𝐵 a fertilitás alakulásának a varianciáját jellemzi. 

Ennek a modellnek több transzformáltja is van, ezek közül az egyik leghíresebb a – Booth (1984) 

által is bemutatott – Relációs Gompertz modell. 

A nemparametrikus modellek a termékenység előrejelzéséhez általában dimenziócsökkentő 

módszereket alkalmaznak, például főkomponens-elemzést. Ez a megközelítés párhuzamba 

állítható a Lee-Carter modellel és annak változataival/kiterjesztésével, mint ahogy ezt Shang és 

szerzőtársai (2011) meg is teszik. Tanulmányukban 6 fertilitás előrejelzési módszer pontosságát 

(2.2) 

(2.3) 

(2.1) 
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hasonlították össze, a Lee-Carter modellt és két változatát, illetve a Hyndman-Ullah modellt 

(nemparametrikus modell, mely főkomponens-elemzést használ az előrejelzés készítéséhez) és 

annak szintén két kiterjesztését. A kutatás eredménye szerint a Lee-Carter és azt alapul vevő 

modellek jobban teljesítenek a termékenység prediktálásában (az elemzést 14 fejlett ország adatain 

végezték, a pontosságot pedig az átlagos abszolút előrejelzési hiba (MAFE) és az átlagos 

előrejelzési hiba (MFE) alapján értékelték).  

A fertilitási ráták előrejelzéséhez a bayesi megközelítésű modellek használata is elterjedt, például 

Ellison és szerzőtársai (2020) egy hierarchikus bayesi modellt mutattak be a tanulmányukban. A 

modell alapja egy nem teljes Lexis-felület, azaz a termékenységi ráták becsléseinek a hőtérképe 

életkor és születési kohorsz függvényében ábrázolva. Egy adott korú nők kohorszára vonatkozó 

termékenységi rátát úgy becsültek meg, hogy az élveszületések számát elosztották a nők számával. 

Az adatokat felosztották két részre: a historikus (a teljes kohorszokat tartalmazza) és a kortárs 

részre (a nem teljes kohorszokat tartalmazza). A modell alapját a historikus adatok képezik. 

Előzetes eloszlást (prior) határoztak meg a (hiper)paraméterekhez, amelyet utána frissítettek úgy, 

hogy a Bayes-tétel segítségével kombinálták az információját az adott ország megfigyelt, kortárs 

rátáival eredményül kapva ezzel a posteriori eloszlást a teljes kortárs Lexis-felület paramétereire. 

A prior eloszlások meghatározásához vették minden (𝑐, 𝑎) kohorsz-kor kombinációhoz (ahol 𝑐 =

1, … , 𝐶 a születési kohorszokat, 𝑎 = 1, … , 𝐴 pedig a nők életkorát jelöli) a megfigyelt születés 

számot (𝑁𝑐𝑎), a nők számát (𝑊𝑐𝑎) és a tényleges fertilitási rátát (𝜃𝑐𝑎), melyek segítségével az 

átlagos születésszámot is meghatározták: 𝜇𝑐𝑎 = 𝑊𝑐𝑎𝜃𝑐𝑎. A születésszámról feltették, hogy 𝜇𝑐𝑎 

paraméterű Poisson eloszlást követ, vagyis 𝑁𝑐𝑎~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜇𝑐𝑎), a 𝜃𝑐𝑎-t pedig logaritmikus skálán 

modellezték (ez biztosítja, hogy ne legyen negatív előrejelzés). Definiálták a 𝚽-t, mely 𝐴 × 𝐻 

mátrix (ahol a 𝐻 az összes vizsgált ország historikus kohorszainak száma) és a 𝛑-t, mely ezzel 

egyenértékű mátrix a logaritmikus skálán (𝛑𝑎ℎ = log(𝚽𝑎ℎ) , 𝑎 = 1, … , 𝐴, ℎ = 1, … 𝐻). A 𝛑 első 

három főkomponensét az 𝐗 (𝐴 × 3-as) mátrix jelöli. A modell alapja a bevezetett jelölésekkel: 

log(𝜃𝑐𝑎) = [𝐗𝜷]𝑎 + 𝜀𝑐𝑎, 

ahol 𝜷 = (𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) a főkomponensek súlya a regresszióban (melyek priori eloszlása 

𝛽𝑖~𝑁(0,302)), a 𝜀𝑐𝑎 pedig a hibatag. Ezután a Lexis felületet felosztották 3 részre, az A régiót 

csak az első kohorszban lévő kohorsz-életkor kombinációkkal rendelkező 𝜀𝑐𝑎-k alkotják, a B 

(2.4) 
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régiót a 2-5. kohorszban lévők, a C régiót pedig a többi kohorszban lévők. Az egyes régiókhoz 

tartozó priori eloszlások: 

𝜀1𝑎~𝑁(0, 𝜎2
2), 𝑎 = 1, … , 𝐴, 

𝜀𝑐𝑎~𝑁(𝜌1𝜀(𝑐−1)𝑎, 𝜎3
2), 𝑏 = 2, … 5, 

𝜀𝑐𝑎~𝑁{𝜌2𝜀(𝑐−1)𝑎 + 𝜌3(𝜀(𝑐−1)𝑎 +△(𝑐−1)𝑎), 𝜎4
2}, 𝑐 = 6, … 𝐶, 

ahol △(𝑐−1)𝑎= (
1

30
)(10𝜀(𝑐−1)𝑎 − 𝜀(𝑐−2)𝑎 − 2𝜀(𝑐−3)𝑎 − 3𝜀(𝑐−4)𝑎 − 4𝜀(𝑐−5)𝑎) a tengelymetszet 

nélküli lineáris regresszió 5 hibatényezőre vonatkozó meredekségbecslője. Feltették továbbá, hogy 

𝜎𝑖~𝑁+(0, 0,252) és 𝜌𝑖~𝑁+(0, 0, 52), ahol 𝑁+(. , . ) a fél-normál priort jelöli. A modell illesztését 

Hamiltonian Monte Carlo módszernek a „no-U-turn” mintavételező változatával végzik. 

Shang és Booth (2020) a tanulmányukban a termékenységi ráták előrejelzésének pontosságának a 

növelése érdekében a modell-átlagolás módszerét használták. Ennek a lényege, hogy több 

előrejelzést átlagolnak, melyek eltérő struktúrájú és komplexitású modellek eredményei (illetve 

más feltételezéseken is alapulnak). A modell-átlagolás módszerében az egyes predikciókhoz 

különböző súlyokat rendelnek, az előrejelzés a ℎ időpontra a következőképp fejezhető ki: 

𝑦̂𝑛+ℎ|𝑛,𝑀 = ∑ 𝑤𝑙𝑦̂𝑛+ℎ|𝑛,𝑀𝑙

𝐿

𝑙=1

, 

ahol 𝑀 a modell-átlagot, 𝑀𝑙 az egyes modelleket (𝑙 = 1, … , 𝐿), 𝑦̂𝑛+ℎ|𝑛,𝑀𝑙
 az 𝑙-edik modellhez 

tartozó ℎ időpontra vonatkozó pontbecslést, 𝑦̂𝑛+ℎ|𝑛,𝑀 a modell-átlagolás becslését, míg a 

(𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝐿) az egyes modellekhez rendelt súlyokat (∑ 𝑤𝑖 = 1)𝑖  jelöli. A modell-átlagolásnak 

több változata van attól függően, hogy milyen elv szerint rendel súlyokat a modellekhez (a 

legegyszerűbb elv például az, amelyik egyenlő súlyokat rendel mindegyikhez). Shang és Booth 

(2020) az elemzésében 4 különböző súlyrendelési elvvel vizsgálta 6 előrejelző modell 

predikciójának az átlagát. 

 

 

 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 
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2.1. ENSZ termékenységi ráta előrejelzése 

Az ENSZ gazdasági és szociális ügyekért felelős minisztériuma a World Population Prospects 

2024 nevű publikációjában minden egyes tagországára vonatkozóan bemutatja az általa becsült 

népesség alakulásának az előrejelzését. Ehhez predikciókat készít a termékenységi ráták és a 

mortalitási ráták, illetve a migráció alakulására is különböző feltevések, szcenáriók mellett. 

A teljes termékenységi rátát (egy nő esetében az átlagos élveszületések száma 55 éves koráig 

feltéve, hogy addig életben van és az adott évben a termékenysége a megfigyelt életkor-specifikus 

termékenységi ráta szerint alakul) és az életkor-specifikus termékenységi rátát (egy nőre eső 

születések száma az adott korban) is Bayesi hierarchikus modellel becsülték a publikációban 1950 

és 2023 között. Ez a modell figyelembe veszi a különböző adatforrásokból származó empirikus 

becslésekhez kapcsolódó torzításokat és bizonytalanságot.  

Az életkor-specifikus termékenységi ráták becsléséhez a 15 és 49 év közötti öt év hosszúságú 

korcsoportokra megbecsülték a logit-skálázott fertilitási rátákat Bayesi hierarchikus modellel, amit 

a demográfiai felmérésekből származó empirikus adatokra illesztettek. Ezután az ötéves 

korcsoportokra vonatkozó termékenységi rátákból az úgynevezett Calibrated Spline módszerrel 

éves fertilitási rátákat számoltak. Végül ezeket a becsléseket kiigazították úgy, hogy minden egyes 

időszakban az éves életkor-specifikus termékenységi ráták koronként számított összege 

megegyezzen a teljes termékenységi rátával az adott évben. 

Az ENSZ a publikációjában 2024 január 1.-től kezdődően jelezte előre a termékenységi rátákat 

2100-ig. A termékenységi ráták előrejelzését több forgatókönyv mellett is elkészítették, ebből az 

egyik az „átlagos fertilitás” szcenáriója, amely azt feltételezi, hogy a fertilitási ráták a Bayesi 

hierarchikus modell segítségével megbecsült adatok átlagos trajektóriája szerint alakul. A 

predikciók alapja a demográfiai átmenet elmélete, vagyis az, hogy a termékenység történelmi 

alakulása három nagy szakaszra osztható: magas termékenység, átmenet és alacsony termékenység 

szakaszokra. Az előrejelzéshez az egyes országokat három csoportra osztották aszerint, hogy az 

adatok alapján melyik szakaszhoz tartoznak. Például, ha 1950-2023 között a teljes fertilitás 

maximális értéke 5,5 alatt volt (vagyis 5,5 szülésnél kevesebb jutott egy nőre), akkor feltették, 

hogy már 1950 előtt belépett az adott ország az átmeneti szakaszba. 
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A termékenységi ráták sztochasztikus előrejelzését két különálló folyamatra bontották. Az első 

folyamat a magas termékenységből az alacsony termékenységbe való átmenetet hivatott 

modellezni. Az átmeneti szakaszban lévő országok esetében a termékenységcsökkenés üteme 

szisztematikus csökkenésből és véletlen tényezőkből áll össze. A szisztematikus csökkenés ütemét 

egy adott szinten kettős logisztikus csökkenési függvénnyel modellezték le, melynek a 

paramétereit a Bayesi hierarchikus modellel becsülték meg, amely a csökkenés paramétereinek 

országspecifikus eloszlását eredményezte. Ez a modell hierarchikus, hiszen az egyes országok 

múltbeli adatain kívül figyelembe veszi az összes országra vonatkozó globális tapasztalatokat is a 

kettős logisztikus függvény paramétereiben. 

A második folyamat egy idősoros modell a termékenység előrejelzésére feltételezve, hogy a 

termékenységi szint hosszútávon egy országspecifikus szint felé konvergál (az országspecifikus 

szinteket szintén Bayesi hierarchikus modellel határozták meg). 

A jövőbeli teljes termékenységi ráták alapján meghatározták az egyes korosztályokra vonatkozó 

életkor-specifikus termékenységi rátákat, az előrejelzéshez pedig két projekció súlyozott átlagát 

vették. Az első azt feltételezi, hogy a ráták egy globális szinthez konvergálnak, a második pedig 

azt, hogy az országspecifikus trendek a jövőben is folytatódnak. Az előrejelzés ezáltal figyelembe 

veszi azt, hogy az egyes országok mikor léptek a demográfiai átmenet harmadik szakaszába. 
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3. fejezet: Módszertan 

 

3.1. Lee-Carter modell 

A népesség fokozott elöregedésével az elkövetkező évtizedekben az időskorúak az erőforrások 

egyre nagyobb részét fogják elhasználni, elfogyasztani. Ez az állami és a magánszektornak is egy 

komoly terhet jelent, hiszen komoly pénzügyi kockázatokkal jár például a jelenleg működő 

nyugdíjrendszerre nézve. Hosszútávon a hosszú élet kockázata a gazdaságok pénzügyi stabilitását 

is veszélyeztetheti, emiatt fontos a megfelelő felkészülés, aminek egyik elengedhetetlen része a 

népesség alakulásának pontos előrejelzése. 

A mortalitás előrejelzésére már több, eltérő módszertanú modellt is használnak, ezek közül a Lee-

Carter modell a legelterjedtebb. Az 1980-as évekig a halandósági ráták előrejelzéséhez használt 

modellek determinisztikusak voltak, matematikai képleteken vagy szakértői megítélésen 

alapultak. Azóta azonban már elterjedtek a sztochasztikus előrejelzési módszerek, köztük az előbb 

említett Lee-Carter modell is, mely 1992-ben jelent meg. Lee és Carter a tanulmányában 1900 és 

2065 között modellezi és jelzi előre ezzel a módszerrel a mortalitást amerikai adatokra 

vonatkozóan. Ez a modell egy extrapolatív eljárás, nem veszi figyelembe a változások mögött álló 

lehetséges okokat, illetve számos másik módszertől eltérően nem feltételez felső korlátot az emberi 

élettartamnak.  

A Lee-Carter modell a 𝑚𝑥,𝑡 értékekből indul ki (𝑥 = 1,2, …, 𝜔 és 𝑡 = 1,2, …, 𝑇), melyek az 𝑥-edik 

korcsoporthoz és a 𝑡-edik naptári évhez tartozó központi halálozási ráták. A Lee-Carter modell 

alapegyenlete ennek a rátának az alakulását írja le:  

ln𝑚𝑥,𝑡 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑘𝑡 + 𝜀𝑥,𝑡, 

ahol felteszi, hogy 𝜀𝑥,𝑡~𝑁(0, 𝜎2) hibatagok függetlenek. Ekkor az ln𝑚𝑥,𝑡 ráták is függetlenek és 

eloszlásuk:  

ln𝑚𝑥,𝑡~𝒩(𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑘𝑡, 𝜎2) (3.1.1) 

(3.1.0) 
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Az 𝑎𝑥 értelmezhető úgy, mint az átlagos logaritmikus mortalitás az egyes korcsoportokban, ezek 

az értékek jelenítik meg a halandóság életkor szerinti tipikus alakulását (Vékás, 2019).  A 𝑏𝑥 a 

halandóság alakulásának az életkortól, míg a 𝑘𝑡 az időszaktól függő becsülendő paraméterei. A 𝑘𝑡 

az úgynevezett mortalitási index, az általános mortalitási szint időbeli javulását reprezentálja. 

Lineáris csökkenése esetén minden életkor-specifikus halálozási ráta exponenciálisan csökken a 

maga független, állandó ütemével (Basellini et al, 2023). A 𝑏𝑥 egyfajta életkorfüggő érzékenységet 

jelöl, az egyes életkorokban megmutatja, hogy mennyire érzékeny a logaritmikus mortalitási ráta 

a 𝑘𝑡 változására: 

𝔼(ln𝑚𝑥,𝑡+1 − ln𝑚𝑥,𝑡) = 𝑏𝑥(𝑘𝑡+1 − 𝑘𝑡)   (𝑡 =  1, 2, . . . , 𝑇 −  1) 

Ezek alapján tehát, ha a mortalitási index egységnyivel nő/csökken egy időegység alatt, akkor 

ennek hatására az adott életkorhoz tartozó logaritmikus halandósági ráta várható nő/csökken 𝑏𝑥 

egységgel, a halandósági ráta pedig az 𝑒𝑏𝑥-szeresére változik (Vékás, 2019). A paraméterekre a 

következő vektorokat vezetjük be: 

𝐚 =  [

𝑎1

𝑎2

⋮
𝑎𝑋

]        𝐛 =  [

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑋

]        𝐤 =  [

𝑘1

𝑘2

⋮
𝑘𝑇

] 

A Lee-Carter modell egy alulparaméterezett modell, ami identifikációs problémát okoz, hiszen így 

a paraméterek nem egyértelműek. Belátható például, hogy ha (𝐚, 𝐛, 𝐤) paraméterek megoldása az 

egyenletnek, akkor (𝐚, 𝐛𝑐, 𝐤/𝑐) és (𝐚 − 𝐛𝑐, 𝐛, 𝐤 + 𝑐) is megoldása bármely c skalár mellett, ahol 

𝑐 ≥ 0 (Basellini et al, 2023). Az eredmény egyértelműségének az értelmében a szerzők két további 

feltételt vezettek be: 

∑ 𝑏𝑥 = 1𝑇𝑏 = 1

𝑋

𝑥=1

 

∑ 𝑘𝑡 = 1𝑇𝑘 = 0

𝑇

𝑡=1

 

 

 

(3.1.4) 

(3.1.5) 

(3.1.2) 

(3.1.3) 
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3.1.1. Paraméterek becslése 

A paraméterek megbecslése maximum likelihood módszerrel történik. A paraméterek becsléséhez 

a (3.1.1) log-likelihood függvényét maximalizáljuk a (3.1.4) és (3.1.5) feltétel mellett: 

𝑙(𝐚, 𝐛, 𝐤, 𝜎) = −
1

2
𝑋𝑇ln(2𝜋) − 𝑋𝑇ln𝜎 −

1

2𝜎2
∑ ∑(ln𝑚𝑥,𝑡 − 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥𝑘𝑡)2

𝑇

𝑡=1

𝑋

𝑥=1

 

Ennek a maximuma a hibanormalitás feltételezése mellett tetszőleges 𝜎 > 0 esetén ott lesz, ahol 

az eltérés-négyzetösszeg minimális: 

𝑆𝑆𝐸(𝐚, 𝐛, 𝐤) = ∑ ∑(ln𝑚𝑥,𝑡 − 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥𝑘𝑡)2

𝑇

𝑡=1

𝑋

𝑥=1

 

A célfüggvény folytonosan differenciálható és az 𝑎𝑥 paraméterekre vonatkozóan nem tettünk fel 

megkötést, így az optimális megoldásban az 𝑆𝑆𝐸(𝐚, 𝐛, 𝐤) 𝑎𝑥 paraméterek szerinti parciális 

deriváltjai 0-val lesznek egyenlőek: 

𝜕𝑆𝑆𝐸(𝐚, 𝐛, 𝐤)

𝜕𝑎𝑥
= −2 ∑(𝑙𝑛𝑚𝑥,𝑡 − 𝑎̂𝑥 − 𝑏̂𝑥𝑘̂𝑡) = 0     (𝑥 = 1,2, … , 𝑋)

𝑇

𝑡=1

 

Ebből az összefüggésből és a (3.1.5) megkötésből következik, hogy 𝑎̂𝑥 értékei megegyeznek az 

ismert log-mortalitási ráták átlagos értékeivel: 

𝑎̂𝑥 =
1

𝑇
∑ ln𝑚𝑥,𝑡

𝑇

𝑡=1

    (𝑥 = 1,2, … , 𝑋) 

A továbbiakhoz bevezetjük az 𝑚̃𝑥𝑡-t, mely a centrált logaritmikus halandósági rátát jelöli: 

𝑚̃𝑥𝑡 = ln𝑚𝑥𝑡 −
1

𝑇
∑ ln𝑚𝑥𝑡

𝑇

𝑡=1

   (𝑥 = 1,2, … 𝑋, 𝑡 = 1,2, … , 𝑇) 

A centrált logaritmikus halandósági rátákat egy mátrixba rendezzük: 

𝐌 = [

𝑚̃11 𝑚̃12 ⋯ 𝑚̃1𝑇

𝑚̃21 𝑚̃22 ⋯ 𝑚̃2𝑇

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑚̃𝑋1 𝑚̃𝑋2 ⋯ 𝑚̃𝑋𝑇

] 

(3.1.7) 

(3.1.9) 

(3.1.10) 

(3.1.6) 

(3.1.8) 

(3.1.11) 
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Ezen kívül bevezetjük a következő normát tetszőleges 𝐂 ∈ ℝ𝑟x𝑠 mátrixra: 

‖𝐂‖𝐹 = √∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗
2

𝑠

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

 

A (3.1.9) összefüggés és a (3.1.4) és (3.1.5) feltételek mellett, illetve a most bevezetett mátrixot és 

normát felhasználva, a (3.1.7) célfüggvény a következő alakra egyszerűsödik: 

𝑆𝑆𝐸(𝐚̂, 𝐛, 𝐤) = ‖𝐌 − 𝐛𝐤𝑇‖𝐹
2  

Az optimális megoldás megadásához szükség van a szingulárisérték-felbontásra és az Eckart-

Young-Mirsky approximációs tételre (a tételeket és a részletes levezetést lásd például Vékás 

(2019) tanulmányában).  A 𝐛𝐤𝑇alakú mátrixok egységnyi rangúak, ezért a két lineáris algebra tétel 

következménye, hogy a (3.1.13) összefüggést minimalizálják az alábbi paraméterek egy 𝛽 ∈ ℝ, 

(ahol 𝛽 ≠ 0) esetén: 

𝐛̂ =
1

𝛽
𝐮1, 

𝐤̂ = 𝛽𝛿1𝐯1, 

ahol az 𝛿1 az 𝐌 = 𝐔∆𝐕𝑇 mátrix első szingulárisértéke, az 𝐮1 az 𝐌 mátrix első bal, míg a 𝐯1 az 

első jobb oldali szingulárisvektorai. A 𝛽 értékét úgy kell megválasztani, hogy a (3.1.4) és (3.1.5) 

megkötések teljesüljenek. Az első megkötés teljesül akkor, ha a 𝛽 konstans értéke az 𝐮1 vektor 

koordinátáinak összege, vagyis 𝛽 = 𝟏𝑇𝐮1 ≠ 0. A (3.1.5) megkötés teljesül a (3.1.10) összefüggés 

és az M mátrix felírásából, felhasználva a szingulárisérték-felbontás tételét (levezetést lásd Vékás 

(2019) publikációjában). 

 

3.1.2. A mortalitási index kiigazítása és időbeli alakulása 

Az előbb bemutatott becslés nem veszi figyelembe a korcsoportok halálozási gyakoriságait, illetve 

létszámait sem, vagyis egyenlő súlyt rendel minden korcsoporthoz. Emiatt Lee és Carter a 

tanulmányukban javasolja a mortalitási index tapasztalati adatokhoz történő kiigazítását. 

Kiigazítás nélkül a fiatalabb korcsoportokban jobb becslést kapnánk a halandóságra, mint az 

(3.1.12) 

(3.1.13) 

(3.1.14) 

(3.1.15) 
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idősebb korosztályok esetében. A következő egyenletrendszer megoldása alapján lehet 

meghatározni a kiigazított mortalitási indexet: 

𝐤̂𝑎𝑑𝑗 = {𝐤 ∈ ℝ𝑇: 𝐷𝑡 = ∑ 𝐷𝑥𝑡 = ∑ 𝐸𝑥𝑡
𝑐 𝑒𝑎𝑥+𝑏𝑥𝑘𝑡

𝑋

𝑥=1

         (𝑡 = 1,2, … 𝑇)}

𝑋

𝑥=1

, 

ahol a korcsoporttól és időszaktól függő központi kitettséget jelöli a 𝐸𝑥𝑡
𝑐 > 0, a 𝐷𝑥𝑡 ∈ ℕ pedig a 

haláleseti gyakoriságokat. A kiigazított mortalitási index használata esetén a megfigyelt 

halálesetek számai az egyes időszakokban megegyeznek a modellbeli várható értékükkel.  

A kiigazított mortalitási index idősora egy eltolásos véletlen bolyongás, tehát egy ARIMA(0,1,0) 

folyamattal modellezhető (Vékás, 2019): 

𝑘̂𝑡
𝑎𝑑𝑗

= 𝑘𝑡−1
𝑎𝑑𝑗

+ 𝑠 + 𝜙𝑡      (𝑡 = 2,3, … 𝑇), 

ahol 𝑘̂1
𝑎𝑑𝑗

∈ ℝ egy adott kezdőérték, az 𝑠 ∈  ℝ paraméter az eltolás mértéke (drift), 𝜙𝑡 a véletlen 

hibatagokat jelöli, melyek független, azonos normális eloszlású valószínűségi változók 0 várható 

értékkel és 𝜎2 > 0 szórásnégyzettel. A hibatagok nem csak egymástól, hanem az alapegyenletbeli 

𝜀𝑥,𝑡 hibatagoktól is függetlenek. Ezek alapján tehát a kiigazított mortalitási index lineáris 

sztochasztikus folyamatot követ, aminek a növekményei függetlenek. 

A (3.1.17) egyenlet átrendezésével kapjuk, hogy az elsőrendű differenciái a kiigazított mortalitási 

indexnek független, normális eloszlású valószínűségi változók azonos paraméterekkel: 

𝑘̂𝑡
𝑎𝑑𝑗

− 𝑘̂𝑡−1
𝑎𝑑𝑗

~𝒩(𝑠, 𝜎2)     (𝑡 = 2,3, … , 𝑇) 

Maximum likelihood módszert használva a két paramétert meg tudjuk becsülni: 

𝑠̂ =
1

𝑇 − 1
∑(𝑘̂𝑡

𝑎𝑑𝑗
− 𝑘̂𝑡−1

𝑎𝑑𝑗
) =

𝑘̂𝑇
𝑎𝑑𝑗

− 𝑘̂1
𝑎𝑑𝑗

𝑇 − 1

𝑇

𝑡=2

, 

𝜎̂2 =
1

𝑇 − 1
∑(𝑘̂𝑡

𝑎𝑑𝑗
− 𝑘̂𝑡−1

𝑎𝑑𝑗
− 𝑠̂)2

𝑇

𝑡=2

 

Az eltolásos véletlen bolyongás trendparaméterére a növekmények függetlensége és normalitása 

miatt a következőképp írható fel a konfidenciaintervallum: 

(3.1.16) 

(3.1.17) 

(3.1.18) 

(3.1.20) 

(3.1.19) 
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ℙ (𝑠̂ − 𝑡
1−

𝛼
2

(𝑇 − 2)
𝜎2

√𝑇 − 1
< 𝑠 < 𝑠̂ + 𝑡

1−
𝛼
2

(𝑇 − 2)
𝜎2

√𝑇 − 1
) = 1 − 𝛼, 

ahol a 0 < 𝛼 < 1 adott szignifikanciaszintet jelöl, míg a 𝑡1−
𝛼

2
(𝑇 − 2) az 1 −

𝛼

2
 valószínűségi 

szinthez tartozó kvantilise a 𝑇 − 2 szabadságfokú Student-eloszlásnak. 

A Lee-Carter alapvető célja a halandósági ráták előrejelzése. Ehhez elég a modell egyetlen olyan 

paraméterét előrejelezni, ami függ az időtől, vagyis a (kiigazított) mortalitási indexet. Ennek a 

jövőbeli értékeit a (3.1.18) összefüggés extrapolálásával kaphatjuk meg: 

𝔼(𝑘̂𝑇+𝑗
𝑎𝑑𝑗

) = 𝔼(𝑘̂𝑇
𝑎𝑑𝑗

+ ∑(𝑘̂𝑇+𝑖
𝑎𝑑𝑗

− 𝑘̂𝑇+𝑖−1
𝑎𝑑𝑗

𝑗

𝑖=1

)) = 

= 𝑘̂𝑇
𝑎𝑑𝑗

+ ∑ 𝔼(𝑘̂𝑇+𝑖
𝑎𝑑𝑗

− 𝑘̂𝑇+𝑖−1
𝑎𝑑𝑗

) = 𝑘̂𝑇
𝑎𝑑𝑗

+ 𝑗𝑠̂

𝑗

𝑖=1

      (𝑗 = 1,2 … . ) 

A maximum likelihood becslőfüggvényéhez az előző egyenletbe behelyettesítettük az 𝑠̂-t, vagyis 

a driftes véletlen bolyongás folyamat trendparaméterét. A központi logaritmikus halandósági ráták 

előrejelzéséhez pedig ezt az egyenletet visszahelyettesítjük a Lee-Carter modell (3.1.0) 

alapösszefüggésébe: 

𝑙𝑛𝑚̂𝑥,𝑇+𝑗 = 𝑎̂𝑥 + 𝑏̂𝑥(𝑘̂𝑇
𝑎𝑑𝑗

+ 𝑗𝑠)̂      (𝑥 = 1,2, … , 𝑋,   𝑗 = 1,2, … ) 

 

3.1.3. Lee-Carter modell használata fertilitási adatokra 

A Lee-Carter modellt eredetileg halandóság előrejelzésére fejlesztették ki, de alkalmazható 

életkor-specifikus termékenységi ráták előrejelzésére is. A modell lényegében egy kétdimenziós 

mátrixot (kor és idő szerint a ráták) bont fel egy általános mintázatra (𝑎𝑥), egy időbeli trendre (𝑘𝑡) 

és arra a komponensre, hogy az egyes korcsoportok hogyan reagálnak erre az időbeli trendre (𝑏𝑥), 

ez a matematikai struktúra pedig nem specifikus a halandósági rátákra nézve. Az életkor-specifikus 

termékenységi rátákra a modellt a következőképp lehet felírni (𝑥 a kor, míg 𝑡 az idő jelölése): 

ln𝑓𝑥,𝑡 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑘𝑡 + 𝜀𝑥,𝑡, 

(3.1.21) 

(3.1.22) 

(3.1.23) 

(3.1.24) 
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ahol 𝑓𝑥,𝑡 az életkor-specifikus termékenységi rátákat jelöli. Az 𝑎𝑥 komponens értelmezhető úgy, 

mint az átlagos korprofil, az átlagos, időben konstansnak tekintett termékenységi görbét írja le. A 

𝑘𝑡 az időbeli trend, azt mutatja meg, hogy a termékenység általános szintje hogyan változik időben. 

A 𝑏𝑥 komponens pedig leírja, hogy az egyes korcsoportok termékenysége hogyan változik az 

általános trendhez képest. 

A termékenység előrejelzésénél gyakran nem a standard logaritmuson alapuló Lee-Carter modellt 

használják, hiszen az adatok között a reproduktív kor alatti és feletti életkorokban előfordulhat 0 

értékű ráta, amit az alapvető modell nem tud kezelni. Ennek a problémának a megoldására 

általában Poisson Lee-Carter modellel végzik az elemzést, mely tudja kezelni a 0 értékű 

eseményszámokat. Másik megoldási lehetőség, hogy az adattartományt leszűkítik és a 

termékenységet csak a reproduktív korú nőkre modellezik. 

 

3.2. Faalapú gépi tanulási módszerek 

Az alap Lee-Carter modell (illetve a Poisson Lee-Carter modell is) feltételezi, hogy az életkor-

specifikus termékenységi ráták alakulása viszonylag egyszerű struktúrával, egy átlagos 

kormintázattal (𝑎𝑥), egy általános időbeli trenddel (𝑘𝑡) és egy kor-specifikus válasszal a trendre 

(𝑏𝑥) jellemezhető. A főbb változásokat általában ezek a komponensek valóban jól megragadják, 

viszont a valós adatokban jelenlévő összetettebb, nemlineáris mintázatokat és egyéb 

szisztematikus hatásokat ez a modell nem tudja teljes mértékben leírni. A mintázatok, amiket a 

Lee-Carter modell nem tud megmagyarázni a hibatagokban vannak jelen. Amennyiben a 

hibatagok nem véletlen zaj folyamatok, hanem valamilyen struktúrát tartalmaznak, akkor a 

modellezés pontossága tovább javítható, ha ezt a további struktúrát is modellezzük (például fa 

alapú modellek segítségével). 

A fa alapú modellek előnye, hogy képes a nemlineáris kapcsolatok és a magyarázóváltozók 

közötti komplexebb interakciók feltárására, illetve nem igényelnek a hibatagok eloszlására 

vonatkozó további feltételezéseket. Abban az esetben, ha a hibatagok nem függetlenek, a fa alapú 

modellek képesek lehetnek ennek a struktúrának egy részét leírni, aminek segítségével a Lee-

Carter modell becslését finomhangolni lehet. 
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3.2.1. Döntési fa 

A döntési fa módszere egy olyan gépi tanulási algoritmus, melyet először Breiman mutatott be az 

1984-es tanulmányában. Ez a módszer mind regresszió, mind pedig klasszifikációs problémák 

esetén alkalmazható, a fő célja az előrejelzés. Előnye, hogy az eredménye vizualizálható és 

könnyen értelmezhető, illetve, hogy nincsenek matematikai feltevései a megfigyelt adatok 

sokasági viselkedésére. Hátránya viszont, hogy kevésbé robusztus, mint például egy lineáris 

regresszió, illetve a túlillesztésre is hajlamos. 

A döntési fa egy olyan nemparametrikus modell, mely az adatbázist ismételten felosztja a 

magyarázóváltozók, ℱ szerint úgy, hogy az így létrehozott részhalmazok minél homogénebbek 

legyenek az eredményváltozó, 𝑚 szerint. Az algoritmus minden csomópontban azonosítja a 

magyarázóváltozók szerinti lehetséges felosztásokat, majd ezek közül kiválasztja azt a változót és 

felosztási pontot, amely maximalizálja a homogenitást a függő változó értékeiben az egyes ágak 

mentén. Minden ág esetén új csomópont jön létre, ami alapján ismét fel lehet osztani az adatokat. 

Ezt az algoritmus addig folytatja, amíg a leállási feltétel nem teljesül.  

Bjerre (2022) tanulmányát alapul véve egy adott 𝑛 csomópontnál lévő adatok legyenek 𝑄𝑛-nel 

jelölve, a lehetséges felosztásokat pedig 𝜃 = (𝑓, 𝑠𝑛)-nel jelöljük, amely függ egy f 

magyarázóváltozótól és az 𝑠𝑛 felosztási ponttól. Minden 𝜃 szerint a 𝑄𝑛-t két részhalmazra osztjuk: 

𝑄𝑏𝑎𝑙
𝑛 (𝜃) = ( ℱ, 𝑚)|𝑓 ≤ 𝑠𝑛 

𝑄𝑗𝑜𝑏𝑏
𝑛 (𝜃) = 𝑄𝑛\𝑄𝑏𝑎𝑙

𝑛 (𝜃) 

Az optimális felosztásnak azt tekintjük, amely minimalizálja a heterogenitást (𝐻) az adott 

csomópontban: 

𝜃∗ = argmin
𝜃

𝐻(𝑄𝑛, 𝜃) =
𝑁𝑏𝑎𝑙

𝑛

𝑁𝑛
𝑀𝑆𝐸(𝑄𝑏𝑎𝑙

𝑛 (𝜃)) +
𝑁𝑗𝑜𝑏𝑏

𝑛

𝑁𝑛
𝑀𝑆𝐸 (𝑄𝑗𝑜𝑏𝑏

𝑛 (𝜃)), 

ahol 𝑁𝑏𝑎𝑙
𝑛  és 𝑁𝑗𝑜𝑏𝑏

𝑛  a megfigyelések számát jelölik a két részhalmazban (ezekre fennáll az, hogy 

𝑁𝑛 = 𝑁𝑏𝑎𝑙
𝑛 + 𝑁𝑗𝑜𝑏𝑏

𝑛 ) és  

𝑀𝑆𝐸(𝑄𝑛(𝜃)) =
1

𝑁𝑛
∑ (𝑚𝑖 − 𝑚̅𝑛)2

𝑖∈𝑁𝑛

, 

(3.2.0) 

(3.2.1) 

(3.2.2) 

(3.2.3) 



26 

 

ahol az 𝑚̅𝑛 =
1

𝑁𝑛
∑ 𝑚𝑖𝑖∈𝑁𝑛   az áltagos kimeneti értékek az adott csomópontban. Ezeket a lépéseket 

a leállási feltétel teljesüléséig ismételjük. Leállási feltétel lehet például az, ha az algoritmus eléri 

az előre meghatározott maximális csomópontok számát, illetve a kilépési feltétel lehet komplexitás 

paraméter („cp” paraméter) alapú is. Komplexitás alapú kilépési feltétel esetén az algoritmus csak 

addig végez további felosztásokat, míg az legalább egy előre (cp paraméterként) megadott 

értékben csökkenti az illeszkedési hibát. Emellett lecsökkenti a számítási időt is, mivel kiszűri 

azokat a felosztásokat, melyek nem javítják a modellt legalább cp értékkel, illetve a túlillesztés 

ellen is véd. 

Ez az algoritmus tehát a fa leveleinek a létszámokkal súlyozott átlagos heterogenitását próbálja 

minimalizálni. Osztályozás esetében Breiman 1984-es tanulmánya a heterogenitást a Gini-

mutatóval ragadja meg: 

𝐺 = 1 − ∑ 𝑓𝑖
2

𝑘

𝑖=1

, 

ahol 𝑘 a kategóriák száma, 𝑓𝑖 pedig az egyes kategóriák relatív gyakorisága egy levélen (vagyis a 

𝐺 egy levél heterogenitását méri). A felosztásokat úgy kell elvégezni, hogy azok a lehető legkisebb 

Gini-mutatójú csoportokat eredményezzék. A teljes fa heterogenitása: 

𝐺𝑡𝑟𝑒𝑒 = ∑ 𝑛𝑗𝐺𝑗

𝐿

𝑗=1

, 

ahol 𝐺𝑗 a levelek Gini-indexeinek az értékét, 𝑛𝑗  a levél elemszámát jelöli. 

 

3.2.2. Véletlen erdő 

A döntési fa módszere, ahogy már említésre került, hajlamos a túlillesztésre. Ezzel szemben, a 

véletlen erdő egy olyan döntési fára épülő algoritmus, melyre ez a probléma már nem jellemző. 

Az algoritmus első lépése egy mintavétel az adatokból bootstrap módszerrel. A bootstrap módszer 

egy olyan mintavételi módszer, amelyet elsősorban a mintavételi eloszlások, a becslések és azok 

megbízhatóságának megállapításához használnak. A mintavétel során a meglévő adatok közül 

veszünk egy mintát véletlenszerűen, visszatevéssel úgy, hogy a minta elemszáma megegyezzen az 

(3.2.4) 

(3.2.5) 
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eredeti tanító adatok megfigyeléseinek a számával. Ezen a mintán kiszámítjuk a kívánt statisztikai 

mutatót, majd a teljes mintavételt megismételjük. Az így kapott minták eloszlásával tudjuk 

vizsgálni a statisztikai becslések megbízhatóságát és változékonyságát (Hastie et al, 2001). 

A véletlen erdő algoritmusa tehát egy mintavétellel kezdődik a megfigyelésekből, melyet K-szor 

ismétlünk meg. Minden egyes mintán egy regressziós fát készítünk (jelölése: 𝑇𝑘, 𝑘 = 1, … 𝐾), 

majd a következő lépéssorozatot minden 𝑇𝑘 fán elvégzünk, amíg a leállási feltétel nem teljesül (a 

klasszikus döntési fa leállási feltételei): 

- Véletlenszerűen, visszatevés nélkül kiválasztunk 𝐹𝑛 magyarázóváltozót az 𝐹-ből, mely a 

magyarázóváltozók számát jelöli az  ℱ halmazban. 

- Kiválasztjuk az optimális magyarázóváltozó és osztópont által meghatározott lehetséges 

felosztását az 𝐹𝑛 -nek, mely minimalizálja a heterogenitást az adott csomópontban (tehát a 

(3.2.2) összefüggés alapján választunk). 

- Az optimális felosztást elvégezve kétfelé osztjuk az adatokat az adott csomópontban. 

A rekurzióból kapott regressziós fákból {𝑇𝑘}𝑘=1,…𝐾 „bizottságot” készítünk, az úgynevezett 

ensemble technikát alkalmazzuk. Ennek a módszernek a lényege, hogy több modell eredményének 

az egyesítésével próbálja javítani az előrejelzések pontosságát. A véletlen erdő egy döntési fákból 

álló ensemble (Bierre, 2022). 

 

3.2.3. Sztochasztikus Gradient Boosting 

A sztochasztikus gradient boosting egy gépi tanulási algoritmus, melyet az előzőekhez hasonlóan 

osztályozási és regressziós problémák esetében alkalmaznak. A véletlen erdőhöz hasonlóan a 

gradient boosting is több döntési fa modellt épít egyszerre, viszont a véletlen erdő algoritmusától 

eltérően itt a döntési fák nem függetlenek. Az 𝑛-edik modell az 𝑛 − 1-edik modell hibatagját veszi 

figyelembe, mint eredményváltozó. Az algoritmus végén a „bizottsági szavazás” helyett a 

modellek becsléseinek súlyozott átlaga adja az eredményt. A súlyozott átlaghoz a súlyokat a 

tanulási rátával lehet optimalizálni. A tanulási ráta egy olyan hiperparaméter, mely azt határozza 

meg, hogy a döntési fák becsléseit mennyire kiegyensúlyozottan vegye figyelembe az algoritmus 

az átlagolás során. Ennek a hiperparaméternek az értéke 0 és 1 közötti, ahol a 0 érték az egyenlő 
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súlyokat jelenti, az 1 pedig azt, hogy a legutolsó fa becslését vegye figyelembe maximális súllyal. 

1-hez közeli értékű tanulási ráta alkalmazása során a modell túlságosan nagy súlyt adhat az utolsó 

fák predikcióinak, amelyek célja a korábbi fák hibáinak korrigálása. Ez azonban problémát 

okozhat, mert miközben az utolsó fák képesek javítani azokat a megfigyeléseket, amelyeket a 

korábbi modellek hibásan becsültek, előfordulhat, hogy az első modellek jól teljesítő predikciói 

romlanak az új fák hatására. Ennek következményeként a túl nagy tanulási ráta a modell 

„túlreagálásához” vezethet, ami a kezdeti fák jól prediktált megfigyeléseire is kedvezőtlen hatással 

lehet, így csökkentve az általános teljesítményt. Emiatt fontos a tanulási ráta megfelelő beállítása, 

hogy a modell képes legyen a hibák korrekciójára, miközben megőrzi a korábbi modellek által jól 

becsült megfigyelések stabilitását. 

Az algoritmus első lépéséhez legyen 

𝑚̂0(ℱ) = argmin
𝛾

∑ 𝐿(𝑚𝑖, 𝛾)

𝑁

𝑖=1

, 

ahol 𝐿(𝑚, 𝛾) egy veszteségfüggvény, ami az eredményváltozó 𝑚 és a becsült értékek 𝛾 függvénye. 

Ismételjük a következő lépéseket 𝑘 = 1, … 𝐾-ig: 

- Számítsuk ki a pszeudo-maradéktagokat: 

𝑟𝑖,𝑘 = − [
𝜕𝐿 (𝑚𝑖,𝑚̂(ℱ𝑖))

𝜕𝑚̂(ℱ𝑖)
]

𝑚̂=𝑚̂𝑘−1

       (𝑖 = 1, … , 𝑁) 

- Véletlenszerűen kiválasztunk egy 𝑝 ∙ 𝑁 nagyságú részmintát az adatok közül, ahol a 

𝑝 konstans egy előre meghatározott részmintavételi arány. (A véletlen mintavétel előnye, 

hogy csökkenti a túlillesztés kockázatát.) 

- A kiválasztott részmintákkal az 𝑟𝑖,𝑘értékekre regressziós fát illesztünk, létrehozva ezáltal 

az 𝑅𝑗,𝑘 𝑗 = 1,2, … , 𝐽𝑘 „terminális régiókat”. 

- Meghatározzuk a kimeneti értékeket: 

𝛾𝑗,𝑘 =  argmin
𝛾

∑ 𝐿(𝑚𝑖,

ℱ𝑖∈𝑅𝑗,𝑘

𝑚̂𝑘−1(ℱ𝑖) + 𝛾)     (𝑗 = 1,2, … , 𝐽𝑘) 

- Az előző pontban kapott értékekkel meghatározzuk a 𝑚̂𝑘(ℱ) értékeket: 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

(3.2.8) 
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𝑚̂𝑘(ℱ) = 𝑚̂𝑘−1(ℱ) + ν ∑ 𝛾𝑗,𝑘𝐼(ℱ ∈ 𝑅𝑗,𝑘)

𝐽𝑘

𝑗=1

, 

ahol ν konstans, előre meghatározott tanulási ráta. 

A rekurzió végeztével a sztochasztikus gradiens boosting kimeneti értéke 𝑚̂(ℱ) = 𝑚̂𝑘(ℱ).  

Az algoritmushoz előre meg kell adni az iterációk számát és a tanulási rátát, melyek egymásra is 

hatással vannak. Az alacsony értékű tanulási ráta általában növeli a modell predikciós képességét, 

viszont magasabb számítási költség is kapcsolódik hozzá, vagyis több iteráció szükséges. 

 

3.3. ENSZ fertilitás előrejelző modellje 

A 2.1 fejezetben már említésre került, hogy az ENSZ minden egyes tagországára vonatkozóan 

elkészít a népesség alakulására vonatkozó előrejelzést, melynek az egyik eleme a termékenység 

alakulásának a vizsgálata. A következő két alfejezetben bemutatom azt a modellt, mellyel az ENSZ 

az elemzésében (World Population Prospects 2024) a megfigyelt nyers életkor-specifikus 

termékenységi ráták simítását végzi (3.3.1 fejezet), illetve az életkor-specifikus termékenységi 

ráták előrejelzéséhez használt modellt is (3.3.2 fejezet). 

 

3.3.1. Életkor-specifikus ráták becslése 

Az ENSZ által készített 2024-es népesség előrejelző tanulmány (World Population Prospects) 

elkészítéséhez használt adatokat különböző forrásokból gyűjtik, beleértve a népszámlálásokat, 

népesség-nyilvántartásokat és egyéb releváns adatbázisokat. Ahhoz, hogy az eltérő forrásokból 

származó adatokat a modellezéshez fel tudják használni először a mintavételi hibákat korrigálják. 

Ilyen mintavételi hiba például az is, hogy sok ország esetében a születések száma lefelé torzított, 

vagyis az egyes forrásokból származó adatok alapján becsült születésszám alacsonyabb, mint a 

tényleges születésszám. 

Az ENSZ tanulmányában az életkor-specifikus termékenységi rátákat 3 lépésben becsülik meg 

minden egyes ország esetében. Az első lépésben a rátákat Bayesi hierarchikus modell segítségével 

(3.2.9) 
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becsülik, melynek előnye, hogy a demográfiai elemzéseknél lehetővé teszi a különböző 

forrásokból származó adatok felhasználását, miközben figyelembe veszi a mintavételi 

bizonytalanságot és a lehetséges torzításokat is. Az életkor-specifikus termékenységi rátákat 10 és 

54 év közötti, öt év hosszúságú korcsoportokra határozzák meg (10-14, 45-49 és 50-54 korcsoport 

esetében eltérő paraméterekkel). 

A 15-44 év közötti öt év hosszúságú korcsoportok esetében logit-skálázzák a becsléshez az életkor-

specifikus termékenységi rátákat, így annak értéke 0 és 1 közé esik. Ezeket a logit-skálázott 

értékeket magyarázzák a következőképp (minden 𝑐 ország és 𝑡 év esetében): 

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝐴𝑆𝐹𝑅𝑐,𝑡) = 𝛼𝑐 log(𝐸𝐷𝑈𝑐,𝑡) + 𝑊𝑟,𝑑[𝑐,𝑡] + 𝑃𝑐,𝑡 +  𝜂𝑐, 

ahol 𝛼𝑐 log(𝐸𝐷𝑈𝑐,𝑡) a nők iskolai végzettségének (az adott ország női lakosságának az az aránya, 

akik bármely szintű oktatásban részesültek) az országspecifikus hatása, 𝑊𝑟,𝑑[𝑐,𝑡] a teljes 

termékenységi ráta regionális hatása (az 𝑟 index a régióra utal, melyben az adott 𝑐 ország 

található), 𝑃𝑐,𝑡 az országspecifikus időbeli ingadozás,  𝜂𝑐 az országspecifikus eltérés. Egy 𝜅𝑑 

értékrácsot határoznak meg 𝑑 ∈ {1, … , 𝑥) számára, ahol 𝑥 a számát jelöli azoknak a helyeknek, 

ahol a 𝑊𝑟,𝑑 kiértékelésre került. A 𝑊𝑟,𝑑 modellezéséhez feltételezik, hogy a 𝑑-edik kiértékelési 

hely termékenységi rátája az alábbi összefüggések szerint függ a szomszédos helyek értékétől: 

△2 (𝑊𝑟,𝑑) = 𝑊𝑟,𝑑 − 2𝑊𝑟,𝑑+1 + 𝑊𝑟,𝑑+2, 

△2 (𝑊𝑟,𝑑) ~ 𝑁 (0,
1

𝜏𝑟
𝑊) , 𝑟 ∈ {1, … ,7}, 𝑑 ∈ {1, … , 𝑥 − 2} 

Az országon belüli időbeli ingadozások (𝑃𝑐,𝑡) modellezésénél egy elsőrendű véletlen bolyongás 

folyamatot feltételeznek: 

△ 𝑃𝑐,𝑡 = 𝑃𝑐,𝑡 − 𝑃𝑐,𝑡−1, 

△ 𝑃𝑐,𝑡 ~ 𝑁 (0,
1

𝜏𝑐
𝑃

) , 𝑡 ∈ {1950, … , 𝜔}, 𝑐 ∈ {1, … ,237}, 

ahol 𝜔 a legutolsó év a becsült időszakból. A nők iskolai végzettségére vonatkozó országspecifikus 

regressziós együtthatókról (𝛼𝑐) szintén feltételezik, hogy hierarchikus normális eloszlást követ: 

(3.3.0) 

(3.3.1) 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

(3.3.4) 
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𝛼𝑐  ~ 𝑁 (0,
1

𝜏𝛼
) , 𝑐 ∈ {1, … ,237} 

A (3.3.2) és a (3.3.4) összefüggésben a 𝜏𝑟
𝑊 és 𝜏𝑐

𝑃 rendre a regionális pontossági paramétert és az 

országspecifikus pontossági paramétert jelöli, melyeknek a priori eloszlása 

𝜏𝑟
𝑊~ 𝑃𝐶(𝑧, 0,01), 𝑟 ∈ {1, … ,7}, 

𝜏𝑐
𝑃~𝑃𝐶(1, 0,01), 𝑐 ∈ {1, … ,237}, 

ahol PC a „penalized complex” priorra utal (aminek célja, hogy a modell bonyolultságát 

szabályozza, a túltanulás kockázatát csökkentse). A globális pontossági paraméter (𝜏𝛼 = 1/𝜎𝛼
2) 

priori eloszlása 𝜏𝛼~𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(1, 0,00005). 

A 10-14-es és az 50-54-es korcsoportok esetében az a feltevés, hogy a rájuk érvényes életkor-

specifikus termékenységi ráták korrelálnak a szomszédos korcsoportokra jellemző rátákkal. Ezt a 

két korcsoportot jelölje 𝑎, míg a két szomszédos korcsoportot (15-19 és 45-49) 𝑎∗, ezekkel a 

jelölésekkel a modell pedig: 

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝐴𝑆𝐹𝑅𝑐,𝑡
𝑎 )

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝐴𝑆𝐹𝑅̂𝑐,𝑡
𝑎∗

(𝑀𝐴10))
= 𝛼𝑐

𝑎 log(𝐸𝐷𝑈𝑐,𝑡) + 𝛽𝑐
𝑎 log(𝑇𝐹𝑅𝑐,𝑡) + 𝑊𝑡

𝑎 + 𝑃𝑐,𝑡
𝑎 , 

ahol 𝐴𝑆𝐹𝑅̂𝑐,𝑡
𝑎∗

(𝑀𝐴10) a szomszédos korcsoportok életkor-specifikus termékenységi ráták 

mediánjának a 10 éves mozgóátlaga (ennek lényege, hogy megőrzi az ASFR általános 

országspecifikus mintázatát). A (3.3.8) egyenlet egyes komponenseinek modellezését és azokra 

vonatkozó feltevéseket lásd Chao és szerzőtársai (2023) tanulmányában.  A 45-49-es korcsoport 

modellezésénél is hasonló feltevésből indultak ki, vagyis, hogy a korcsoportra jellemző életkor-

specifikus termékenységi ráta korrelál a szomszédos korcsoportra jellemző rátával, ezáltal a felírt 

modell is hasonló az előzőekhez (lásd bővebben ezt is Chao és szerzőtársai (2023) 

tanulmányában). 

A következő lépésben az ötéves korcsoportok teljes idősorából a Calibrated Spline (CS) 

módszerrel kiszámítják az egyetlen életévre vonatkozó fertilitási rátákat (Schmertmann (2014), 

illetve Dyrting és Taylor (2023) tanulmánya alapján). Ennek a módszernek az eredménye az 

egyéves ASFR simított görbéje (a simításnál a becsült öt év hosszúságú korcsoportok 

termékenységi rátákhoz való illeszkedése mellett az ismert egy életévre vonatkozó termékenységi 

(3.3.5) 

(3.3.6) 

(3.3.7) 

(3.3.8) 
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ráták illeszkedését is figyelembe veszik). A felmérésből származó egyéves termékenységi rátákat 

a CS modell kalibrálása előtt főkomponens elemzéssel és köbös spline interpolációval (lényege, 

hogy az adatpontokon harmadfokú polinomiális függvényt illesztenek úgy, hogy az ne csak az 

adatpontokon, hanem azok első és második deriváltjain is folytonos legyen) simítják. 

A Calibrated Spline módszer abból a feltételezésből indul ki, hogy a termékenység jól közelíthető 

𝐾folytonos bázisfüggvény súlyozott összegeként a reproduktív életkorokban [𝑎, 𝛽]: 

𝜙(𝑎) ≈ ∑ 𝜃𝑘𝑏𝑘(𝑎) = 𝒃(𝒂)′𝜃𝐾
𝑘=1 , 

ahol 𝒃(𝒂)′ egy 1 × 𝐾 nagyságú vektor, míg 𝜽 egy 𝐾 × 1-es vektor. Számos alkalmazásban a 

demográfusok az életkorok {𝑎1 … 𝑎𝑁} rácshálóját veszik és feltételezik, hogy a fertilitás szintje 

konstans 𝑓𝑖 értékű a [𝑎𝑖 −
1

2
△, 𝑎𝑖 +

1

2
△) intervallumon. Emellett a feltételezés mellett az 𝑓 

felírható diszkrét esetben egy 𝑁 × 1-es vektorként: 

𝑓 =  [
𝑓1

⋮

𝑓𝑁

] = [
𝑏1

′

⋮

𝑏𝑁
′

] 𝜽 = 𝐁𝜃, 

ahol 𝑏𝑖
′ a bázisfüggvények 𝑎 = 𝑎𝑖 melletti értékeket tartalmazza, a 𝐁 𝑁 × 𝐾-s mátrix pedig az 

ismert konstansok értékeit. 

Abban az esetben, ha termékenységi ráták korcsoportokra (𝐴1 … 𝐴𝑔) vonatkozó átlagként vannak 

megadva, akkor az 𝑓 aggregálását a következőképp lehet elvégezni: 

𝑦 = [
𝑓1̅

⋮

𝑓𝑔̅

] = 𝐆𝑓 = 𝐆𝐁𝜃, 

ahol a 𝐆 𝑔 × 𝑁-es mátrix értékei 𝐺𝑖𝑗 =
𝐼[𝑎𝑗∈𝐴𝑖]

∑ 𝐼[𝑎𝑘∈𝐴𝑖]𝑘
 (𝐼[∙] indikátorfüggvény). Az 𝑓 finom rácshálója 

pedig, ha 𝑆𝑖𝑗 =△∙ 𝐼[(𝛼 + 𝑖) − 1 ≤ 𝑎𝑗 < (𝛼 + 𝑖)]: 

𝑓 =  [

𝑓𝛼

⋮

𝑓𝛽−1

] = 𝐒𝑓 = 𝐒𝐁𝜃 

 Ahhoz, hogy az 𝑓 jó becslése legyen a termékenységi görbének két kritériumnak kell megfelelnie. 

Az egyik kritérium, hogy jól illeszkedjen a megfigyelt adatokra, a másik pedig, hogy az ismert 

(3.3.9) 

(3.3.10) 

(3.3.11) 

(3.3.12) 
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egyéves ráták trendjéhez hasonló mintázatot írjon le. Ezek a kritériumok (az „illeszkedés” és az 

„alak” kritériuma) akkor teljesülnek, ha lehet olyan reziduális vektorokat konstruálni, hogy a 

következő egyenletek értéke közel 0 legyen: 

Illeszkedés:  𝜀𝑖 = 𝑦 − 𝐆𝑓 = 𝑦 − 𝐆𝐁𝜃 

Alak:  𝜀𝑎 = 𝐌𝐒𝑓 = 𝐌𝐒𝐁𝜃 

Az 𝐌 mátrix azt a részarányt jeleníti meg az egyéves termékenységi ráták trendjéből, melyet a 

főkomponensek lineáris kombinációi nem magyaráznak (a mátrix felépítését lásd Schmertmann 

(2014) tanulmányában). Mindkét kritériumot át lehet alakítani skalárindexé, ami a becslés 

„rosszaságát” méri. Ezeknek a büntetőtagoknak az általános alakja: 

𝑃𝑐 = 𝜀𝑐
′ 𝑉𝑐

−1𝜀𝑐   𝑐 ∈ {𝑖, 𝑎}, 

ahol 𝑉𝑐 = 𝐸[𝜀𝑐, 𝜀𝑐
′ ] az 𝜀𝑐 kovarianciája. A két kritérium esetében a kovarianciák levezetését lásd 

Schmertmann (2014) elemzésében. 

A büntetések összegzése egy indexet eredményez, mely a hibákról rendelkezésre álló 

információhoz van kalibrálva: 

𝑃(𝜃) = 𝑃𝑖 + 𝑃𝑎 = 𝜀𝑖
′𝑉𝑖

−1𝜀𝑖 + 𝜀𝑎
′ 𝑉𝑎

−1𝜀𝑎 = 

= (10𝑊)(𝑦 − 𝐆𝐁𝜃)′(𝑦 − 𝐆𝐁𝜃) + (𝐌𝐒𝐁𝜃)′𝑉𝑎
−1(𝐌𝐒𝐁𝜃) = 

= 𝜃′𝐐𝑊𝜃 − 2𝜃′𝐑𝑊𝑦 + (10𝑊)𝑦′𝑦, 

ahol 𝐐𝑊 = (10𝑊)𝐁′𝐆′𝐆𝐁 + 𝐁′𝐒′𝐌′𝑉𝑠
−1𝐌𝐒𝐁 és 𝐑𝑊 = (10𝑊)𝐁′𝐆′. A bázisfüggvények 

kombinációja, amely minimalizálja a (3.3.16) egyenletet a „calibrated spline” vektor: 

𝑓∗ = 𝐁𝜃∗ = 𝐁𝐐𝑊
−1𝐑𝑊𝑦 = 𝐊𝑊𝑦 

Az utolsó lépése az ASFR becslésének a ráták szükség szerinti kiigazítása úgy, hogy az egyéves 

életkor-specifikus termékenységi ráták koronként számított összege megegyezzen a teljes 

termékenységi ráta értékével az adott évben. 

 

 

(3.3.14) 

(3.3.15) 

(3.3.16) 

(3.3.17) 
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3.3.2. Életkor-specifikus ráták előrejelzése 

Ahogy már a 2.1 fejezetben is említésre került, az életkor-specifikus rátákat a tanulmányban 2024 

és 2100 közötti évekre jelezték előre több forgatókönyv és feltételezés mellett. Az előrejelzéshez 

háromszintű Bayesi hierarchikus modellt használnak, aminek az alapja a demográfiai átmenet 

elmélete, mely 3 szakaszra osztja a TFR alakulását: magas termékenység, átmenet és alacsony 

termékenység (a szakaszok közötti átmenet feltételeit lásd a 2.1 fejezetben).  

Az átmeneti időszakban a teljes termékenységi ráta egy eltolásos véletlen bolyongás folyamattal 

került modellezésre (minden 𝑐 országra és 𝑡 évre): 

𝑓𝑐,𝑡 = 𝑓𝑐,𝑡−5 − 𝑔(𝑓𝑐,𝑡−5|𝜃𝑐) + 𝜀𝑐,𝑡, 

ahol 𝑔(∙ |𝜃𝑐) a TFR a következő öt év hosszúságú időszakban várható csökkenése, amit dupla 

logisztikus függvénnyel modelleznek (ezt az országspecifikus paramétervektor 𝜃𝑐 =

(△𝑐1,△𝑐2,△𝑐3,△𝑐4, 𝑑𝑐) és a 𝜀𝑐,𝑡 zaj szabályozza). A pontos képletet lásd Liu és Raftery (2020) 

tanulmányában. 

Az átmenet utáni szakasznál („alacsony termékenység”) a teljes termékenységi rátát Bayesi 

hierarchikus autoregresszív modellel írják fel: 

𝑓𝑐,𝑡 = 𝜇𝑐 + 𝜌𝑐(𝑓𝑐,𝑡−5 − 𝜇𝑐) + 𝜀𝑐,𝑡, 

ahol a 𝜇𝑐 jelöli a TFR hosszútávú átlagát a  𝑐 országra vonatkozóan, 𝜀𝑐,𝑡 pedig a random zajt. Az 

átmenet előtti szakasz esetében az alábbi véletlen bolyongásos modellel jellemzik a TFR-t: 

𝑓𝑐,𝑡 = 𝑓𝑐,𝑡−5 + 𝜀𝑐,𝑡 

Mind a három szakaszban az országspecifikus paraméterek (𝜃𝑐, 𝜇𝑐) a világra jellemző, 𝛹 

paraméterű eloszlást követnek. 

A különböző adatforrásokból származó TFR becsléseket (jelölje 𝑦𝑐,𝑡,𝑠) a valós (de nem megfigyelt) 

𝑓𝑐,𝑡 értékek alapján modellezik feltételes normális eloszlással a következőképp: 

𝑦𝑐,𝑡,𝑠|𝑓𝑐,𝑡 ~ 𝑁(𝑓𝑐,𝑡 + 𝛿𝑐,𝑠, 𝜌𝑐,𝑠
2 ), 

(3.3.18) 

(3.3.19) 

(3.3.20) 

(3.3.21) 
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továbbá felteszik, hogy a torzításra (𝛿𝑐,𝑠) és a mérési hiba varianciájára (𝜌𝑐,𝑠) rendre fennáll, hogy 

𝔼[𝛿𝑐,𝑠] = 𝑥𝑐,𝑠𝛽 és 𝔼[𝜌𝑐,𝑠] = 𝑥𝑐,𝑠𝛾. Ezt a modellt kombinálva a 3 szakaszt leíró Bayesi hierarchikus 

modellel egy négyszintű Bayesi hierarchikus modellt kapunk. A modell alapján becsült torzítás 

(𝛿𝑐,𝑠) és mérési hiba variancia (𝜌̂𝑐,𝑠
2 ) segítségével határozzák meg a teljes termékenységi rátákat a 

Markov-lánc Monte Carlo algoritmus alapján (részletesen lásd Liu és Raftery (2020) 

tanulmányában). 

Az előbbiekben ismertetett modell az 5. ábrán látható előrejelzést adja a világ, Európa és 

Magyarország teljes termékenységi rátájára vonatkozóan: 

 

5. ábra: Teljes termékenységi ráta alakulása 1950-2100 között az ENSZ modellje szerint 

(forrás: ENSZ: World Population Prospects 2024, saját szerkesztés) 

Az ENSZ által készített előrejelzés szerint a világ teljes termékenységi rátája 2100-ig 

folyamatosan csökkenni fog, azonban ennek az üteme a 2023 előtt megfigyelt trendhez képest 

alacsonyabb lesz, a reprodukciós szintet pedig 2043-ban fogja elérni. Európa és Magyarország 

teljes termékenységi rátája az előrejelzés szerint a világra jellemzőtől eltérően 2100-ig enyhe 

emelkedő trendet fog követni, az 5. ábra alapján az európai teljes termékenységi ráta nagyobb 

mértékben fog nőni a következő évtizedekben, mint a magyar. 2100-ban a modell szerint a magyar 



36 

 

teljes termékenységi ráta értéke 1,592, míg az európai 1,577 lesz, vagyis egyik sem fogja várhatóan 

megközelíteni a reprodukciós szintet. 

A teljes termékenységi ráták előrejelzését alapul véve határozzák meg a jövőbeli életkor-specifikus 

termékenységi rátákat minden egyes életévre. Azokban az alacsony fertilitású országokban, ahol a 

gyermekvállalás átlagos életkora meghaladta a 32 évet 2023-ban, ott a jövőbeli trendet konstanssal 

jelzik előre (a 2023-as érték szintjén). A többi ország esetében az előrejelzés az adott országra 

jellemző trenden alapult, mely egy globális trendhez konvergál. A globális trend egy súlyozatlan 

átlaga azoknak az alacsony fertilitású országoknak az életkor-specifikus termékenységi rátáinak, 

amelyek elérték az átmenet utáni szakaszt és 2023-ban a gyermekvállalás átlagos életkora 30 és 

32 év között volt.  

Az előbbi módszert alkalmazták az arányos életkor-specifikus termékenységi ráták (PASFR) 

előrejelzésénél is 10 és 54 életév között. A PASFR végleges előrejelzése két „előzetes” előrejelzés 

súlyozott átlaga, melyek közül az első azt feltételezi, hogy a PASFR értékek a globális 

modelltrendhez konvergálnak, míg a második azt, hogy a megfigyelt országos trend változatlanul 

folytatódik. 
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4. fejezet: Elemzés 
 

4.1.  Adatok, előkészítés 

Az elemzés elkészítéséhez a Human Fertility Database (HFD) honlapján található adatokat 

használtam, azon belül az 1950-2020 közötti, Magyarországra vonatkozó életkor-specifikus 

termékenységi rátákat, a születések számát és a női lakosság kitettségét év, kor és kohorsz szerinti 

bontásban. Az életkor-specifikus termékenységi ráták esetében a kohorszok átlagával számoltam, 

vagyis átlagoltam azoknak a termékenységi rátáját például, akik 1937-ben születtek és 1950-re 

betöltötték a 13. életévüket, illetve azokét, akik 1936-ban születtek és 1950-ben szintén 13 évesek 

voltak. Az elemzésben ezt az átlagolt értéket tekintettem úgy, mint az 1950-ben a 13 éves 

népességre érvényes életkor-specifikus termékenységi ráta. 

Az adatok a HFD honlapján 12 és 55 éves kor közötti népességre vonatkozóan elérhetőek, ez az 

időperiódus tekinthető a nők szülőképes korának. A születések azonban ezen a szakaszon nem 

egyenletesen oszlanak el, ahogy ezt már a 3. ábrán is láthattuk, a vizsgált időperiódus két széle 

felé közeledve a születések száma jelentősen csökken. Egyes években ez annyira lecsökken, hogy 

az életkor-specifikus termékenységi ráta értéke 0, vagyis az adott korban lévő nők közül senkinek 

sem született gyermeke abban az évben. Ez problémát jelent a modellezés során, hiszen az adatokra 

illesztett Lee-Carter modell nem tudja kezelni a 0 értékű fertilitási rátákat a logaritmus függvény 

értelmezési tartománya miatt. Ennek megoldására azokat a korokat a nők termékenységi 

szakaszának az elején és végén összevontam, ahol valamelyik évben előfordult, hogy az életkor-

specifikus termékenységi ráta értéke 0 volt. Az egyik korcsoport, amelyet ezáltal létrehoztam, a 

12-14 évesek, a másik pedig a 47-55 évesek korcsoportja. Ezeknek a termékenységi rátájának 

kiszámításához az egyes korcsoportokba tartozó anyák által szült gyerekek számát elosztottam az 

egyes korcsportokba tartozó anyák létszámával. Az elemzéshez tehát a 14 és 47 év közötti anyák 

életkor-specifikus termékenységi rátáját használtam, ahol a 14 és a 47 éves kor ténylegesen a 12-

14 és a 47-55 korcsoportot jelenti. 
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4.2. Lee-Carter modell illesztése 

Az adatok előkészítése után először azt vizsgáltam meg, hogy a Lee-Carter modell mennyire 

illeszkedik jól a megfigyeléseimre. Ehhez az adatbázist felbontottam két részre, az 1950-2006-os 

éveken tanítottam a modellt (tehát ezen az időszakon végeztem az együtthatók becslését), a 2007-

2020-as éveken pedig teszteltem az illeszkedését. Ahogy már említésre került a 3.1.3 alfejezetben, 

a logaritmizált fertilitási rátákat a Lee-Carter modell három komponens és egy hibatag segítségével 

becsüli meg: ln𝑓𝑥,𝑡 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑘𝑡 + 𝜀𝑥,𝑡. 

Az 1950-2006 közötti adatokra illesztett modell szerint az átlagos korprofil, az időbeli trend és a 

trendre a korspecifikus válasz alakulása a 6. ábrának megfelelően jellemezhető. 

 

 

6. ábra: Az 1950-2006-os évekre illesztett Lee-Carter modell komponensei 
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Az 𝑎𝑥 ábrája az átlagos termékenységi görbét jeleníti meg, látható, hogy a termékenységi ráták 

értéke alacsony fiatal és idős korban, a termékenységi görbe a csúcsát pedig a 20-as években éri 

el. A 𝑏𝑥 esetén elmondható, hogy az átlagos trendhez képest a legnagyobb eltérések idősebb korban 

jellemzőek, illetve a 20-as évek elején is van egy kisebb kiugrás. A 𝑘𝑡 alakulását mutató ábrán 

megfigyelhetőek azok a tendenciák, amelyek korábban a teljes termékenységi ráta esetében már 

bemutatásra kerültek (vagyis a Ratkó-gyerekek (1950-1956) és a Ratkó-unokák (1974-1975) 

miatti kiugrás, majd a csökkenő trend). A Lee-Carter modell ezekkel a komponensekkel az 1950-

2006 közötti életkor-specifikus termékenységi rátákra a 7. ábrán látható becslést eredményezi: 

 

7. ábra: 1950-2006 közötti életkor-specifikus termékenységi ráták becslése 

A 7. ábrát összehasonlítva a 3. ábrával, mely az életkor-specifikus termékenységi ráták tényleges 

megfigyelt alakulását mutatja, elmondható, hogy a Lee-Carter modell a termékenység időbeni 

csökkenését jól leírja, viszont a szülések életkor szerinti kitolódását nem tudja megragadni, 

jelentősen alulbecsüli. 

A modell illeszkedésének a pontosságát a 2007-2020-as éveken teszteltem. Ehhez a Lee-Carter 

modellel egy előrejelzést készítettem a 2006 utáni évekre és a prediktált értékeket összevetettem a 

tényleges termékenységi rátákkal. Az előrejelzés elkészítéséhez a modell egyetlen időtől függő 

komponensét, a 𝑘𝑡-t jeleztem előre Box-Jenkins módszer segítségével Lee és Carter (1992) 

tanulmányában bemutatott módszerekhez hasonlóan. Ehhez a 𝑘𝑡 idősort először differenciálással 
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stacionerré alakítottam (a stacioneritást kibővített Dickey-Fuller teszttel ellenőriztem), majd 

autokorreláció (ACF) és parciális autokorreláció (PACF) segítségével vizsgáltam, hogy van-e a 

stacioner idősorban autoregresszív (AR) vagy mozgóátlag (MA) folyamat. A lehetséges 

ARIMA(p, d, q) modellek közül az AIC és a BIC információs kritérium alapján az ARIMA(1,1,0) 

modellt illesztettem a differenciált 𝑘𝑡 idősorára. Az AR(1) folyamat kiszűrése és még egy további 

differenciálás után (vagyis az alap 𝑘𝑡 alakulására egy ARIMA(1,2,0) folyamatot illesztettem) az 

idősor már fehérzaj folyamatnak tekinthető a Breusch-Godfrey teszt p-értéke szerint (illetve a 

Shapiro-Wilks teszt alapján minden szokásos szignifikanciaszint mellett normális eloszlású is).  

Az ARIMA(1,2,0) modell 1950-2006 közötti 𝑘𝑡 adatokon való illeszkedése, illetve a 2007-2020 

közötti évekre vonatkozó előrejelzése a 8. ábrán látható. 

  

8. ábra: A 𝑘𝑡 komponens előrejelzése ARIMA(1,2,0) modellel (2007-2020) 

Az illesztett modell a tanuló adatokon a csökkenő, majd növekvő tendenciát jól megragadja, illetve 

a kiugró értékek mintázatát is le tudja írni. Az ARIMA(1,2,0) modell előrejelzése a 2007-2020-as 

évekre az ábra alapján egy emelkedő trenddel jellemezhető, viszont az emelkedés mértékét a 

modell alulbecsüli a tényleges értékek alakulásához képest. Ez abból adódhat, hogy az életkor-

specifikus termékenységi ráták nagy mértékű növekedése a 2008-as gazdasági világválság után 

kezdődött, vagyis a tanítás során ezt a tendenciát nem vette figyelembe a modell. Az illeszkedés 

pontosságát mind a becsült, mind az előrejelzett adatok esetében vizsgáltam átlagos négyzetes hiba 
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négyzetgyöke (RMSE) és átlagos abszolút százalékos hiba (MAPE) mutatószámok segítségével 

(1. táblázat). 

 1950-2006 2007-2020 

RMSE 2,182 4,797 

MAPE 96,96 463,398 

1. táblázat: A tanító és a tesztelő adatbázison a 𝑘𝑡 értékek becsléseinek pontossága 

A 𝑘𝑡 idősor előrejelzett értékeivel meghatároztam a Lee-Carter modell által prediktált életkor-

specifikus termékenységi ráták értékét a 2007-2020 közötti évekre. Erre az időperiódusra 

vonatkozó termékenységi ráták valós alakulása, illetve a Lee-Carter modell által előrejelzett 

értékek a 9. ábrán hasonlíthatóak össze. 

 

9. ábra: Életkor-specifikus termékenységi ráták valós és becsült alakulása (2007-2020) 

Az ábrák alapján megállapítható, hogy a modell előrejelzése az időben növekvő trendet jól tudja 

prediktálni, viszont a szülések kitolódásának a változását nem tudja jól megragadni. Ennek az oka, 

ahogy már említésre került a 3.2 fejezetben is az, hogy a Lee-Carter modell három komponense 

csak az egyszerűbb mintázatok jellemzésére képes, az összetettebb struktúrákat nem tudja 

megragadni. Ebben az esetben ilyen hatás például a születések kitolódása, ami egy nem-lineáris 

interakciós tényező az 𝑥 és a 𝑡 között. Interakciós hatások leírására a Lee-Carter modell nem 

alkalmas, hiszen az egyenletében nincsen kétváltozós 𝑔(𝑥, 𝑡) függvény, a kortól és az időtől függő 

𝑘𝑡 és 𝑏𝑥 tagok külön komponensként jelennek meg. Emiatt indokolt a modell hibatagjára illesztett 
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fa alapú gépi tanulási módszerek használata, melyekkel a további adatokban lévő struktúrákat ki 

lehet szűrni, illetve a modell illeszkedésének a pontosságát is lehet javítani. 

 

4.3. Fa alapú gépi tanulási modellek illesztése 

4.3.1. Lee-Carter modell a teljes időszakon 

A Lee-Carter modell előrejelző képességének javítása érdekében a modell reziduumaira (𝑒𝑥,𝑡) fa 

alapú gépi tanulási algoritmusokat - véletlen erdő és gradient boosting modellt – illesztettem. 

Ehhez először a Lee-Carter modell paramétereit a teljes időszakon, vagyis az 1950-2020 közötti 

adatokat figyelembe véve becsültem meg. A modell 𝑎𝑥 és 𝑏𝑥 komponense a 6. ábrán látottakkal 

szinte azonosan alakulnak, a 𝑘𝑡  idősorában pedig csak az időszak végén van jelentősebb eltérés. 

 

10. ábra: A Lee-Carter modell időtől függő komponensének az alakulása (1950-2020) 

Az idősor végén az eltérés abból fakad, hogy a korábbi esetben csupán 2006-ig vettem figyelembe 

az adatokat, most pedig a teljes időszakot vizsgálom, egészen 2020-ig. Az időbeli trendben a 2000-

es évek elejétől kezdődően egy növekvő tendencia figyelhető meg (az egyetlen jelentősebb 

visszaesés a 2008-as gazdasági világválságnak köszönhető).  A Lee-Carter modell becslése az 
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1950-2020 közötti életkor-specifikus termékenységi ráták alakulására szintén a korábban 

látottakhoz (7. ábra) hasonlóan jellemezhető: 

 

11. ábra: 1950-2020 közötti életkor-specifikus termékenységi ráták becslése 

Az ábra szerint a csökkenő, majd a 2000-es évektől kezdődő növekvő tendencia az 𝑎𝑥, 𝑏𝑥 és 𝑘𝑡 

komponensekkel viszonylag jól leírható, azonban a gyermekvállalás későbbi életkorra tolódásának 

a mértékét a modell továbbra is alulbecsüli. Ennek a Lee-Carter modellnek a hibatagját vizsgáltam 

gépi tanulási módszerekkel abból a célból, hogy az esetleges további strukturális hatásokat ki 

tudjam szűrni. 

 

4.3.2.A hibatagra illesztett fa alapú modellek 

Az előző fejezetben bemutatott modell reziduumának, vagyis az ln𝑓𝑥,𝑡 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑘𝑡 + 𝜀𝑥,𝑡 

egyenletből az 𝑒𝑥,𝑡 tagnak az alakulását a különböző életkorokban és években a 12. ábrával lehet 

jellemezni. 
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12. ábra: Lee-Carter modell hibatagjának az alakulása (1950-2020) 

A hibatag ábrája szerint nem véletlenszerűen alakulnak az értékek, vagyis valóban maradt 

interakciós hatás a modell hibatagjában. Látható, hogy a vizsgált időperiódus elején a modell a 18-

25 életkorokra vonatkozó életkor-specifikus termékenységi rátákat alul-, míg a 30-40 közötti 

életkorok esetében felülbecsüli. Az időperiódus végén ez a hatás pont fordított, a fiatalabb 

korcsoportoknál felül-, míg az idősebb korcsoportoknál alulbecsüli a modell a termékenyégi 

rátákat. 

Ezeket az interakciós hatásokat először egy véletlen erdő, majd egy gradient boosting modell 

segítségével próbáltam meg kiszűrni. Ehhez az adatokat véletlenszerűen felosztottam tanuló, 

illetve tesztelő adatbázisra 80%-20% arányban. Mindkét modell esetében azt vizsgáltam, hogy a 

hibatag értékének az alakulását lehet-e a kor és az év változóval magyarázni (a vizsgált 

hiperparaméterek halmazát Kuhn (2008) publikációja alapján határoztam meg). 

A véletlen erdő modellt 6 különböző hiperparaméter-kombinációval vizsgáltam meg. A modell 

egyik hiperparamétere a változók száma, mely azt határozza meg, hogy minden egyes fa minden 

egyes csomópontjában hány magyarázóváltozót vegyen figyelembe véletlenszerűen a legjobb 

vágási pont keresésekor. A másik hiperparaméter, aminek az optimális értékét kerestem a 

minimális levélméret, mely azt állítja be, hogy a terminális csomópontokon (leveleken) legalább 

hány megfigyelés legyen a tanító adatokon (ez a paraméter véd a túltanulás ellen). Az első 
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hiperparaméter esetében az 1, illetve a 2 értéket, a második hiperparaméter esetében pedig a 10, 

20 és 30 értékeket vizsgáltam. A modellt 5-rétegű keresztvalidációval finomhangoltam. A 

keresztvalidáció eredménye szerint az optimális modellben a hiperparaméterek értéke rendre 2 és 

10. A modell teszt adatokra való illeszkedésének a pontossága a 2. táblázatban látható. 

A gradient boosting esetében is hasonlóan jártam el, több hiperparaméter-kombináció esetében 

kerestem a legjobban teljesítő modellt 5-rétegű keresztvalidáció segítségével. A vizsgált 

hiperparaméterek és azok értékei: 

- tanulási ráta (lásd a 3.2.3. fejezetben): 0,001, 0,01, 0,1, 0,2, 0,5 

- fa mélysége: 3, 5, 7 

- fák száma: 50, 100, 200 

- minimális levélméret: 10, 20, 30 

A keresztvalidáció eredménye szerint az optimális modell az, ahol a tanulási ráta értéke 0,2, a fa 

mélysége 7, a fák száma 200 és a minimális levélméret 10. Ezekkel a hiperparaméterekkel 

készítettem becsléseket a tesztelő adatbázis (a teljes adatbázis 20%-a) 𝑒𝑥,𝑡 értékeire. A predikciók 

illeszkedési pontosságát mérő mutatószámok értékeit a 2. táblázat tartalmazza. 

 Véletlen erdő Gradient boosting 

RMSE 0,12 0,127 
   

MAPE 78,767 113,362 

2. táblázat: A véletlen erdő és a gradient boosting illeszkedésének a pontossága 

A két gépi tanulási modell közül a pontossági mutatószámok alapján a véletlen erdő teljesít 

jobban az adatokon, ezért a Lee-Carter modell hibatagjának az előrejelzéséhez ezt a modellt 

használtam.  

 

4.4. Életkor-specifikus termékenységi ráták előrejelzése 

Az életkor-specifikus termékenységi ráták alakulását a 4.3. fejezetben bemutatottaknak 

megfelelően egy Lee-Carter modellel és annak a hibatagjára illesztett véletlen erdővel 

modellezem. Ehhez egy olyan (teljes időszakra, vagyis 1950-2020 közötti évekre illesztett) 

véletlen erdőt használtam, ahol a változók száma hiperparaméter értéke 2, míg a minimális 

levélméret hiperparaméter értéke 10 a 4.3.2. fejezet eredményei alapján.  
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13. ábra: Életkor-specifikus termékenységi ráták végső becslése (1950-2020) 

Az ábra alapján a két modell kombinációja mind a termékenység alakulásának a trendjét, mind a 

szülések kor szerinti kitolódását jól meg tudja ragadni. Azt, hogy jól illeszkedik a 

modellkombináció az adatokra mutatja az RMSE alacsony (0,0022) értéke is. Az előrejelzést ezt 

a modellt alapul véve készítem el. 

 

4.4.1.Időbeli trend (𝑘𝑡) és a hibatag (𝑒𝑥,𝑡) előrejelzése 

Az életkor-specifikus termékenységi ráták előrejelzéséhez először az időbeli trend alakulását 

prediktáltam 2027 és 2050 közötti évekre. A 4.2. fejezetben bemutatott lépésekhez hasonlóan Box-

Jenkins módszert alkalmaztam ebben az esetben is, vagyis a 𝑘𝑡 idősort először stacionerré 

alakítottam differenciálással, majd az autokorreláció (ACF) és parciális autokorreláció (PACF) 

segítségével kerestem további lehetséges autoregresszív, illetve mozgóátlag folyamatokat. Az ACF 

szerint az MA(q) folyamatban a q értéke maximálisan 3, míg a PACF szerint az AR(p) folyamatban 

a p értéke maximum 1, ezen kívül pedig a további differenciálás hatását is vizsgáltam. A lehetséges 

ARIMA(p, d, q) modellek közül az információs kritériumok alapján az ARIMA(1,1,1) teljesít a 

legjobban a differenciált idősor adatain. Egy másik lehetséges modell, az ARIMA(1,1,0), mely 

jobban illeszkedik az adatokra ábra alapján. A két modell közüli választáshoz azok előrejelzési 
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pontosságát vizsgáltam. Ennek méréséhez az 1950-2012 közötti adatokon tanítottam a modelleket, 

majd megvizsgáltam RMSE segítségével, hogy melyik ad pontosabb előrejelzést a 𝑘𝑡 idősorára 

vonatkozóan 2013 és 2020 közötti évekre. Az RMSE értéke alapján az ARIMA(1,1,1) folyamat 

előrejelzése pontosabb, ezért a továbbiakban ezt a modellt használtam. 

Összefoglalva tehát a differenciált idősort egy ARIMA(1,1,1) folyamattal modelleztem, ami 

alapján a 𝑘𝑡 idősorát pedig egy ARIMA(1,2,1) folyamattal (hiszen az I=2 a differenciálás számát 

jelöli), illetve az előrejelzéshez is ezt használtam. A Lee-Carter modell 𝑘𝑡 komponensének az 

1950-2020 közötti becslése, illetve a 2021-2050 évekre vonatkozó előrejelzése a 14. ábrán látható 

(a szaggatott vonal a 2020-as évet jelöli, a megfigyelt időszak végét). 

 

14. ábra: A Lee-Carter időbeli trendjének a becslése ARIMA(1,2,1) modellel (1950-2050) 

Az időbeli trend előrejelzése szerint a termékenység egészen 2050-ig egy növekvő trend mentén 

fog alakulni. Ez az predikció addig helytálló, amíg a 2010-es évek eleje óta tartó emelkedő 

tendencia fennáll. 

A Lee-Carter modell másik komponense, mely függ az időtől, a hibatag. Ennek az előrejelzéséhez 

a 4.3.2. fejezetben bemutatott fa alapú gépi tanulási modellt, vagyis egy olyan véletlen erdőt 

használtam, aminek a változók száma hiperparaméter értéke 2, a minimális levélméret 

hiperparaméter értéke pedig 10. 
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5.  fejezet: Eredmények 

 

5.1. Előrejelzés a 2021-2050 közötti évekre 

A 2021-2050 közötti életkor-specifikus termékenységi ráták előrejelzését először az 1950-2020-

as évekre vonatkozó Lee-Carter modell és annak a hibatagjára illesztett véletlen erdő modell 

alapján készítettem el (15. ábra). 

 

15. ábra: Életkor-specifikus termékenységi ráták előrejelzése (1950-2020-as adatok alapján) 

Az előrejelzés alapján a 2008-as gazdasági világválságot követően megfigyelt növekvő tendencia 

egészen 2050-ig folytatódik. Ez annak a következménye, hogy a modell az 1950-2020 közötti 

évek megfigyelt adatain alapszik, nem tartalmaz explicit jövőbeli feltételezéseket, ezáltal az 

időbeli trend előrejelzését, illetve a termékenységi ráták predikcióját is dominánsan a megfigyelési 

időszak végén tapasztalt trendek határozzák meg. Az ábra a szülések további kitolódása mellett a 

20 év körüli korcsoport esetében a termékenységi ráták relatív emelkedését is implikálja.  

A modell előrejelzésének megbízhatósága azon a feltételezésen alapul, hogy a 2020-ig terjedő 

megfigyelési időszakban azonosított trendek és mintázatok a jövőben is fennmaradnak. Az 

előrejelzés egyik fő korlátja, hogy az adatbázis 2020-ban zárul, így a modell szükségszerűen csak 
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az addig érvényesülő tendenciákat képes extrapolálni. Következésképpen a modell nem veszi 

figyelembe a 2020-2021-ben kibontakozó COVID-19 világjárvány hatásait. Ez az esemény egy 

jelentős, előre nem látott exogén sokként (strukturális törésként) értelmezendő, amely – a 

rendelkezésre álló információk szerint – negatívan befolyásolta a termékenységi rátákat. Ezt 

támasztják alá a KSH adatai is, melyek szerint a teljes termékenységi ráta 2021 óta csökkenő 

tendencia mentén alakul (2021-ben az értéke 1,61, míg 2024-ben már csak 1,38 volt). A modellben 

ennek a sokknak a hatását közvetlenül nem tudtam megjeleníteni az erre az időszakra vonatkozó 

nyilvános korspecifikus adatok hiánya miatt. Ennek eredményeként a modell 2020 utáni 

előrejelzései valószínűsíthetően eltérnek a ténylegesen megvalósuló pályától, mivel nem képesek 

internalizálni az említett sokk hatását. 

A következő alfejezetekben négy további előrejelzési eredményt mutatok be, amelyek ugyanazon 

Lee-Carter és véletlen erdő modellek kombinációján alapulnak. Ezeknek a célja az előző bekezdés 

végén említett korlátok legalább részbeni megoldása szcenárióelemzéssel. A prognózisok közötti 

eltérés abból fakad, hogy a modellek illesztése (tanítása) különböző historikus adatperiódusokon 

történt, illetve abból, hogy egyes esetekben egy dummy változó bevonásának a hatását is 

vizsgáltam. Ennek a megközelítésnek a célja annak elemzése, hogy a tanítási adathalmaz 

megválasztása – mint eltérő szcenáriók alapja – hogyan befolyásolja az előrejelzési pálya 

alakulását. 

 

5.1.1. 1950-2006 közötti adatokra illesztett modellel előrejelzés 

Az első elemzett szcenárió alapját a modellek 1950-2006 közötti időszak adatain történő illesztése 

képezi. Az előrejelzési eljárás során a Lee-Carter modell hibatagjának predikcióját a korábban 

specifikált hiperparaméterekkel rendelkező véletlen erdő algoritmussal végeztem. Az időbeli trend 

(𝑘𝑡) jövőbeli alakulását ebben a szcenárióban – a 4.2. fejezetben levezetett modellválasztásnak 

megfelelően – egy ARIMA(1,2,0) folyamattal modelleztem. Ez a szcenárió azon a feltételezésen 

alapul, hogy a 2010-es években tapasztalt meredek fertilitás emelkedés a 2008-as gazdasági 

világválság miatt bekövetkezett szignifikáns visszaesés kompenzálása. A negatív sokk hatásának 

a kompenzálása után feltételezem, hogy a termékenységi trendek visszaállnak a válság előtti 

visszafogottabb növekedési pályára. 
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16. ábra: Életkor-specifikus termékenységi ráták előrejelzése (1950-2006-as adatok alapján) 

Az életkor-specifikus termékenységi ráták jövőbeli alakulását tekintve ebben az esetben is egy 

növekvő tendenciájú előrejelzést eredményez a modellkombináció a 2000-es évek elejétől 

kezdődő mérsékelt emelkedés miatt. A 15. ábrán bemutatott eredménytől eltérően azonban sem a 

2008-as gazdasági világválság, sem pedig az utána következő növekvő termékenységi pálya hatása 

nincs figyelembe véve a modellezés során, így ez a szcenárió egy visszafogottabb jövőképet 

eredményez az életkor-specifikus termékenységi ráták növekedését illetően (16. ábra).  A korábban 

(15. ábra) is azonosított tendenciák – vagyis a gyermekvállalás későbbi életkorra tolódása és a 20 

év körüli korcsoport termékenységének relatív növekedése – itt is megfigyelhetők, azonban ezen 

hatások mértéke kisebb ebben az előrejelzésben. 

 

5.1.2. 1950-2012 közötti adatokra illesztett modellel előrejelzés 

Ebben a szcenárióban az előző alfejezetben (5.1.1. alfejezet) bemutatottaktól eltérően azt 

feltételezem, hogy a 2008-as válság után bekövetkezett születési mélypont kompenzálása (a 2010-

es évek meredeken emelkedő termékenységi szakasza) után a fertilitási trendek nem a válság előtti 

szintre, hanem a válság utáni évek lelassult növekedési pályájára térnek vissza. Ehhez a modellt 

az 1950-2012 közötti időszak adatain illesztettem., vagyis itt az illesztési periódus már tartalmazza 
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a 2008-as gazdasági válság utáni éveket is, így a modell a válság termékenységre gyakorolt negatív 

hatását is tükrözi. Ebben az esetben a Lee-Carter modell 𝑘𝑡 komponensére egy ARIMA(1,2,1) 

folyamat illeszkedik a legjobban az információs kritériumok alapján, így az időbeli trend 

előrejelzését is ezzel végeztem. Az eddigi szcenáriók közül ez a modell eredményezi a 

legmérsékeltebb előrejelzést az életkor-specifikus termékenységi ráták növekedését illetően (17. 

ábra) annak köszönhetően, hogy a megfigyelési időszak végén - a 2000-es évek eleje óta tartó 

növekvő trendben - visszaesés tapasztalható. 

 

17. ábra: Életkor-specifikus termékenységi ráták előrejelzése (1950-2012-es adatok alapján) 

A szülések kitolódása és a fiatalabb korosztály termékenységének relatív emelkedése itt is 

megfigyelhető, az előző szcenárióhoz képest az első tényező hatása jelentősebb, míg a másodiké 

mérsékeltebb (ezt a 18. ábra is alátámasztja). 

Az 1950-2006 és 1950-2012 adatperiódusokra illesztett modellek előrejelzése, illetve az életkor-

specifikus termékenységi ráták tényleges alakulása közötti eltéréseket két kiragadott év (2015 és 

2020) segítségével vizsgáltam meg: 
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18. ábra: Különböző szcenáriók előrejelzésének az eltérése 2015-re és 2020-ra vonatkozóan 

A fenti ábrák szerint a 2015-ben érvényes megfigyelt termékenységi rátákat az 1950-2012 

időperiódusra, míg a 2020-ban jellemző ráták szintjét az 1950-2006 közötti évekre illesztett 

modellek ragadják meg jobban. Az eredmények azt mutatják, hogy az 1950-2006-os illesztési 

perióduson alapuló szcenárió szignifikánsan alulbecsüli a szülési életkor kitolódását. Ez azzal 

magyarázható, hogy a modell illesztése nem terjed ki arra a későbbi szakaszra, amelyben ez a 

folyamat markánsabbá vált, így nem képes megragadni a trendnek ezt a megfigyelési időszak 

végén tapasztalható változását.  

Az alapmodell, vagyis a teljes megfigyelési időszakra illesztett modell előrejelzését is 

összehasonlítottam a két szcenárió eredményével 2050-re vonatkozóan (19. ábra). 

 

19. ábra: Különböző szcenáriók előrejelzésének az eltérése 2050-re vonatkozóan 
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Mindhárom vizsgált szcenárióban a modellek egyöntetűen az életkor-specifikus termékenységi 

ráták jövőbeli növekedését vetítik előre, azonban az előrejelzett emelkedés mértéke tekintetében 

jelentős eltérések mutatkoznak az egyes modellek/szcenáriók között. Ugyanez a megállapítás 

elmondható a szülési életkor kitolódására vonatkozóan is, illetve a 20 év körüli korosztály relatív 

termékenységének az emelkedésénél is. Az, hogy a különböző modellek közül melyik képes 

pontosabban predikciót adni a jövőre vonatkozóan függ attól, hogy a múltbeli megfigyelésekben 

tapasztalt trend meddig marad érvényben. 

 

5.1.3.Dummy változó hatása  

Az eddig említett szcenárióktól eltérően ebben az alfejezetben nem a tanító időszak 

változtatásának a hatását vizsgáltam, hanem egy dummy változó (mind az időbeli trend 

előrejelzésébe, mind a hibatagra illesztett véletlen erdőbe, mint magyarázóváltozó) bevonásának 

az eredményekre való befolyását. Két előrejelzést készítettem ilyen módon, mindkettő esetén a 

modelleket a teljes időszakon – 1950-2020 közötti éveken – tanítottam. Az első esetben a dummy 

változó értéke 1 volt, amennyiben az adott megfigyelés éve 2001 és 2020 közé esett, különben 

pedig 0. Ennél a szcenáriónál azt feltételeztem, hogy a 2000-es évektől kezdődően tapasztalt 

emelkedés egy külön demográfiai szakasznak tekinthető, aminek a vége után a fertilitás arra a 

csökkenő pályára tér majd vissza, amelyet a kilencevenes években tapasztaltunk. A második 

esetben a 2012-2020 közötti években vett fel a dummy változó értéke 1-et. Ez az eset azt a 

feltételezést tükrözi, hogy a 2012 után tapasztalt extrém fertilitás emelkedés (mely a családpolitikai 

intézkedéseknek köszönhető) egy külön demográfiai szakasz, az intézkedéseknek azonban csak 

rövidebb távon van hatása, aminek a megszűnése után a 2008-as gazdasági világválság vége utáni 

lelassult növekedési trend tér vissza. Az 5.1.2. fejezetben bemutatott szcenáriótól ez a 

forgatókönyv abban különbözik, hogy a meredek növekedési szakaszról nem azt feltételezi, hogy 

2020-ban véget ér, hanem hogy 2020 után is pár évig tovább folytatódik. 

Az előrejelzések elkészítéséhez először megvizsgáltam, hogy a Lee-Carter modell hibatagjára 

illesztett fa alapú gépi tanulási módszerek közül – véletlen erdő és gradient boosting – melyik 

illeszkedik jobban akkor, ha a modellbe a dummy változót is bevonom, mint magyarázóváltozó. 

Ehhez ismét felosztottam az adatbázist tanító és tesztelő halmazra véletlenszerűen 80%-20% 

arányban és az előbbi adatain optimalizáltam a modellek hiperparamétereit. A vizsgált 

hiperparaméterek és értékeik a 4.3.2. fejezetben bemutatottakkal azonosak, az egyetlen eltérés a 
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véletlen erdő esetén az, hogy a változók száma hiperparaméter értéke 3 is lehet. Az optimalizált 

modellben a keresztvalidáció alapján a véletlen erdőnél a változók száma 3, a minimális levélméret 

pedig 10, míg a gradient boostingnál az optimális tanulási ráta 0,1, a fák száma 200, a fa mélysége 

7 és a minimális levélméret 10 mindkét szcenárió esetén. A teszt adatokon az RMSE és MAPE 

pontossági mutatószámok értékei alapján ismét a véletlen erdő illeszkedik jobban az adatokra (3. 

táblázat). 

Dummy értéke 1 2001-2020 2012-2020 
   

RMSE 0,002206 0,002207 

MAPE 5,6261 5,62611 

3. táblázat: Dummy változós modellek illeszkedése 

 A táblázat értékei alapján a dummy változó bevonása az illeszkedést javította, a 2. táblázat 

eredményeihez képest csökkentek a mutatók értékei. Ebből adódóan a Lee-Carter modell 

hibatagját mindkét szcenárióban egy véletlen erdővel jeleztem előre az előbb ismertetett optimális 

hiperparaméter értékekkel. 

Az időbeli trend előrejelzésénél is figyelembe vettem a dummy változót, az idősorra a legjobban 

teljesítő ARIMAX(p,d,q) modellt kerestem a 4.2. fejezetben látott modellszelekciós eljárással. Az 

AIC és BIC információs kritériumok alapján mindkét szcenárióban az idősor legjobban egy 

ARIMAX(1,1,0) folyamattal jellemezhető, ahol az X a dummy változó modellbe való bevonására 

utal. 

A predikciókat két feltételezés mellett készítettem el:  

- a dummy változó értéke 2021-ig marad 1: ezt a feltevést az indokolja, hogy a TFR a KSH 

adatai alapján 2021-ig emelkedett, majd a COVID-19 elterjedésének hatására lecsökkent, 

- a dummy változó értéke 2023-ig marad 1: ez azért egy releváns feltevés, mert 2024-ben 

esett vissza jelentősen a TFR értéke a KSH adatai alapján, addig kisebb mértékű csökkenés 

volt megfigyelhető. 

Összesen tehát 4 előrejelzést készítettem, ezeknek az eredményei a 20. ábrán láthatóak: 
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20. ábra: Dummy változó hatása az ASFR előrejelzésére 

Az ábrák szerint az első két esetben (ahol a dummy változó értéke 2001-től kezdve veszi fel az 1-

et) a termékenységi ráták értéke egy nagy visszaesés után – miután a dummy értéke 0-ra vált át – 

konstansnak tekinthetőek. Az alsó ábrák alapján (ahol a dummy változó értéke 2012-től kezdődően 

1) egy nagy mértékű kiugrás után – szintén miután a dummy értéke 0-ra váltott – lehet a 

termékenységi ráták alakulást konstanssal jellemezni. 

Az első szcenárióban (felső sorban az ábrák) a predikciók alakulása magyarázható azzal, hogy 

2020 után pár évig (az első feltételezés esetén 3, a második esetén 1 évig) fennáll a 2000-es 

években megfigyelt emelkedő termékenység utána viszont visszaáll a 2000 előtti években jellemző 

csökkenő tendencia. A második szcenárióban a 2012-es évek dinamikusan emelkedő trendje után 
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az előrejelzés első pár évét követően (ebben az esetben is az első feltételezés mellett 3, a második 

mellett 1) a 2012 előtt tapasztalt mérsékeltebb emelkedő tendencia áll vissza. 

Mind a négy előrejelzésnél a termékenységi ráták konstanssal írhatóak le az első pár év után, attól 

függően, hogy mi a jövőbeli trend alakulására vonatkozó feltételezés. Ez azzal magyarázható, hogy 

ezekben a szcenáriókban a 𝑘𝑡 időbeli trendet egy olyan ARIMA(p,d,q) folyamattal modelleztem, 

ahol a d értéke 1, míg a korábban vizsgált esetekben kétszeres differenciálást használtam. Emiatt 

a becsült trend az előző fejezetekben bemutatott eredményekhez képest moderáltabban alakul. Ez 

is mutatja azt, hogy a Lee-Carter és a véletlen erdő modellegyüttes mennyire rugalmas tud lenni, 

hiszen egy dummy változó bevonásával az előrejelzések alakulása megváltozott az adott 

szcenárióban feltételezett demográfiai folyamatoknak megfelelően. 

Összefoglalva az 5.1. fejezetben ismertetetteket összesen 5 szcenárió esetében készítettem a 

termékenységi rátákra előrejelzést: 

-  A teljes időszakra, 1950-2020 közötti évekre illesztettem a modelleket: a lényege, hogy az 

összes múltbeli megfigyelést felhasználva készítem az előrejelzést, feltevése, hogy a 2010-

es években érvényben lévő extrém növekedés tartósan fennmarad. 

- 1950-2006 közötti éveken tanított modell: feltételezése, hogy a 2010-es évek meredeken 

emelkedő fertilitási szakasza a világválság negatív fertilitási hatásának a kompenzálása, 

utána a 2000-es évek elején tapasztalt visszafogottabb növekedési pályára áll vissza a 

termékenység alakulása. 

- 1950-2012 közötti éveken tanított modell: ez azt a feltételezést tükrözi, hogy a 2008-as 

válság miatti visszaesés kompenzálása után a válság utáni években jellemző lelassult 

növekedés lesz ismét megfigyelhető. 

- 1950-2020 közötti évekre illesztett modell, dummy változó bevonása, aminek értéke 1 

2001-2020 között: feltételezi, hogy a 2000-es években tapasztalt növekedés egy külön 

demográfiai szakasz, a vége után a termékenység csökkenő trenddel lesz jellemezhető, 

ahogyan a kilencevenes években tapasztaltuk. 

- 1950-2020 közötti évekre illesztett modell, dummy változó bevonása, aminek értéke 1 

2012-2020 között: felteszi, hogy a 2012-es évek után tapasztalt extrém növekedés egy 

külön demográfiai szakasz (ami 2020 után pár évvel ér véget), ezután egy mérsékeltebb 

növekedési trend fogja a termékenység alakulását jellemzi. 
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5.2. Előrejelzések összehasonlítása 

Ebben az alfejezetben az ENSZ által közzétett életkor-specifikus termékenységi rátákra, illetve 

teljes termékenységi rátákra vonatkozó előrejelzéseit hasonlítottam össze a 4. fejezetben 

bemutatott modell eredményeivel. Az ENSZ által készített modell szerint az életkor-specifikus 

termékenységi ráták alakulása 1950 és 2100 között az alábbi ábrával jellemezhető: 

 

21. ábra: Életkor-specifikus termékenységi ráta alakulása az ENSZ modellje szerint 

Az ENSZ modell előrejelzése is a termékenységi ráták jövőbeli emelkedését prediktálja, illetve a 

szüléskori életkor további – mérsékelt – kitolódása is megfigyelhető az ábrán. A Lee-Carter és 

véletlen erdő modellkombináció által mutatott hatás - miszerint a következő években a 20 év körüli 

korcsoport esetében a termékenység emelkedni fog a többi korcsoport értékéhez viszonyítva – az 

ENSZ által készített előrejelzés alapján a jövőben eltűnik. Ez magyarázható azzal, hogy ez a 

modell feltételezi, hogy az életkor-specifikus termékenységi ráták egy globális trendhez 

konvergálnak. 
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22. ábra: ENSZ és a saját modellem előrejelzése közötti eltérés (2050-re vonatkozóan) 

A 22. ábrán egy konkrét évre, 2050-re vonatkozó előrejelzések eredményei láthatóak. Az általam 

készített szcenáriók közül van (1950-2020-ra illesztett modell), amelyik felülbecsüli a 

termékenységi ráták értékét az ENSZ előrejelzéséhez képest, illetve van olyan is, mely alulbecsüli 

(1950-2012 közötti évekre illesztett modell). A két szcenárió eredménye, ahol a modellbe egy 

dummy változót is bevettem az ábra alapján szinte egybeesik. Az ENSZ előrejelzése egy 

haranggörbével jellemezhető, melynek a csúcspontja 30-32 éves korban található, míg az 5.1. 

alfejezetben bemutatott előrejelzések eloszlása további mintázatokat is megjelenít. Ez az eltérés 

szintén abból adódhat, hogy a korábban bemutatott modellek és szcenáriók csak a megfigyelt 

adatokra épülnek, míg az ENSZ modell esetében további mögöttes feltételezések vannak az 

életkor-specifikus termékenységi ráták alakulására vonatkozóan.  

Az, hogy a kétféle modell közül melyik rendelkezik jobb előrejelző képességgel függ attól, hogy 

milyen időtávra készítünk előrejelzést, illetve attól is, hogy a modell illesztésénél megfigyelt 

trendek meddig folytatódnak. Rövid távon, feltételezve, hogy a múltbeli tendenciák továbbra is 

fennállnak a Lee-Carter modell és a hibatagjára illesztett véletlen erdő várhatóan pontosabb 

előrejelzést ad. Hosszú távon az ENSZ modell előrejelzése teljesíthet jobban köszönhetően annak, 

hogy a megfigyelt értékeken kívül további feltételezéseket is figyelembe vesz az életkor-specifikus 

termékenységi ráták jövőbeli alakulására vonatkozóan. 
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Szignifikáns eltérés a két modelltípus eredményeiben, hogy a Lee-Carter véletlen erdő 

modellkombináció előrejelzése szerint Magyarországon a 20-as éveikben lévő nők termékenysége 

tovább fog javulni, míg az ENSZ modell előrejelzése szerint ez a tendencia teljesen el fog tűnni a 

globális trendekhez való konvergencia miatt. Azt, hogy a Közép-Kelet-Európa, illetve 

Magyarország esetében a jövőben a kor szerinti mintázatok milyen mértékben fognak a globális 

trendhez konvergálni előre nem tudhatjuk. Több tanulmány is azt mutatja, hogy a posztszocialista 

közép-kelet-európai országokban a nyugati országoktól (vagyis az ENSZ által feltételezett globális 

trendtől is) eltérően nem tapasztalható például az a tendencia, hogy az iskolázottabb nők kisebb 

termékenységi rátával bírnak. Emiatt lehet realitása az általam készített előrejelzéseknek, több 

tényező is indokolja, hogy miért maradhat meg a 20-as korév körüli termékenységi csúcs az 

elkövetkező években is. Ilyen tényező az, hogy az iskolázottabb nőknek általában stabilabb 

munkaerőpiaci pozíciója van, kiszámíthatóbb jövedelemmel rendelkeznek, ami csökkenti az 

egzisztenciális bizonytalanságot és pozitívan befolyásolja a gyermekvállalási hajlandóságot 

(Kreyenfeld és Andersson, 2014). Ezen kívül az iskolázottabb nők mind az erőforrásokhoz, mind 

az információhoz hatékonyabban hozzáférnek, tudatosabban ki tudják használni a 

gyermekvállalást támogató intézkedéseket, például a családtámogatási rendszert, a GYES/GYED 

lehetőségeit és a bölcsődei infrastruktúrát is (Rindfuss et al., 2003). Továbbá a nők fokozott 

jelenléte a munkaerőpiacon növeli a keresletet a családbarát munkahelyek és gyermekintézmények 

iránt, ami közvetetten a termékenységet is támogatja. Ezzel párhuzamosan a társadalmi normák is 

változnak, a gyermekvállalás és a karrier nem feltétlenül zárja már ki egymást (Sobotka, 2004). 

Megvizsgáltam, hogy a három szcenárió előrejelzése közül – ahol az eltérés a tanítási időszakban 

van - melyik illeszkedik a legpontosabban az ENSZ előrejelzésére. Ennek eldöntéséhez az RMSE 

és MAPE pontosságmérő mutatószámot értékét határoztam meg. 

 1950-2020 1950-2006 1950-2012 
    

RMSE 0,07 0,0244 0,0137 

MAPE 268,87 97,49 74,45 

 

4. táblázat: Az egyes szcenáriók illeszkedési pontossága az ENSZ modell eredményeire 

A táblázat értékei szerint az 1950-2012-es adatokra illesztett modell előrejelzései illeszkednek a 

legpontosabban az ENSZ modell által prediktált értékekre. 
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5.2.1. Előrejelzések eltérő feltételezések mellett 

Az ENSZ a World Population Prospects 2024 nevű kiadványában különböző feltételezések mellett 

elkészített előrejelzéseket mutat be. Az előző részben a „közepes fertilitás” feltételezés melletti 

eredmények kerültek bemutatásra, ezen kívül készítettek még „alacsony fertilitás” és „magas 

fertilitás” szcenáriókra vonatkozó predikciókat is (22. ábra). 

  

23. ábra: Alacsony és magas fertilitás feltételezése melletti előrejelzés (2024-2100) 

Az alacsony fertilitás feltételezése mellett az előrejelzési időszak elején a termékenységi ráták 

értékében jelentős visszaesés figyelhető meg (2029-re és 2034-re prediktál a modell a visszaesést), 

ezután pedig egy mérsékelt ütemű növekvő trend jellemzi az idősor alakulását egészen a vizsgált 

időszak végéig. Ezzel szemben, ha a magas fertilitási szcenárióval készítünk előrejelzést, a teljes 

időszak alatt egy emelkedő tendenciával lehet leírni a termékenységi ráták változását (az 

emelkedés nem folyamatos, a modell 2029-re és 2034-re két ugrást prediktál az értékekben). A 

második esetben a termékenységi ráta 30 éves életkorra vonatkozó értéke 2100-ban több, mint 

kétszerese az alacsony fertilitás feltételezése melletti értéknek. 

Ebben a két esetben is megvizsgáltam, hogy általam készített, különböző időszakokon tanított 

modellek előrejelzései hogyan alakulnak az ENSZ által prediktált jövőbeli változásokhoz képest 

(24. ábra). Ehhez a 2050-re vetített életkor-specifikus termékenységi ráták értékeit vetettem össze.  

Az ábra jól szemlélteti az ENSZ termékenységi előrejelzéseinek jelentős szórását a különböző 

feltételezések (alacsony és magas fertilitás) mentén. Az általam modellezett szcenáriók eredménye 

az ENSZ e két variánsa által kijelölt sávba esik. Az alacsony fertilitás esetét az 1950-2012-es 



61 

 

évekre illesztett modell, míg a magas fertilitás feltételezés melletti termékenységi pályát az 1950-

2020-as időperióduson tanított modell közelíti meg a legpontosabban. Az alábbi ábra alapján is 

elmondható, hogy az ENSZ modell további mögöttes feltételezése miatt (vagyis, hogy a 

termékenységi ráták egy globális trendhez konvergálnak) az előrejelzések alakja minden esetben 

egy középen (30-32 éves korban) csúcsosodó, szimmetrikusan lefutó görbével jellemezhető. 

 

24. ábra: Különböző szcenáriók és feltételezések mellett az előrejelzések (2050) 

 

5.2.2.Teljes termékenységi ráták előrejelzése 

A különböző időperiódusokon tanított modellek esetében az életkor-specifikus termékenységi 

ráták mellett a teljes termékenységi rátákra vonatkozó előrejelzést is elkészítettem (25. ábra). 
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25. ábra: Különböző szcenáriók és feltételezések mellett a TFR előrejelzése (2024-2100) 

Látható a Lee-Carter és véletlen erdő modellkombináció és az ENSZ modell előrejelzése közti 

egyik fő különbség, vagyis az, hogy az utóbbi esetében nemcsak a múltbeli megfigyelések 

határozzák meg a predikció pályáját, hanem globális trendhez való konvergencia feltételezése is 

befolyásolja azt.  Enélkül a feltevés nélkül az előrejelzések a későbbi évekre irracionálisan magas 

termékenységi rátát eredményeznek. A különböző feltevések és szcenáriók mellett a modellek 

egyöntetűen emelkedést vetítenek előre a teljes termékenységi ráta szintjében, az eltérés közöttük 

a növekedés mértékéből és leírt pályájának alakjából adódik. 

Az ábrán ezen kívül látható, hogy a múltban megfigyelt tendenciák az egyes szcenáriók 

feltételezéseinek megfelelően folytatódnak, vagyis például az 1950-2006 közötti adatokra illesztett 

modell előrejelzése valóban egy visszafogottabb növekedési tendenciát követ (ennél a 

szcenáriónál az volt az alapfeltevés, hogy a 2010-es meredeken emelkedő szakasza a 2008-as 

válság hatásainak a kompenzálása, ezután a termékenység alakulása a 2000-es évek elején 

tapasztalt mérsékeltebb trend szerint fog folytatódni). Amennyiben azt a szcenáriót nézzük, ahol a  

2010-es évek nagy növekedése után visszatérünk a válság utáni lassabb emelkedési pályára (1950-

2012-es adatokra illesztett modell), akkor az az ENSZ közepes fertilitási pályáját 2040 körül 

hagyja el látványosan, de a magas fertilitású szcenáriót 2100-ra közelíti csak meg. Ezzel szemben, 
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ha annak az esetnek az előrejelzését vizsgáljuk, aminek alapfeltétele, hogy a 2010-es években 

tapasztalt extrém emelkedés tartósan fennmarad, akkor ez már 2040 előtt meghaladja az ENSZ 

magas fertilitási előrejelzését. A harmadik ábrázolt szcenárió – 1950-2006 közötti évekre illesztett 

modell – 2060 után haladja meg az ENSZ összes előrejelzésének a szintjét. 

A Lee-Carter és véletlen erdő modellkombináció előrejelzései egyes esetekben irreálisan magas 

TFR értékeket jeleznek előre a későbbi évekre. Ezek ábrázolása mégis releváns lehet amiatt, mert 

rávilágít arra, hogy a közelmúlt különböző ütemű növekvő fertilitási trendjei meddig 

fenntarthatóak az ENSZ globális trendek alapján megszabott korlátai alapján egy optimista 

szcenárióban.  
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6. fejezet: Konklúzió 

 

A dolgozat elsődleges célkitűzése egy olyan statisztikai modell ismertetése, amely alkalmas az 

életkor-specifikus termékenységi ráták történeti alakulásának leírására, valamint a múltbeli 

adatok alapján megalapozott és releváns előrejelzést nyújt e ráták jövőbeli tendenciáira 

vonatkozóan. Ahogy láthattuk az időbeli alakulása egy összetett struktúra, melyet számos 

gazdaság-, és egészségpolitikai tényező befolyásol (például az 1952-ben bevezetett 

népességpolitikai intézkedések, illetve a 2012-ben kezdődő családpolitikai támogatások körének 

kibővítése pozitívan, míg a 2008-as gazdasági világválság és a COVID-19 világjárvány 

negatívan hatott a termékenységi ráták alakulására). Az életkor-specifikus termékenységi ráták 

leírásához emiatt egy olyan modellre van szükség, mely képes komplex struktúrák 

megragadására és kezelésére. 

A Lee-Carter modell – amit alapvetően halandósági ráták előrejelzésére fejlesztettek ki – egy 

sztochasztikus előrejelző modell, mely a (logaritmizált) életkor-specifikus ráták alakulását három 

tényezőre bontja fel: 

- átlagos életkori profil: leírja az életkor-specifikus ráták átlagos alakját a teljes vizsgált 

időszak alatt 

- általános időbeli trend: megragadja a ráták általános időbeli változásának fő irányát és 

ütemét 

- életkor-specifikus válasz a trendre: meghatározza, hogy az egyes életkorok milyen 

mértékben és hogyan reagálnak az általános időbeli trend változásaira. 

Ahelyett, hogy halandósági adatokra alkalmaztam volna, ezt a modellt az életkor-specifikus 

termékenységi ráták elemzésére használtam fel. Bár az előbb bemutatott komponensek 

segítségével igyekeztem magyarázatot adni a ráták alakulására, ezek a tényezők elégtelennek 

bizonyultak a termékenységi folyamatok komplexitásának megragadására. Ezt jelzi, hogy a 

modell hibatagjában szisztematikus mintázatok, további interakciós struktúrák maradtak a kor és 

az idő között. Ezeknek a kiszűrésére fa alapú gépi tanulási modelleket – véletlen erdőt és 

gradient boostingot – használtam, megpróbálva ezáltal a megfigyelt adatokra való illeszkedésen 

javítani. 

A Lee-Carter és a véletlen erdő modellkombinációjával készített előrejelzésekben jelentős eltérés 

tapasztalható attól függően, hogy a modellek tanítását milyen időperióduson végezzük. Az, hogy 
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a vizsgált szcenáriók közül melyik vetíti előre a legpontosabban a termékenység jövőbeli 

alakulását a következő években érvényes trendekre vonatkozó feltételezéstől függ.  

Az 5 elemzett szcenárió és azok feltevései: 

- 1950-2020 közötti évekre illesztett modell: felteszi, hogy az extrém emelkedés a következő 

években is fennmarad. 

- 1950-2006 közötti évekre illesztett modell: feltételezése, hogy a 2010-es évek meredeken 

emelkedő fertilitási szakasza a világválság negatív hatásának a kompenzálása, utána a 

2000-es évek elején tapasztalt visszafogottabb növekedési pályára áll vissza a 

termékenység alakulása. 

- 1950-2012 közötti évekre illesztett modell: ez azt a feltételezést tükrözi, hogy a 2008-as 

válság miatti visszaesés kompenzálása után a válság utáni években jellemző lelassult 

növekedés lesz ismét megfigyelhető. 

- 1950-2020 közötti évekre illesztett modell, dummy változó bevonása, aminek értéke 1 

2001-2020 között: feltételezi, hogy a 2000-es években tapasztalt növekedés egy külön 

demográfiai szakasz, a vége után a termékenység csökkenő trenddel lesz jellemezhető, 

ahogyan a kilencvenes években tapasztalható volt. 

- 1950-2020 közötti évekre illesztett modell, dummy változó bevonása, aminek értéke 1 

2012-2020 között: felteszi, hogy a 2012-es évek után tapasztalt extrém növekedés egy 

külön demográfiai szakasz (ami 2020 után pár évvel ér véget), ezután egy mérsékeltebb 

növekedési trend fogja a termékenység alakulását jellemzi. 

 A legtöbb vizsgált esetben emelkedő tendenciát prognosztizál a jövőbeli termékenységre, az 

eltérések elsősorban a növekedés ütemében mutatkoznak meg. Kivétel az a szcenárió, ahol a 

modellbe egy dummy változó hatását is bevettem, aminek értéke 2001-től kezdődően 1, vagyis 

ahol a feltételezés szerint a 2000-es évek növekvő fertilitása egy speciális demográfiai szakasz, 

ami hosszú távon meg fog szűnni. Ennek az előrejelzése a termékenységi ráták csökkenését 

prediktálja 2020 után pár évvel, miután a trend a 2000-es évek előtti csökkenő tendencia mentén 

áll vissza.  

Az eredményeket összevetve az Egyesült Nemzetek Szervezetének (ENSZ) által készített 

termékenységi előrejelzéseivel, megállapítható, hogy azok egyöntetűen egy növekvő pályát 

vetítenek előre, függetlenül attól, hogy alacsony, közepes vagy magas fertilitást feltételezünk a 

jövőre vonatkozóan. A legfőbb különbség a két típusú modell között abból fakad, hogy a Lee-
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Carter és véletlen erdő modellkombináció egyedül a múltbeli megfigyeléseket veszi figyelembe 

az előrejelzés során, míg az ENSZ modelljénél további mögöttes feltételezések is vannak a 

termékenység jövőbeli alakulását illetően. Ez az eltérés leginkább a 20-as korév körüli magas 

fertilitás jövőbeli pályáját érinti, mely az ENSZ modell predikciója szerint meg fog szűnni. 

 Rövid távon, amíg a megfigyelt trendek érvényben vannak, az általam készített modell 

pontosabb előrejelzést adhat, míg az ENSZ modellje várhatóan hosszútávon teljesít jobban a 

termékenységi ráták globális trendhez való konvergenciájának a feltevése miatt. A gépi tanulás 

alapú módszer a rövid távú előrejelzésekben az ENSZ modellel szemben jelentősen 

rugalmasabb, amit az is bizonyít, hogy egyetlen dummy változó bevonásával számtalan 

szcenárió előrejelzését lehet elemezni. Továbbá az is vizsgálható a modell segítségével, hogy a 

közelmúlt trendjei a megadott szcenáriók szerint meddig folytatódnak reálisan, az ENSZ globális 

feltételezések alapján készített hosszútávú pályát mikor haladják meg.    

A 4. fejezetben bemutatott megközelítés – amely a Lee-Carter modellt egy, a hibatagjaira 

illesztett véletlen erdő algoritmussal kombinálja – előrejelző képessége jelentősen javítható 

lenne, amennyiben 2020 utáni évekre vonatkozó koréves fertilitási adatok is rendelkezésre 

állnának. A jelenlegi adatsor végpontja (2020) ugyanis megelőzi a COVID-19 világjárvány 

gyermekvállalási hajlandóságra gyakorolt jelentős hatásainak teljes kibontakozását. Ez a külső 

sokk várhatóan megtörte a korábbi trendeket, így a 2020-ig érvényes mintázatok extrapolálása 

korlátozott megbízhatóságú lehet. A 2008-as sokkhoz hasonlóan az is előfordulhat, hogy a 

következő években ennek a COVID-19 és az orosz-ukrán háború okozta gazdasági válság 

következtében tapasztalt negatív hatások kompenzálódnak, egy meredekebb emelkedési szakasz 

lesz megfigyelhető. A 2020-2024-es korspecifikus adatok hiánya miatt a 20-as korévben 

megfigyelt fertilitási csúcs tendenciájával kapcsolatban is korlátozottan lehet következtetést 

levonni arra vonatkozóan, hogy Magyarország esetében fennmarad-e a trend, vagy a globális 

tendenciának megfelelően eltűnik. 

Az elemzést több szempontból is tovább lehetne fejleszteni. Egyrészt érdekes lehet megvizsgálni 

azt, hogy mennyivel tér el /pontosabb annak az előrejelzésnek az eredménye, amit kohorsz-

szinten lebontva csak a fa alapú gépi tanulási modellek segítségével készítünk. Másik irány lehet 

az, ha mind az ARIMA(p,d,q), mind a gépi tanuló modellekbe betesszük a szomszédos országok 

korspecifikus rátáit, mint magyarázóváltozókat, ezzel közelítve az előrejelzéseket a regionális 

trendekhez. 
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