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1.fejezet: Bevezetés

1.1. Termékenyseg

Egy adott orszdg népességének a méretét ¢és korszerkezetét hadrom tényezd befolydsolja, a
halalozés, a migraci6 €s a termékenység. Magyarorszag népessége tobb, mint 40 éve folyamatosan
csOkken, a KSH adatai szerint 2024-ben 9,58 milli6 6 ¢l hazdnkban, mig 1980-ban 10,7 milli6 6
¢lt. Ennek a csokkenésnek az egyik oka a természetes fogyas, vagyis az, hogy a haladlozasok szadma
meghaladja a sziiletések szamat, melyet még a pozitiv migracios mérleg sem tud kompenzalni (1.
abra).

A népességszamot alakité tényezdk
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+ ElSzetes adatok.

1. abra Magyarorszag népességét alakito tényezék (forras: KSH)
A sziiletések szama szintén csokkend tendenciat kovet, ez a folyamat mar az 1950-es években

elkezdddott. Ezt a jelenséget elsdsorban a termékenység mérséklddése, illetve a sziiloképes kora

(15-49 éves) ndi népesség 1étszamanak a folyamatos csokkenése magyarazza.

A termékenység mérésére a leggyakrabban a teljes termékenységi aranyszamot (TFR) hasznaljak.

A KSH meghatarozasa alapjan ez a mutatdészdm azt fejezi ki, hogy egy nd atlagosan hany



gyermeket sziilne az élete soran, amennyiben az adott év kor szerinti sziiletési aranyai lennének
érvényesek végig a reproduktiv életszakaszaban. Egy orszag népességének a hosszutavi
onfenntartasahoz (reprodukciojahoz) a teljes termékenységi aranyszamnak el kellene érnie a 2,1
értéket, az igynevezett reprodukcios szintet. Magyarorszagon a mutatoszam értéke 2010 6ta ugyan
mérsékelten novekedett 2021-ig, azonban az 1,61-es értékével (2021-ben) tovabbra is
szamottevoen elmarad a reprodukcids szinttdl. Ez a tartésan alacsony termékenység kozvetleniil

hozzajarul a népesség fogyasahoz €s a tarsadalom eloregedéséhez.

Teljes termékenységi rata alakulisa Magyarorszigon, Eurdpdban és a vildgban
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2. abra: Teljes termékenységi rata alakulasa Magyarorszagon, Europaban és a vilagban

(forras: ENSZ: World Population Prospects 2024, sajat szerkesztés)

A 2. abra jol szemlélteti, hogy a teljes termékenységi rata Europaban 1975 ota tartdsan a
reprodukciohoz sziikséges 2,1-es szint alatt marad (ezt a szintet a zold vizszintes vonal jeldli). A
mutatd 1950-t6l a 2000-es évek elejéig jellemzden egy csokkend trend mentén alakult. Ezt
kovetden egy enyhe emelkedési szakasz figyelhetd meg 2017-ig, ami utan a teljes termékenységi

rata szintje ismét csokkenésnek indult.

A teljes termékenységi rata csokkenése nem csupan eurdpai, hanem globalis tendencia. S6t, a
vilagatlag TFR csokkenésének iiteme gyorsabb, mint az Eurdpara jellemzdéé. Ennek

eredményeként 1965 és 2023 kozott a globalis teljes termékenységi rata szintje hozzavetdlegesen



a felére esett vissza. Mindazonaltal a vilagatlag — a jelentds csokkenés ellenére - 2023-ban még a

reprodukcios szint felett maradt, értéke 2,25 volt.

Magyarorszag esetében volt a legvaltozékonyabb a teljes termékenységi rata alakuldsa 1950 és
2023 kozott. Ennek egyik legmarkansabb példaja az 1952-ben bevezetett népességpolitikai
intézkedések (koztiikk az abortusztilalom és a gyermektelenségi ado), melyek hatasara 1954-re a
termékenység jelentdsen megugrott, elérve a teljes vizsgalt idészak legmagasabb értékét. Az 1950-
1956 kozotti idészakot Ratko-korszaknak is nevezik az intézkedéseket bevezetd egészségiigyi
miniszterr6l (Ratké Anna). 1956-ban kivezetésre, illetve moddositasra keriiltek ezek az

intézkedések, mely a teljes termékenységi rata csokkenését vonta maga utan.

A Magyarorszagra jellemzd teljes termékenységi rata idésordban a masodik kiugré érték (1974-
1975 koriil) szintén a Ratko-korszak eredménye, ekkor értek sziiloképes korba a Ratkd-korszakban
sziiletett gyerekek (Ratko-gyerekek). Az 6 gyerekeiket, akik az 1970-es évek kdzepén sziiletettek
nevezik Ratké-unokdknak. Az 1980-as évektdl kezdddden a teljes termékenységi rata szintje
csOkkeni kezdett, mely tendenciat az 1985-ben bevezetett GYED, illetve 1990-ben a csaladi potlék

kiterjesztése sem tudott visszaforditani (Rédei, 2006).

A 2008-ban bekovetkezett gazdasagi vilagvalsag hatasara a teljes termékenységi rata szintje 2011-
ben elérte a mélypontjat (1,25 volt az értéke). A korméany a kedvezdtlen demografiai tendencia
kezelésére 2012-t6] kezdddden a csaladpolitikai tdmogatasok korét kibdvitette, példaul csaladi
addalap-kedvezményeket, illetve a kormanyzati Otthonteremtési programot is bevezette (a tovabbi
csaladpolitikai tamogatasokat lasd példaul az Allami Szamvevdszék (2019) A csaladtamogatasok
rendszere Magyarorszdgon cimii elemzésében). Ezen intézkedések hatésara a teljes termékenységi

rata egészen a COVID-19 vilagjarvany elterjedéséig emelkedett (2021-ben az értéke 1,61 volt).

Egy masik mutatészam, melyet a fertilitds mérésére szoktak hasznéalni az életkor-specifikus
termékenységi rata (a késdbbiekben ,,ASFR”). Ez megmutatja az élvesziiletések szdmat egy adott
évben és korcsoportban 1000 ndre vetitve. Ennek az 1950 és 2020 kozotti alakulasa, illetve az

egyes korcsoportokra jellemz0 termékenységi ratdk megoszlasa lathato a 3. abran:



Eletkor-specifikus termékenységi ratak alakulasa (1950-2020)
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3. dbra: Eletkor-specifikus termékenységi rdta alakuldsa Magyarorszagon (1950-2020)
(forras: HFD, sajat szerkesztés)
A 3. abrardl két f6 tendencia is leolvashato. Egyrészt a termékenységi ratak alakulasdban 1950 és
2010 kozott egy jelentés mértékii csokkenés figyelhetdé meg, melyet a 2010-es évektdl kezdodden
egy enyhén emelkedd szakasz kovet (ez a novekedés a korabban emlitett csaladpolitikai
tamogatasokkal magyardzhato). Ezenkiviil lathatd, hogy a ndék sziiléskori atlagos életkora az
utobbi évtizedekben a 20-as éveik elejérdl a 30-as éveik elejére tolddott el (ezt a KSH adatai is
alatamasztjak: 1980-ban a sziild nék atlagos ¢€letkora 24,95 év volt, mig 2023-ban ez kitolodott
30,54 éves korra). Az abran, illetve az elemzés tovabbi részében is az anydk sziiléskori
atlagéletkora az Osszes sziiléskor betoltott atlagos életkorra utal, tekintet nélkiil a sziiletési

sorrendre.

1.2. Nemzetkozi kitekintés

Ahogy kordbban mar emlitésre kertilt a termékenységi rata csokkenése globalis jelenség, nem csak
Magyarorszagra jellemz0. Az afrikai orszagok tobbségét kivéve a vilag legtobb dllamédban ennek
a mutatonak az értéke nem éri el a népesség Onfenntartasahoz sziikséges 2,1-es szintet. Ez —
kiilonosen a fejlett orszdgokban — hozzajarul a népesség csokkenéséhez, illetve eldregedd

tarsadalomszerkezethez vezet.



Total fertility rate, 2022
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4. abra: Teljes termékenységi rata 2022-ben az europai orszdagokban (forras: Eurostat)

Az eurdpai orszagok koziil az Eurostat adatai szerint 2022-ben Franciaorszagban volt a
legmagasabb a teljes termékenységi rata, az egy ndre jutd élvesziiletések szama 1,79 volt. A rata
legalacsonyabb értéke pedig — az eurdpai orszagok koziil — Maltan volt megfigyelhetd 1,08-as
értékkel 2022-ben. Magyarorszag 1,55-0s teljes termékenységi aranyszama ebben az évben
meghaladta az eurdpai atlagot, mely 1,46 volt.

A n6k sziiléskori életkordnak a kitolodésa sem csak hazankra, hanem egész Eurdpara jellemz6
tendencia. 2022-ben Eurdpédban a ndk atlagéletkora sziilésnél 31,1 év volt, mig Magyarorszagon
ennél némileg alacsonyabb, 30,43 év.

Annak ellenére, hogy a teljes termékenységi rata Eurdpaban csokken, a kontinens népessége 1960
Ota — bar lassul6 litemben, de — folyamatosan novekszik. Egészen 2011-ig ennek az emelkedésnek
a f6 oka a természetes népességnovekedés volt, vagyis az, hogy a sziiletések szdma meghaladta a
haldlozasokét. 2012-t61 kezdddden azonban ez a trend megfordult, a haldlesetek szama haladta
meg a sziiletések szdmat. Azota a népességndvekedés a pozitiv migracios mérlegnek kdszonhetd,
mely a természetes fogyast is ellenstilyozza Eur6paban az Eurostat népesség és népességvaltozasi

statisztikai szerint.



1.3. Nyugdijrendszer fenntarthatosaga

A Vildgbank modellje szerint a megfeleld nyugdijrendszer hdrom pilléren alapul, ahol mindegyik
pillér sajat célokat szolgal és kiilonboz6 kockazatokkal kell megkiizdenie (World Bank, 2008). Az
elso pillér egy kotelezd, allami, ,,pay-as-you-go” elven miikddo rendszer, vagyis a munkavallalok
altal befizetett jarulékok azonnal kifizetésre keriilnek a nyugdijakra, nincs tokefelhalmozas. A
legtobb orszagban az elsd pillér biztosija a nyugdij kifizetések legnagyobb részét, koztiik
Magyarorszagon is (annak ellenére, hogy a magyar nyugdijrendszer jelentdsen eltér a Vilagbank
altal ajanlott 3 pilléres nyugdijmodelltdl). A mésodik pillér egy kotelezd, feltdkésitett pillér,
melynek célja az, hogy a munkavallalok szamara (az elso pilléren feliili) nyugdijat biztositson.
Ennek az értékét a munkavallalo aktiv évei alatt befizetett jarulékok alapjan hatarozzak meg. A
harmadik pillér pedig egy onkéntes, egyéni megtakaritdsokon alapuld pillér. Fo célja a kiegészitd
nyugdij biztositdsa 6nallé megtakaritasok révén. Ez a pillér a legrugalmasabb, az egyén donti el,

hogy mekkora 6sszeget és milyen formaban takarit meg.

Egy nyugdijrendszerrel szemben az egyik legalapvetobb elvaras, hogy rovid és hosszu tavon is
fenntarthat6 legyen, vagyis a bevételek és a kiadasok egyensulyban legyenek. A koltségvetési
szempontbdl vald fenntarthatésag érdekében a nyugdijrendszereknek alkalmazkodniuk kell a
demografiai, tarsadalmi-gazdasagi €s szemléletbeli valtozasokhoz is. A fejlett gazdasadgok két {6
demografiai kihivassal néznek szembe, egyrészt a mar emlitett csokkend termékenységi rata,

masrészt a novekvo varhato élettartam lehetséges negativ hatasaival (IMF, 2012).

A ,pay-as-you-go” elven miikddé nyugdijrendszer (mely példaul Europaban is az elsddleges
nyugdijrendszer) tehadt a munkavallalok befizetett jarulékan alapul. A termékenységi rata
csokkenése a sziiletések szdmanak a visszaeséséhez, hosszutavon pedig vérhatéoan a
munkavallalok szamanak a csokkenéséhez ¢€s a tarsadalom eloregedéséhez vezet, aminek szamos
kritikus kovetkezménye van a nyugdijrendszerre nézve. Ilyen kdvetkezmény példaul az idéskori
eltartottsagi rata novekedése, vagyis a nyugdijasok szdma a munkaképes korta népességhez — 15-
64 éves kor kozottiek — viszonyitva megnd (az MNB (Hudak et al. 2015) 4ltal kiadott jelentésben
2060-ra varhatdéan az idOskori fliggdségi rata Magyarorszagon 52%, mig az eurdpai atlag 50%
lesz). A nyugdijrendszer fizetoképességét is veszélyezteti ez, hiszen a jaradékigényldk aranya

megnd a jarulékfizetokhoz képest. A fizetOképesség fenntartdsdhoz (a jelenleg érvényben 1évd

10



keretek mellett) sziikséges lehet vagy a munkavallalok altal befizetett jarulékok novelése vagy a

nyugdijjaradékok nagysaganak a csokkentése.

A novekvo varhato €lettartam szintén hozzajarul a tarsadalom eldregedéséhez, illetve az idéskori
fliggdségi rata novekedéséhez. Emellett az egyéneknek és az allamnak is kockazatos az, hogy
nem tudja eldre, hogy egy személy meddig fog éIni, nem tudja pontosan felmérni a jovében
varhato kiaddsait. Ezt a kockazatot (a varhato élettartam alacsonyabb a tényleges élettartamnal)

hosszu ¢élet kockazatanak (longevity risk) nevezik (IMF, 2012).
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2.fejezet: Szakirodalmi attekinto

A jelenlegi nyugdijrendszer fenntarthatosaga szempontjabol vitathatatlanul fontos kérdés az, hogy
az ¢lettartam folyamatos novekedése mellett hogyan valtozik a jovében a termékenység. A
fertilitas pontos eldrejelzése 1étfontossagu elem mind a népesség- és a munkaerd alakuldsanak az
elérejelzéséhez, mind pedig a kormdnyzati politika szamara az eréforrdsok elosztasarol vald
tervezéshez €s azzal kapcsolatos dontéshozatalhoz (pl. gyerekgondozas, oktatas, lakhatas). Ennek
ellenére a fertilitds eldrejelzésére korantsem helyeztek eddig akkora hangsulyt, mint a mortalitas

jovobeli valtozasanak a modellezésére.

Az emberi termékenység egy olyan bonyolult és dinamikus folyamat, melyet szdmos bioldgiai,
gazdasagi és tarsadalmi tényezd befolyasol. Jelentds hatassal lehet ra példaul az, hogy mekkora
koltségei vannak a gyereknevelésnek, mekkora a rendelkezésre 4ll6 jovedelem, illetve az is, hogy
a ndk oktatasat és foglalkoztatottsagat illetden milyen tarsadalmi normak alakultak ki az adott

orszagban, kultiraban (Hilton et al. 2019).

A termékenységet eldrejelz0 modelleket eredetileg €letkor-specifikus termékenységi ratak
kiegyenlitésére, vagy hianyz6 kohorsz adatok becslésére tervezték, hosszatavu eldrejelzések
készitésére kevésbé volt elterjedt a hasznalatuk. Ezek a modellek altalaban determinisztikusak, a
bizonytalansagot nem veszik figyelembe. A kozelmultban azonban megjelentek olyan modszerek,
ahol a bizonytalansag mar a modellezés része, sztochasztikus elorejelzést adnak a fertilitas jovobeli
alakulasara. Ezek kozil meg lehet kiilonboztetni parametrikus, szemi-parametrikus és

nemparametrikus eldrejelzé modelleket is.

A parametrikus modellek kozé tartozik Keilman és Pham (2000) megkozelitése is, melyben a
termékenység eldrejelzéséhez feltették, hogy a sziiletések szdma egy Poisson folyamattal irhato le,
ahol a folyamat intenzitasa az anya életkoratdl fligg. Tovabba azt is feltételezik a modellezés soran,
hogy egy adott évre vonatkozoan a termékenység ¢életkori mintdzata Gamma-eloszlast kovet. A

Gamma-eloszlast a tanulmanyban négy paraméter segitségével definialjak a kovetkezéképpen:

1

fx = _F(ag) a a, %3 (x — a4)a3—1 exp[—a,(x — a,)], x> a,, (2.0)
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ahol f, az x életkorhoz tartozd termékenységi ratat jeloli, az a, a teljes termékenységet, az a,
pedig a gyerekvallalas alsé korhatarat. Az a, és az a; kozvetleniil kozgazdasagi tartalommal nem

rendelkezik, azonban attranszformalva a kdvetkezd két paramétert kapjuk:

a
Br=cy+— @.1)
oz
as
== 2.2
)82 azzl ( )

ahol S, az atlagos életkor gyerekvallalaskor, 5, pedig a varianciat jeloli ebben az életkorban.
Ennek a négy paraméternek az értékét a tanulmany Norvégia éves, 1900-1995 kozotti adatain
becsiili. A szerzok kiemelik, hogy a Gamma-eloszlason kiviil mas eloszlasok is jol illeszkednek az
adatokra, azonban ennek az eloszldsnak az eldnye a paraméterek interpretdlhatosaga (Keilman és

Pham, 2000).

Tovabbi, a norvég 1900-1995 kozotti adatokra jol illeszkedd eloszlas a fertilitds modellezéséhez
példaul Coale és McNeil (1972) altal hasznalt Laplace-eloszlas, mely modellt kés6bb Knudsen és
tarsai (1993) Ujraparaméterezteck ARIMA modellel valo eldrejelzéshez. Congdon (1990) a
Hadwiger fliggvényt hasznalta londoni adatokon vald predikcidhoz Hilton és szerzdtarsai (2019)

tanulmanya szerint.

Szemi-parametrikus modellt mutat be Booth (1984) a kutatasdban, a Gompertz modellnek egy
valtozatat. A Gompertz modell a kumulalt fertilitasra, F(x)-re ad egy Osszefiiggést a Gompertz

fiiggvény segitségével:
F(x)=FA®™ 0<A<1,0<B<1,0<F, (2.3)

ahol x, tetszdleges origdja az életkorskalanak (x-nek), F a teljes termékenység, A a teljes
Ennek a modellnek tobb transzformaltja is van, ezek koziil az egyik leghiresebb a — Booth (1984)

altal is bemutatott — Relaciés Gompertz modell.

A nemparametrikus modellek a termékenység elOrejelzéséhez daltalaban dimenzidcsokkentd
modszereket alkalmaznak, példaul f6komponens-elemzést. Ez a megkozelités parhuzamba
allithat6 a Lee-Carter modellel és annak valtozataival/kiterjesztésével, mint ahogy ezt Shang és

szerzOtarsai (2011) meg is teszik. Tanulmanyukban 6 fertilitas elérejelzési modszer pontossagat
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hasonlitottak Ossze, a Lee-Carter modellt ¢és két valtozatat, illetve a Hyndman-Ullah modellt
(nemparametrikus modell, mely fokomponens-elemzést hasznal az elérejelzés készitéséhez) €s
annak szintén két kiterjesztését. A kutatds eredménye szerint a Lee-Carter és azt alapul vevd
modellek jobban teljesitenek a termékenység prediktalasaban (az elemzést 14 fejlett orszag adatain
végezték, a pontossagot pedig az atlagos abszolut eldrejelzési hiba (MAFE) és az atlagos

elorejelzési hiba (MFE) alapjan értékelték).

A fertilitasi ratak elorejelzéséhez a bayesi megkozelitésii modellek hasznalata is elterjedt, példaul
Ellison és szerzétarsai (2020) egy hierarchikus bayesi modellt mutattak be a tanulmanyukban. A
modell alapja egy nem teljes Lexis-feliilet, azaz a termékenységi ratak becsléseinek a hétérképe
¢letkor és sziiletési kohorsz fiiggvényében abrazolva. Egy adott koru nék kohorszara vonatkozo
termékenységi ratat ugy becsiiltek meg, hogy az élvesziiletések szamat elosztottdk a nék szamaval.
Az adatokat felosztottak két részre: a historikus (a teljes kohorszokat tartalmazza) és a kortars
részre (a nem teljes kohorszokat tartalmazza). A modell alapjat a historikus adatok képezik.
Elézetes eloszlast (prior) hataroztak meg a (hiper)paraméterekhez, amelyet utana frissitettek ugy,
rataival eredményiil kapva ezzel a posteriori eloszlast a teljes kortars Lexis-feliilet paramétereire.
A prior eloszlasok meghatarozasdhoz vették minden (c, a) kohorsz-kor kombinacidhoz (ahol ¢ =
1, ..., C a sziiletési kohorszokat, a = 1, ..., A pedig a nék életkorat jeloli) a megfigyelt sziiletés
szamot (N.,), a nék szamat (W,,) és a tényleges fertilitasi ratat (6.,), melyek segitségével az
atlagos sziiletésszdmot is meghataroztak: p., = W,,0.,. A sziiletésszamrol feltették, hogy p.,
paraméterli Poisson eloszlast kovet, vagyis N ., ~Poisson(l.q), a 0.4-t pedig logaritmikus skalan
modellezték (ez biztositja, hogy ne legyen negativ eldrejelzés). Definialtdk a ®-t, mely A X H
matrix (ahol a H az Osszes vizsgalt orszag historikus kohorszainak szdma) és a m-t, mely ezzel
egyenértékli matrix a logaritmikus skalan (m,, = log(®.,),a =1,..,A,h=1,..H). A mels6

harom fékomponensét az X (4 X 3-as) matrix jeloli. A modell alapja a bevezetett jelolésekkel:

log(eca) = [Xﬂ]a + &cas (2.4

ahol B = (f1,F2, F3) a fékomponensek sulya a regresszidban (melyek priori eloszldsa
Bi~N(0,302)), a &, pedig a hibatag. Ezutdn a Lexis feliiletet felosztottak 3 részre, az A régiot

csak az elsd kohorszban 1évé kohorsz-életkor kombinéciokkal rendelkezd e.,-k alkotjak, a B
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régidt a 2-5. kohorszban 1évok, a C régiot pedig a tobbi kohorszban 1évok. Az egyes régiokhoz

tartozo priori eloszlasok:

EIG.NN(O)O-ZZ)) a= 1!"'IAI (25)
eca~N(p1&c-1a0?), b=2,..5 (2.6)
gcaNN{PZE(C—l)a + p3 (g(c—l)a +A(C_1)a),0'f}, c=6,..C, 2.7)

1
ahol A(_1)q= (5)(108@_1),1 — E(c-2)a — 2&(c-3)a — 3E(c-a)a — 4E(c-5)a) a tengelymetszet
nélkiili linedris regresszio 5 hibatényezdre vonatkoz6 meredekségbecsldje. Feltették tovabba, hogy
0;~N*(0,0,25%) és p;~N*(0,0,5%), ahol N*(.,.) a fél-normal priort jeloli. A modell illesztését

Hamiltonian Monte Carlo médszernek a ,,no-U-turn” mintavételez6 valtozataval végzik.

Shang és Booth (2020) a tanulméanyukban a termékenységi ratak elérejelzésének pontossaganak a
novelése érdekében a modell-atlagolas modszerét hasznaltdk. Ennek a lényege, hogy tobb
elorejelzést atlagolnak, melyek eltérd struktiraji és komplexitasi modellek eredményei (illetve
mas feltételezéseken is alapulnak). A modell-atlagolas modszerében az egyes predikcidkhoz

kiilonb6z6 sulyokat rendelnek, az eldrejelzés a h idopontra a kovetkezoképp fejezhetd ki:

Wi¥n+hinmp (2.8)
1

Yn+hinMm =
l

L
ahol M a modell-atlagot, M; az egyes modelleket (I = 1,...,L), Ynynnm, az l-edik modellhez
tartozd h id8pontra vonatkoz6 pontbecslest, Vnypnm @ modell-atlagolas becslését, mig a
(wy, Wy, ..., w;) az egyes modellekhez rendelt sulyokat (3;; w; = 1) jeldli. A modell-atlagolasnak
tobb valtozata van attdl fiiggéen, hogy milyen elv szerint rendel sulyokat a modellekhez (a
legegyszeriibb elv példaul az, amelyik egyenld sulyokat rendel mindegyikhez). Shang és Booth

(2020) az elemzésében 4 kiilonbozd stlyrendelési elvvel vizsgalta 6 eldrejelzd modell

predikcidjanak az atlagat.
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2.1. ENSZ termékenységi rata elorejelzése

Az ENSZ gazdasagi és szocialis tigyekért felelés minisztériuma a World Population Prospects
2024 nevl publikacidjaban minden egyes tagorszagara vonatkozdan bemutatja az altala becsiilt
népesség alakulasanak az eldrejelzését. Ehhez predikcidkat készit a termékenységi ratak és a

mortalitasi ratak, illetve a migracio alakulasara is kiilonbozo feltevések, szcenariok mellett.

A teljes termékenységi ratat (egy nd esetében az atlagos é€lvesziiletések szama 55 éves koraig
feltéve, hogy addig ¢életben van és az adott évben a termékenysége a megfigyelt életkor-specifikus
termékenységi rata szerint alakul) és az életkor-specifikus termékenységi ratat (egy ndre esd
szliletések szdma az adott korban) is Bayesi hierarchikus modellel becsiilték a publikaciéban 1950
¢s 2023 kozott. Ez a modell figyelembe veszi a kiilonb6z6 adatforrasokbol szarmazd empirikus

becslésekhez kapcsolodo torzitasokat €s bizonytalansagot.

Az életkor-specifikus termékenységi ratdk becslésé¢hez a 15 és 49 év kozotti 6t év hossziisagu
korcsoportokra megbecsiilték a logit-skalazott fertilitasi ratakat Bayesi hierarchikus modellel, amit
a demografiai felmérésekbdl szarmazo empirikus adatokra illesztettek. Ezutan az otéves
korcsoportokra vonatkoz6 termékenységi ratakbol az tigynevezett Calibrated Spline mddszerrel
éves fertilitasi ratdkat szamoltak. Végiil ezeket a becsléseket kiigazitottak ugy, hogy minden egyes
idészakban az éves életkor-specifikus termékenységi ratdk koronként szamitott Osszege

megegyezzen a teljes termékenységi rataval az adott évben.

Az ENSZ a publikéciojaban 2024 januar 1.-t6l kezdédden jelezte elore a termékenységi ratakat
2100-ig. A termékenységi ratak eldrejelzését tobb forgatokonyv mellett is elkészitették, ebbdl az
egyik az ,atlagos fertilitas” szcenaridja, amely azt feltételezi, hogy a fertilitdsi ratdk a Bayesi
hierarchikus modell segitségével megbecsiilt adatok atlagos trajektoridja szerint alakul. A
predikciok alapja a demografiai atmenet elmélete, vagyis az, hogy a termékenység torténelmi
alakulasa harom nagy szakaszra oszthatd: magas termékenység, 4tmenet és alacsony termékenység
szakaszokra. Az eldrejelzéshez az egyes orszagokat harom csoportra osztottak aszerint, hogy az
adatok alapjan melyik szakaszhoz tartoznak. Pé¢ld4ul, ha 1950-2023 kozott a teljes fertilitas
maximalis értéke 5,5 alatt volt (vagyis 5,5 sziilésnél kevesebb jutott egy ndre), akkor feltették,

hogy mar 1950 el6tt belépett az adott orszadg az atmeneti szakaszba.
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A termékenységi ratak sztochasztikus eldrejelzését két kiilonallo folyamatra bontottdk. Az elsé
folyamat a magas termékenységbdl az alacsony termékenységbe vald atmenetet hivatott
modellezni. Az atmeneti szakaszban 1€v6 orszagok esetében a termékenységcsokkenés liteme
szisztematikus csOkkenésbol és véletlen tényezokbdl all 6ssze. A szisztematikus csokkenés litemét
egy adott szinten kettds logisztikus csokkenési fiiggvénnyel modellezték le, melynek a
paramétereit a Bayesi hierarchikus modellel becsiilték meg, amely a csokkenés paramétereinek
orszagspecifikus eloszldsat eredményezte. Ez a modell hierarchikus, hiszen az egyes orszagok
multbeli adatain kiviil figyelembe veszi az 0sszes orszagra vonatkozd globalis tapasztalatokat is a

kettds logisztikus fliggvény paramétereiben.

A masodik folyamat egy iddsoros modell a termékenység elorejelzésére feltételezve, hogy a
termékenységi szint hosszitavon egy orszagspecifikus szint felé konvergél (az orszagspecifikus

szinteket szintén Bayesi hierarchikus modellel hataroztdk meg).

A jovobeli teljes termékenységi ratak alapjan meghataroztak az egyes korosztalyokra vonatkozé
¢letkor-specifikus termékenységi ratakat, az eldrejelzéshez pedig két projekcid sulyozott atlagat
vették. Az els azt feltételezi, hogy a ratak egy globalis szinthez konvergéalnak, a méasodik pedig
azt, hogy az orszagspecifikus trendek a jovoben is folytatddnak. Az eldrejelzés ezaltal figyelembe

veszi azt, hogy az egyes orszagok mikor 1éptek a demografiai atmenet harmadik szakaszéba.
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3.fejezet: Modszertan

3.1. Lee-Carter modell

A népesség fokozott eloregedésével az elkovetkezd évtizedekben az iddskoruak az erdforrasok
egyre nagyobb részét fogjak elhasznalni, elfogyasztani. Ez az allami és a maganszektornak is egy
komoly terhet jelent, hiszen komoly pénziigyi kockazatokkal jar példaul a jelenleg miikddo
nyugdijrendszerre nézve. Hosszutavon a hosszu ¢élet kockazata a gazdasagok pénziigyi stabilitasat
is veszélyeztetheti, emiatt fontos a megfeleld felkésziilés, aminek egyik elengedhetetlen része a

népesség alakuldsanak pontos eldrejelzése.

A mortalitas eldrejelzésére mar tobb, eltéré modszertanu modellt is hasznalnak, ezek koziil a Lee-
Carter modell a legelterjedtebb. Az 1980-as évekig a halanddséagi ratdk eldrejelzéséhez hasznalt
modellek determinisztikusak voltak, matematikai képleteken vagy szakértdi megitélésen
alapultak. Azota azonban mar elterjedtek a sztochasztikus eldrejelzési modszerek, koztiik az elobb
emlitett Lee-Carter modell is, mely 1992-ben jelent meg. Lee és Carter a tanulmanyaban 1900 és
2065 kozott modellezi és jelzi elére ezzel a modszerrel a mortalitidst amerikai adatokra
vonatkozoan. Ez a modell egy extrapolativ eljaras, nem veszi figyelembe a valtozdsok mogott allo
lehetséges okokat, illetve szdmos mésik modszertdl eltérden nem feltételez felsd korlatot az emberi

¢élettartamnak.

A Lee-Carter modell a m,, értékekbdl indul ki (x=1,2, ..., w ést=1,2, ..., T), melyek az x-edik
korcsoporthoz és a t-edik naptéri évhez tartozé kdzponti haldlozési ratak. A Lee-Carter modell

alapegyenlete ennek a ratanak az alakulasat irja le:
ll’lmx’t = Qay + bxkt + gx’t, (3'1’0)

ahol felteszi, hogy &, .~N (0, 0?) hibatagok fiiggetlenek. Ekkor az Inm, , raték is fliggetlenek és

eloszlasuk:

Inmy, . ~N (ay + beky, 02) (3.1.1)
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Az a, értelmezhetd Gigy, mint az atlagos logaritmikus mortalitds az egyes korcsoportokban, ezek
az értékek jelenitik meg a halandosag é€letkor szerinti tipikus alakulasat (Vékas, 2019). A b, a
halandosag alakulasanak az ¢€letkortol, mig a k; az idoszaktol fiiggd becsiilendd paraméterei. A k;
az ugynevezett mortalitasi index, az altaldnos mortalitasi szint idébeli javulasat reprezentalja.
Linearis csokkenése esetén minden életkor-specifikus haldlozasi rata exponencialisan csokken a
maga fliggetlen, 4lland¢ iitemével (Basellini et al, 2023). A b, egyfajta életkorfiiggd érzékenységet
jelol, az egyes életkorokban megmutatja, hogy mennyire érzékeny a logaritmikus mortalitasi rata

a k; valtozasara:
E(Inmyyq —Inmy,) = by(keyr — ke) (€ = 1,2,...,T — 1) (3.1.2)

Ezek alapjan tehat, ha a mortalitasi index egységnyivel nd/csokken egy iddegység alatt, akkor
ennek hatasara az adott életkorhoz tartozo6 logaritmikus halandésagi rata varhatd nd/csokken b,
egységgel, a halandosagi rata pedig az eP*-szeresére valtozik (Vékas, 2019). A paraméterckre a

kovetkezd vektorokat vezetjiik be:

aq by kq
a b k

a= I 52‘ b= |7 k=[7 (3.1.3)
ax bX kT

A Lee-Carter modell egy alulparaméterezett modell, ami identifikacids problémat okoz, hiszen igy
a paraméterek nem egyértelmiiek. Belathat6 példaul, hogy ha (a, b, K) paraméterek megoldésa az
egyenletnek, akkor (a, bc,k/c) és (a — bc, b, K + ¢) is megoldédsa barmely ¢ skalar mellett, ahol
¢ = 0 (Basellini et al, 2023). Az eredmény egyértelmiiségének az értelmében a szerzok két tovabbi

feltételt vezettek be:

X
Z by=1Th =1 (3.1.4)

x=1

k,=1Tk =0 (3.1.5)

N1~

t=1
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3.1.1. Paraméterek becslése
A paraméterek megbecslése maximum likelihood modszerrel torténik. A paraméterek becsléséhez

a (3.1.1) log-likelihood fiiggvényét maximalizaljuk a (3.1.4) és (3.1.5) feltétel mellett
T

Z(lnmx‘t —ay — byk)* (3.1.6)

x=1t=1

1 1
l(a,b k O') = —EXTIH(ZTL') — XTlno _ﬁ

N1~

Ennek a maximuma a hibanormalitas feltételezése mellett tetszéleges o > 0 esetén ott lesz, ahol

az eltérés-négyzetdsszeg minimalis:

X
SSE(a b, k) zz (Nt — ay — byke)?

x=1t=1

~

(3.1.7)

A célfiiggvény folytonosan differencialhat6 €s az a, paraméterekre vonatkozoan nem tettiink fel

megkotést, igy az optimalis megoldasban az SSE(a,b,Kk) a, paraméterek szerinti parcialis

derivaltjai 0-val lesznek egyenldek:

9SSE(a, b, k) .
—_— =2 Z(lnmm — 8y —bk,)=0 (x=12,..,X) (3.1.8)

da,

Ebbdl az 6sszefliggésbdl és a (3.1.5) megkétésbél kovetkezik, hogy a, értékei megegyeznek az

rrrrr

T
1
= ?Zlnmx,t (x=12,..,X) (3.1.9)
t=1

rrrrr

T
1
My = InMyy — TZlnmxt x=12.Xt=12,..,T) (3.1.10)
A centralt logaritmikus halanddsagi ratakat egy matrixba rendezziik
My My Myr
M= T2 M2 Mt (3.1.11)
My, My, Myt



Ezen kiviil bevezetjiik a kdvetkez6 normat tetszéleges C € R™® matrixra:

ICllF = (3.1.12)

A (3.1.9) 0sszefliggés és a (3.1.4) és (3.1.5) feltételek mellett, illetve a most bevezetett matrixot és

normat felhasznélva, a (3.1.7) célfiiggvény a kovetkezo alakra egyszerisodik:
SSE(a,b,Kk) = ||[M — bkT||% (3.1.13)

Az optimalis megoldds megadasdhoz sziikség van a szingularisérték-felbontasra és az Eckart-
Young-Mirsky approximacios tételre (a tételeket és a részletes levezetést lasd példaul Vékas
(2019) tanulmanyéban). A bkTalak(i matrixok egységnyi rangliak, ezért a két linearis algebra tétel
kovetkezménye, hogy a (3.1.13) 0sszefliggést minimalizaljak az alabbi paraméterek egy 8 € R,
(ahol B # 0) esetén:

.1
b:Em' (3.1.14)
k = g6,vy, (3.1.15)

ahol az §; az M = UAVT matrix elsd szingularisértéke, az u; az M matrix elsé bal, mig a v; az
elso jobb oldali szingularisvektorai. A S értékét ugy kell megvalasztani, hogy a (3.1.4) és (3.1.5)
megkotések teljesiiljenek. Az elsé megkotés teljesiil akkor, ha a f konstans értéke az u; vektor
koordinatainak dsszege, vagyis f = 1Tu; # 0. A (3.1.5) megkdotés teljesiil a (3.1.10) dsszefiiggés
¢és az M matrix felirdsabol, felhasznalva a szingularisérték-felbontas tételét (levezetést lasd Vékas

(2019) publikacidjaban).

3.1.2. A mortalitasi index kiigazitasa és idobeli alakulasa

Az el6bb bemutatott becslés nem veszi figyelembe a korcsoportok haldlozasi gyakorisagait, illetve
létszamait sem, vagyis egyenld sulyt rendel minden korcsoporthoz. Emiatt Lee és Carter a
tanulmanyukban javasolja a mortalitasi index tapasztalati adatokhoz torténd kiigazitasat.

Kiigazitas nélkiil a fiatalabb korcsoportokban jobb becslést kapnadnk a halanddsagra, mint az
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1d6sebb korosztalyok esetében. A kovetkezd egyenletrendszer megolddsa alapjan Ilehet

meghatarozni a kiigazitott mortalitasi indexet:

X X
kad/ = (k € RT: D, = Z D, = Z ESe%tbxke  (t=12,.T)}, (3.1.16)
x=1 =1

ahol a korcsoporttol és idészaktol fiiggd kozponti kitettséget jeloli a Ex; > 0, a D, € N pedig a
halaleseti gyakorisdgokat. A kiigazitott mortalitdsi index haszndlata esetén a megfigyelt

halalesetek szamai az egyes id0szakokban megegyeznek a modellbeli varhato értékiikkel.

A kiigazitott mortalitasi index idésora egy eltolasos véletlen bolyongas, tehat egy ARIMA(0,1,0)
folyamattal modellezhet6 (Vékas, 2019):

Y =k +s+ ¢, (t=23,..T), (.1.17)

ahol Ef Y eR egy adott kezddérték, az s € R paraméter az eltolas mértéke (drift), ¢, a véletlen
hibatagokat jeloli, melyek fliggetlen, azonos normalis eloszlast valdszintiségi valtozok 0 varhatd
értékkel és o2 > 0 szorasnégyzettel. A hibatagok nem csak egymastol, hanem az alapegyenletbeli
£y hibatagoktol is fiiggetlenek. Ezek alapjan tehat a kiigazitott mortalitasi index linearis

sztochasztikus folyamatot kdvet, aminek a ndvekményei fiiggetlenek.

A (3.1.17) egyenlet atrendezésével kapjuk, hogy az elsdrendli differenciai a kiigazitott mortalitasi

indexnek fliggetlen, normalis eloszlast valdszinliségi valtozok azonos paraméterekkel:
kY — kMY~ (s,02) (t=23,..,T) (3.1.18)
Maximum likelihood médszert hasznalva a két paramétert meg tudjuk becsiilni:

~adj ~adj
1Z(k“d] ko —kTT_llcl , (3.1.19)

- — 1Z(k“‘“ RO 5)? (3.1.20)

Az eltolasos véletlen bolyongas trendparaméterére a novekmények fiiggetlensége €s normalitdsa

miatt a kovetkezOképp irhato fel a konfidenciaintervallum:
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2 2
<s<§+t, _a(T-2)

o
VT —1 173 VT -1

P(ﬁ—tl_g(T—Z) ): 1-a, (3.121)
2

ahol a 0 < a <1 adott szignifikanciaszintet jelol, mig a t;, _«(T — 2) az 1 —% valoszinliségi
2

szinthez tartozo kvantilise a T — 2 szabadsagfoku Student-eloszlasnak.

A Lee-Carter alapvet6 célja a halandosagi ratak elorejelzése. Ehhez elég a modell egyetlen olyan
paraméterét eldrejelezni, ami fiigg az 1dotol, vagyis a (kiigazitott) mortalitasi indexet. Ennek a

jovobeli értékeit a (3.1.18) 0sszefliggés extrapolalasaval kaphatjuk meg:
j
~adj ~adj radj d
B(RfY) = B + ) (ks — Rpsl_ ) =

=kt + Z E(RSY -k )=k 4js  (=12...) (3.1.22)

A maximum likelihood becsldfiiggvényéhez az el6z6 egyenletbe behelyettesitettiik az §-t, vagyis
a driftes véletlen bolyongas folyamat trendparaméterét. A kozponti logaritmikus halandosagi ratak
eldrejelzéséhez pedig ezt az egyenletet visszahelyettesitjiik a Lee-Carter modell (3.1.0)

alaposszefliggésébe:

Infryj =8y + be(ReY +j5) (x=12,..,X, j=12,..) (3.1.23)

3.1.3. Lee-Carter modell hasznalata fertilitasi adatokra

A Lee-Carter modellt eredetileg halandosag eldrejelzésére fejlesztették ki, de alkalmazhatd
életkor-specifikus termékenységi ratak eldrejelzésére is. A modell 1ényegében egy kétdimenzids
matrixot (kor és id6 szerint a ratak) bont fel egy altalanos mintazatra (a,), egy id6beli trendre (k;)
¢s arra a komponensre, hogy az egyes korcsoportok hogyan reagalnak erre az idobeli trendre (by),
ez a matematikai struktura pedig nem specifikus a halanddsagi ratdkra nézve. Az €letkor-specifikus

termékenységi ratakra a modellt a kovetkez6képp lehet felirni (x a kor, mig t az 1d6 jeldlése):

lnfx,t = ax + bxkt + gx,t' (3.1.24)
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ahol f, ; az életkor-specifikus termékenységi ratakat jeloli. Az a, komponens értelmezhetd gy,
mint az atlagos korprofil, az atlagos, idében konstansnak tekintett termékenységi gorbét irja le. A
k. az idobeli trend, azt mutatja meg, hogy a termékenység altalanos szintje hogyan valtozik idoben.
A b, komponens pedig leirja, hogy az egyes korcsoportok termékenysége hogyan valtozik az

altalanos trendhez képest.

A termékenység elorejelzésénél gyakran nem a standard logaritmuson alapulé Lee-Carter modellt
hasznaljak, hiszen az adatok kozott a reproduktiv kor alatti és feletti életkorokban eléfordulhat 0
értékii rata, amit az alapvetd modell nem tud kezelni. Ennek a probléméanak a megoldasara
altalaban Poisson Lee-Carter modellel végzik az elemzést, mely tudja kezelni a 0 értékii
eseményszamokat. Masik megoldasi lehetdség, hogy az adattartomanyt leszlkitik és a

termékenységet csak a reproduktiv koru nékre modellezik.

3.2. Faalapu gépi tanulasi modszerek

Az alap Lee-Carter modell (illetve a Poisson Lee-Carter modell is) feltételezi, hogy az életkor-
specifikus termékenységi ratak alakuldsa viszonylag egyszert strukturaval, egy atlagos
kormintézattal (a,), egy altalanos iddbeli trenddel (k;) és egy kor-specifikus valasszal a trendre
(by) jellemezhetd. A fobb valtozasokat altalaban ezek a komponensek valoban jol megragadjak,
viszont a valds adatokban jelenlévd Osszetettebb, nemlineéris mintazatokat és egyéb
szisztematikus hatdsokat ez a modell nem tudja teljes mértékben leirni. A mintazatok, amiket a
Lee-Carter modell nem tud megmagyarazni a hibatagokban vannak jelen. Amennyiben a
hibatagok nem véletlen zaj folyamatok, hanem valamilyen strukturat tartalmaznak, akkor a
modellezés pontossaga tovabb javithatd, ha ezt a tovabbi struktirat is modellezziik (példaul fa

alapu modellek segitségével).

A fa alapt modellek elonye, hogy képes a nemlinedris kapcsolatok és a magyarazovaltozok
kozotti komplexebb interakcidk feltarasara, illetve nem igényelnek a hibatagok eloszlasara
vonatkoz6 tovabbi feltételezéseket. Abban az esetben, ha a hibatagok nem fiiggetlenek, a fa alapu
modellek képesek lehetnek ennek a struktirdnak egy részét leirni, aminek segitségével a Lee-

Carter modell becslését finomhangolni lehet.
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3.2.1. DOntési fa

A dontési fa modszere egy olyan gépi tanulési algoritmus, melyet el6sz6r Breiman mutatott be az
1984-es tanulméanyéaban. Ez a moédszer mind regresszid, mind pedig klasszifikacids problémak
esetén alkalmazhato, a f6 célja az eldrejelzés. Elonye, hogy az eredménye vizualizalhato €s
konnyen értelmezhetd, illetve, hogy nincsenek matematikai feltevései a megfigyelt adatok
sokasagi viselkedésére. Hatranya viszont, hogy kevésbé robusztus, mint példaul egy linearis

regresszio, illetve a tulillesztésre is hajlamos.

A dontési fa egy olyan nemparametrikus modell, mely az adatbazist ismételten felosztja a
magyarazovaltozok, F szerint Ugy, hogy az igy létrehozott részhalmazok minél homogénebbek
legyenek az eredményvaltozo, m szerint. Az algoritmus minden csomopontban azonositja a
magyarazovaltozok szerinti lehetséges felosztasokat, majd ezek koziil kivalasztja azt a valtozot és
felosztasi pontot, amely maximalizalja a homogenitast a fiiggd valtozo értékeiben az egyes agak
mentén. Minden ag esetén 1j csomdpont jon létre, ami alapjan ismét fel lehet osztani az adatokat.

Ezt az algoritmus addig folytatja, amig a ledllési feltétel nem teljesiil.

Bjerre (2022) tanulmanyat alapul véve egy adott n csomdpontnal 1évé adatok legyenek Q™-nel
jelolve, a lehetséges felosztasokat pedig 6 = (f,s,)-nel jeloljik, amely fiigg egy f

magyarazovaltozotol és az s, felosztasi ponttol. Minden 6 szerint a Q™ -t két részhalmazra osztjuk:

Qpu(0) = (F,m)|f <s, (3.2.0)
Qjobn(0) = Q"\Qpar(6) (3.2.1)
Az optimalis felosztasnak azt tekintjiik, amely minimalizalja a heterogenitast (H) az adott
csomopontban:
. _ . n o Nba n Nisbb n 399
6" = argminH(Q",6) = = MSE(QF(8)) + =2 MSE (Qfops(0)).  (3:22)

ahol Npy; és Njgp,, a megfigyelések szamat jelolik a két részhalmazban (ezekre fennall az, hogy

N™ = Ny + Njspp) €s

1
MSE(Q"(9)) = — z (m; — m")?, (3.2.3)
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_ 1 . : N , s
ahol azm" = - Yiennm; az altagos kimeneti értékek az adott csomopontban. Ezeket a 1épéseket

a leallasi feltétel teljesiiléséig ismételjiik. Leallasi feltétel lehet példaul az, ha az algoritmus eléri
az elére meghatarozott maximalis csomdpontok szamat, illetve a kilépési feltétel lehet komplexitas
paraméter (,,cp” paraméter) alapt is. Komplexitas alapu kilépési feltétel esetén az algoritmus csak
addig végez tovabbi felosztdsokat, mig az legalabb egy eldre (cp paraméterként) megadott
értékben csokkenti az illeszkedési hibat. Emellett lecsokkenti a szamitasi 1dot is, mivel kisziri
azokat a felosztdsokat, melyek nem javitjak a modellt legalabb cp értékkel, illetve a talillesztés

ellen is véd.

Ez az algoritmus tehat a fa leveleinek a létszamokkal sulyozott atlagos heterogenitasat probalja
minimalizalni. Osztalyozas esetében Breiman 1984-es tanulmanya a heterogenitast a Gini-

mutatoval ragadja meg:

k
G=1-) f3 (3.2.4)
2

ahol k a kategoridk szama, f; pedig az egyes kategoriak relativ gyakorisaga egy levélen (vagyis a
G egy levél heterogenitasat méri). A felosztasokat tigy kell elvégezni, hogy azok a lehetd legkisebb

Gini-mutatdju csoportokat eredményezzék. A teljes fa heterogenitasa:

L

Gtree = Z n;Gj, (3.2.5)

j=1

ahol G; a levelek Gini-indexeinek az ertekét, n; a level elemszamat jeloli.

3.2.2. Véletlen erdo

A dontési fa modszere, ahogy mar emlitésre keriilt, hajlamos a tulillesztésre. Ezzel szemben, a
véletlen erdd egy olyan dontési fara épiilé algoritmus, melyre ez a probléma mar nem jellemzo.
Az algoritmus elsé 1épése egy mintavétel az adatokbol bootstrap mddszerrel. A bootstrap moddszer
egy olyan mintavételi modszer, amelyet els6sorban a mintavételi eloszlasok, a becslések és azok
megbizhatosaganak megallapitasdhoz haszndlnak. A mintavétel soran a meglévo adatok koziil

vesziink egy mintat véletlenszertien, visszatevéssel ugy, hogy a minta elemszdma megegyezzen az
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eredeti tanitd adatok megfigyeléseinek a szamaval. Ezen a mintan kiszamitjuk a kivant statisztikai
mutatot, majd a teljes mintavételt megismételjilk. Az igy kapott mintdk eloszlasaval tudjuk

vizsgalni a statisztikai becslések megbizhatdsagat és valtozékonysagat (Hastie et al, 2001).

A véletlen erd6 algoritmusa tehat egy mintavétellel kezdddik a megfigyelésekbdl, melyet K-szor
ismétliink meg. Minden egyes mintan egy regresszios fat készitiink (jelolése: Ty, k = 1, ...K),
majd a kovetkezo 1épéssorozatot minden T}, fan elvégziink, amig a leéllasi feltétel nem teljestil (a

klasszikus dontési fa leallasi feltételei):

- Véletlenszeriien, visszatevés nélkiil kivalasztunk F, magyardzdvaltozot az F-bdl, mely a
magyarazovaltozok szamat jeloli az F halmazban.

- Kivalasztjuk az optimalis magyarazovaltozo és osztopont altal meghatarozott lehetséges
felosztasat az F,, -nek, mely minimalizalja a heterogenitast az adott csomopontban (tehat a
(3.2.2) 0sszefiiggés alapjan valasztunk).

- Az optimdlis felosztast elvégezve kétfelé osztjuk az adatokat az adott csomdpontban.

A rekurziobol kapott regresszios fakbol {Ty}r=1_x .bizottsdgot” készitiink, az ugynevezett
ensemble technikat alkalmazzuk. Ennek a modszernek a 1ényege, hogy tobb modell eredményének
az egyesitésével probalja javitani az eldrejelzések pontossagat. A véletlen erdd egy dontési fakbol

allo ensemble (Bierre, 2022).

3.2.3. Sztochasztikus Gradient Boosting

A sztochasztikus gradient boosting egy gépi tanulési algoritmus, melyet az el6z6ekhez hasonloan
osztalyozasi és regresszids problémék esetében alkalmaznak. A véletlen erdéh6z hasonléan a
gradient boosting is tobb dontési fa modellt épit egyszerre, viszont a véletlen erdd algoritmusatol
eltérden itt a dontési fak nem fliggetlenek. Az n-edik modell az n — 1-edik modell hibatagjat veszi
figyelembe, mint eredményvaltozd. Az algoritmus végén a ,bizottsdgi szavazas” helyett a
modellek becsléseinek sulyozott atlaga adja az eredményt. A sulyozott atlaghoz a sulyokat a
tanulasi rataval lehet optimalizalni. A tanulési rata egy olyan hiperparaméter, mely azt hatdrozza
meg, hogy a dontési fak becsléseit mennyire kiegyensulyozottan vegye figyelembe az algoritmus

az atlagolds soran. Ennek a hiperparaméternek az értéke 0 és 1 kozotti, ahol a 0 érték az egyenld
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sulyokat jelenti, az 1 pedig azt, hogy a legutolso fa becslését vegye figyelembe maximalis sullyal.
1-hez kozeli értékii tanulasi rata alkalmazasa soran a modell tulsagosan nagy sulyt adhat az utolso
fak predikcidinak, amelyek célja a korabbi fak hibdinak korrigalasa. Ez azonban problémat
okozhat, mert mikdzben az utolsod fak képesek javitani azokat a megfigyeléseket, amelyeket a
korabbi modellek hibasan becsiiltek, eléfordulhat, hogy az elsé modellek jol teljesité predikcioi
romlanak az 0j fak hatdsara. Ennek kovetkezményeként a til nagy tanulasi rata a modell
Htulreagalasahoz” vezethet, ami a kezdeti fak jol prediktalt megfigyeléseire is kedvezdtlen hatassal
lehet, igy csokkentve az altalanos teljesitményt. Emiatt fontos a tanulasi rata megfeleld beallitasa,
hogy a modell képes legyen a hibak korrekciojara, mikézben megdrzi a korabbi modellek altal jol

becstilt megfigyelések stabilitasat.

Az algoritmus elsd 1épéséhez legyen

N
my(F) = argminz L(m;,y), (3.2.6)
Y
i=1

ahol L(m, y) egy veszteségfliggvény, ami az eredményvaltozo m és a becsiilt értékek y fliggvénye.

Ismételjiik a kovetkezd 1épéseket k = 1, ... K-ig:

Szamitsuk ki a pszeudo-maradéktagokat:
dL (ml,fﬁ(ﬂ:'l))
R T

(i=1,..,N) (3.2.7)
M=my_q
- Véletlenszerlien kivalasztunk egy p* N nagysdgu részmintat az adatok koziil, ahol a
p konstans egy elére meghatarozott részmintavételi arany. (A véletlen mintavétel elénye,
hogy csokkenti a tulillesztés kockazatat.)
- A kivalasztott részmintakkal az 7; értékekre regresszios fat illesztiink, létrehozva ezaltal
az Rj . j = 1,2, ..., Ji ,terminalis régiokat”.
- Meghatarozzuk a kimeneti értékeket:
Yik = argmyin Z L(m;,Mu_1(F)+v) (G=12,...7%) (3.2.8)
Fi€R k.

- Az el6z6 pontban kapott értékekkel meghatarozzuk a m, (F) értékeket:
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Tk

e (F) = i1 (F) + vz Vil (F € Ry0), (3.2.9)
Jj=1

ahol v konstans, elére meghatarozott tanulési rata.
A rekurzi6 végeztével a sztochasztikus gradiens boosting kimeneti értéke m(F) = my (F).

Az algoritmushoz elére meg kell adni az iteraciok szamat €s a tanulési ratat, melyek egymasra is
hatéssal vannak. Az alacsony értékii tanulési rata altalaban noveli a modell predikcios képességét,

viszont magasabb szamitési koltség is kapcsolodik hozza, vagyis tobb iteracid sziikséges.

3.3. ENSZ fertilitas eldrejelz6 modellje

A 2.1 fejezetben mar emlitésre keriilt, hogy az ENSZ minden egyes tagorszadgara vonatkozoan
elkészit a népesség alakulasara vonatkozé eldrejelzést, melynek az egyik eleme a termékenység
alakulasanak a vizsgélata. A kovetkez0 két alfejezetben bemutatom azt a modellt, mellyel az ENSZ
az elemzésében (World Population Prospects 2024) a megfigyelt nyers életkor-specifikus
termékenységi ratak simitasat végzi (3.3.1 fejezet), illetve az életkor-specifikus termékenységi

ratak elérejelzéséhez hasznalt modellt is (3.3.2 fejezet).

3.3.1. Eletkor-specifikus ratak becslése

Az ENSZ altal készitett 2024-es népesség eldrejelz tanulméany (World Population Prospects)
elkészitéséhez hasznalt adatokat kiillonb6zd forrasokbol gytijtik, beleértve a népszamlalasokat,
népesség-nyilvantartasokat €s egyéb relevans adatbazisokat. Ahhoz, hogy az eltérd forrasokbol
szarmazo adatokat a modellezéshez fel tudjak hasznalni el6szor a mintavételi hibakat korrigaljak.
Ilyen mintavételi hiba példaul az is, hogy sok orszag esetében a sziiletések szama lefelé torzitott,
vagyis az egyes forrasokbdl szarmazé adatok alapjan becsiilt sziiletésszam alacsonyabb, mint a

tényleges sziiletésszam.

Az ENSZ tanulmanyaban az életkor-specifikus termékenységi ratakat 3 1épésben becsiilik meg

minden egyes orszag esetében. Az elsd 1épésben a ratdkat Bayesi hierarchikus modell segitségével
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becsiilik, melynek elénye, hogy a demografiai elemzéseknél lehetévé teszi a kiilonb6zo
forrasokbol szarmazd adatok felhasznalasat, mikdzben figyelembe veszi a mintavételi
bizonytalansagot és a lehetséges torzitdsokat is. Az életkor-specifikus termékenységi ratakat 10 és
54 év kozotti, 6t év hossziusagl korcsoportokra hatarozzak meg (10-14, 45-49 és 50-54 korcsoport

esetében eltérd paraméterekkel).

A 15-44 év kozotti 6t év hosszasagu korcsoportok esetében logit-skalazzak a becsléshez az életkor-
specifikus termékenységi ratakat, igy annak értéke 0 és 1 kozé esik. Ezeket a logit-skalazott

értékeket magyarazzak a kovetkezoképp (minden ¢ orszag és t év esetében):
logit(ASFR.;) = ac10g(EDU.t) + W aper + P + Tes (3.3.0)

ahol a, log(E D Uc,t) a nok iskolai végzettségének (az adott orszag ndi lakossaganak az az aranya,
akik barmely szintli oktatidsban részesiiltek) az orszagspecifikus hatdsa, Wy 410 a teljes

termékenységi rata regiondlis hatdsa (az r index a régidra utal, melyben az adott ¢ orszag
talalhato), P., az orszagspecifikus idébeli ingadozas, 7. az orszagspecifikus eltérés. Egy iy
értékracsot hataroznak meg d € {1, ..., x) szamara, ahol x a szamat jeloli azoknak a helyeknek,
ahol a W, ; kiértékelésre keriilt. A W, ; modellezéséhez feltételezik, hogy a d-edik kiértékelési

hely termékenységi ratdja az alabbi Gsszefliggések szerint fiigg a szomszédos helyek értékétol:

A? (Wr.d) =Wra = 2Wra+1 + Wi 42, (3.3.1)

1
A2 (Wyq) ~N (0,—W>, re{l,..,7}d €{1,..,x — 2} (3.3.2)
T

r

Az orszagon beliili idébeli ingadozasok (P, ) modellezésénél egy elsérendii véletlen bolyongas

folyamatot feltételeznek:

A PC,t = PC,t - PC,t—l' (33.3)
1

AP, ~N (O, T_P>' t € {1950, ...,w},c € {1, ...,237}, (3.34)
Cc

ahol w a legutolso év a becsiilt idészakbol. A ndk iskolai végzettségére vonatkozé orszagspecifikus

regresszios egyiitthatokrol (a.) szintén feltételezik, hogy hierarchikus normalis eloszlast kovet:
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1
a.~N (o, T—), c€{1,..,237) (3.3.5)
a

A (3.3.2) és a (3.3.4) Osszefliggésben a 1)V és t£ rendre a regiondlis pontossagi paramétert és az

orszagspecifikus pontossagi paramétert jeloli, melyeknek a priori eloszlasa
W~ PC(z,0,01), re{l,..,7}, (3.3.6)
tP~PC(1,0,01), c€e{l,..,237}, (3.3.7)

ahol PC a ,penalized complex” priorra utal (aminek célja, hogy a modell bonyolultsagat
szabalyozza, a taltanulds kockéazatat csokkentse). A globalis pontossagi paraméter (7, = 1/02)

priori eloszlasa t,~Gamma(1,0,00005).

A 10-14-es és az 50-54-es korcsoportok esetében az a feltevés, hogy a rajuk érvényes életkor-
specifikus termékenységi ratak korrelalnak a szomszédos korcsoportokra jellemzo ratakkal. Ezt a
két korcsoportot jeldlje a, mig a két szomszédos korcsoportot (15-19 és 45-49) a*, ezekkel a

jelolésekkel a modell pedig:

logit(ASFRE,)
logit(ASFRZ,(MA;y))

= allog(EDU,,) + B&log(TFR..) + W2 + P&, (3.3.8)

ahol mg;(MAlo) a szomszédos korcsoportok életkor-specifikus termékenységi ratak
medianjanak a 10 éves mozgoatlaga (ennek lényege, hogy megdrzi az ASFR 4ltalanos
orszagspecifikus mintdzatat). A (3.3.8) egyenlet egyes komponenseinek modellezését €s azokra
vonatkoz¢6 feltevéseket lasd Chao és szerzotarsai (2023) tanulményaban. A 45-49-es korcsoport
modellezésénél is hasonl6 feltevésbdl indultak ki, vagyis, hogy a korcsoportra jellemzd életkor-
specifikus termékenységi rata korreldl a szomszédos korcsoportra jellemzd rataval, ezaltal a felirt
modell is hasonl6 az el6zéekhez (lasd bdvebben ezt is Chao és szerzdtarsai (2023)

tanulmanyaban).

A kovetkezd 1épésben az 6téves korcsoportok teljes iddsorabol a Calibrated Spline (CS)
modszerrel kiszdmitjak az egyetlen életévre vonatkoz¢ fertilitasi ratakat (Schmertmann (2014),
illetve Dyrting €és Taylor (2023) tanulméanya alapjan). Ennek a modszernek az eredménye az
egyéves ASFR simitott gorbéje (a simitdsndl a becsiilt 6t év hossziisagu korcsoportok

termékenységi ratakhoz vald illeszkedése mellett az ismert egy életévre vonatkoz6 termékenységi
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ratak illeszkedését is figyelembe veszik). A felmérésbdl szarmazd egyéves termékenységi ratakat
a CS modell kalibralasa eldtt fokomponens elemzéssel és kobos spline interpolacioval (Iényege,
hogy az adatpontokon harmadfoku polinomidlis fiiggvényt illesztenek ugy, hogy az ne csak az

adatpontokon, hanem azok elsd és masodik derivaltjain is folytonos legyen) simitjak.

A Calibrated Spline modszer abbdl a feltételezésbdl indul ki, hogy a termékenység jol kozelithetd

Kfolytonos bazisfiiggvény sulyozott 6sszegeként a reproduktiv életkorokban [a, £]:

¢(a) = Xi=1 Oxbk(a) = b(a)'0, (3.3.9)

ahol b(a)' egy 1 X K nagysagu vektor, mig 6 egy K X 1-es vektor. Szamos alkalmazasban a
demografusok az életkorok {a, ...ay} racshalojat veszik és feltételezik, hogy a fertilitis szintje

konstans f; értékli a [a; —%A, a; +%A) intervallumon. Emellett a feltételezés mellett az f

felirhat6 diszkrét esetben egy N X 1-es vektorként:

fl bl
f=[s]=[s]0=39, (3.3.10)
ful by

ahol b; a bazisfiiggvények a = a; melletti értékeket tartalmazza, a B N X K-s matrix pedig az

ismert konstansok értékeit.

Abban az esetben, ha termékenysegi ratak korcsoportokra (4, ... Ay) vonatkozo atlagként vannak

megadva, akkor az f aggregélasat a kovetkezképp lehet elvégezni:

fi
y=|i|=6f=cBs, (3.3.11)
fq
ahol a G g X N-es mitrix értékei G;; = % (I['] indikétorfiiggvény). Az f finom racshaléja
k k i

pedig, ha S;; =A-I[(a + 1) —1 < a; < (a + D]

fa
f=1 1% |=Sf=SBo (3.3.12)
fp-1

Ahhoz, hogy az f jo becslése legyen a termékenységi gorbének két kritériumnak kell megfelelnie.

Az egyik kritérium, hogy jol illeszkedjen a megfigyelt adatokra, a mésik pedig, hogy az ismert
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egyéves ratak trendjéhez hasonlé mintdzatot irjon le. Ezek a kritériumok (az ,,illeszkedés” és az
»alak” kritériuma) akkor teljesiilnek, ha lehet olyan rezidualis vektorokat konstrudlni, hogy a

kovetkezd egyenletek értéke kozel 0 legyen:
Illeszkedés: ¢, =y — Gf =y — GBO
Alak: ¢, = MSf = MSB6 (3.3.14)

Az M matrix azt a részaranyt jeleniti meg az egyéves termékenységi ratdk trendjébol, melyet a
fokomponensek linedris kombindciéi nem magyaraznak (a matrix felépitését lasd Schmertmann
(2014) tanulméanyédban). Mindkét kritériumot at lehet alakitani skaldrindexé, ami a becslés

,rosszasagat” méri. Ezeknek a biintettagoknak az éltalanos alakja:
P.=¢lV. e, c€{ia}, (3.3.15)

ahol V. = E|[e., €;] az &, kovarianciaja. A két kritérium esetében a kovarianciak levezetését lasd

Schmertmann (2014) elemzésében.

A Dbiintetések 0Osszegzése egy indexet eredményez, mely a hibdkrdl rendelkezésre 4llo

informacidhoz van kalibrélva:
PO) =P + P, =¢elVite +e)Vite, =
= (10W)(y — GBO)'(y — GB6) + (MSB6)'V, 1 (MSBG) = (3.3.16)
=0'Qw0 — 260'Ryy + (10W)y'y,

ahol Qu = (10W)B'G'GB + B'S'M'V;"IMSB ¢és Ry, = (10W)B'G'. A bazisfiiggvények

kombinacioja, amely minimalizalja a (3.3.16) egyenletet a ,,calibrated spline” vektor:
f*=B6* =BQ,'Ryy =K,y (3.3.17)

Az utolso 1épése az ASFR becslésének a ratak sziikség szerinti kiigazitdsa tigy, hogy az egyéves
¢letkor-specifikus termékenységi ratdk koronként szémitott Osszege megegyezzen a teljes

termékenységi rata értékével az adott évben.
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3.3.2. Eletkor-specifikus ratak eldrejelzése

Ahogy mar a 2.1 fejezetben is emlitésre keriilt, az életkor-specifikus ratakat a tanulmanyban 2024
¢s 2100 kozotti évekre jelezték eldre tobb forgatokonyv és feltételezés mellett. Az eldrejelzéshez
haromszintli Bayesi hierarchikus modellt haszndlnak, aminek az alapja a demografiai atmenet
elmélete, mely 3 szakaszra osztja a TFR alakulasat: magas termékenység, atmenet és alacsony

termékenység (a szakaszok kozotti atmenet feltételeit 1asd a 2.1 fejezetben).

Az atmeneti idészakban a teljes termékenységi rata egy eltoldsos véletlen bolyongés folyamattal

keriilt modellezésre (minden c orszagra és t évre):

fc,t = fc,t—5 - g(fc,t—5|gc) + &0t (3.3.18)

ahol g(:|6;) a TFR a kovetkezd 6t év hosszusagu idészakban varhatd csokkenése, amit dupla
logisztikus  fliggvénnyel modelleznek (ezt az orszagspecifikus paramétervektor 6, =
(Acl,ACZJACPNAC‘l-! dc) s a &, zaj szabalyozza). A pontos képletet lasd Liu és Raftery (2020)

tanulmanyaban.

Az é4tmenet utani szakaszndl (,,alacsony termékenység”) a teljes termékenységi ratat Bayesi

hierarchikus autoregressziv modellel irjak fel:

fc,t = Uc+ pc(fc,t—S - .uc) + &t (3.3.19)

ahol a . jeloli a TFR hosszutavu atlagat a ¢ orszagra vonatkozoan, ., pedig a random zajt. Az

atmenet el6tti szakasz esetében az alabbi véletlen bolyongésos modellel jellemzik a TFR-t:

fer = fet-s + &t (3.3.20)

Mind a harom szakaszban az orszagspecifikus paraméterek (6., u.) a vilagra jellemzo, ¥

paraméterii eloszlast kdvetnek.

Akiilonb6z0 adatforrasokbol szarmazo TFR becsléseket (jelolje y. ¢ ) a valos (de nem megfigyelt)

fc ¢ értékek alapjan modellezik feltételes normalis eloszlassal a kovetkezOképp:

Yersfer ~N(fer + 8csi Pes), (3.3.21)
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tovabba felteszik, hogy a torzitasra (8. ) €s a mérési hiba variancidjara (p. ) rendre fennall, hogy
IE[(S'C'S] = X 5P és IE[pC,S] = X.sY. Ezt amodellt kombindlva a 3 szakaszt leir6 Bayesi hierarchikus
modellel egy négyszintli Bayesi hierarchikus modellt kapunk. A modell alapjan becsiilt torzitas
(SC,S) ¢és mérési hiba variancia (pZ ) segitségével hatarozzak meg a teljes termékenységi ratakat a
Markov-lanc Monte Carlo algoritmus alapjan (részletesen ldsd Liu és Raftery (2020)

tanulmanyaban).

Az elébbiekben ismertetett modell az 5. abran lathat6 eldrejelzést adja a vildg, Europa és

Magyarorszag teljes termékenységi ratajara vonatkozdan:

Teljes termékenységi ratdk alakuldsa Magyarorszagon, Eurdpaban és a vilagban (1950-2100)
|

N
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— Magyarorszag
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Teljes termékenységi rata
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£
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|
1
1
|
1
|
|
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|
|
1
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|
1
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5. abra: Teljes termékenységi rata alakulasa 1950-2100 kozott az ENSZ modellje szerint

(forras: ENSZ: World Population Prospects 2024, sajat szerkesztés)

Az ENSZ altal készitett elorejelzés szerint a vilag teljes termékenységi ratdja 2100-ig
folyamatosan csokkenni fog, azonban ennek az iiteme a 2023 el6tt megfigyelt trendhez képest
alacsonyabb lesz, a reprodukcids szintet pedig 2043-ban fogja elérni. Eurdépa és Magyarorszag
teljes termékenységi ratdja az eldrejelzés szerint a vilagra jellemz6tdl eltérden 2100-ig enyhe
emelkedd trendet fog kovetni, az 5. dbra alapjan az eurdpai teljes termékenységi rata nagyobb

mértékben fog ndni a kdvetkezd évtizedekben, mint a magyar. 2100-ban a modell szerint a magyar
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teljes termékenységi rata értéke 1,592, mig az europai 1,577 lesz, vagyis egyik sem fogja varhatéoan

megkozeliteni a reprodukcios szintet.

A teljes termékenységi ratak eldrejelzését alapul véve hatdrozzak meg a jovobeli €letkor-specifikus
termékenységi ratakat minden egyes €letévre. Azokban az alacsony fertilitast orszagokban, ahol a
gyermekvallalés atlagos életkora meghaladta a 32 évet 2023-ban, ott a jovObeli trendet konstanssal
jelzik elére (a 2023-as érték szintjén). A tobbi orszag esetében az eldrejelzés az adott orszagra
jellemzo trenden alapult, mely egy globalis trendhez konvergél. A globalis trend egy sulyozatlan
atlaga azoknak az alacsony fertilitdsu orszagoknak az életkor-specifikus termékenységi ratainak,
amelyek elérték az atmenet utani szakaszt és 2023-ban a gyermekvallalas atlagos életkora 30 és

32 év kozott volt.

Az elébbi moédszert alkalmaztak az aranyos életkor-specifikus termékenységi ratdk (PASFR)
elorejelzésénél is 10 és 54 ¢€letév kozott. A PASFR végleges elorejelzése két ,,eldzetes” elorejelzés
sulyozott atlaga, melyek koziil az elsé azt feltételezi, hogy a PASFR értékek a globalis
modelltrendhez konvergdlnak, mig a masodik azt, hogy a megfigyelt orszadgos trend véltozatlanul

folytatodik.
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4. fejezet: Elemzés

4.1. Adatok, elokészités

Az elemzés elkészitéséhez a Human Fertility Database (HFD) honlapjan taldlhaté adatokat
hasznaltam, azon beliil az 1950-2020 kozotti, Magyarorszagra vonatkozo életkor-specifikus
termékenységi ratakat, a sziiletések szamat és a noi lakossag kitettségét év, kor €s kohorsz szerinti
bontasban. Az életkor-specifikus termékenységi ratak esetében a kohorszok atlagaval szamoltam,
vagyis atlagoltam azoknak a termékenységi ratajat példaul, akik 1937-ben sziilettek és 1950-re
betoltotték a 13. életéviiket, illetve azokét, akik 1936-ban sziilettek és 1950-ben szintén 13 évesek
voltak. Az elemzésben ezt az atlagolt értéket tekintettem gy, mint az 1950-ben a 13 éves

népességre érvényes €letkor-specifikus termékenységi rata.

Az adatok a HFD honlapjan 12 és 55 éves kor k6zotti népességre vonatkozoan elérhetdek, ez az
id6periodus tekinthetd a nok sziiloképes koranak. A sziiletések azonban ezen a szakaszon nem
egyenletesen oszlanak el, ahogy ezt mar a 3. dbran is lathattuk, a vizsgalt idoperiodus két széle
fele kozeledve a sziiletések szama jelentdsen csokken. Egyes években ez annyira lecsokken, hogy
az ¢letkor-specifikus termékenységi rata értéke 0, vagyis az adott korban 1év6 ndk koziil senkinek
sem sziiletett gyermeke abban az évben. Ez problémat jelent a modellezés soran, hiszen az adatokra
illesztett Lee-Carter modell nem tudja kezelni a 0 értéki fertilitasi ratakat a logaritmus fliggvény
értelmezési tartomanya miatt. Ennek megoldasiara azokat a korokat a ndk termékenységi
szakaszanak az elején és végén Osszevontam, ahol valamelyik évben eléfordult, hogy az életkor-
specifikus termékenységi rata értéke 0 volt. Az egyik korcsoport, amelyet ezaltal 1étrehoztam, a
12-14 évesek, a masik pedig a 47-55 évesek korcsoportja. Ezeknek a termékenységi ratajanak
kiszamitasahoz az egyes korcsoportokba tartoz6 anyak altal sziilt gyerekek szamat elosztottam az
egyes korcsportokba tartozo anyak létszamaval. Az elemzéshez tehat a 14 és 47 év kozotti anyak
életkor-specifikus termékenységi ratajat hasznaltam, ahol a 14 és a 47 éves kor ténylegesen a 12-

14 és a 47-55 korcsoportot jelenti.
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4.2. Lee-Carter modell illesztése

Az adatok elokészitése utan el0szor azt vizsgaltam meg, hogy a Lee-Carter modell mennyire
illeszkedik jol a megfigyeléseimre. Ehhez az adatbazist felbontottam két részre, az 1950-2006-0s
éveken tanitottam a modellt (tehat ezen az id6szakon végeztem az egyiitthatok becslését), a 2007-
2020-as éveken pedig teszteltem az illeszkedését. Ahogy mar emlitésre keriilt a 3.1.3 alfejezetben,
a logaritmizalt fertilitasi ratakat a Lee-Carter modell hdrom komponens és egy hibatag segitségével

becsiili meg: Inf, ; = a, + byk; + &, ;.

Az 1950-2006 kozotti adatokra illesztett modell szerint az atlagos korprofil, az idébeli trend ¢€s a

trendre a korspecifikus valasz alakulésa a 6. dbranak megfelelden jellemezhetd.

A Lee-Carter modell Ax komponensének az alakuldsa (1950-2006) A Lee-Carter modell Bx komponensének az alakulasa (1950-2006)
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A Lee-Carter modell Kt komponensének az alakulasa (1950-2006)
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6. abra: Az 1950-2006-os évekre illesztett Lee-Carter modell komponensei
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Az a, abraja az atlagos termékenységi gorbét jeleniti meg, lathato, hogy a termékenységi ratak
értéke alacsony fiatal és 1d6s korban, a termékenységi gorbe a csuicsat pedig a 20-as években éri
el. A b, esetén elmondhat6, hogy az atlagos trendhez képest a legnagyobb eltérések idésebb korban
jellemzoek, illetve a 20-as évek elején is van egy kisebb kiugras. A k; alakuldsat mutatd abran
megfigyelhetoek azok a tendencidk, amelyek kordbban a teljes termékenységi rata esetében mar
bemutatasra keriiltek (vagyis a Ratkd-gyerekek (1950-1956) és a Ratko-unokak (1974-1975)
miatti kiugras, majd a csokkend trend). A Lee-Carter modell ezekkel a komponensekkel az 1950-
2006 kozotti €letkor-specifikus termékenységi ratdkra a 7. abran lathato becslést eredményezi:

Eletkor-specifikus termékenységi ratik becslése (1950-2006)

0.25-
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Fletkor-specifikus termékenységi rita becslé

0.00-
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7. abra: 1950-2006 kozotti életkor-specifikus termékenységi ratak becslése

A 7. abrat 6sszehasonlitva a 3. dbraval, mely az €letkor-specifikus termékenységi ratak tényleges
megfigyelt alakuldsat mutatja, elmondhato, hogy a Lee-Carter modell a termékenység idébeni
csOkkenését jol leirja, viszont a sziilések ¢letkor szerinti kitolodasat nem tudja megragadni,

jelentdsen alulbecsiili.

A modell illeszkedésének a pontossagat a 2007-2020-as éveken teszteltem. Ehhez a Lee-Carter
modellel egy eldrejelzést készitettem a 2006 utani évekre és a prediktalt értékeket Gsszevetettem a
tényleges termékenységi ratakkal. Az eldrejelzés elkészitéséhez a modell egyetlen 1d6tdl fliggd
komponensét, a k;-t jeleztem elére Box-Jenkins modszer segitségével Lee és Carter (1992)

tanulméanyaban bemutatott modszerekhez hasonléan. Ehhez a k; idésort el6szor differencialdssal
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stacionerré alakitottam (a stacioneritast kiboOvitett Dickey-Fuller teszttel ellendriztem), majd
autokorrelacid (ACF) és parcidlis autokorrelacié (PACF) segitségével vizsgéaltam, hogy van-e¢ a
stacioner id@sorban autoregressziv (AR) vagy mozgoatlag (MA) folyamat. A Ilehetséges
ARIMA(p, d, q) modellek koziil az AIC és a BIC informacids kritérium alapjan az ARIMA(1,1,0)
modellt illesztettem a differencialt k; idésorara. Az AR(1) folyamat kisziirése €s még egy tovabbi
differencialas utan (vagyis az alap k; alakuldsara egy ARIMA(1,2,0) folyamatot illesztettem) az
id6sor mar fehérzaj folyamatnak tekinthetd a Breusch-Godfrey teszt p-értéke szerint (illetve a

Shapiro-Wilks teszt alapjan minden szokasos szignifikanciaszint mellett normalis eloszlasu is).

Az ARIMA(1,2,0) modell 1950-2006 kozotti k. adatokon valo illeszkedése, illetve a 2007-2020

kozotti évekre vonatkozoé eldrejelzése a 8. abran lathato.

A Lee-Carter modell id6ben valtozo (k_t) komponensének a valos €s becesiilt alakuldsa
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8. abra: A k; komponens elorejelzése ARIMA(1,2,0) modellel (2007-2020)

Az illesztett modell a tanul6 adatokon a csdkkend, majd ndvekvd tendenciat jol megragadja, illetve
a kiugroé értékek mintazatat is le tudja irni. Az ARIMA(1,2,0) modell eldrejelzése a 2007-2020-as
évekre az dbra alapjan egy emelkedd trenddel jellemezhetd, viszont az emelkedés mértékét a
modell alulbecsiili a tényleges értékek alakuldsdhoz képest. Ez abbdl adodhat, hogy az életkor-
specifikus termékenységi ratak nagy mértékii novekedése a 2008-as gazdasagi vildgvalsag utan
kezdddott, vagyis a tanitds sordn ezt a tendenciat nem vette figyelembe a modell. Az illeszkedés

pontossagat mind a becsiilt, mind az eldrejelzett adatok esetében vizsgaltam atlagos négyzetes hiba
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négyzetgyoke (RMSE) és atlagos abszolut szazalékos hiba (MAPE) mutatoszamok segitségével
(1. tablazat).

1950-2006 2007-2020
RMSE 2,182 4,797
MAPE 96,96 463,398

1. tablazat: A tanito és a teszteld adatbazison a k; értékek becsléseinek pontossaga

A k; id6sor eldrejelzett értékeivel meghataroztam a Lee-Carter modell altal prediktalt életkor-
specifikus termékenységi ratdk értékét a 2007-2020 kozotti évekre. Erre az iddperiddusra
vonatkoz6 termékenységi ratak valds alakuldsa, illetve a Lee-Carter modell altal eldrejelzett
értékek a 9. abran hasonlithatdak dssze.

Eletkor-specifikus termékenységi ratak (2007-2020) Eletkor-specifikus termékenységi rata elérejelzése (2007-2020)
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9. dbra: Eletkor-specifikus termékenységi ratik valos és becsiilt alakuldsa (2007-2020)

Az abrak alapjan megallapithatd, hogy a modell eldrejelzése az iddben novekvd trendet jol tudja
prediktalni, viszont a sziilések kitolodasanak a valtozasat nem tudja jol megragadni. Ennek az oka,
ahogy mar emlitésre kertilt a 3.2 fejezetben is az, hogy a Lee-Carter modell harom komponense
csak az egyszerlibb mintdzatok jellemzésére képes, az Osszetettebb struktirdkat nem tudja
megragadni. Ebben az esetben ilyen hatas példaul a sziiletések kitolddasa, ami egy nem-linearis
interakcids tényezd az x €s a t kozott. Interakcids hatisok leirdsdra a Lee-Carter modell nem
alkalmas, hiszen az egyenletében nincsen kétvaltozos g(x, t) fliggvény, a kortdl és az id6tol fliggd

k; és b, tagok kiilon komponensként jelennek meg. Emiatt indokolt a modell hibatagjara illesztett
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fa alapt gépi tanuldsi modszerek hasznalata, melyekkel a tovabbi adatokban 1évo struktirakat ki

lehet sziirni, illetve a modell illeszkedésének a pontossagat is lehet javitani.

4.3. Fa alapt gépi tanulasi modellek illesztése

4.3.1. Lee-Carter modell a teljes idoszakon

A Lee-Carter modell eldrejelz6 képességének javitasa érdekében a modell reziduumaira (e, ) fa
alapu gépi tanulasi algoritmusokat - véletlen erdd és gradient boosting modellt — illesztettem.
Ehhez el6szor a Lee-Carter modell paramétereit a teljes iddszakon, vagyis az 1950-2020 kozotti
adatokat figyelembe véve becsiiltem meg. A modell a, €s b, komponense a 6. dbran latottakkal

szinte azonosan alakulnak, a k, iddsoraban pedig csak az idészak végén van jelentdsebb eltérés.

A Lee-Carter modell Kt komponensének az alakulasa (1950-2020)

10-

A Kt komponens értéke

-10-

1960 1980 2000 2020
Ev

10. abra: A Lee-Carter modell idétdl fiiggd komponensének az alakuldsa (1950-2020)
Az id6sor végén az eltérés abbol fakad, hogy a korabbi esetben csupan 2006-ig vettem figyelembe
az adatokat, most pedig a teljes iddszakot vizsgalom, egészen 2020-ig. Az idébeli trendben a 2000-
es évek elejétdl kezdédden egy ndvekvd tendencia figyelhetd meg (az egyetlen jelentdsebb

visszaesés a 2008-as gazdasagi vilagvalsagnak koszonhetd). A Lee-Carter modell becslése az
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1950-2020 kozotti é€letkor-specifikus termékenységi ratdk alakuldsara szintén a korabban

latottakhoz (7. dbra) hasonldan jellemezheto:

Eletkor-specifikus termékenységi ratak becslése (1950-2020)
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11. abra: 1950-2020 kozotti életkor-specifikus termékenységi ratak becslése

Az é4bra szerint a csokkend, majd a 2000-es évektodl kezd6dé novekvo tendencia az a,., b, €s k;
komponensekkel viszonylag jol leirhato, azonban a gyermekvallalas késébbi életkorra tolodasanak
a mértékét a modell tovabbra is alulbecsiili. Ennek a Lee-Carter modellnek a hibatagjat vizsgaltam
gépi tanulasi modszerekkel abbdl a célbdl, hogy az esetleges tovabbi strukturalis hatasokat ki

tudjam sz{irni.

4.3.2.A hibatagra illesztett fa alaptt modellek

Az el6z6 fejezetben bemutatott modell reziduumanak, vagyis az Inf, : = a, + bk + €5 ¢
egyenletbdl az e, , tagnak az alakulasat a kiilonb6z0 €életkorokban és években a 12. abraval lehet

jellemezni.
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A Lee-Carter modell hibatagjanak az alakuldsa (1950-2020)
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12. abra: Lee-Carter modell hibatagjanak az alakulasa (1950-2020)

A hibatag abraja szerint nem véletlenszerien alakulnak az értékek, vagyis valoban maradt
interakcids hatas a modell hibatagjaban. Lathato, hogy a vizsgalt iddperiodus elején a modell a 18-
25 életkorokra vonatkozo életkor-specifikus termékenységi ratakat alul-, mig a 30-40 kozotti
¢letkorok esetében feliilbecsiili. Az i1ddperidodus végén ez a hatds pont forditott, a fiatalabb
korcsoportoknal feliil-, mig az iddsebb korcsoportokndl alulbecsiili a modell a termékenyégi
ratakat.

Ezeket az interakcids hatasokat eldszor egy véletlen erdd, majd egy gradient boosting modell
segitségeével probaltam meg kisziirni. Ehhez az adatokat véletlenszeriien felosztottam tanulo,
illetve teszteld adatbazisra 80%-20% aranyban. Mindkét modell esetében azt vizsgaltam, hogy a
hibatag értékének az alakulasat lehet-e a kor és az év valtozdéval magyardzni (a vizsgalt
hiperparaméterek halmazat Kuhn (2008) publikacidja alapjan hataroztam meg).

A véletlen erdd modellt 6 kiilonb6z6 hiperparaméter-kombinacidval vizsgéaltam meg. A modell
egyik hiperparamétere a valtozok szama, mely azt hatarozza meg, hogy minden egyes fa minden
egyes csomopontjadban hany magyarazovaltozot vegyen figyelembe véletlenszerlien a legjobb
vagasi pont keresésekor. A masik hiperparaméter, aminek az optimalis értékét kerestem a
minimalis levélméret, mely azt allitja be, hogy a terminalis csomdpontokon (leveleken) legalabb

hany megfigyelés legyen a tanitd adatokon (ez a paraméter véd a taltanulas ellen). Az els6
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hiperparaméter esetében az 1, illetve a 2 értéket, a masodik hiperparaméter esetében pedig a 10,
20 és 30 értékeket vizsgaltam. A modellt 5-rétegli keresztvalidaciéval finomhangoltam. A
keresztvalidacié eredménye szerint az optimalis modellben a hiperparaméterek értéke rendre 2 és
10. A modell teszt adatokra val¢ illeszkedésének a pontossaga a 2. tdblazatban lathato.
A gradient boosting esetében is hasonloan jartam el, tobb hiperparaméter-kombinacié esetében
kerestem a legjobban teljesitd modellt S5-rétegli keresztvalidacid segitségével. A vizsgalt
hiperparaméterek ¢s azok értékei:

- tanulasi rata (lasd a 3.2.3. fejezetben): 0,001, 0,01, 0,1, 0,2, 0,5

- famélysége: 3,5,7

- fak szama: 50, 100, 200

- minimalis levélméret: 10, 20, 30
A keresztvalidacio eredménye szerint az optimalis modell az, ahol a tanulasi rata értéke 0,2, a fa
mélysége 7, a fak szama 200 és a minimalis levélméret 10. Ezekkel a hiperparaméterekkel
készitettem becsléseket a tesztel adatbazis (a teljes adatbazis 20%-a) e, . értékeire. A predikciok

illeszkedési pontossagat mérd mutatészamok értékeit a 2. tablazat tartalmazza.

Véletlen erd6 Gradient boosting
RMSE 0,12 0,127
MAPE 78,767 113,362

2. tablazat: A véletlen erdd és a gradient boosting illeszkedésének a pontossaga

A két gépi tanulasi modell koziil a pontossadgi mutatoszamok alapjan a véletlen erdd teljesit
jobban az adatokon, ezért a Lee-Carter modell hibatagjanak az eldrejelzéséhez ezt a modellt

hasznaltam.

4.4. Eletkor-specifikus termékenységi ratak elérejelzése

Az életkor-specifikus termékenységi ratak alakulasat a 4.3. fejezetben bemutatottaknak
megfelelden egy Lee-Carter modellel és annak a hibatagjara illesztett véletlen erdével
modellezem. Ehhez egy olyan (teljes iddszakra, vagyis 1950-2020 kozotti évekre illesztett)
véletlen erddt hasznaltam, ahol a valtozok szdma hiperparaméter értéke 2, mig a minimalis

levélméret hiperparaméter értéke 10 a 4.3.2. fejezet eredményei alapjan.
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Eletkor-specifikus termékenységi ratak becslése (1950-2020)
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13. dbra: Eletkor-specifikus termékenységi ratdk végsé becslése (1950-2020)

Az abra alapjan a két modell kombinacidja mind a termékenység alakuldsanak a trendjét, mind a
szlilések kor szerinti kitolodasat jol meg tudja ragadni. Azt, hogy jol illeszkedik a
modellkombinacid az adatokra mutatja az RMSE alacsony (0,0022) értéke is. Az eldrejelzést ezt

a modellt alapul véve készitem el.

4.4.1.1d6beli trend (k) és a hibatag (e, .) elOrejelzése

Az életkor-specifikus termékenységi ratdk elorejelzéséhez eldszor az idobeli trend alakulasat
prediktaltam 2027 €s 2050 kozotti évekre. A 4.2. fejezetben bemutatott 1épésekhez hasonldéan Box-
Jenkins moddszert alkalmaztam ebben az esetben is, vagyis a k, iddsort elészor stacionerré
alakitottam differencidldssal, majd az autokorrelacido (ACF) és parcidlis autokorrelacio (PACF)
segitségével kerestem tovabbi lehetséges autoregressziv, illetve mozgoatlag folyamatokat. Az ACF
szerint az MA(q) folyamatban a q értéke maximalisan 3, mig a PACF szerint az AR(p) folyamatban
a p értéke maximum 1, ezen kiviil pedig a tovabbi differencialas hatasat is vizsgaltam. A lehetséges
ARIMA(p, d, q) modellek koziil az informacids kritériumok alapjan az ARIMA(1,1,1) teljesit a
legjobban a differencialt iddsor adatain. Egy masik lehetséges modell, az ARIMA(1,1,0), mely

jobban illeszkedik az adatokra &bra alapjan. A két modell koziili valasztashoz azok eldrejelzési
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pontossagat vizsgaltam. Ennek méréséhez az 1950-2012 kozotti adatokon tanitottam a modelleket,
majd megvizsgaltam RMSE segitségével, hogy melyik ad pontosabb eldrejelzést a k; idOsorara
vonatkozdan 2013 és 2020 kozotti évekre. Az RMSE értéke alapjan az ARIMA(1,1,1) folyamat

elérejelzése pontosabb, ezért a tovabbiakban ezt a modellt hasznéltam.

Osszefoglalva tehat a differencialt iddsort egy ARIMA(1,1,1) folyamattal modelleztem, ami
alapjan a k; idOsorat pedig egy ARIMA(1,2,1) folyamattal (hiszen az I=2 a differencidlas szdmat
jeloli), illetve az elorejelzéshez is ezt hasznaltam. A Lee-Carter modell k; komponensének az
1950-2020 kozotti becslése, illetve a 2021-2050 évekre vonatkoz6 eldrejelzése a 14. abran lathato

(a szaggatott vonal a 2020-as évet jeldli, a megfigyelt idoszak végét).

Az idébeli trend ARIMA(1,2,1) modell altal becstilt alakuldsa

Ak t komponens értéke

=

2050

1950 1975 2000
Ev

14. abra: A Lee-Carter iddbeli trendjének a becslése ARIMA(1,2,1) modellel (1950-2050)
Az 1ddbeli trend eldrejelzése szerint a termékenység egészen 2050-ig egy novekvo trend mentén
fog alakulni. Ez az predikcié addig helytallo, amig a 2010-es évek eleje oOta tartdé emelkedd

tendencia fennall.

A Lee-Carter modell masik komponense, mely fiigg az 1d6tdl, a hibatag. Ennek az elérejelzéséhez
a 4.3.2. fejezetben bemutatott fa alapi gépi tanuldsi modellt, vagyis egy olyan véletlen erdét
hasznaltam, aminek a valtozok szama hiperparaméter értéke 2, a minimalis levélméret

hiperparaméter értéke pedig 10.

47



5. fejezet: Eredmények

5.1. Eldrejelzés a 2021-2050 kozotti évekre

A 2021-2050 kozotti €életkor-specifikus termékenységi ratak eldrejelzését eldszor az 1950-2020-
as évekre vonatkozd Lee-Carter modell és annak a hibatagjara illesztett véletlen erdé modell
alapjan készitettem el (15. ébra).

Eletkor-specifikus termékenységi ratik elérejelzése (2021-2050)
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15. dbra: Eletkor-specifikus termékenységi ratdk elérejelzése (1950-2020-as adatok alapjdn)

Az eldrejelzés alapjan a 2008-as gazdasagi vilagvalsagot kovetden megfigyelt novekvo tendencia
egészen 2050-ig folytatddik. Ez annak a kovetkezménye, hogy a modell az 1950-2020 kozotti
évek megfigyelt adatain alapszik, nem tartalmaz explicit jovObeli feltételezéseket, ezaltal az
id6észak végén tapasztalt trendek hatarozzak meg. Az dbra a sziilések tovabbi kitolodasa mellett a
20 év kortili korcsoport esetében a termékenységi ratak relativ emelkedését is implikalja.

A modell elorejelzésének megbizhatdsaga azon a feltételezésen alapul, hogy a 2020-ig terjedd
megfigyelési iddszakban azonositott trendek és mintdzatok a jovOben is fennmaradnak. Az

eldrejelzés egyik 6 korlatja, hogy az adatbazis 2020-ban zarul, igy a modell sziikségszertien csak
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az addig érvényesiild tendenciakat képes extrapolalni. Kovetkezésképpen a modell nem veszi
figyelembe a 2020-2021-ben kibontakozo COVID-19 vilagjarvany hatasait. Ez az esemény egy
jelentds, eldre nem latott exogén sokként (strukturdlis torésként) értelmezendd, amely — a
rendelkezésre all6 informacidk szerint — negativan befolyasolta a termékenységi ratdkat. Ezt
tamasztjak alda a KSH adatai is, melyek szerint a teljes termékenységi rata 2021 ota csokkend
tendencia mentén alakul (2021-ben az értéke 1,61, mig 2024-ben mar csak 1,38 volt). A modellben
ennek a sokknak a hatdsat kozvetleniil nem tudtam megjeleniteni az erre az idészakra vonatkozé
nyilvanos korspecifikus adatok hianya miatt. Ennek eredményeként a modell 2020 utani
eldrejelzései valdsziniisithetden eltérnek a ténylegesen megvaldsulo palyatdl, mivel nem képesek
internalizalni az emlitett sokk hatdsat.

A kovetkezo alfejezetekben négy tovabbi eldrejelzési eredményt mutatok be, amelyek ugyanazon
Lee-Carter és véletlen erdé modellek kombinacidjan alapulnak. Ezeknek a célja az el6z6 bekezdés
végén emlitett korlatok legalabb részbeni megoldésa szcenaridelemzéssel. A prognozisok kdzotti
eltérés abbol fakad, hogy a modellek illesztése (tanitasa) kiilonb6zd historikus adatperiodusokon
tortént, illetve abbodl, hogy egyes esetekben egy dummy valtozd bevonasianak a hatdsat is
vizsgaltam. Ennek a megkozelitésnek a célja annak elemzése, hogy a tanitasi adathalmaz
megvalasztdsa — mint eltérd szcenariok alapja — hogyan befolyasolja az eldrejelzési palya

alakulasat.

5.1.1. 1950-2006 kozotti adatokra illesztett modellel elorejelzes

Az els6 elemzett szcenario alapjat a modellek 1950-2006 kozotti id0szak adatain torténd illesztése
képezi. Az eldrejelzési eljaras soran a Lee-Carter modell hibatagjdnak predikcigjat a korabban
specifikalt hiperparaméterekkel rendelkezd véletlen erdd algoritmussal végeztem. Az idébeli trend
(k) jovobeli alakulasat ebben a szcenarioban — a 4.2. fejezetben levezetett modellvalasztasnak
megfelelden — egy ARIMA(1,2,0) folyamattal modelleztem. Ez a szcendri6 azon a feltételezésen
alapul, hogy a 2010-es években tapasztalt meredek fertilitds emelkedés a 2008-as gazdasagi
vilagvalsag miatt bekovetkezett szignifikans visszaesés kompenzaldsa. A negativ sokk hatasanak
a kompenzéldsa utan feltételezem, hogy a termékenységi trendek visszadllnak a vélsag eldtti

visszafogottabb novekedési palyara.
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Eletkor-specifikus termékenységi ratak elérejelzése (2006-2050)
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16. dbra: Eletkor-specifikus termékenységi ratik elérejelzése (1950-2006-as adatok alapjdn)

Az életkor-specifikus termékenységi ratak jovobeli alakuldsat tekintve ebben az esetben is egy
novekvd tendencidju eldrejelzést eredményez a modellkombindcio a 2000-es évek elejétdl
kezd6d6 mérsékelt emelkedés miatt. A 15. dbran bemutatott eredménytdl eltéréen azonban sem a
2008-as gazdasagi vilagvalsag, sem pedig az utana kdvetkezé novekvo termékenységi palya hatdsa
nincs figyelembe véve a modellezés sordn, igy ez a szcenarid egy visszafogottabb jovoképet
eredményez az ¢életkor-specifikus termékenységi ratak novekedeését illetden (16. abra). A korabban
(15. abra) is azonositott tendencidk — vagyis a gyermekvallalas késobbi €letkorra tolodasa €s a 20
¢év koriili korcsoport termékenységének relativ novekedése — itt is megfigyelhetdk, azonban ezen

hatasok mértéke kisebb ebben az eldrejelzésben.

5.1.2. 1950-2012 kozotti adatokra illesztett modellel elorejelzés

Ebben a szcenarioban az el6z0 alfejezetben (5.1.1. alfejezet) bemutatottaktol eltérden azt
feltételezem, hogy a 2008-as valsag utan bekovetkezett sziiletési mélypont kompenzalasa (a 2010-
es évek meredeken emelkedd termékenységi szakasza) utan a fertilitasi trendek nem a valsag elotti
szintre, hanem a valsag utani évek lelassult ndvekedési palyajara térnek vissza. Ehhez a modellt

az 1950-2012 kozotti idészak adatain illesztettem., vagyis itt az illesztési periddus mar tartalmazza
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a 2008-as gazdasagi valsag utani éveket is, igy a modell a valsag termékenységre gyakorolt negativ
hatasat is tiikkr6zi. Ebben az esetben a Lee-Carter modell k; komponensére egy ARIMA(1,2,1)
folyamat illeszkedik a legjobban az informaciés kritériumok alapjan, igy az idébeli trend
elorejelzését is ezzel végeztem. Az eddigi szcenariok koziil ez a modell eredményezi a
legmérsékeltebb eldrejelzést az életkor-specifikus termékenységi ratdk ndovekedését illetéen (17.
abra) annak koszonhetéen, hogy a megfigyelési iddszak végén - a 2000-es évek eleje ota tartd

novekvo trendben - visszaesés tapasztalhato.

Eletkor-specifikus termékenységi ratak elSrejelzése (2013-2050)
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17. dbra: Eletkor-specifikus termékenységi ratik elérejelzése (1950-2012-es adatok alapjin)

A sziilések kitolodasa és a fiatalabb korosztaly termékenységének relativ emelkedése itt is
megfigyelhetd, az el6zd szcenaridhoz képest az elsd tényezd hatasa jelentdsebb, mig a masodiké
mérsékeltebb (ezt a 18. dbra is aldtdmasztja).

Az 1950-2006 és 1950-2012 adatperiodusokra illesztett modellek eldrejelzése, illetve az életkor-
specifikus termékenységi ratak tényleges alakuldsa kozotti eltéréseket két kiragadott év (2015 és

2020) segitségével vizsgaltam meg:
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18. dabra: Kiilonbozo szcenariok elorejelzésének az eltérése 2015-re és 2020-ra vonatkozoan

A fenti abrak szerint a 2015-ben érvényes megfigyelt termékenységi ratdkat az 1950-2012
id6periodusra, mig a 2020-ban jellemzd ratak szintjét az 1950-2006 kozotti évekre illesztett
modellek ragadjdk meg jobban. Az eredmények azt mutatjak, hogy az 1950-2006-os illesztési
peridduson alapuld szcendrié szignifikansan alulbecsiili a sziilési életkor kitolodasat. Ez azzal
magyarazhatd, hogy a modell illesztése nem terjed ki arra a késdbbi szakaszra, amelyben ez a
folyamat markdnsabba valt, igy nem képes megragadni a trendnek ezt a megfigyelési iddszak
végén tapasztalhato valtozasat.

Az alapmodell, vagyis a teljes megfigyelési idOszakra illesztett modell elOrejelzését is

Osszehasonlitottam a két szcenarid eredményével 2050-re vonatkozoan (19. abra).

Kiilonbozd idészakokra illesztett modellek elérejelzése 2050-re vonatkozdan
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19. abra: Kiilonbozo szcenadriok elorejelzésének az eltérése 2050-ve vonatkozoan
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Mindharom vizsgalt szcenarioban a modellek egyontetiien az életkor-specifikus termékenységi
ratak jovobeli novekedését vetitik eldre, azonban az elorejelzett emelkedés mértéke tekintetében
jelentds eltérések mutatkoznak az egyes modellek/szcendriok kozott. Ugyanez a megallapités
elmondhat6 a sziilési életkor kitolodasara vonatkozodan is, illetve a 20 év koriili korosztaly relativ
termékenységének az emelkedésénél is. Az, hogy a kiilonb6zé modellek koziil melyik képes
pontosabban predikciot adni a jovore vonatkozdan fligg attdl, hogy a multbeli megfigyelésekben

tapasztalt trend meddig marad érvényben.

5.1.3.Dummy valtoz6 hatasa

Az eddig emlitett szcenarioktdl eltéréen ebben az alfejezetben nem a tanitd iddszak
valtoztatdsanak a hatasat vizsgiltam, hanem egy dummy valtozé (mind az iddébeli trend
elorejelzésébe, mind a hibatagra illesztett véletlen erdobe, mint magyarazovaltozo) bevondsanak
az eredményekre vald befolyasat. Két eldrejelzést készitettem ilyen médon, mindkettd esetén a
modelleket a teljes id6szakon — 1950-2020 kozotti éveken — tanitottam. Az elsd esetben a dummy
valtozo értéke 1 volt, amennyiben az adott megfigyelés éve 2001 és 2020 kozé esett, kiilonben
pedig 0. Ennél a szcenarional azt feltételeztem, hogy a 2000-es évektdl kezd6dden tapasztalt
emelkedés egy kiilon demografiai szakasznak tekinthetd, aminek a vége utan a fertilitds arra a
csOkkend palyara tér majd vissza, amelyet a kilencevenes években tapasztaltunk. A masodik
esetben a 2012-2020 kozotti években vett fel a dummy valtozo értéke 1-et. Ez az eset azt a
feltételezeést tiikrozi, hogy a 2012 utan tapasztalt extrém fertilitds emelkedés (mely a csaladpolitikai
intézkedéseknek koszonhetd) egy kiilon demografiai szakasz, az intézkedéseknek azonban csak
rovidebb tavon van hatdsa, aminek a megsziinése utdn a 2008-as gazdasagi vilagvalsag vége utani
lelassult novekedési trend tér vissza. Az 5.1.2. fejezetben bemutatott szcendriotol ez a
forgatokonyv abban kiilonbozik, hogy a meredek novekedési szakaszrol nem azt feltételezi, hogy
2020-ban véget ér, hanem hogy 2020 utan is par évig tovabb folytatodik.

Az eldrejelzések elkészitéséhez eldszor megvizsgaltam, hogy a Lee-Carter modell hibatagjara
illesztett fa alapu gépi tanuldsi modszerek koziil — véletlen erdd és gradient boosting — melyik
illeszkedik jobban akkor, ha a modellbe a dummy valtozot is bevonom, mint magyarazévaltozo.
Ehhez ismét felosztottam az adatbézist tanitd és teszteld halmazra véletlenszerien 80%-20%
aranyban ¢és az eldbbi adatain optimalizdltam a modellek hiperparamétereit. A vizsgalt

hiperparaméterek és értékeik a 4.3.2. fejezetben bemutatottakkal azonosak, az egyetlen eltérés a
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véletlen erdd esetén az, hogy a valtozok szama hiperparaméter €rtéke 3 is lehet. Az optimalizalt
modellben a keresztvalidacio alapjan a véletlen erdénél a valtozok szama 3, a minimalis levélméret
pedig 10, mig a gradient boostingnal az optimalis tanulési rata 0,1, a fak szdma 200, a fa mélysége
7 és a minimalis levélméret 10 mindkét szcenérid esetén. A teszt adatokon az RMSE és MAPE

pontossagi mutatészamok értékei alapjan ismét a véletlen erdd illeszkedik jobban az adatokra (3.

tablazat).
Dummy értéke 1 2001-2020 2012-2020
RMSE 0,002206 0,002207
MAPE 5,6261 5,62611

3. tablazat: Dummy valtozos modellek illeszkedése

A tablazat értékei alapjan a dummy valtoz6 bevondsa az illeszkedést javitotta, a 2. tadblazat
eredményeihez képest csokkentek a mutatok értékei. EbbSl addddan a Lee-Carter modell
hibatagjat mindkét szcendridban egy véletlen erddvel jeleztem eldre az eldbb ismertetett optimalis
hiperparaméter értékekkel.
Az id6beli trend eldrejelzésénél is figyelembe vettem a dummy valtozot, az idésorra a legjobban
teljesit6 ARIMAX(p,d,q) modellt kerestem a 4.2. fejezetben latott modellszelekcids eljarassal. Az
AIC ¢és BIC informacids kritériumok alapjan mindkét szcenarioban az iddsor legjobban egy
ARIMAX(1,1,0) folyamattal jellemezhetd, ahol az X a dummy véltoz6 modellbe valé bevonasara
utal.
A predikciokat két feltételezés mellett készitettem el:
- adummy valtozoé értéke 2021-ig marad 1: ezt a feltevést az indokolja, hogy a TFR a KSH
adatai alapjan 2021-ig emelkedett, majd a COVID-19 elterjedésének hatdsara lecsokkent,
- a dummy valtozo érteke 2023-ig marad 1: ez azért egy relevans feltevés, mert 2024-ben
esett vissza jelentdsen a TFR értéke a KSH adatai alapjan, addig kisebb mértékii csokkenés
volt megfigyelhetd.

Osszesen tehdt 4 eldrejelzést készitettem, ezeknek az eredményei a 20. dbran lathatoak:
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ASFR elérejelzése, ahol a dummy valtozd értéke 2001-2023 kozott 1 ASFR elérejelzése, ahol a dummy valtozd értéke 2001-2021 kozott 1
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20. abra: Dummy valtozo hatasa az ASFR eldrejelzésére

Az abrak szerint az elsé két esetben (ahol a dummy valtozo értéke 2001-t61 kezdve veszi fel az 1-
et) a termékenységi ratak értéke egy nagy visszaesés utan — miutan a dummy értéke 0-ra valt at —
konstansnak tekinthetdek. Az also abrak alapjan (ahol a dummy valtozé értéke 2012-t61 kezdédden
1) egy nagy mértékii kiugrds utdn — szintén miutdn a dummy értéke O-ra valtott — lehet a
termékenységi ratak alakuléast konstanssal jellemezni.

Az els6 szcenaridban (felsd sorban az abrak) a predikcidk alakulasa magyarazhatod azzal, hogy
2020 utan par évig (az elsd feltételezés esetén 3, a masodik esetén 1 évig) fenndll a 2000-es
években megfigyelt emelkedd termékenység utana viszont visszaall a 2000 el6tti években jellemzd

csokkend tendencia. A masodik szcenaridoban a 2012-es évek dinamikusan emelkedd trendje utan
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az elorejelzés elso par évét kdvetden (ebben az esetben is az elso feltételezés mellett 3, a masodik
mellett 1) a 2012 el6tt tapasztalt mérsékeltebb emelkedd tendencia 4ll vissza.

Mind a négy eldrejelzésnél a termékenységi ratdk konstanssal irhatoak le az elsd par év utan, attol
fiiggden, hogy mi a jovobeli trend alakulasara vonatkozo feltételezés. Ez azzal magyardzhato, hogy
ezekben a szcenariokban a k; id6beli trendet egy olyan ARIMA(p,d,q) folyamattal modelleztem,
ahol a d értéke 1, mig a korabban vizsgalt esetekben kétszeres differencialast hasznaltam. Emiatt
a becsiilt trend az el6z6 fejezetekben bemutatott eredményekhez képest moderaltabban alakul. Ez
is mutatja azt, hogy a Lee-Carter ¢s a véletlen erdd modellegyiittes mennyire rugalmas tud lenni,
hiszen egy dummy valtozd bevondsaval az eldrejelzések alakuldsa megvaltozott az adott
szcendrioban feltételezett demografiai folyamatoknak megfelelden.

Osszefoglalva az 5.1. fejezetben ismertetetteket Osszesen 5 szcendrid esetében készitettem a
termékenységi ratakra eldrejelzést:

- Ateljes idOszakra, 1950-2020 kozotti évekre illesztettem a modelleket: a 1ényege, hogy az
Osszes multbeli megfigyelést felhasznalva készitem az eldrejelzést, feltevése, hogy a 2010-
es években érvényben 1évo extrém ndvekedés tartdsan fennmarad.

- 1950-2006 kozotti éveken tanitott modell: feltételezése, hogy a 2010-es évek meredeken
emelkedd fertilitasi szakasza a vilagvalsdg negativ fertilitasi hatdsdnak a kompenzalésa,
utana a 2000-es évek elején tapasztalt visszafogottabb novekedési palyara all vissza a
termékenység alakulasa.

- 1950-2012 kozotti éveken tanitott modell: ez azt a feltételezést tiikrozi, hogy a 2008-as
valsag miatti visszaesés kompenzaldsa utan a valsag utani években jellemzd lelassult
novekedés lesz ismét megfigyelhetd.

- 1950-2020 kozotti évekre illesztett modell, dummy véltozé bevondsa, aminek értéke 1
2001-2020 kozott: feltételezi, hogy a 2000-es években tapasztalt novekedés egy kiilon
demografiai szakasz, a vége utan a termékenység csokkend trenddel lesz jellemezhetd,
ahogyan a kilencevenes években tapasztaltuk.

- 1950-2020 kozotti évekre illesztett modell, dummy valtozé bevonasa, aminek értéke 1
2012-2020 kozott: felteszi, hogy a 2012-es évek utan tapasztalt extrém novekedés egy
kiilon demografiai szakasz (ami 2020 utan par évvel ér véget), ezutan egy mérsékeltebb

novekedési trend fogja a termékenység alakulasat jellemzi.
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5.2. Elorejelzések 0sszehasonlitasa

Ebben az alfejezetben az ENSZ éltal kozzétett életkor-specifikus termékenységi ratakra, illetve
teljes termékenységi ratdkra vonatkozd eldrejelzéseit hasonlitottam Ossze a 4. fejezetben
bemutatott modell eredményeivel. Az ENSZ altal készitett modell szerint az ¢€letkor-specifikus

termékenységi ratak alakuldsa 1950 és 2100 kozott az alabbi abraval jellemezheto:

Eletkor-specifikus termékenységi rata (1950-2100)
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21. abra: Eletkor-specifikus termékenységi rdta alakuldsa az ENSZ modellje szerint

Az ENSZ modell elérejelzése is a termékenységi ratak jovobeli emelkedését prediktalja, illetve a
sziiléskori életkor tovabbi — mérsékelt — kitolddasa is megfigyelhetd az abran. A Lee-Carter és
véletlen erd6 modellkombindcio altal mutatott hatas - miszerint a kvetkezd években a 20 év koriili
korcsoport esetében a termékenység emelkedni fog a tobbi korcsoport értékéhez viszonyitva — az
ENSZ altal készitett elorejelzés alapjan a jovoben eltiinik. Ez magyarazhaté azzal, hogy ez a
modell feltételezi, hogy az életkor-specifikus termékenységi ratdk egy globalis trendhez

konvergélnak.
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Az dltalam készitett és az ENSZ modell elérejelzésének az eltérése 2050-re vonatkozdan
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22. abra: ENSZ és a sajat modellem elérejelzése kozotti eltérés (2050-re vonatkozoan)

A 22. abran egy konkrét évre, 2050-re vonatkozo eldrejelzések eredményei lathatéak. Az dltalam
készitett szcendriok koziil van (1950-2020-ra illesztett modell), amelyik feliilbecsiili a
termékenységi ratak értékét az ENSZ eldrejelzéséhez képest, illetve van olyan is, mely alulbecsiili
(1950-2012 kozotti évekre illesztett modell). A két szcenario eredménye, ahol a modellbe egy
dummy valtozdt is bevettem az abra alapjan szinte egybeesik. Az ENSZ eldrejelzése egy
haranggdrbével jellemezhetd, melynek a csucspontja 30-32 éves korban taldlhatd, mig az 5.1.
alfejezetben bemutatott eldrejelzések eloszlasa tovabbi mintdzatokat is megjelenit. Ez az eltérés
szintén abbdl adodhat, hogy a kordbban bemutatott modellek és szcenériok csak a megfigyelt
adatokra épiilnek, mig az ENSZ modell esetében tovabbi mogottes feltételezések vannak az
¢letkor-specifikus termékenységi ratdk alakuldsara vonatkozoan.

Az, hogy a kétféle modell koziil melyik rendelkezik jobb eldrejelzd képességgel fiigg attdl, hogy
milyen id6tavra készitlink eldrejelzést, illetve attdl is, hogy a modell illesztésénél megfigyelt
trendek meddig folytatddnak. Rovid tavon, feltételezve, hogy a multbeli tendencidk tovéabbra is
fennallnak a Lee-Carter modell és a hibatagjara illesztett véletlen erdé varhatéan pontosabb
elérejelzést ad. Hosszl tdvon az ENSZ modell eldérejelzése teljesithet jobban koszonhetéen annak,
hogy a megfigyelt értékeken kiviil tovabbi feltételezéseket is figyelembe vesz az életkor-specifikus

termékenységi ratdk jovobeli alakuldsara vonatkozoan.
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Szignifikédns eltérés a két modelltipus eredményeiben, hogy a Lee-Carter véletlen erdd
modellkombinécio elérejelzése szerint Magyarorszadgon a 20-as éveikben 1év6 nok termékenysége
tovabb fog javulni, mig az ENSZ modell elérejelzése szerint ez a tendencia teljesen el fog tiinni a
globdlis trendekhez valé konvergencia miatt. Azt, hogy a Kozép-Kelet-Europa, illetve
Magyarorszag esetében a jovoben a kor szerinti mintazatok milyen mértékben fognak a globalis
trendhez konvergalni elére nem tudhatjuk. Tobb tanulmany is azt mutatja, hogy a posztszocialista
kozép-kelet-eurdpai orszagokban a nyugati orszagoktol (vagyis az ENSZ altal feltételezett globalis
trendtdl is) eltérden nem tapasztalhat6é példaul az a tendencia, hogy az iskolazottabb nék kisebb
termékenységi rataval birnak. Emiatt lehet realitasa az altalam készitett eldrejelzéseknek, tobb
tényez0 is indokolja, hogy miért maradhat meg a 20-as korév koriili termékenységi csics az
elkovetkez6 években is. Ilyen tényezd az, hogy az iskolazottabb ndknek altalaban stabilabb
munkaerdpiaci pozicidja van, kiszamithatobb jovedelemmel rendelkeznek, ami csokkenti az
egzisztencidlis bizonytalansdgot és pozitivan befolydsolja a gyermekvéllalasi hajland6sagot
(Kreyenfeld és Andersson, 2014). Ezen kiviil az iskolazottabb nék mind az er6forrasokhoz, mind
az informacidohoz hatékonyabban hozzaférnek, tudatosabban ki tudjdk hasznalni a
gyermekvallalast tamogatd intézkedéseket, példaul a csaladtdmogatasi rendszert, a GYES/GYED
lehetdségeit és a bolcsddei infrastruktirat is (Rindfuss et al., 2003). Tovabbd a ndk fokozott
jelenléte a munkaerdpiacon noveli a keresletet a csaladbarat munkahelyek és gyermekintézmények
irant, ami kozvetetten a termékenységet is tamogatja. Ezzel parhuzamosan a tarsadalmi normék is
valtoznak, a gyermekvallalés €s a karrier nem feltétleniil zarja mar ki egymast (Sobotka, 2004).

Megvizsgaltam, hogy a harom szcenari6 eldrejelzése koziil — ahol az eltérés a tanitasi idészakban
van - melyik illeszkedik a legpontosabban az ENSZ eldrejelzésére. Ennek eldontéséhez az RMSE

€¢s MAPE pontossagmeérd mutatészamot értékét hataroztam meg.

1950-2020 1950-2006 1950-2012
RMSE 0,07 0,0244 0,0137
MAPE 268,87 97,49 74,45

4. tablazat: Az egyes szcendriok illeszkedési pontossaga az ENSZ modell eredményeire

A tablazat értékei szerint az 1950-2012-es adatokra illesztett modell eldrejelzései illeszkednek a

legpontosabban az ENSZ modell altal prediktalt értékekre.
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5.2.1. Eldrejelzesek eltero feltételezések mellett

Az ENSZ a World Population Prospects 2024 nevi kiadvanyéaban kiilonb6z0 feltételezések mellett
elkészitett elorejelzéseket mutat be. Az el6zd részben a ,kdzepes fertilitas™ feltételezés melletti
eredmények keriiltek bemutatdsra, ezen kiviil készitettek még ,,alacsony fertilitds” €s ,,magas

fertilitas™ szcendridkra vonatkozo predikcidkat is (22. 4bra).

Alacsony fertitilas feltételezése melletti clérejelzés (2024-2100) Magas fertitilas feltételezése melletti clérejelzeés (2024-2100)
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23. abra: Alacsony és magas fertilitas feltételezése melletti elérejelzés (2024-2100)

Az alacsony fertilitas feltételezése mellett az elorejelzési idOszak elején a termékenységi ratak
értékében jelentds visszaesés figyelhetd meg (2029-re és 2034-re prediktal a modell a visszaesést),
ezutan pedig egy mérsékelt litemli novekvo trend jellemzi az idésor alakuldséat egészen a vizsgalt
iddszak végéig. Ezzel szemben, ha a magas fertilitasi szcenarioval készitiink elérejelzést, a teljes
1d6szak alatt egy emelkedd tendenciaval lehet leirni a termékenységi ratdk véltozéasat (az
emelkedés nem folyamatos, a modell 2029-re és 2034-re két ugrast prediktal az értékekben). A
masodik esetben a termékenységi rata 30 éves életkorra vonatkozo értéke 2100-ban tobb, mint
kétszerese az alacsony fertilitas feltételezése melletti értéknek.

Ebben a két esetben is megvizsgaltam, hogy altalam készitett, kiilonb6z6 1d6szakokon tanitott
modellek eldrejelzései hogyan alakulnak az ENSZ altal prediktalt jovobeli valtozdsokhoz képest
(24. abra). Ehhez a 2050-re vetitett ¢letkor-specifikus termékenységi ratak értékeit vetettem 0ssze.
Az abra jol szemlélteti az ENSZ termékenységi eldrejelzéseinek jelentds szorasat a kiillonbozo
feltételezések (alacsony €s magas fertilitds) mentén. Az dltalam modellezett szcendriok eredménye

az ENSZ e két variansa altal kijelolt savba esik. Az alacsony fertilitas esetét az 1950-2012-es
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évekre illesztett modell, mig a magas fertilitas feltételezés melletti termékenységi palyat az 1950-
2020-as idéperidduson tanitott modell kozeliti meg a legpontosabban. Az aldbbi abra alapjan is
elmondhat6, hogy az ENSZ modell tovabbi mdogottes feltételezése miatt (vagyis, hogy a
termékenységi ratdk egy globalis trendhez konvergélnak) az eldrejelzések alakja minden esetben
egy kozépen (30-32 éves korban) csticsosodd, szimmetrikusan lefutd gérbével jellemezhetd.

Kiilonbozo szcenariok és feltételzések mellett az eldrejelzések (2050-re vonatkozoan)
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24. abra: Kiilonbozo szcenariok és feltételezések mellett az elorejelzések (2050)

5.2.2.Teljes termékenysegi ratak eldrejelzese
A kiilonb6z6 1déperidodusokon tanitott modellek esetében az életkor-specifikus termékenységi

ratak mellett a teljes termékenységi ratdkra vonatkozo elérejelzést is elkészitettem (25. abra).
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Teljes termékenységi ratdk alakulasa kiilonbozo feltételezések mellett (2024-2100)
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25. abra: Kiilonbozo szcendriok és feltételezések mellett a TFR eldrejelzése (2024-2100)

Lathat6 a Lee-Carter és véletlen erdd modellkombinacié és az ENSZ modell eldrejelzése kozti
egyik o kiilonbség, vagyis az, hogy az utdbbi esetében nemcsak a multbeli megfigyelések
hatarozzak meg a predikcio palyajat, hanem globalis trendhez vald konvergencia feltételezése is
befolyésolja azt. Enélkiil a feltevés nélkiil az eldrejelzések a késdbbi évekre irracionalisan magas
termékenységi ratat eredményeznek. A kiilonboz6 feltevések és szcendriok mellett a modellek
egyontetiien emelkedést vetitenek eldre a teljes termékenységi rata szintjében, az eltérés kozottiik
a novekedés mértékébdl €s leirt palyajanak alakjabol adodik.

Az abran ezen kiviil lathat6, hogy a multban megfigyelt tendencidk az egyes szcenariok
feltételezéseinek megfelelden folytatddnak, vagyis példaul az 1950-2006 k6zotti adatokra illesztett
modell eldrejelzése valdban egy visszafogottabb novekedési tendenciat kdovet (ennél a
szcenariondl az volt az alapfeltevés, hogy a 2010-es meredeken emelkedd szakasza a 2008-as
valsag hatasainak a kompenzaldsa, ezutdn a termékenység alakulasa a 2000-es évek elején
tapasztalt mérsékeltebb trend szerint fog folytatddni). Amennyiben azt a szcenariot nézziik, ahol a
2010-es évek nagy novekedése utan visszatériink a valsag utani lassabb emelkedési palyara (1950-
2012-es adatokra illesztett modell), akkor az az ENSZ kozepes fertilitasi palyajat 2040 koriil

hagyja el latvanyosan, de a magas fertilitas szcenariot 2100-ra kozeliti csak meg. Ezzel szemben,
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ha annak az esetnek az eldrejelzését vizsgaljuk, aminek alapfeltétele, hogy a 2010-es években
tapasztalt extrém emelkedés tartésan fennmarad, akkor ez mar 2040 el6tt meghaladja az ENSZ
magas fertilitasi elérejelzését. A harmadik dbrazolt szcenario — 1950-2006 kozotti évekre illesztett
modell — 2060 utan haladja meg az ENSZ 6sszes eldrejelzésének a szintjét.

A Lee-Carter ¢s véletlen erdé6 modellkombinacid elorejelzései egyes esetekben irredlisan magas
TFR értékeket jeleznek eldre a késdbbi évekre. Ezek abrazoldsa mégis relevans lehet amiatt, mert
ravilagit arra, hogy a kozelmult kiilonbozo iitemii novekvd fertilitdsi trendjei meddig
fenntarthatdbak az ENSZ globalis trendek alapjan megszabott korlatai alapjan egy optimista

szcenarioban.
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6.fejezet: Konkluzio

A dolgozat elsddleges célkitiizése egy olyan statisztikai modell ismertetése, amely alkalmas az
¢letkor-specifikus termékenységi ratak torténeti alakulasanak leirasara, valamint a multbeli
adatok alapjan megalapozott és relevans eldrejelzést nyujt e ratak jovobeli tendencidira
vonatkozoan. Ahogy lathattuk az idébeli alakuldsa egy Osszetett struktara, melyet szamos
gazdasag-, és egészségpolitikai tényezd befolyasol (példaul az 1952-ben bevezetett
népességpolitikai intézkedések, illetve a 2012-ben kezdddo csaladpolitikai tamogatasok korének
kibdvitése pozitivan, mig a 2008-as gazdasagi vilagvalsag és a COVID-19 vilagjarvany
negativan hatott a termékenységi ratak alakulasara). Az életkor-specifikus termékenységi ratak
leirasdhoz emiatt egy olyan modellre van sziikség, mely képes komplex struktiradk
megragadasara és kezelésére.
A Lee-Carter modell — amit alapvetden halandosagi ratak eldrejelzésére fejlesztettek ki — egy
sztochasztikus eldrejelzé modell, mely a (logaritmizalt) életkor-specifikus ratak alakulasat harom
tényezdre bontja fel:
- atlagos életkori profil: leirja az életkor-specifikus ratdk atlagos alakjat a teljes vizsgalt
id6szak alatt
- altalanos id6beli trend: megragadja a ratak altalanos idobeli valtozasanak {6 iranyat és
itemét
- ¢életkor-specifikus valasz a trendre: meghatarozza, hogy az egyes ¢€letkorok milyen
mértékben és hogyan reagélnak az altalanos iddébeli trend valtozésaira.
Ahelyett, hogy halanddsagi adatokra alkalmaztam volna, ezt a modellt az ¢életkor-specifikus
termékenységi ratdk elemzésére hasznaltam fel. Bar az el6bb bemutatott komponensek
segitségével igyekeztem magyarazatot adni a ratak alakuldsara, ezek a tényezok elégtelennek
bizonyultak a termékenységi folyamatok komplexitdsanak megragadéasara. Ezt jelzi, hogy a
modell hibatagjdban szisztematikus mintdzatok, tovabbi interakcids struktirak maradtak a kor €s
az 1d6 kozott. Ezeknek a kiszlirésére fa alapt gépi tanuldsi modelleket — véletlen erddt és
gradient boostingot — hasznaltam, megprobalva ezaltal a megfigyelt adatokra vald illeszkedésen
javitani.
A Lee-Carter ¢s a véletlen erd6 modellkombinacidjaval készitett elorejelzésekben jelentds eltérés

tapasztalhato attol fiiggden, hogy a modellek tanitdsat milyen idéperioduson végezziik. Az, hogy
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a vizsgalt szcenariok koziil melyik vetiti elore a legpontosabban a termékenység jovobeli
alakulasat a kovetkezd években érvényes trendekre vonatkozo6 feltételezéstol fligg.
Az 5 elemzett szcenario és azok feltevései:

- 1950-2020 kozotti évekre illesztett modell: felteszi, hogy az extrém emelkedés a kovetkezo
¢vekben is fennmarad.

- 1950-2006 kozotti évekre illesztett modell: feltételezése, hogy a 2010-es évek meredeken
emelkedd fertilitasi szakasza a vildgvalsag negativ hatdsanak a kompenzalasa, utana a
2000-es évek elején tapasztalt visszafogottabb novekedési palyara all vissza a
termékenység alakulasa.

- 1950-2012 kozotti évekre illesztett modell: ez azt a feltételezést tiikkrozi, hogy a 2008-as
valsag miatti visszaesés kompenzaldsa utan a valsag utani években jellemz6 lelassult
novekedés lesz ismét megfigyelheto.

- 1950-2020 kozotti évekre illesztett modell, dummy valtozd bevonasa, aminek értéke 1
2001-2020 kozott: feltételezi, hogy a 2000-es években tapasztalt novekedés egy kiilon
demografiai szakasz, a vége utan a termékenység csokkend trenddel lesz jellemezhetd,
ahogyan a kilencvenes években tapasztalhato volt.

- 1950-2020 kozotti évekre illesztett modell, dummy véltoz6 bevondsa, aminek értéke 1
2012-2020 kozott: felteszi, hogy a 2012-es évek utan tapasztalt extrém novekedés egy
kiilon demografiai szakasz (ami 2020 utan par évvel ér véget), ezutan egy mérsékeltebb
novekedeési trend fogja a termékenység alakulasat jellemzi.

A legtobb vizsgalt esetben emelked6 tendenciat prognosztizal a jovdbeli termékenységre, az
eltérések elsdsorban a ndvekedés litemében mutatkoznak meg. Kivétel az a szcenario, ahol a
modellbe egy dummy véltozo hatasat is bevettem, aminek értéke 2001-t61 kezdédden 1, vagyis
ahol a feltételezés szerint a 2000-es évek novekvo fertilitasa egy specidlis demografiai szakasz,
ami hosszl tdvon meg fog szlinni. Ennek az elérejelzése a termékenységi ratdk csokkenését
prediktalja 2020 utan par évvel, miutan a trend a 2000-es évek eldtti csokkend tendencia mentén
all vissza.

Az eredményeket 6sszevetve az Egyesiilt Nemzetek Szervezetének (ENSZ) altal készitett
termékenységi eldrejelzéseivel, megallapithatd, hogy azok egydntetiien egy novekvd palyat
vetitenek eldre, fiiggetleniil attol, hogy alacsony, kozepes vagy magas fertilitast feltételeziink a

jovore vonatkozodan. A legfobb kiilonbség a két tipusu modell kozott abbol fakad, hogy a Lee-
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Carter ¢s véletlen erdd modellkombinacio egyediil a multbeli megfigyeléseket veszi figyelembe
az elorejelzés soran, mig az ENSZ modelljénél tovabbi mdgottes feltételezések is vannak a
termékenység jovobeli alakulasat illetéen. Ez az eltérés leginkabb a 20-as korév koriili magas
fertilitas jovobeli palydjat érinti, mely az ENSZ modell predikcidja szerint meg fog sziinni.
Rovid tavon, amig a megfigyelt trendek érvényben vannak, az altalam készitett modell
pontosabb eldrejelzést adhat, mig az ENSZ modellje varhatoan hosszatavon teljesit jobban a
termékenységi ratak globalis trendhez valo konvergencidjanak a feltevése miatt. A gépi tanulas
alapu modszer a rovid tava elérejelzésekben az ENSZ modellel szemben jelentsen
rugalmasabb, amit az is bizonyit, hogy egyetlen dummy valtoz6 bevonasaval szdmtalan
szcendario eldrejelzését lehet elemezni. Tovabba az is vizsgalhato a modell segitségével, hogy a
kozelmult trendjei a megadott szcenariok szerint meddig folytatddnak redlisan, az ENSZ globalis
feltételezések alapjan készitett hosszutava palyat mikor haladjak meg.

A 4. fejezetben bemutatott megkozelités — amely a Lee-Carter modellt egy, a hibatagjaira
illesztett véletlen erdd algoritmussal kombinalja — elérejelzd képessége jelentdsen javithatd
lenne, amennyiben 2020 utani évekre vonatkozo koréves fertilitasi adatok is rendelkezésre
allnanak. A jelenlegi adatsor végpontja (2020) ugyanis megel6zi a COVID-19 vilagjarvany
gyermekvallalasi hajlandosagra gyakorolt jelentds hatasainak teljes kibontakozasat. Ez a kiils6
sokk varhatoan megtorte a korabbi trendeket, igy a 2020-ig érvényes mintazatok extrapolalasa
korlatozott megbizhatosagu lehet. A 2008-as sokkhoz hasonloan az is eléfordulhat, hogy a
kovetkezd években ennek a COVID-19 és az orosz-ukran haboru okozta gazdasagi valsag
kovetkeztében tapasztalt negativ hatasok kompenzalodnak, egy meredekebb emelkedési szakasz
lesz megfigyelhetd. A 2020-2024-es korspecifikus adatok hianya miatt a 20-as korévben
megfigyelt fertilitasi cstics tendencidjaval kapcsolatban is korlatozottan lehet kovetkezteteést
levonni arra vonatkozdan, hogy Magyarorszag esetében fennmarad-e a trend, vagy a globalis
tendencianak megfelelden eltlinik.

Az elemzést tobb szempontbdl is tovabb lehetne fejleszteni. Egyrészt érdekes lehet megvizsgalni
azt, hogy mennyivel tér el /pontosabb annak az eldrejelzésnek az eredménye, amit kohorsz-
szinten lebontva csak a fa alapu gépi tanuldsi modellek segitségével készitiink. Masik irany lehet
az, ha mind az ARIMA(p,d,q), mind a gépi tanulé modellekbe betessziik a szomszédos orszagok
korspecifikus ratait, mint magyarazovaltozokat, ezzel kdzelitve az eldrejelzéseket a regionalis

trendekhez.

66



7.fejezet: Irodalomjegyzék

Allami Szamvev8szék (2019): A csaladtamogatasok rendszere Magyarorszagon
https://www.asz.hu/dokumentumok/20190618_csaladtamogatasok rendszere.pdf

Basselini, U., Camarda, C. G. and Booth, H. (2023): Thirty years on: A review of the Lee—Carter
method for forecasting mortality. International Journal of Forecasting, 39 (3), 1033-1049,

https://hal.science/hal-04318718v1

Bjerre, D.S. (2022): Tree-Based Machine Learning Methods For Modeling And Forecasting
Mortality. Cambridge University Press, 52(3), 765-787,

https://ideas.repec.org/a/cup/astinb/v52y2022i3p765-787 3.html

Booth, H. (1984): Transforming Gompertz's function for fertility analysis: The development of a
standard for the relational Gompertz function. Population Studies, 38(3), 495-506,

https://doi.org/10.2307/2174137

Chao, F. and others (2023): Estimating age-specific fertility rate in the World Population
Prospects: a Bayesian modelling approach. UN Population Division, Technical Paper, No.
UN DESA/POP/2023/TP/No.6,

https://www.un.org/development/desa/pd/sites/www.un.org.development.desa.pd/files/un
desa_pd 2023 technical-paper asfr.pdf

Coale, A. J. and McNeil, D.R. (1972): The distribution by age of the frequency of first 23 marriage
in a female cohort. Journal of the American Statistical Association, 67(340), 743-49,

https://doi.org/10.1080/01621459.1972.10481287

Congdon, P. (1990): Graduation of Fertility Schedules: An Analysis of Fertility Patterns in London
in the 1980s and an Application to Fertility Forecasts. Regional Studies, 24(4), 311-326,

https://doi.org/10.1080/00343409012331346014

Dyrting, S. and Taylor, A. (2023): Estimating age-specific mortality using calibrated
splines. Population Studies, 78(3), 429-446,

https://do1.0org/10.1080/00324728.2023.2228297

Ellison, J., Dodd, E. and Forster, J.J. (2020): Forecasting of Cohort Fertility Under a Hierarchical
Bayesian Approach. Journal of the Royal Statistical Society Series A: Statistics in Society,
183(3), 829-856,

https://doi.org/10.1111/rssa.12566

Hastie, T., Tibshirani, R. and Friedman, J. (2001): The Elements of Statistical Learning. New York:
Springer,

https://link.springer.com/book/10.1007/978-0-387-21606-5

67


https://hal.science/hal-04318718v1
https://ideas.repec.org/a/cup/astinb/v52y2022i3p765-787_3.html
https://doi.org/10.2307/2174137
https://doi.org/10.1080/00343409012331346014
https://doi.org/10.1111/rssa.12566
https://link.springer.com/book/10.1007/978-0-387-21606-5

Hilton, J., Dodd, E., Forster, J.J., Smith, PW.F. and Bijak, J. (2019): Forecasting Fertility using
Parametric Mixture Models.

https://doi.org/10.48550/arXiv.1909.09545

Hudak, E. K., Varga, P. and Varpalotai, V. (2015): 4 Demogrdfiai Valtozasok Makrogazdasdgi
Hatasai Magyarorszagon Europai Unids Osszehasonlitasban*. Hitelintézeti Szemle,
14(2), 88-127,

https://hitelintezetiszemle.mnb.hu/letoltes/4-kreiszne-varga-varpalotai.pdf
IMF (2012): The Financial Impact of Longevity Risk. Global Financial Stability Report,
https://doi.org/10.5089/9781616352479.082

Keilman, N. and Pham, D. Q. (2000): Predictive Intervals for Age-Specific Fertility. European
Journal of Population, 16(1), 41-66,

https://www.jstor.org/stable/20164091

Knudsen, C., McNown, R., Rogers, A. (1993): Forecasting fertility: An application of time series
methods to parameterized model schedules. Social Science Research, 22(1), 1-23,

https://doi.org/10.1006/ssre.1993.1001

Kreyenfeld, M., and Andersson, G. (2014): Socioeconomic differences in the unemployment and
fertility nexus: Evidence from Denmark and Germany. Advances in Life Course Research,
21, 59-73,

https://doi.org/10.1016/j.alcr.2014.01.007

Kuhn, M. (2008): Building Predictive Models in R Using the caret Package. Journal of Statistical
Software, 28(5), 1-26,

https://doi.org/10.18637/jss.v028.105

Lee, R. D. and Carter, L. R. (1992): Modeling and Forecasting U.S. Mortality. Journal of the
American Statistical Association, 87(419), 659-671,

https://doi.org/10.2307/2290201

Liu, P. and Raftery, A. E. (2020): Accounting for uncertainty about past values in probabilistic
projections of the total fertility rate for most countries. The annals of applied statistics,
14(2), 685-705,

https://doi.org/10.1214/19-A0AS1294
Rédei, L. M. (2006): Demografiai ismeretek. ELTE, 1-194,
https://real.mtak.hu/17143/1/Demogr%C3%A 1fiai%?20ismeret%20k%C3%B6nyv.pdf

Rindfuss, R. R., Guzzo, K. B., & Morgan, S. P. (2003): The changing institutional context of low
fertility. Population Research and Policy Review, 22, 411-438,

https://doi.org/10.1023/B:POPU.0000020877.96401.b3

68


https://doi.org/10.48550/arXiv.1909.09545
https://doi.org/10.5089/9781616352479.082
https://doi.org/10.1006/ssre.1993.1001
https://doi.org/10.1016/j.alcr.2014.01.007
https://doi.org/10.18637/jss.v028.i05
https://real.mtak.hu/17143/1/Demogr%C3%A1fiai%20ismeret%20k%C3%B6nyv.pdf

Schmertmann, C.P. (2014): Calibrated spline estimation of detailed fertility schedules from
abridged data. Revista Brasileira de Estudos de Populacao, 31(2), 291-307,

https://doi.org/10.1590/S0102-30982014000200004

Shang, H.L. and Booth, H. (2020): Synergy in fertility forecasting: improving forecast accuracy
through model averaging. Genus 76, 27,

https://doi.org/10.1186/s41118-020-00099-y

Shang, H.L., Booth, H. and Hyndman, R.J. (2011): Point and interval forecasts of mortality rates
and life expectancy: A comparison of ten principal component methods. Demographic
Research, 25, 173-214,

https://www.jstor.org/stable/26349662

Sobotka, T. (2004): Is lowest-low fertility in Europe explained by the postponement of
childbearing?. Population and development review, 30(2), 195-220,

https://doi.org/10.1111/j.1728-4457.2004.010_1.x

United Nations, Department of Economic and Social Affairs, Population Division (2024): World
Population Prospects 2024.

https://population.un.org/wpp
Vékas, P (2019): Az élettartam-kockdazat modellezése. Budapesti Corvinus Egyetem,
https://unipub.lib.uni-corvinus.hu/4112/1/elettartam_0612.pdf

World Bank (2008): The World Bank Pension Conceptual Framework. World Bank Pension
Primer Series,

https://hdl.handle.net/10986/11139

Internetes forrasok

Eurostat Fertility statistics
https://ec.europa.eu/eurostat/statistics-explained/index.php?title=Fertility statistics

Eurostat Population and population change statistics

https://ec.europa.eu/eurostat/statistics-
explained/index.php?title=Population _and population change statistics

KSH 22.1.1.1. A népesség, népmozgalom fobb mutatoi
https://www.ksh.hu/stadat_files/nep/hu/nep0001.html
KSH 22.1.1.6. Elvesziiletések és teljes termékenységi aranyszam

https://www.ksh.hu/stadat_files/nep/hu/nep0006.html

69


https://doi.org/10.1590/S0102-30982014000200004
https://www.jstor.org/stable/26349662
https://doi.org/10.1111/j.1728-4457.2004.010_1.x
https://population.un.org/wpp/Download/Standard
https://unipub.lib.uni-corvinus.hu/4112/1/elettartam_0612.pdf
https://hdl.handle.net/10986/11139
https://ec.europa.eu/eurostat/statistics-explained/index.php?title=Fertility_statistics
https://www.ksh.hu/stadat_files/nep/hu/nep0001.html

KSH Fenntarthato fejlédés indikatorai
https://ksh.hu/s/kiadvanyok/fenntarthato-fejlodes-indikatorai-2022

KSH Helyzetkép, 2023 — Népmozgalom
https://ksh.hu/s/helyzetkep-2023/#/kiadvany

70


https://ksh.hu/s/helyzetkep-2023/#/kiadvany

