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1. Bevezetés

A kiilonféle piaci szerepldk, a portfoliojuk elkészitésekor egy célt tartanak a szemiik
el6tt, hogy a befektetett t6kéjiik, minél nagyobb hozammal megtériiljon. A befek-
tetési univerzumot alkoté eszkozok kiilonféle statisztikai mutatoi ismeretlenek, és a
meghatarozasuk matematikai, illetve kozgazdasagi kutatast igényel. A befektetési
dontések kozéppontjaban a kockizat és hozam kozotti egyensily megtaldlasa all.
A portfolidoptimalizélasi tevékenység ennek az egyensulynak a matematikai forma-
lizalasa, amely soran a befektetd preferenciait figyelembe véve hatarozzuk meg az
eszkozok idedlis sulyozéasat.

A portfolidoptimalizélas célja, hogy a befektetd szamara adott kockézati szint
mellett a lehets legnagyobb hozamot biztositd, vagy adott hozamszint mellett a
lehetd legkisebb kockazatot jelent6 portfoliot talalja meg. A befektetések kozotti di-
verzifikacié révén csokkenthets a portfolio egészének kockazata, mikézben a varhatod
hozam nem feltétleniil csokken. Ennek az elméleti és gyakorlati kérdéskornek a tudo-
manyos megalapozasa méar az 6tvenes években elkezd6dott, és azota is folyamatosan
aktiv kutatés targya.

A klasszikus Markowitz-féle hozam-variancia portfolielmélet (mean-variance,
MV) [1] az optimalis portfoli6 keresése soran a hozamok varhato értékét és szora-
sat elére ismertnek tekinti, nem véve figyelembe ezen értékek becslési hibajat, sem
a modell eredendd pontatlansagabol fakado hibakat. Ezentul ennek a modellezési
eljardsnak a gyakorlatban kellemetlen hibai is vannak.

Elsésorban, ha valodi adatokon hasznaljuk, a kapott portfolionkban az eszkézok
optimalis silya a korlatok szélén fog az esetek nagy részében koncentralodni, igy
tovabbi feltételeket sziikséges az optimalizalonak beadni, hogy egy adott eszkozbdl
ne legyen tobb a portfélionkban, mint amennyit ésszertinek tartunk. Sok eszkoz
egyaltalan nem lesz jelen, csak néhany eszkoz fog szerepelni a portfolionkban [2]. A
masik nagy probléma a Markowitz-féle modszerrel az, hogy a kapott portf6liok nem
eléggé robusztusak. Ezt a problémat szamos cikk targyalja tobbek kozott [2] és [3].
A hozamok valodi értékét, legyen a modelliink barmennyire is preciz, csak kozeliteni
tudjuk, és egy elvarhato tulajdonsag, hogy ha a portfélionk hozamai csak kissé

valtoznak, akkor a portfélionk optimélis Osszeallitasa is csak egy kicsit valtozzon. A
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modern portfolidelméletet a dolgozat masodik fejezetében mutatom be részletesen.

A varhaté hozamok pontbecslése helyett léteznek modszertanok, melyek beme-
netként valamilyen moédon méar tartalmazzak a statikus inputok (varhatoé hozam,
kovarianciamatrix) becslési hibajat. Ebben a dolgozatban két ilyen portfoliovalasz-
tasi modszertant szeretnénk bemutatni.

Az els6 egy statisztikai modszertan, a bayesi statisztika koré épiti a mate-
matikai megalapozasat. A bayesi statisztika egy olyan becslési eljaras, amelyben a
felhasznalo az elGzetes (apriori) feltételezését bele tudja integralni az eredménybe. A
statisztikai, illetve matematikai alapokat a [4], illetve a [5] forrasokbol ismertetem a
harmadik fejezet elején, majd azon sziikséges ismereteket, amelyek ennek a modszer-
nek a dolgozatba valoé beemelését indokoltté teszi, a [6] cikkbél hivatkozom. Doron
Avramov és Goufu Zhou a cikkben kiilonb6z6 megkozelitéseket mutat be, hogy ho-
gyan tudnank az elézetes informaciokat (prior) kihasznalni, hogyan tudjuk hasznalni
a modszert, ha nincsenek ilyen informaciéink (nem-informativ prior) és amikor van-
nak (informativ prior). A makrogazdasagi kornyezet kiilonbozé véltozéasaibol eredd
informaciok beintegralasaval részletesebben a [7] tanulmanyban foglalkoznak.

A bayesi megkozelitések koziil a késGbbiekben kiemelt szerepet kap a Fisher Black
és Robert Litterman altal megalkotott modszer, amit roluk neveztek el [§] és ma is
széleskorben alkalmazzak az iparban. A Black-Litterman modell 1ényege, hogy
egy egyensulyi modellbdl kinyert hozamokat és a sajat nézeteinket 6tvozi 6ssze, hogy
megkapjuk azokat a végsé hozamokat, amelyekkel végiil szamolni fogunk. A technikai
részleteket a [9] és a [10] cikkekbdl allitottam Ossze, a kozgazdasagi illetve maés
kvalitativabb aspektusait, valamint a hasznalatat a modellnek a [IT] cikk kivaloan
osszefoglalja.

A varhato hozamok pontbecslése helyetti intervallumbecslésével egy kockazati
mértéket definidlunk az eszkozoknek, amit bizonytalansagnak neveziink. A dol-
gozat elsGsorban ezt a megkozelitést targyalja. Az elsédleges célja a modszernek,
hogy a befektetSk bele tudjak kalkulalni a bizonytalansag keriilési természetiiket a
portfolibdontésiikbe. A variancia a piaci kockazat mérészama, és a modell egy része,
mig a bizonytalansdg maga a bemenetek és a modell hibajabol eredd kockazat mé-

részama. A dolgozat negyedik fejezetében Lorenzo Garlappi, Raman Uppal, illetve
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Tan Wang cikkének bizonyos fejezeteinek osszefoglalasa [12] torténik. A szerzdék eb-
ben a cikkben a hozamok idGsorai alapjan egy bizonytalansagi mértéket definidlnak,
majd leirnak egy modszert, hogy ezt hogyan tudjuk a portfoliovalasztasunkban ki-
hasznalni. Ezt a cikket nyugodtan tekinthetjiik a fejezet torzsének, amelybdl tovabbi
kiilonféle iranyzatok felé lehet elindulni. A [13] cikk egy rugalmas, gyakorlatorientalt
portfoliboptimalizalasi rendszert mutat be, amelyben kiilonféle javitasokkal (faktor
kitettségek beépitése, likviditasi megszoritas, hozambecslés zaj kalkulacio) noveli
a kockazat-korrigalt teljesitményt. A [14] tanulmanyban kiilonb6z6 VaR és CVaR
alapi kockazati mértékeken keresztiil optimalizalnak, hogy stabilabbak legyenek a
portfolio silyok. A [15] tanulmany pedig egy kétlépcsss portfolidoptimalizalasi el-
jarast ismertet. Az elsd lépésben egy integralt, dinamikus, slack-alapt adatburkolo
analizis (DEA) modellt alkalmaznak a részvények hatékonysidganak értékelésére és
kivalasztasara. A masodik lépésben egy robusztus, stabil és skalazott mean-variance-
Entropic Value-at-Risk (EVaR) modellt alkalmaznak a kvalifikalt részvények opti-
maélis silyainak meghatérozasara.

A fent felsorolt cikkek mindegyike két lehetséges uton javitja fel az mean-variance
optimalizalast: Vagy a hozamokat modositja, transzformalja el (apriori hozamok,
részvények score alapu értékelése), vagy az optimalizalando célfiiggvényt modositja
(bizonytalanséagi tag, CVaR optimalizélas).

Az elméleti hattér és a modszertan bemutatisa utan a szakdolgozatban leirt
modszerekhez egy Pythonban megirt demonstraciot készitettem, valamint az imp-
lementalt algoritmusokat valos piaci adatokon tesztelem és a kiilonbozs valasztasi
stratégiak szerint kapott eredményeket Gsszehasonlitom.

A dolgozat tovabbi fejezeteiben elséként a befektetési univerzumom bemutatasa
szerepel. Igyekeztem a kiilonb6z8 eszkozoket mind mas teriiletrdl valasztani. Szere-
pelnek részvény- illetve kotvényindexek, valamint ezektdl eltérs eszkozok is. Fejlett
illetve fejlédd piacok egyarént jelen vannak, valamint a részvények mind kiilonbo-
zG szektorokat reprezentalnak. Az adatok forrasa a Bloomberg, a terminédlhoz valo
hozzatérést a Budapesti Corvinus Egyetem biztositotta, és az adatok leszedéséhez a
[16] segédletet hasznaltam.

Els6ként a Markowitz-féle optimalizalast implementaltam le, hogy legyen egy
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viszonyitasi alapom a tobbi modszer eredményéhez. A bayesi eljarasokat a Black-
Litterman modellen keresztiil mutatom be, valamint a robusztus portfélidoptimali-
zalas soran két megkozelitést hasznalok, az egyik esetben az egész portfolio hozamara
definidlunk bizonytalansagot, a masik esetben pedig eszkdzonként. Az eredményeket
kiilonb6z6 diagramokon és abrakon mutatom be. Mindharom esetben megkiilonboz-
tetem azt az esetet, amikor a rovidre eladés (short selling) engedélyezett és amikor
nem az. Azt is abrazolom, hogy mi torténik a hatarportfoli6 gorbével az egyes mod-
szerekben.

A kodok, az adathalmaz, valamint a hivatkozott cikkek az alabbi linken érhetsk

el: https://github.com/gyuszad6 /master thesis


https://github.com/gyusza46/master_thesis

2. Modern portfolidelmélet

A modern portfélidelmélet megalkotasa Harry Markowitz nevéhez fizédik. Az
azota is talan legszignifikdnsabbnak tartott 1952-es cikkében [I] elssként javasolja,
hogy az egyéni befektet6k ne csak a hozamaik alapjan osztalyozzak a befektetési
eszkozoket, hanem egy szoéras-varhaté hozam sikon gondolkodva vegyék figyelembe
egyidejtleg az eszkozhozamok kockazatat is. Eziton, ha sikeril talalnunk egy esz-
kozt, ami kell6képpen negativan korrelal a portfolionk tobbi részével, egy lépésben
novelhetjiik a portfolionk varhaté hozamat és csokkenthetjiik a szorasat.

A matematikai modell megalkotasdhoz az elsé feltevésiink, hogy a befektetési
eszkOzeink hozamai valdszintiségi valtozok, és az eszk6zok nem fliggetlenek egymés-
tol. A portfolionk ezen eszkozoknek lesz egy kivalasztott sulyvektora. A befektetési
univerzumban megengediink egy kockdzatmentes eszkozt, aminek fix r¢ hozama van.
A befektetési univerzumunkat 2-val, az eszkozok szamét N-nel, valamint az arfo-

lyamok id&sordnak hosszat T-vel jeloljiik.

2.1. Definicio. Az eszkoz hozama r: Q0 — [—1,00) a befektetési eszkioz értékmeg-

vdltozdsa adott periodus alatt

2.2. Definicié. A portfdlio az eszkizok egy silyvektora: w € [0, 1]V, ahol

N
=0

Amennyiben a short selling, azaz révidre eladas engedélyezett, a portfolioban
szerepelhetnek negativ sulyok, vagyis az adott eszkozt eladjuk. Elméletileg ezek a
sulyok lehetnek tetszélegesen alacsonyak, ha —1-nél kisebbek, az tékeattételes short
poziciot jelent. A valodi piacokon ezek a poziciok erésen regularizélva vannak, és a

portfolidoptimalizaciéban is érdemes bevezetni a —1-es als6 korlatot.

2.3. Definicié. Egy eszkéz kockdzati prémiuma az, hogy mennyi hozamtibbletet

biztosit a kockdzatmentes eszkézhéz képest

Rizri—rf
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A Markowitz-féle portfoliovizsgalatban két statisztikai tulajdonsag lesz relevans
szamunkra. Az eszk6zok vdrhato értéke és a kovarianciamdtriza. A piaci szereplSk
célja, hogy minél nagyobb varhatoé hozamot érjenek el minél kisebb kockazat mel-
lett. Erdemes azt feltételezniink, hogy a befektetSk racionalisak olyan médon, hogy
két azonos hozami befektetési lehetGség koziil a kisebb szoréasit, vagyis a kevésbé

kockazatost valasztjak.

2.4. Definicié. Azokat a portfolickat, amelyeknél nincs azonos hozami és alacso-

nyabb szordsu portfolio, hatdrportfolioknak nevezziik.

Ezeket a portfoliokat egy szoéras varhato érték térben abrazolva egy hiperbola-
szerdi gorbét kapunk. Racionalis dontéseket feltételezve, minden befekteté ennek a

gorbének a felsG részérsl valasztja ki a sajat portfoliojat.

Hatarportfélié gorbe

05

0.0

Portfélio Hozam

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 07
Portfélié széras

1. dbra. A hatarportfoliok Gsszessége

Amennyiben lehet&ségiink van egy kockazatmentes eszkozbe is elhelyezni a pén-
ziinket, a hiperbolat két félegyenes valtja fel, amelyek a kockdzatmentes portfoliot
reprezentald kezdGpontbol indulnak ki. A fels félegyenes neve tékepiaci egyenes
(Capital Market Line), és egy pontban érinti a hatarportfolio gorbét, ezt érinté-
si portfélionak nevezziik. Ha a portfélionkban megengedjiik kockazatmentes eszkoz

szerepeltetését, akkor minden szerepld ebbdl és az érintési portfoliobol sulyozza Ossze
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a szamara optimalis eredményt. Ezzel a portfoliovalasztasi kérdés valojaban azza va-
lik, hogy mennyi stulyt akarunk rakni az érintési portfélioba. A késGbbiekben nem
engedjiik meg a kockazatmentes eszkoz szerepeltetését, az eszkozok kockazati pré-
miuméan végezziik az optimalizaldst, mivel a mi fokuszunk a portfélio kockizatos

részén van.

2.5. Definici6. Az adott kockdzat mellett maximdlis varhato hozamot biztosito port-

foliok dsszességét hatékony portfolicknak nevezzik.

Minden befektets egy hatékony portfoliot fog valasztani a sajat kockazati prefe-
renciai szerint. Ezt a kockazati preferenciat sokféleképpen lehet kvantifikalni. A leg-
egyszeriibb mod, ha azt mondjuk, hogy minden szereplé rendelkezik egy hasznossagi
fliggvénnyel, amelyben szerepel egy olyan paraméter, ami az & kockazati étvagyat
jellemzi. Erre egy konkrét megvalositas a kvadratikus hasznossagi fiiggvény [6].

U(w) = E(Ry) — %Var(Rw) =w'y— %wTEw (1)

A képletben p és ¥ az eszkbzhozamok varhato értékét, illetve a kovarianciamét-
rixat jelolik. R, az adott portfolio6 kockdzati prémiuma. A 7 egy befektetsfiiggs
paraméter, ami a szereplSk kockazatkeriilési aranyat fejezi ki. Minél nagyobb ~ ér-
téke, annal jobban biinteti a magas kockazatu befektetések kivalasztasat.

Ebben a keretrendszerben az optimalis portf6lié az, amelyik maximalizilja ezt
a hasznossagi fliggvényt, igy az optimaélis portfolio kérdését egy feltételes szélsGér-
tékkeresési feladatta alakitottuk. A befektetdk egy bizonyos hasznossagi szint (m)

elérése mellett minimalizélni szeretnék a portfoliojuk kockazatat.

min w? Yw (2)
T voor _
W= W Sw=m (3)

Amennyiben a p varhato értéket és a 3 kovarianciaméatrixot is adottnak tekint-

jiik, a feladatnak ismert a megoldasa [6]:

w* ==Yy (4)
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ezt az hasznossagi fliggvénybe helyettesitve, a kovetkezd eredményt kapjuk:
1
Ulw*) = —p' 27 p (5)

A valosagban ezeket a portfoliohozamokat, illetve kovariancidkat nem tudjuk
pontosan meghatarozni. Ellenben ahhoz, hogy ezt a keretrendszert hasznalni tudjuk,
elGszor ezeket a mennyiségeket ismerniink kell. Becslést kell adnunk a hozamok var-
hato értékére, valamint a kovarianciamatrixara, ez pedig magatol értet6dGen becslési
hibaval, paraméter bizonytalansaggal fog jarni, a modell alapvets hibaja mellett.

A legkézenfekvébb modszer a paraméterek becslésére a klasszikus maximum li-

kelihood modszerrel. Ezt hasznélva a kovetkez6 eredményeket kapjuk:

p= R (6
8= 2 R (R )" (7

S 8)

Ezzel a kétlépcsds megoldéassal a modellezésiinkben megjelenik a paraméter bi-
zonytalansdg probléméja, mivel a becsiilt paramétereket hasznaljuk, nem pedig a
valodiakat. A Markowitz-i portfélidelmélet az ebbdl a problémabol addédo kockazatot
figyelmen kiviil hagyja. A kovetkezs fejezetekben szeretnénk olyan becslési eljara-
sokat illetve modelleket késziteni, amelyek figyelembe veszik a modell és paraméter

bizonytalansagbol adédé pontatlansagokat.



3. Bayesi portféliomodellezés

3.1. Bayesi statisztika

A klasszikus statisztikai paraméterbecslés eljarasa a kovetkezs:

Az adataink egy paraméteres eloszlascsaladbol szarmaznak (6 € ©), amelynek para-
méterterét ismerjiik vagy sejtjiik. Az eloszlascsalad egy adott tagja generalja a valodi
adatokat, de a valodi eloszlashoz tartozo paraméter értéke ismeretlen. A pontos becs-
léséhez statisztikai eljarasokat alkalmazunk, példaul maximum likelihood (ML) vagy
momentum modszert, és ezaltal egy becsiilt 0 értéket kapunk a paraméterre.

A kovetkezs 1épésben a kapott becslést egy nullhipotézissel teszteljiik. Ehhez egy
tesztstatisztikat (7') szamolunk, amely alapjan kiértékeljiik, mennyire Osszeegyez-
tethetGek az adatok a nullhipotézissel. A cél az, hogy eldontsiik: van-e elegendd
bizonyiték az adatok alapjan a nullhipotézis elutasitasara.

A dontést kétféleképpen is megfogalmazhatjuk. Az egyik megkozelitésben a teszt-
statisztika abszolut értékét egy elére meghatéarozott kritikus értékkel (¢,) hasonlitjuk
ossze: ha |T| > t,, elutasitjuk a nullhipotézist. A masik megkozelités a p-érték ki-
szamitasa, amely annak valoszintiségét méri, hogy a nullhipotézis fennallasa esetén
legalabb ilyen szélsGséges értéket kapjunk:

A p-érték kiszamitasa a kovetkezsképpen torténik:

p="P(T|=ty|0=10)

Ha a p-érték kisebb, mint az elére rogzitett szignifikanciaszint (a), akkor szintén
elutasitjuk a nullhipotézist.

Ez a megkozelités sok problémakdrben rendkiviil hasznos. Regresszios modellek-
ben nagyon hasonlé médon dontiink véltozok szignifikanciajarol. A varhaté hoza-
mok becslésénél nem elégedhetiink meg azzal, hogy melyik érték a legvaloszintbb,
szitkségiink van arra az informéciora is, hogy mekkora ez a valdszintiség. A becsiilt
paraméternek nem egy pontbecslését, hanem egy eloszlasat szeretnénk megkapni.

A bayesi statisztika modot ad ré, hogy a valoszintiségszamitasbol ismert Bayes-
tételt (@ bevonjuk a statisztikai modszereinkbe. Ez a modszer lehetévé teszi, hogy

a statisztikai becslésiinkbe elGzetes informécidkat beépitsiink, valamint késébb 1j
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adatok megszerzésével a kiértékelt eredményeket frissitsiik.

A klasszikus megkozelitésben egy esemény valdszintiségére gy gondolunk, mint a
kisérlet ismételt elvégzésével az esemény bekdvetkezésének gyakorisdga, mig a bayesi
megkozelités a valoszintiséget tgy értelmezi, mint a rendelkezésre 4ll6 informéaciok

alapjan az esemény bekovetkezésébe vetett bizonyossdg mértéke. [5]

3.1. Tétel. Legyen A illetve B események, ekkor:

P(BIA) - P(A) o)
P(B)

A Bayes-tétel egy matematikai formulat ad nekiink, hogy hogyan valtozik meg

P(A|B) =

egy esemény bekovetkezésének a valdszintsége, ha mas, t6le nem fiiggetlen esemé-
nyek bekdvetkeznek. A bal oldalon szerepls feltételes valoszintiségre gondolhatunk
tgy, mint egyfajta posterior valoszintiségre, mig a P(A)-ra, mint egy apriori valoszi-
niségre.

A bayesi statisztikat az apriori informaciok teszik annyira effektiv és erés mod-
szerré. Ha meg akarod kérdGjelezni valakinek a becslését, csak kérdGjelezd meg az
el6zetes feltételezéseit. Ez ajtot nyithat diszkusszionak és szakértsi véleményeket
tud beleintegralni a modellbe.

A Bayes-tétel statisztikdba valdé behozatala ennél azért kicsivel mélyebb mate-

matikai megfontolést igényel, ugyanis eloszlasokrol szol.

3.1. Definicié. A Bayes-i paraméterbecslés formuldja:
P(D|0) - P(0)

POID) = =55

(10)
ahol a tagok jelentése:

e P(0|D) : a posterior eloszlds, vagyis a paraméter eloszldsa az adatok megfi-

gyelése utan.

e P(0) : az apriori eloszlds, amely a 0 paraméterrdl alkotott elézetes vélekedé-

stnket fejezi ki, még az adat (D) figyelembevétele eléit.

e P(D|0) : a likelihood (valdsziniségi fiiggvény), amely megmutatja, hogy
mekkora valosziniséggel figyelhetjik meg a D adatot, ha a modellben a para-

méter értéke 6.
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e P(D) : az eloszlds mormalizdlé tényezdje (evidence), amely az adatok

megfigyelésének teljes valoszinisége.

Az utolso tag azért felelGs, hogy normalizalja a kapott eredményeket, vagyis, hogy

a kapott posterior eloszlas valéban eloszlas legyen. A kovetkezSképpen szamoljuk:

P(D) — L P(D|0)P(6)d6 (11)

Ezen a paramétertéren integréalni elsének bonyolultnak tinhet, de miutan meg-
tettiik, egy valoszintséget, vagyis egyetlen szamot kapunk. Igy a képlet ezen része
csak egy konstansszorzoval valtoztatja meg a végeredményt. A likelihood és az ap-
riori eloszlast altalaban strdségfiiggvény formaban szoktak megadni, és igy végiil a
posteriori stiriségfiiggvényt kapjuk meg a szamolas végén. Igy az integralt a gyakor-
latban nem is kell kiszamolni, mivel ki tudjuk kévetkeztetni, ugyanis az értéke az a
konstans, amivel a stirtiségfiiggvény integralja egy lesz.

Most pedig nézziink egy konkrét esetet a bayesi paraméterbecslésnek egy alkal-
mazasara. Kockadobassal kisérleteziink és arra vagyunk kivancsiak, hogy mekkora a
hatos dobasnak a valoszintisége. Az eredmények gy lettek szimulédlva, hogy a helyes
valasz az 1/6-od legyen. Vagyis szabalyos kockaval guritunk. A likelihood fiiggveé-
nylink, binomiélis eloszlas lesz, ugyanis ezzel lehet megmondani a hatos guritasok
szamat adott valoszintiségek mellett. A kisérletben az apriori eloszlasunk béta elosz-
las, melynek paraméterei kezdetben 1 és 1. A dobasok szdmaval n§ az informécio
nagysaga és a hatos dobésok széma is, amelynek fiiggvényében kiszamoljuk a poste-
riori stirtiségfiiggvénytinket, amely szintén egy béta eloszlast fog kdvetni, amelyben a
paraméterek a sikeres dobasok szama plusz egy és a sikertelen dobasok szama plusz
egy. Maga a posteriori eloszlas levezetése pusztan technikai, akit érdekel a [17] cikk-
ben megtekintheti. A kévetkez§ abra a posteriori stirtiségfiiggvény fejlédését mutatja
be:
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Posteriori eloszlas valtozasa a dobasok soran

4 T
3 —— 10 dobés utan

50 dobéas utan
—— 100 dobas utén
—— 500 dobas utan
—— 1000 dobas utan
=== Valddi valészinlség (1/6)

30 1

25

10 A

T T - - T -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
6 (6-0s dobasanak valoszinlisége)

2. abra. A 6-os dobés valoszintiségének valtozasa a dobasok névelésével.

Az abréan jol latszik, ahogy a dobasszamot noveljiik, gy né a megbizonyosodas
mértéke is abban, hogy a kockadobésunk szabélyos. Kezdetben a strtségfiiggvé-
nylink lapos, viszont ahogy noveljiik a kisérletszamot, egyre jobban a valodi ér-
ték koré koncentralodik az eloszlas. Egy csupén téméajaban eltérd, de matematikai
héatterében teljesen azonos esettanulmanyt jegyez le a [5] cikk, melyben a szerzék
betegségek kimutatésaért felelGs tesztek hatékonysagat vizsgaljak.

Amennyiben az apriori és a posteriori eloszlasunk ugyanahhoz a parametrizalt
eloszlascsaladhoz tartozik, akkor konjugalt priorokroél beszéliink. A fenti példaban
az apriori és a posteriori eloszlasunk is béta eloszlas, mig a likelihood binomiélis,
ezt Béta-binomidlis modellnek nevezziik. Ezekrél a konjugalt parokrol a kovetkezd
fejezetben részletesebben sz6 esik.

Az apriori nézeteinket mi hatarozzuk meg, viszont a likelihood, valamint a ne-
vezGben szerepl6 normal6 tag szamoldsa, amennyiben nem hasznalunk valamilyen
heurisztikat vagy approximaciot, meglehetGsen hamar igen bonyolultta és szamitas-
igényessé valhat. Ezen nehézségek egy lehetséges feloldasa, ha megfontoltan valaszt-
juk ki az apriori eloszlasunkat, példaul a fent leirt béta-binomiélis modellben, ha
megtehetjiik ezt. Egy masik lehetGség, ha az integralt nem tudjuk analitikusan

kiszémolni, akkor sztochasztikus mintavételezési modszerekkel, példaul Markov Cha-
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in Monte Carlo (MCMC) algoritmusokkal (pl. Metropolis-Hastings, Gibbs sampling)
probalunk mintat venni a posterior eloszlasbol. Ezen algoritmusokat részleteiben a

dolgozat nem téargyalja.

3.2. Informativ és nem-informativ apriori eloszlasok

Az el6z6 fejezet a bayesi statisztika alapvets épitGelemeit és felhasznalasi probléma-
korét targyalta. A fejezet végén a modszertant egy konkrét statisztikai paraméter-
becslésre hasznéltuk. Ez a fejezet a bayesi statisztikai modszertan portfoliovalasz-
tasba valé bevonasat, bevonasi modszereit mutatja be.

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a paraméterbecslés végeredménye lényegében
egy posteriori strtségfiiggvény, amely megadja a paraméteriink eloszlasat. A prio-
rok (elézetes informaciok) segitségével beépitjiik a korabbi tudasunkat, majd a meg-
figyelt adatokkal frissitjiik ezt a tudast. Mivel a statisztikai becslésiink sikeressége
ezektSl az apriori informacioktol fligg, igy a modszer kicsit olyan, mint egy "kétéld
penge". Egyrészt nagyon hasznos, hogy be tudjuk integralni a szakértsi véleményeket
a modszertanunkba, masrészt ezeket a véleményeket néha nem lehet matematikailag
megindokolni. Igy kvalitativ modon nytlunk bele a matematikai elemzésbe.

A tovabbiakban is a feladatunk, hogy a (1) kvadratikus hasznossagi fiiggvényiink
szerint maximalizaljuk a befektetsi nyereséget. Ezt a kdvetkezSképpen formularizal-
juk [6]

WP = argmaxf Uw) p(Ry41|®7) ARy 4
w Rriq (12>
= argmaXJ f J U(w) p(Rys1, o, S| P7) dSdpd Ry
w Ry, Jp JX

ahol U(w) a varhaté hasznossag a T + 1 idépontban, illetve ®7 a T id6pontig
elérhetd informacio.

Mi a teendd akkor, ha nem rendelkeziink preciz szakért6i véleményekkel? Ebben
az esetben is hasznéalhatjuk ezt a becslési eljarast, csak a végsé portfolio nem fog

nagyban kiilonbozni az elsd fejezetben leirt eredményektsl.
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3.2. Definicid. Azt a prior-t, aminek az eloszldsa egyenletes eloszlds a paraméter-

téren, nem-informativ priornak, vagy diffizios priornak nevezzik.

Az egyenletes eloszlas azt jelenti, hogy a becsiilt paraméter minden lehetséges
értéket azonos eséllyel vesz fel az egész paramétertéren. A teljesség kedvéért itt fontos
megjegyezni, hogy ez a definicié csak akkor értelmes, ha a paramétertér véges, ami
a mi esetlinkben automatikusan teljesiil.

A diffuzios prior egy megvaldsitéasa a kivetkezd stirtiségfiiggvény:

Dol D)o ||~ (13)

A paraméterekre (mindkettdre) vonatkozo becslésiink a varhato értéktsl semle-
ges. A kovarianciamatrix determinédnsanak a hatvanya, amit egy skalarral megszor-
zunk, hogy valoban stirtségfiiggvény legyen. Azért valasztjuk a prior alakjat, ennek
mert igy a stirtiség természetesen csokken a szoras X novekedésével, és az N +1 kitevs
biztositja, hogy az egész paramétertéren vett integral véges maradjon. Ez a feltétel
nem feltétlentil teljesiilne, ha simén csak egy statikus konstanst valasztanank.

Egy ismert eredmény [3], hogy a difftziés priort hasznélva az a posteriori elosz-

lasunk:
P(Rri1|®r) o |8+ (Rpyr — ) (Rryr — )7 /(T + 1) 7172 (14)

Ez nem maés, mint egy tobbdimenzioés t-eloszlas T-N szabadsagfokkal. Az optimalis

1 /T —-N-=-2)\ -
* EflA 1
v < T+1 ) a (15)

portfolio silyok:

~
Ez az eredmény nagyon hasonlit a klasszikus Markowitz-féle stlyokhoz (), csupan
egy konstans szorzo kiilonbozteti meg. Ez a konstans szorzo jelentGsen kisebb, mint
1, ha N szignifikinsan nagyobb, mint 7.

Intuitivan ez azt jelenti, hogy az eszkézok kockazatosabbak a paraméterbizonyta-
lanség miatt. Széval amennyiben jelen van egy alacsonyabb kockéazatu eszkoz, (nem
feltétleniil kockédzatmentes, de persze lehet az is), akkor a bayesi modszerrel kisebb
aranyban fektetiink a portfolié kockézatosabb részébe. Megjegyzem, hogy bar az
el6z6 fejezetben, a feltételek kozott nem szerepel az, hogy a portfolio silyok egyre

Osszegzddjenek, késGbb az implementacioban ez feltétel lesz.
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Ez az eredmény nem igazolja a bayesi becslés bevezetését a portfoliovalasztasunk-
ba. Ha nincs plusz informacionk a megfigyelhets adatokon kiviil, ezt a modszert nem
éri meg alkalmazni. Most nézziik meg az érme mésik oldalat. Mi torténik, ha konk-
rét elképzeléseink vannak kiilonb6z§ részvények hozamairdl, vagyis informativ, az

adatokbol nem kiolvashat6, tobbletinforméciot tartalmazoé priorunk van:

3.3. Definici6. A kongugdlt prior egy olyan eloszlds, amelyet eqy Bayes-i statisz-
tikai modellben apriori eloszlasként haszndlva, az a posteriori eloszlds is ugyanabban

a paraméteres eloszldscsalddba fog tartozni.

Ezekre lattunk mar egy példat az el6z6 fejezetben bemutatott béta-binomialis
modellben. Most nézziik meg, hogy hogyan tudjuk ezt kihasznalni a portféliokban.
Legyen:

1
]S~ N(po, ;E) (16)

S~ IW(S,, 1) (17)

A varhato értékre az elGzetes feltételes (a X-t ismertnek tekintjiik) eloszlas normaé-
lis p, kozéppel (amit mi adunk meg), és a %E—kovarianciamétrixszal, ahol 7 egy
zsugorité hiperparaméter.

A kovarianciamatrix apriori becslése egy inverz Wishart eloszlas, ¥ alapkova-
rianciaval, és v, paraméterd szabadsagfokkal. Ezt a priort valasztva az a posteriori

eredmények legvalosziniibb paraméterei a kovetkezdk:

T T

+ ——1 18
T—I—TMO T+TH ( )

A képletbdl konnyedén kiolvashatd, hogy a végss érték a prior varhatd érték és a

/’:L:

hozamok atlaganak konvex kombinacioja. A kovarianciamétrix pedig:

T+1
T(V0+N—1)

- ~ TT R .
5 _ (zo FTS 4 2 ) o - mT) (19)

Ezuttal a végeredmény az apriori kovariancidk, az adatokbol becsiilt S illetve a

1 atlagtol vald tavolsaganak a sulyozott Osszege. A bedgyazott priorok igy végiil
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egy normalis eloszlasként manifesztalodva jelennek meg a folyamatban. A gazdasagi
iranyvonalak beépitését bayesi priorokba részletesen a [7] cikk foglalkozik. Ezt az
eljarast a [3] cikkben gy emlitik, mint egy altalanositott Black-Litterman modell

[8]. A kivetkezs fejezetben errdl lesz szo.

3.3. Black-Litterman modell

A Black-Litterman modell egy bayesi megkozelités az optimélis portfolio-allokaciok
meghatarozasara [10]. A modell alapvetd célja, hogy a sajat nézeteinket beleillessziik
a portfoliovalasztasi dontésiinkbe. A Black-Litterman egy bayesi modell, de az ap-
riori nézetek egymaguk nem elegendéek a modell inicializalasahoz. Sziikséges egy
egyensilyi modell, vagy valamilyen alapmodell, amely szerint szintén kiszamoljuk a
hozamokat. Ez a piaci modell lehet egy egyszertd CAPM [18| (Capital asset pricing
model) vagy valami Osszetettebb tobbfaktoros modell is. Az a fontos, hogy legyen
valami, amivel 6ssze tudjuk vetni a nézeteinket. A modellhez sziikséges megadni még
egy paramétert bemenetként, egyfajta nézeteinkbe vetett konfidenciat. Osszefoglal-
va a Black-Litterman modell valojadban egy mod arra, hogy egy egyensulyi modellt
és a nézeteinket 0sszectvozziik. Minél biztosabbak vagyunk a nézeteink helyességé-
be, annal kozelebb lesz a végeredményiink hozzajuk, mig minél bizonytalanabbak
vagyunk, annal kozelebb lesz az egyensilyi modellhez.

Nem sziikséges minden egyes eszkozre valamilyen prior eredménnyel rendelkez-
nlink. Amennyiben csak egy eszkozre tudunk el6zetesen becslést megfogalmazni a
kovarianciamatrixon keresztiil, a téle nem fliggetlen eszk6zok portfolioban elhelyez-
ked§ silyara is hatassal lesz.

Most kezdddjék a modell matematikai megalkotésa. Az eszkozok két hozambecs-
lésére van sziikségiink. A p° egyenstlyi hozamokat kiillénb6z6 moédokon hatarozhat-

juk meg, lehet a Markowitz modellel definiélt piaci portf6lio, vagyis.
pe = ySwe, (20)

ahol w, a piaci portfolio salyai, v a kockazatkeriilési paraméter. Ha a valésagban 1é-

tezne tokéletes piaci portfolio, és ezt visszafejtenénk a Markowitz-modell inverzével,
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akkor megkapnénk a CAPM szerinti hozamokat. Ezért tekintjiik ezeket jo priornak
a Black-Litterman modellben.

A modell ezt a vektort nem tekinti kotelezGen determinisztikusnak.
= p+e, € ~N(0,71%) (21)

. az eszkozok kovarianciamatrixa 7 egy paraméter, amely azt jelzi, mennyire bizunk
az egyensulyi modell altal adott értékekben.

A nézeteinket tartalmazo vektor p”
Pu=p"+¢€, ¢ ~N(0,Q) (22)

A nézetek parosité matrixa P (megmutatja, hogy a befektetdi nézetek mely eszko-
zOket érintik). Az e itt is a rezidualis vektor.
Black és Litterman a [§] cikkben leirja, hogy matematikailag hogyan tudjuk a

két varhato érték vektort Osszerakni egy formuléba.
P = () + T PI(r8) e+ PO ] (23

SPL =S4 (D) + PP P! (24)

Ezeket a frissitett értékeket hasznalva ugyanazt az optimalizalasi problémét old-
juk meg, amit az el6z8 fejezet végén megfogalmaztunk (2), (3). Valojaban az effektiv
hatargorbét transzformaltuk el azzal, hogy mas hozamokat és kovarianciamatrixot
hataroztunk meg. Miutdn megkaptuk ezen értékeket, a tovabbi teendénk megkapni
az optimalis allokacionkat. Ez ekvivalens azzal, amit az el6z6 fejezetben csinaltunk.

Osszegezve, ez a megkozelités egy piaci egyenstlyon alapulé modellt és a sa-
jat nézeteinket tartalmazé hozamokat kovacsolja Ossze. A bayesi szemlélet a Black-
Litterman modellben az informéciok frissitésében jelenik meg: az egyensulyi varhato
hozamokat egy prior eloszlasként kezeljiik, amelyet a befektetsi nézetek (views) se-
gitségével posterior eloszlassa frissitiink. Ez egy Bayes-tételen alapuld frissités, ahol a
piaci kapitalizacios stlyok éaltal sugallt varhaté hozamokat kombinaljuk a befektetsi
nézetekkel. Minél bizonytalanabbak vagyunk a sajat nézeteinkben (minél nagyobb
) a modell eredménye annal kozelebb lesz a piaci portfolibhoz, (vagyis az egyensulyi

modell optimuméhoz).



4. Portfoliboptimalizalas bizonytalansaggal

Ebben a fejezetben egy a bayesi megkozelitéstdl eltéré modszerrel szeretnénk
megoldani a hozamok pontatlan becslésébdl felmeriil6 paraméterbeli bizonytalansa-
got. A bayesi megoldasban a portfélio hozamokhoz egy apriori eloszlast rendeltiink,
a modern portfolidelméletben viszont kiilonbo6z6 eszkdzokrsl nagyon eltérd mennyi-
ségl és minGségi informacié all rendelkezésiinkre, és igy tobb apriori feltételezéssel
allhatunk el6 a portfolio osszeallitasakor.

A bizonytalansag beépitése a portfélionkba két lépésben fog torténni. Elséként
az eszkozok varhato hozaméara nem egy pontbecslést, hanem egy intervallumbecslést
adunk. Az intervallum nagységa szimbolizalja azt, hogy az adott eszkéz hozamat
milyen bizonyossaggal tekintjiik ismertnek. Ez pedig a mésodik lépésben, amikor
a portfolionk silyait hatarozzuk meg, plusz megkotéseket fog rendelni magahoz az
optimalizaland6 egyenl&tlenségrendszerhez.

A bizonytalansédggal modellezett hozamok lehet6vé teszik, hogy a kiilonb6z6 be-
fektetsk a portfoliovalasztasukba figyelembe vegyék a sajat bizonytalansagkerii-
lési tulajdonsigaikat. Ez a megkozelités lehetévé teszi, hogy eszkozonként és a port-
folio egészének megfelelGen is definialni tudjuk a bizonytalansagi feltételeket. A két
megkozelités kozott van egy atmenet, amikor az eszk6zok egyes részhalmazaira frunk
ki bizonytalansagi megszoritasokat. Ez kiilonosen hasznos, akkor, ha valamilyen fak-
tormodellekkel szeretnénk becsiilni, meghatarozni a hozamokat, és a faktorportfoli-
6ra mas informéaciok allnak rendelkezésiinkre, mint a tobbi eszkozre.

A fejezetben egy modszert is bemutatunk, amelyben nem csupan a hozamok becs-
lésének bizonytalansagat, de a hozambecslé modelliink bizonytalansagat is beleépit-
hetjiik a portfoliovalasztasunkba. Tobbek kozott, ha a hozamainkat egy faktormodell
segitségével allapitjuk meg, akkor a faktorok kivéilasztasa, valamint értékeinek helyes
becslése szamos kérdést vet fel a késGbbiekben.

Az el6z6ekhez hasonld kvadratikus hasznosséagi fiiggvényt szeretnénk maximali-
zalni, viszont a varhato értékeket, nem pontbecsléseknek, hanem intervallumbecslé-
seknek tekintjiik és azon beliil a varhato értékek minimumén optimalizalunk. Ez egy
fajta kockazatkezelési megkozelités, hogy a potencidlisan bekdvetkezd legrosszabb

esetekbdl a legjobb eredményeket hozzuk ki. A kétlépcsSs optimalizalandé kifejezés
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a kovetkezSképpen néz Kki:

max min g’ w — TwTsw (25)
w o 2
a megszoritasok pedig
flu, 1, 2) < e (26)
w'l =1 (27)

Az f egy fiiggvény, aminek segitségével a bizonytalansagot fejezziik ki, a relacios
feltételt koordinatanként értjiik, az e pedig az a paraméter, amivel a befektetSk
egyénenként beépithetik a bizonytalansagkeriilési természetiiket.

Az utolso egyenléség elengedhetd, amennyiben egy kockdzatmentes eszkoz is jelen

van a piacon. Ebben a fejezetben nagyban tamaszkodok a [12] cikkre.

4.1. Bizonytalansiag meghatarozasa eszkozonként

Ebben a megkozelitésben a fent emlitett f fliggvénynek N komponense van, és

azokat a kovetkezSképpen definialjuk.

oy _ (g — )
fj(,u,,U, E) = %7

Itt ji; a becsiilt varhato értékek, T, pedig a megfigyelések szama. A portf6lio opti-

j=1,.,N (28)

malizalasakor a hozzaadott megszoritasok a kovetkezs alakban irhatoak fel:

(11 — py)°

<¢, j=1
o3

N (29)

Amennyiben a hozamokat normalis eloszlassal kozelitjiik, akkor az egyenlGtlen-
ség bal oldalan 1év§ kifejezés is egy normalis eloszlas négyzete. A felirasbol tisztéan
latszik, hogy a bizonytalansag modellezésének az egyik médja, ha a varhato értékek

konfidenciaintervallumait adjuk meg.

P(u € I,y pin € In) =1 —p (30)
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Itt p a szignifikanciaszintet, mig az I-k az intervallumokat jel6lik. Az intervallum
mérete attol fligg, hogy mennyire vagyunk biztosak a becslésiinkben, minél bizony-
talanabbak vagyunk, annal szélesebb az intervallum. Igy az optimalizalashoz felirt
egyenlGtlenségrendszert a becslésekbe vetett bizalmunk szerint kalibralhatjuk.

A kovetkezs tétel a fent definidlt max-min problémat egyszertsiti le, és segit

elmélyiteni a megértésiinket ezzel a kétlépcesGs optimalizalassal kapcsolatban.

4.1. Tétel. A maz-min egyenlétlenségrendszer (25)-ben ekvivalens a kivetkezd ki-
fejezéssel

max{w” (o — p*¥) = Sw'Sw) (31)

w4 g bizonytalansdg szerint korrigdlt vdarhato érték és a kovetkezdképpen szdmoljuk:

petl = {sz’gn(wnj—%@, sz‘gn(wm%@} (32)

Bizonyitds. Elscként az f fiiggvényt kell atrendezniink, hogy a u korlatait megkap-

juk.

Jj<M<Mj+

p-ben mi minimalizalunk, igy amennyiben az adott eszkdzt megvessziik, az also
hatart valasztjuk, amennyiben rovidre eladunk, akkor a fels6 hatart valasztjuk. Ezt
roviden tgy irhatjuk le, hogy sign(w;)-vel megszorozzuk a korlatokat. Majd ezt

visszairva a minimax feladatba a kovetkezst kapjuk:

T A Z . Ve Yo
max{w’ 4 — Y w;sign(w;)~—=o; — —w" 2w
ax{w’ f Z; gn(ws)7o: — g v}
Az els6 két elemet kiemelve a kivant kifejezést kapjuk. m

A képletbdl kiolvashato, hogy a szoras nagysaga noveli a korrekcios tagunkat,
mig az idGsor hossza csokkenti azt, tehat szoérassal né a bizonytalansidg, ha tobb

adatunk van, azzal pedig csokken.

4.2. Portfolié bizonytalansag

Ebben a fejezetben most nem eszkozrél-eszkozre definidlunk bizonytalansagi korlé-

tokat, hanem egyben a portfolio egészére. Ezuttal is feltételezziik, hogy a hozamokat
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egy normalis eloszlassal kozelitjiik, a varhato érték becslése pedig a historikus atlag.

A megszoritasaink a kovetkezok:

T(T — N)
(T—1)N
Ez egy x? eloszlds N szabadséagfokkal ([12]). Maga a megszorités itt is:

f= (b — 1) S(f— p) (33)

T(T — N)

m(ﬂ — W) —p) <e (34)

Vegyiik észre, hogy mig az el6bb N darab megszoritasunk volt, igy most csak egy
van, igy az e valasztasakor kozvetlen konfidenciaintervallumot is véilasztunk.

. <T(T —N)

(= S- ) < ) =1 (3)

Az el6z6 esetben ismertetett tételhez (4.1) hasonloan, a kétlépcsés minimax ([25))
optimalizalas probléméja itt is valami egylépcsGssé fog alakulni. Ezt mondja ki a
kovetkezd tétel, amelynek csak a f6bb 1épéseit ismertetem itt, a teljes részletes leirds

a [12] cikk fuggelékében megtalalhato.

4.2. Tétel. A maz-min egyenlétlenségrendszer ekvivalens a kévetkezdvel:

T—-1)N
max {wTu - %wTZw - \/M} , €= eﬁ (36)

az optimdlis portfolio siulyokra pedig zdrtképlet is levezethetd:

B—~(1+2£

1 1 7( U*)

w*:§2*1 v i— 1 LA (37)
Yoy

A=14"11y é B=p"v 1y
P* portfoliot, a bizonyitds sordn fogom definidlni.
Erdemes megemliteni, hogy a gyakorlatban sokszor valamilyen praktikussagi
megfontoléasbol a célfiiggvényben a két kovarianciaméatrix nem egyezik meg. Ez egy

heurisztika, hogy a szorést, illetve a bizonytalansagot komolyabban megkiilonboz-
tessiik. A [12] cikkben a két 3 azonos.
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Bizonyitds. A tétel bizonyitasihoz elscként a fenti kifejezés belsd részét vizsgaljuk
meg:

min w’ p — ZwTEw,
I 2

(=)' 27— p) <e

Lagrange-multiplikatora:

v i L
L(p A) = w'p = gw"Sw = Me = (p = ) "5 (2 = )

Az optimélis megoldas megtalalasa felirhato, mint egy nyeregpontprobléma, vagyis

keressiik azt a (p*, \*) part, amelyre a kovetkezs kifejezés felveszi a maximumot:

min max L(u, \)
“w A

A varhato érték szerint derivalva azt kapjuk, hogy:

Ezt visszahelyettesitve:

1 v
* I AP R § T _
L(p*,\) =w" fu (4)\4— 2>w Yw — e

Ezt a kifejezést most A\-ban és w-ben is maximalizalni kell. Amennyiben derivalunk

A szerint és megoldjuk a kapott egyenletet, a kovetkezd eredményt kapjuk:

1 ry;
ot wlYw
2 €

Ezt visszahelyettesitve, visszakapjuk a tételben szerepls célfiiggvényt:

max w’ fi — %szw — VewTXw

A zart képlet ennek a megoldasabol kovetkezik:
L(w,\) = w'ji — %wTZw —VewTSw — A1 —w’1y)

A tovabbiakban bevezetjik a op = VwTXw jelolést. A w szerint derivalva, majd

kiegyenlitve nullaval és atrendezve a kovetkez6 egyenletnél kotiink ki:

op —1/~
= —— |2 — Al
v (\EJF’YUP) (8= Alw)
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Ha ezt a kifejezést megszorozzuk 1y-nel egyet kapunk a megszoritas miatt. Ebbdl

pedig kifejezhetjiik A-t.
oL ( B_ M)
A op
Ezt visszahelyettesitve:

1
w Py (ﬂ——(B——\/E+70P> 1N)

:\/E‘F’}/O'p A op

Ezzel a képlettel igazabol mar megkaptuk a zart formulat, de a képletben szerepel
az optimalis portfolié szorésa. Ezt viszont megkaphatjuk, ha mégegyszer kihasznal-
juk, hogy a sulyok egyre 6sszegz&dnek. Megszorozzuk az egész kifejezést egy csupa
egy 0Osszegzl vektorral. Egy kis atalakitast kovetGen az optimélis portfolio w* szoéra-
sa, a kovetkezd negyedfoku egyenlet egyetlen pozitiv valés megoldasa, amit ojp-gal

jeloliink:

Ay?op + 2AynJeo + (Ae — AC + B? — )05 — 2yy/eop —e =0 (38)

ahol
A=1""1y,
B ="y,
C=p"S2"1h

Mivel ¥ pozitiv definit, ezért a fenti egyenletnek mindig van legalabb egy pozi-
tiv valos gyoke. Legyen o} az egyetlen pozitiv valés megoldas. Ekkor az optimélis

portfolio silyvektora:

Wt = TP o (ﬂ - % (B - M) 1N) (39)

Ve+0p o
Ezt a kifejezést atrendezve visszakapjuk a tételben szerepls zart formulat. O

A zart képlet elénye, hogy az optimélis portfolio sulyait gyorsan és hatékonyan
tudjuk szamolni. Méasik el6ny, hogy a képletb6l matematikai, illetve koézgazdasagi

intuiciokat olvashatunk ki a paraméterek valtoztatasaval. Els6ként, ha az e tart a
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nullédba, azaz zér6 bizonytalansaggal szamolunk, akkor visszakapjuk a mean-variance
optimalis portfoliot.
1 B —~
w* = =% -
> (B ——

Masodsorban, amikor maximalis bizonytalansidggal szamolunk, vagyis € — o a

1 .
1N> = ;271(/1 - Tf].N)

minimalis varianciaju portfoliot kapjuk.

1
w* = —2_11]\[

A
Tehat ebben a megkozelitésben a bizonytalansdgunk beleintegralasa a portfo-

libvalasztdsba nem maéas, mint egy sulyozas a minimalis variancidju portfolio és a

mean-variance optimalizalas szerinti optimélis portfolio kozott.

4.3. Modellbizonytalansag

A hozamok becslésénél nem csupéan statisztikai eszkozoket hasznéalhatunk, mint a
maximum likelihood vagy a Bayes mddszer. A hozamok meghatarozéasahoz hasznal-
hatunk kozgazdasagi modelleket, mint a CAPM [18], ahol az eszk6zok hozamait a
piaci portfélioval valo egyiittmozgasuk hatérozza meg, vagy valamilyen Gsszetettebb
tobbfaktoros modellt.

Az el6z6 két alfejezetben két olyan modszert ismertettiink, ahol a bizonytalansa-
got el6bb eszkozrél-eszkozre, illetve az egész portfoliora definidltuk. A kettd kozott
van egy koztes allapot, amikor a portfélié bizonyos részhalmazaira tesziink megszo-
ritasokat. Ez a koztes eset azért targyalasra érdemes, mert ez lesz a kulcsa annak,
hogy modell bizonytalansagrol beszéljiink.

Legyen J,, = {i1,...in,, }, m = 1,.., M, M darab részhalmaza {1, ..., N} halmaz-
nak. Ekkor f M dimenziés fliggvény.

~ Tm(Tm - Nm) ~ — ~
S, f1,5) = m(wm — 115,)" 25 (fug, = 1) (40)

A feltétel pedig a kovetkezové valtozik:
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Ezek a megszoritasok megfelelnek a kovetkezs, valoszintségi allitasnak:

P(Xlell,...,XME[M)Zl—p (42)

ahol X,, az a probastatisztika, ami a feltételek bal oldaldn szerepel. Vegyiik
azt az esetet, amikor az indexhalmazok metszetei iiresek, illetve a befektetGknek
lehetségiik van kockdzatmentes eszkozbe fektetni. Ilyenkor érvényes a kdvetkezs
tétel [12]:

4.3. Tétel. Legyen M darab nem metszd indexhalmaza az eszkozoknek, és tegyiik fel,
hogy van eqy f M dimenzids fligguényiink, ami kifejezi a bizonytalansdgi feltevéseket.
Ekkor, ha a befektetonek hozziférése van eqy kockdzatmentes eszkézhoz, akkor az

optimdlis portfoliot a kévetkezd egyenletrendszer megolddsa adja:

A/ E 1
Wy, = max | 1 — = 0 =S tg(w_y) (43)
V9(w-_n) T g(w-) ) 7
_ ‘  (Tm—1)Npm : . ‘
m=1,.., M-ig ,ahol €,, = TNy €5 Wem, pedig azon eszkozok sulya, ami nem

szerepel az m. indexhalmazban €és
g(w—m) = ,am - ’yzm,—mw—ma m=1,., M (44)
ahol ¥y, —, az m. halmazban és azon kivil szerepld eszkozok kovarianciamdtriza.

A két el6z6 eset ennek a tételnek a specialis esete. Ha N darab indexhalmazunk
van, vagyis M = N, akkor visszakapjuk az elsé esetet, ha pedig 1 darab indexhal-
mazunk van, akkor a masodikat. A tétel bizonyitasa jelentGsen Osszetettebb, mint
az el6z6 két esetben, és megtalalhato a Garlappi [12] cikk fliggelékében.

A modellbizonytalansag targyalasahoz feltessziik, hogy a hozamainkat egy fak-

torportfoli6 generalja. Legyen N darab kockadzatos eszkoziink, valamint K darab

faktorunk.
a Eaa Ea
fif Yfa Ny

A kockézati prémiumokat a ¢ idé6pontban mindig a kovetkezd egyenletek hata-
rozzak meg:

Rt = a+ Brye +ug, cov(ug,ul ) = Q (46)
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Itt a egy Nx1 dimenzidja vektor, # a faktor kitettségek vektora és u; pedig a rezi-
duélis, 2 kovarianciamatrixszal. 7 -vel a faktorok hozamat jeloljiik a t. idépontban
(ennek a varhato értéke jir). Ezeket behelyettesitve a fenti képletekbe:

+ Y8 +Q BY
N (a 5w> - (5 1B ) B ff) (47)

if B Xiff

Ezekre a paraméterekre a kovetkezd portfoliovalasztasi problémat irhatjuk fel:
max min w” p — Ty (48)
W fhafif 2

(ﬂa - Ma)TZ;al (ﬂa - :ua) S € (49)
(fuy — )85 (fiy — py) < €5 (50)

Ebben a felirdsban kétféleképpen is beleintegraltuk a dontésiinkbe a modellbizony-
talansagot. Egyrészt a faktorok hozamait hibéval becsiiljiik, igy implicit modon is
a magyarazo valtozok becslésén allitunk be bizonytalansagot. Mésrészt a tobbi esz-
koz hozamén 1évd korlatra kiilonbozé értékeket adhatunk meg. Amennyiben
€, = 0, az azt jelenti, hogy teljesen megbizunk a faktorok segitségével megallapi-
tott hozamban, az érték novelésével pedig egyre nagyobb bizonytalansagot tudunk
megallapitani. Igy a rendszeriinkbe kozvetlen és kozvetett modon is belerakhatjuk

a modellbizonytalansagot.

4.4. CVaR optimalizalas

Még egy lényeges aspektusa ennek a modszernek a CVaR (Conditional Value at
Risk) optimalizalassal valo kapcsolata. A CVaR egy koherens, also6agi kockazati mé-

részam, amely az alabbi modon definialhato [19]:

CVaR,(X) = E[X | X < VaR,(X)] (51)

Ez tehét azt a varhato veszteséget jeloli, amely akkor kévetkezik be, ha a kocka-
zati kitettség a legrosszabb a szdzalékba esik, azaz ha a veszteség nagyobb, mint a
VaR, (X) érték.
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Tegyiik fel, hogy a portféli6 hozama normalis eloszlast kovet, vagyis a részvény-
arfolyamok lognormaélis eloszlast. Ebben az esetben a CVaR explicit képlete a ko-
vetkezSképpen irhato fel [19]:

(I)fl
CVaR,(w) = —up + MUP (52)

1 -«
ahol pp = w' pu a portfolio varhato hozama, op = vVwT Zw a portfolio szorasa, ¢(-)
a standard normalis eloszlas strtségfiiggvénye, ®~!(+) pedig az inverz eloszlasfiigg-
vénye.
Ez a CVaR-mennyiség tehat egy becsiilt veszteséget jelent a szélsGséges, de nem
valészint hozamokra vonatkozéan. A célunk ennek a veszteségnek a minimalizélasa,
ami ekvivalens a negativ CVaR maximalizalasaval.

Az optimalizalasi probléma igy tehat:

max{wm— Mm} (53)

w 1 -«

Ez a célfiiggvény kiilonosen érdekes, mivel strukturalisan teljesen megegyezik a
varhaté hozam maximalizaldsaval, ahol a szorasra egy e konstans tag keriilt. A ha-
sonlosag alapjan elmondhato, hogy ez a fajta robusztus optimalizélas — a megfeleld
paramétervéalasztassal — kvézi egy CVaR minimalizélassal egyenértéki.

Ez természetes modon veti fel a kérdést, hogy érdemes-e mas koherens kockéza-
ti mérészamokat is hasonl6 modon beépiteni az optimalizalasba. A [I5] tanulmany
példaul egy kétlépesds portfolidoptimalizélasi eljaras méasodik lépésében az EVaR
(Entropic Value at Risk) mértéket alkalmazza, és ez alapjan von le kovetkezteté-
seket a portfoliok mingségérél. A dolgozatom ezen kockdzati mérdszam vizsgélatat
részleteiben méar nem targyalja, de egy jovébeli kutatasi irany szamara természetes

folytatast jelenthet.



5. Adatok

A modellezési modszerek bemutatasahoz hasznélt adatokat, a Budapesti Corvinus
Egyetem altal biztositott Bloomberg terminalbol téltottem le. A hozamok maximum
likelihood becslését az elmult harom év részvényarfolyamait hasznaltam, 2025.02.28-
val bezarolag napi adatokkal dolgoztam. A CAPM-hez pedig az elmult huszonot
év havi adatait hasznaltam. Minden esetben loghozamokkal szamoltam, amelyeket
évesitettem, igy a becsiilt értékek is minden esetben éves loghozamok.

Az eszk6z0k kivalasztasa soran tligyeltem, hogy véltozatos és sokszint befektetési
univerzummal dolgozzak. Piaci indexeket és egyszert részvényeket is kivalasztottam,
amelyek mind kiilonb6z6 szektorokbol szarmaznak (technologia, pénziigy, egészség-
ligy, energia, ipar). A piaci indexek kozott van az amerikai, az eurépai és a fejléds
orszagok piacat képviseld is. A részvényeken til harom kétvénypiacot kovetd indexet
is kivalasztottam. Ezek rendkiviil hasznosak, a kisebb szorasuk és a részvénypiacot
jellemzdéen diverzifikalé hatasuk miatt is.

Minden eszkoz arfolyama USD-ben van denominalva.

Eszk6z neve Bloomberg azonosité Varhaté hozam Szoéras Eszkoz tipusa

SP500 SPX Index 16.30% 12.86% Amerikai részvényindex

MSCI World MXWO Index 13.41% 11.26% Globalis részvényindex

MSCI MXEA MXEA Index 5.60% 12.38% Fejlett piaci ex-US részvényindex
MSCI EM MXEF Index 1.86% 13.30% Feltorekve piaci részvényindex
Global agg bond LEGATRUU Index -1.64% 6.09%  Globalis kotvényindex

US agg bond LBUSTRUU Index -0.05% 6.29%  Amerikai aggregalt kotvényindex
US corp HY HOAO Index 5.98% 3.92%  Amerikai high yield kotvény
Gold XAU Curncy 16.19% 14.20% Nyersanyag, arany

DAX DAX Index 16.61% 16.16% Német részvényindex

MSFT MSFT US Equity 19.18% 22.84% Technologiai részvény

JP Morgan JPM US Equity 26.92% 21.89% Pénziigyi részvény

JNJ JNJ US Equity -7.76% 16.17% Egészségiigyi részvény

Siemens SIE GY Equity 19.41% 27.45% Ipari részvény

XOM XOM US Equity -2.16% 22.17% Energiaipari részvény

1. tablazat. Befektetési eszkozok és jellemzdik
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SP500 MSCI World MSCI MXEA MSCI EM  Global agg bond US agg bond US corp HY Gold DAX MSFT JP Morgan JNJ Siemens XOM

SP500 1.00 0.96 0.39 0.29 0.13 0.14 0.55 0.12 044  0.66 0.49 0.09 0.35 0.21
MSCI World 0.96 1.00 0.63 0.43 0.26 0.19 0.66 0.17  0.63 0.59 0.48 0.07 0.49 0.23
MSCI MXEA 0.39 0.63 1.00 0.62 0.47 0.25 0.64 0.21  0.83 0.16 0.20 0.03 0.64 0.15
MSCIT EM 0.29 0.43 0.62 1.00 0.23 0.08 0.40 0.20  0.42 0.19 0.11 0.01 0.35 0.09
Global agg bond  0.13 0.26 0.47 0.23 1.00 0.86 0.59 0.38  0.42 0.04 -0.11 0.13 0.26 -0.07
US agg bond 0.14 0.19 0.25 0.08 0.86 1.00 0.54 037 023  0.04 -0.12 0.15 0.11 -0.08
US corp HY 0.55 0.66 0.64 0.40 0.59 0.54 1.00 016 059 029 0.25 0.10 0.42 0.16
Gold 0.12 0.17 0.21 0.20 0.38 0.37 0.16 1.00 0.19  0.08 -0.06 0.03 0.11 0.08
DAX 0.44 0.63 0.83 0.42 0.42 0.23 0.59 0.19 1.00 0.22 0.21 0.04 0.79 0.13
MSFT 0.66 0.59 0.16 0.19 0.04 0.04 0.29 0.08 0.22 1.00 0.12 -0.07 0.18 -0.10
JP Morgan 0.49 0.48 0.20 0.11 -0.11 -0.12 0.25 -0.06  0.21 0.12 1.00 0.19 0.19 0.32
JNJ 0.09 0.07 0.03 0.01 0.13 0.15 0.10 0.03 0.04 -0.07 0.19 1.00 -0.03 0.19
Siemens 0.35 0.49 0.64 0.35 0.26 0.11 0.42 011 0.79 0.18 0.19 -0.03 1.00 0.10
XOM 0.21 0.23 0.15 0.09 -0.07 -0.08 0.16 0.08 0.13 -0.10 0.32 0.19 0.10 1.00

2. tdblézat. Eszkozok korrelacios matrixa

A tablazatban szerepld hozamok az eszkozok kockézati prémiumat mutatjék,
ugyanis a portfélidimban nem szerepel kockdzatmentes eszkoz, igy valamennyire in-
dokolt, hogy a kockézatos részen szeretnénk megallapitani a portfolionkat. A kocka-
zatmentes eszkoz hozaméat, a harom honapos amerikai kincstarjegy hozammal koze-
litem. Ennek az értéke 4.2%.

A késbbiekben implementélom a Black—Litterman modellt, amelyben az egyen-
silyi hozamokat a CAPM segitségével hatdrozom meg. Ehhez azonban sziikség van
egy piaci portfoliora. Elméletben ez a piaci portf6lié az univerzumban szerepld Gsszes
eszkoz piaci kapitalizacioval silyozott atlaga. Mivel azonban a portfélionk csupan
néhany kivalasztott eszkozbdl all, ez a silyozas nem lenne ésszertd. Ezért a piaci
portfolio osszetételét a kovetkezdképpen hataroztam meg: 30% SP 500, 30% MSCI
World, valamint 40% US Aggregate Bond index.

A szakdolgozathoz tartozé kodok és adatok az alabbi linken keresztiil érhetGek

el https://github.com/gyuszad6/master thesis

Részvényarfolyamok
— MSFT

450 3P Morgan
—_ INJ

400 =— Siemens
— xom

Erték

202301 202304 202307 202310 202401 202404 202407 202410 202501 202504
Datum

3. abra. Részvényarfolyamok alakulasa


https://github.com/gyusza46/master_thesis

6. Eredmények

A szakdolgozatom legfontosabb részének azt tartom, hogy az el6z6 fejezetekben
bemutatott modszereket, ne csak elméleti szinten ismertessem, hanem a leirtakat
valodi piaci adatokon alkalmazzam.

Els6ként a klasszikus modern portfolidelméleti optimalizacios eljarast érdemes
implementalni, hogy az eredményeket valamihez viszonyitani tudjam (rendelkezzek
egy benchmark modellel). A bayesi modszerek Osszességét végiil a Black-Litterman
modellen keresztiil mutatom be, mig a harmadik fejezetben ismertetett robusztus
modszereknél a bizonytalansidgot eszkozonként és Gsszportfolioként is implementa-
lom.

Az eredményeim kozott megkiilonboztetem azokat az eseteket, amikor a short
selling engedélyezett és amikor nem engedélyezett. A kddban az optimélis eredmé-
nyek megallapitasdhoz a scipy.optimize csomagboél a minimize eljarast hasznalom
[20]. Ez a fiiggvény még csak az altalanos meghivasa a minimalizalasra hasznalt
fiiggvényeknek, a konkrét optimalizald eljarast még ki kell valasztani. A python be-
épitett SLSQP programjat alkalmazom. Az SLSQP egy szekvencialis legkisebb
négyzetes kvadratikus programozasi (Sequential Least Squares Quadratic Program-
ming, SLSQP) algoritmus, amelyet olyan optimalizalasi problémékra terveztek, ahol
egyenl@ségi és egyenlGtlenségi feltételek is vannak. A modszer gradiens alapt, de au-
tomatikusan és numerikusan szamolja azokat. Minden alkalommal, amikor a fiigg-
vényt inicializalom, meg kell adni egy kiindul6é pontot. Ez az én esetemben az egyenlé
stlyt portfolio volt. Altalanossagban az optimalizalas sikeressége fiigg a megadott
kezdSponttol, de az én esetemben viszonylag kevés feltétel van, és igy nem igazan
all fel annak az esélye, hogy egy lokalis optimumban elakadunk.

Az optimalizédlas az eszkozok kockazati prémiuman fog torténni. Nem szerepel
kockazatos eszkoz, igy a portfoliok kockézatos részét kapjuk eredményként.

Miel6tt belekezdenénk az eredmények ismertetésébe, fontos egy kiemelt jelents-
ségl portfolio sulyait ismertetniink. Ez persze a minimélis varianciaju portfélio. A
kockazatkeriilési vagy a bizonytalansagkeriilési természet novelésével ezt a portfoliot
tobb alkalommal visszakapjuk a célfiiggvények optimumaként.

A minimalis varianciaju portfolio Osszetétele, ha short selling engedélyezett és
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amikor nem a kovetkezas:

SP500 MSCIW MXEA EM GL Bond USBond HY Gold DAX MSFT JPM JNJ Siemens XOM

Short selling engedélyezett -0.022  -0.103 -0.093  0.040 0.111 -0.014  1.000 0.034 -0.034 0.020 0.021 0.023 0.003  0.014
Short selling tiltott 0.000 0.000 0.000  0.000 0.011 0.028 0.904 0.017 0.000 0.000 0.000 0.039 0.000 0.001

3. tablazat. Minimélis varianciaju portfoliok sulyai

Az els6 esetben minden eszkoz valamekkora részesedést vallal a portfolioban.
A masodik esetben a portf6lio a hdrom kotvényindex és az arany Osszestlyozasa-
bol tevidik 6ssze. Legnagyobb stllyal a High yield kotvényindex szerepel mindkét

esetben.

6.1. Klasszikus portfoliok

Ebben a fejezetben az implementacié soran a Markowitz-i elmélet szerinti optimali-
zalast hasznalom. Célfiiggvénynek az kvadratikus hasznossagi fiiggvényt haszna-
lom. A feltételeim pedig a —ban leirtak, valamint a portfolié silyok egyre Gsszeg-
z6dése, amellett, hogy ezek a silyok 0 és 1 kozott szerepeljenek (-1 és 1, ha short
selling engedélyezett).

Ebben az esetben egy paraméter van a rendszerben, amivel a szereplék személyre
tudjak szabni a portfélidikat, a kockazatkeriilési paraméter a .

A portfoliok Gsszetételét oszlopdiagramként abrézolom, amelyben a szinek kii-
16nb6z6 eszkozoket jeldlnek. A dolgozatba csupan a legfontosabb abrékat szurtam
be. A felhasznalt dbrakon kiviil méas kimutatésokat is készitettem, amelyek a kodban
megtalalhatoak.

Nézziik az eredményeket, elészor abban az esetben, amikor a short selling enge-

délyezett.
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Optimalis portfoliok
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4. dbra. Optimalis portfolick MV modszerrel short selling-gel

A portfoliokbol azt olvassuk ki, hogy maximalis nagysagu stulyokat helyeziink
azokba az eszkozokbe, amelyek az elmult idGszakban jol szerepeltek, mig negativ
iranyban maximalis stlyt a gyengén szereplGkbe. Ez az egyik legnagyobb probléma
az optimalizacioval, a sulyok a korlatok végpontjain helyezkednek el.

Az is szépen latszodik, hogy a kockazatkeriilés novelésével, a portfoliok egyre
kozelebb keriilnek a minimaélis varianciaju portféliohoz, amelyben legnagyobb stullyal
a Corporate High Yield szerepel, ugyanis ennek volt az 0sszes eszkoz koziil a legkisebb
szordsa. A hatarportfolio gorbén igy helyezkednek el a portféliok. Minden kereszt

egy kockézatkeriilési aranyhoz tartozé optimalis portfoliot reprezental.
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5. abra. Hatarportfoliok

A kod készitésekor sehol nem hasznaltam azt, hogy elméletileg az effektiv port-
foliogorbe felsé részébsl fognak valasztani a szereplok. Igy empirikusan is meggy6-
z&dhetilink arrél, hogy ez igaz.

A kovetkezé eset, hogy megnézziik és Osszevessiik az eredményeket azzal, amikor

a negativ sulyok nem megengedettek.
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6. abra. Optimalis portfoliock MV modszerrel short selling nélkiil

A két végletet érdemes megvizsgalni. Amikor kinulldzzuk a kockazatot, akkor
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automatikusan az egész portfolio a legnagyobb hozami eszkézbe megy, ami a JP
Morgan részvény, a mésik véglet, amikor a legalacsonyabb szérasu eszkoz keriil be a
legnagyobb siillyal, ez a High yield. Valojaban az utols6é portfolié Gsszetétele szinte
teljesen megegyezik a minimélis szorasu portfolidjaval.

A 6. abran megallapithatjuk a modszer masik nagy hatranyét, csupan néhany
eszkoz keriil kivalasztasra, igy nem tud jelentds diverzifikicios hatéas érvényesiilni. A

legjobb esetben is csak 5 darab eszkozt valasztunk ki a 14-bdl.

6.2. Black-Litterman portféliok

A Black-Litterman modell részletesen a fejezetben keriil bemutatasra, és az ott
levezetett zart képletek segitségével a piaci portfolio és a nézetek (view-k) megélla-
pitédsa utan, viszonylag konnyedén tudjuk implementélni, viszont rendelkezésiinkre
all egy python konyvtar, amelynek a neve PyPortfolioOpt. Ebben a konyvtarban
direkt portféliboptimalizalashoz hasznalt fliggvények és kockazati modelleket lehet
késziteni, inicializalni, kalibralni, és persze optimalizalni. A konyvtar részletes do-
kumentacioja itt érhetd el [21].

A beépitett Black-Litterman portfoliok optimalizalasidhoz sziikség van még egy
paraméterre, ez pedig a becsiilt hozamainkban valé bizalom mértéke. Ezen a para-
méteren keresztiil tudjuk befolyésolni a bizonytalansagunkat. Az apriori hozamokat
egy CAPM segitségével hataroztuk meg. A piaci portfoliot az el6zé fejezetben leir-
tak szerint alkottuk meg.

A Black-Litterman egy skala, amelynek egyik vége az egyenstlyi modell altal
adott apriori hozamokkal kapott portf6lio, a méasik pedig a nézeteinkbdl szamolt
portfolio. Onmagaban az optimalizalas és a célfiiggvény nem valtozik meg, csak a
bemenetként megadott hozamok. Az eddigi esetekhez hasonléan az effektiv portfo-

liok koziil fogunk valasztani, csak ezek gorbéjét transzformaljuk el.
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Hatarportfélié gérbék Black-Litterman modell Hatarportfélié gorbék Black-Litterman modell
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(a) Short selling engedélyezett (b) Short selling nélkiil

7. abra. Hatarportfolio gorbék

Az (a) abran a short selling engedélyezett, mig a (b)-n nem. A modell inicializa-
lasakor a bizonytalansagi paraméter akkor maximalis, ha 2 = 1 és akkor minimalis,
ha Q = 0. A ketts kozott az dtmenetek nem lineérisak, sokkal inkabb logaritmikusak
(de ez sem pontos), ezért vannak a bizonytalanségi paraméterek annyira alacsony-
ra allitva. Ha nincs bizonytalansagunk, akkor visszakapjuk az eddigi hatarportfolio
gorbéinket, ha a bizonytalansagunk maximalis, akkor a piaci portfélioval szamolt
hozamok gorbéjét kapjuk.

Nézziik a portfoliokat, kiillonb6z6 bizonytalansag mellett.

Optimalis portfélié sulyok Black-Litterman
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8. abra. Optimalis portfoliok BL. modszerrel short selling
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A kockazatkeriilési paramétert itt minden esetben 5-re éllitottuk be, igy az el-
s6 oszlopdiagramon, a [4 abra 6t6s értékénél szerepls portfoliot lathatjuk djra. A
bizonytalansdgunk csokkenésével tart az egyensulyi hozamok altal implikalt ered-
ményhez.

Nézziik, milyen eredményeket kapunk short selling nélkiil.

Optimalis portfolié sulyok Black-Litterman
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9. abra. Optimalis portf6liock BL. modszerrel short selling nélkiil

Szemléletesen latszik, hogy a bizonytalansig valtoztatasaval jelentGsen valtozik a
portfolio Osszetételiink. Az egyik nagy kritikaja a hozam-variancia optimalizalasnak
az, hogy csupan néhany eszkozt valaszt ki, meglehetGsen nagy sullyal. Ez a probléma
valamiképpen, ha nem is megoldédott, de megoldhatova valt. Ebben a keretrend-
szerben az eredmény a mi nézeteinktdl fiigg, és olyan nézeteket is meg tudunk adni,
amelyek lecsokkentik az elséként kapott kiemelkedd sulyokat.

A modszer egy nagy elénye az, hogy nem kotelezd, hogy minden eszkozre vala-
milyen alatamasztott szakért6i view-val rendelkezniink. A kovarianciamatrixon ke-
resztiil, akkor is, ha csak egy eszkozre van vélekedésiink, az az Gsszes eszkoz hoza-
mat befolyasolja. Az alabbi példdban mesterségesen nytltam bele a hozam-variancia
optimalizalasba azzal, hogy az aranynak szélsGségesen nagy a high yield kotvényin-
dexnek pedig alacsony hozamot adtam meg. Azért valasztottam ezt a két eszkozt,
mert viszonylag alacsonyan korrelalnak a portfolié tobbi részével, igy a tobbi eszkoz

silya nem véltozik szignifikinsan.
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Optimalis portfélié sulyok Black-Litterman
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10. dbra. Arany és High yield hozamok véltozasa

Az eredményeken vilagosan lekévethets, hogy a bizonytalansag csokkentésével
hogyan jelenik meg az arany egyre nagyobb stullyal a portfélionkban, mig a High

yield lassan, de biztosan csokken.

6.3. Portfoliok bizonytalansaggal

Elérkeztiink a szakdolgozat talan legfontosabb részéhez. A Garlappi, Uppal, Wang
cikkben [12] latott modszereket implementaltam, ha a bizonytalansag eszkozonként
és portfolioként van definidlva.

A , és tételekben leirtak szerint definidltunk célfiiggvényeket és ezeket
hasznalni is fogjuk. Az € értéke a tételekben dinamikusan fiigg az idGsorok hosszatol
(T') és az eszkozok szamatol (N) is. Az én kodomban ezt a képletet nem hasznalom.
Az € értéket egy konstansnak definidlom. Ennek csak kényelmi megfontolasa van,
mert az idGsoraim viszonylag sok adatbol allnak, igy nagyon magas értéket kellett
konstansként megadnom, hogy valodi valtozést észleljek az eredményeken. Ezzel csak
annyit valtoztatok, hogy az € értékeket atskalazom, tartalmilag nem valtozik semmi.

Nézziink portfolidkat kiilonbozs e értékek mellett, short selling engedélyezett:
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11. dbra. Portfoliok bizonytalansaggal short selling engedélyezett

Az els6, amit megfigyelhetiink, ha 6sszehasonlitjuk azokkal a portfoliokkal, ami-
ket a 6.1 fejezetben kaptunk, hogy olyan nagyon nagy kiilonbségek nem tapasztal-
hatok. A kockazatkeriilési paramétert () itt is 5-re rogzitettik. A sorban az elsé
portfolio megegyezik a [4] abra 5-0s értékénél lathato Gsszetétellel. Amit még fontos
észrevenniink, hogy a portfoliok mérete a bizonytalansag novelésével csokken, ez azt
jelenti, hogy ha a stlyok abszolut értékét 6sszeadjuk, akkor egyre kisebb szamokat
kapunk. A bizonytalansag névelésével tartunk a minimalis szorasu portfélioba.

Nézziik a short selling mentes esetet.
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12. abra. Portfoliok bizonytalansaggal short selling nem engedélyezett
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Erdemes végiggondolni ebben az esetben is, hogy mi torténik az effektiv port-
foliogorbékkel. Az el6z6 fejezetekben tgy szamoltuk a hatarportfoliokat, hogy egy
adott elvart hozamhoz minimalizaltuk a szoérést, eztuttal adott kockazati szint mellett
fogjuk maximalizélni a hozamot. A két optimalizalasi folyamat végeredményeként
ugyanazt a gorbét kapjuk, azzal a megjegyzéssel, hogy a masodik esetben a gor-
bének csak felsé részén 1évé hatékony portfoliokat tudjuk igy elGallitani. Ez nem
igazan probléma, hiszen nekiink dgyis ezek a portfoliok fognak csak szamitani keé-
s6bb. Ezt részletesen az alabbi konyv [22] masodik fejezetében irjak le, de a két
feltételes szélsGértékkeresési feladat megoldasabol is konnyedén kiolvashato.

A hatargorbék kiilonbozd bizonytalansag mellett.

Hatarportfélié gérbék bizonytalansaggal Hatarportfélié gérbe bizonytalansaggal

Portfélié hozam

Portfélio hozam
&

0.0 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 0.04 0.06 0.08 0.10 012 0.14 0.16 0.18
Portfslié szoras Portfolié szoras

(a) Short selling engedélyezett (b) Short selling nélkiil

13. abra. Hatarportfoli6 gorbék

Ezeken az abrakon a gorbék tgy jottek létre, hogy adott szords mellett maximali-
zaltuk a bizonytalansidggal korrigalt hozamot, vagyis a képlet maximalizalando
kifejezésében az els6 és a harmadik tag kiillonbségét. A gorbék azért kezdenek le-
konyulni, mert a célfiiggvény negativan fligg a szorastol, és a kockazatvallalas egy
id6 utan nem kifizet6d6 a bizonytalansagkeriilés miatt. A bizonytalansag tgy visel-
kedik, mint egy biintetStag a hozamokon. Ez azt is jelenti, hogy a bizonytalansag
novelésével a kockazatvallalasi hajlandosagtol fiiggetleniil egyre kisebb azon port-
foliok halmaza, amit érdemes vélasztani. A lila korrel kijelolt portfoliok a gorbék
maximumat jelolik, ebben a modellben ezen tul senki nem fog maganak portfoliot

véalasztani. A bizonytalansidg novelésével ez a potty egyre jobban kozeledik a mi-
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nimalis variancidju portfolio felé. Ezeket a maximalis hozamu portféliokat, Ossze
is kothetjik, és egy folytonos gorbét kapunk, a minimélis szoérasu és a maxima-
lis hozami portfolié kozott. Ezt nevezhetjiik bizonytalansagi hatargérbének is. Egy
mondatban Osszefoglalva a lényeg, a mean-variance optimalizalassal ellentétben itt
nagyobb szorasvallalds mellett nem lesz kotelezGen nagyobb a hasznossédgunk is, mi-
vel van egy plusz biintet6tag. Magas bizonytalansag keriilés mellet nem novelheted
a portfolié kockazatot.

Az el6z6 fejezethez hasonloan ezuttal is lehetségiink van arra, hogy csupan bi-
zonyos eszkozok sulyara hassunk. A racionalis befektetd két azonos hozami eszkoz
koziil azt valasztja, amelynek kisebb a bizonytalansaga. Igy amennyiben egy eszkoz-
nek folyamatosan nagyobb bizonytalansdgot adunk meg, akkor az optimalizalaskor
az egyre kevésbé lesz vonzo szamara. A kovetkezd abran erre lathatunk egy megva-
lositast.

Optimalis portféliék bizonytalansaggal

BN SP500
MSCI World
s MSCI MXEA
MSCIEM
B Global agg bond
US agg bond
BN US corp HY
Gold
B DAX
MSFT
I P Morgan
N
[ siemens
XOoM

Portfdlio sulyok
~
!

100
200
500
600 4
700

=4 f=4
] E
Bizonytalansag

14. abra. Az arany sulyanak szabalyozasa bizonytalansaggal

Ezekben a portféliockban az arany bizonytalansagéat folyamatosan néveljiik, igy
az folyamatosan egyre kisebb siillyal van jelen a portfélionkban.

Az ok, amiért ilyen nagy e értékek szerepelnek a vizszintes tengelyen, az az, hogy
atétel kifejezésében, ami az eszkozonkénti bizonytalansaggal korrigalt érték,
a szoras le van osztva az idGsor hosszaval is. Ezt a tobbi esetben, amikor a portfolio

egészére definialtunk bizonytalansagot felskaldztam, pont azért, hogy ne ilyen magas
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e értékekkel kelljen szamolnunk.

6.3.1. Robusztussag vizsgalat

A portfolidk osszetételének robusztussagi vizsgalata tobb okbol is indokolt. A szak-
irodalom a negyedik fejezetben leirt modszert robusztus portfélidoptimalizélasi mod-
szernek nevezi (tobbek kozott [22] tizedik fejezete). Masok a robusztussag jelzét a
CVaR-os optimalizalasra hasznaljak, vagy olyan esetekben, amikor az elv azonos,
csak a kockazati mérgszam kiilonbozik.

A robusztussag azért fontos, mivel, ahogy azt mar tobb alkalommal is megtér-
gyaltuk, a valédi hozamokat nem ismerjiik pontosan, csak hibaval tudjuk becstilni
6ket. Ezért fontos, hogy ha a bemenetként hasznalt hozamokat, ha csak egy kicsit
valtoztatjuk, akkor maguk a portfoliok osszetétele is csak egy kicsit valtozzon.

Ennek a teszteléséhez a becsiilt hozamokat megsokkolom. Ez azt jelenti, hogy az
értékekhez hozzdadok egy nulla varhato értékd alacsony szorast normalis zajt. Ezt
az értéket 0.02-re allitottam (2%). Ezer darab zajos mintat generaltam és mindet
optimalizalom kiilénb6z6 bizonytalansagi e-ok mellett. A kdvetkezd abra néhany
esetet mutat be.

Az abrakon az e értékét novelem. Az elsg (a) abra felel meg a mean-variance
optimalizalasnak. Az ezer portfolionak csak az els tiz esetét dbrazoltam. A kovet-
kez6 1épés ennek a robusztussiagnak a kvantifikdlasa. Erre a legegyszertibb mod az,
hogy veszem az eszkozok portfolioba betoltott silyat, és veszem ezen értékek szo-
rasat, majd az Osszes eszkoz szorasat kiatlagolom. Ez a szdm minél kozelebb van a
nulldhoz, annal stabilabbak a portfolidink.

Ezen mérészam kiillonbozs értékei a 4. tablazatban szerepelnek.

€ 0 10 100 200 300 400 500
Erték | 0.0383 | 0.0363 | 0.0350 | 0.0172 | 0.0108 | 0.0081 | 0.0068

4. tablazat. A kiloénbo6z6 e értékekhez tartozd eredmények

Jol latszik, hogy a bizonytalansig novelésével a mérGszam egyre kisebb lesz. Ez a

modszertan azonban megkérdgjelezhetd, ugyanis valojaban azért lettek stabilabbak
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15. dbra. Portfoliok kiilonb6z6 bizonytalansaggal

portfolidink, mert az effektiv gorbe egyre révidebb szakaszan engedem optimalizélni
a befektetSket, és ha kell6en nagy szamot valasztok, akkor mar csak a minimalis
szorasu portfolio kozvetlen kérnyezetébdl valaszthatok.

Egy alternativ megkozelités az, amit feljebb is hasznaltunk. Kivalasztunk egy
kockézati szintet, és amellett akarjuk maximalizalni a portf6li6 hozamat. Ezt két
modon kell megtenniink: els6 esetben a hozamot, masodik esetben a bizonytalan-
saggal korrigalt hozamot maximalizaljuk. Ez egy masik robusztussigi mérdszamot
is inditvanyoz, ugyanis a portféli6 hozama ebben az esetben nem fix, és ennek az
értéknek a szorasa is egy ésszert mérdszam.

Ez viszont, ha fix a szoras, akkor azt jelenti, hogy az egyik célfiiggvény a masik-
nak a konstans eltoltja. Igy ugyanazokat a portfoliokat valassza ki minden esetben.
Erre a probléméra létezik egy heurisztika, ami megoldast kinalhat. A bizonytalan-
ségi bilintetStag szamolasakor mas kovarianciamétrixot hasznalunk, mint a szoras
szamolasakor. Ez esetben, ha tigyesen valasztjuk meg a mésodik kovarianciaméatri-

xot, akkor mas eredményeket kapunk, amik robusztusabbak. Ezzel egy problémat
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megoldottunk, de egy 0j kérdést is kaptunk, mi legyen ez a masodik kovarianciamat-
rix. Az implementaciém sordn megprobalkoztam azzal, hogy a CAPM segitségével

készitiink egy kovarianciaméatrixot. Ez a méatrix a kévetkezéképpen all elé:

Scapm = 88705 + D (54)
D = diag(c?,...,02) (55)

A bétak szorzata a faktorszorassal lényegében a szisztematikus kockézat, mig a
D métrix az idioszinkrotikus szoréast tartalmazza. Utébbit minden felhasznélé maga
allithatja be.

Ezen matrixot a bizonytalansigi tagnal hasznalva, el6szor az Osszes eszkoz ho-
zamat megsokkoltam. Ebben az esetben nem sikeriilt robusztusabb eredményeket
kapnom. A silyok szérasdnak az atlaga megkozelitSleg ugyanazt az eredményt ad-
ta mindkét alkalommal. Am amikor csak az aranynak a hozamat sokkoltam meg,
és megnéztem, hogy a kapott portfoliokban az arany stulyanak mekkora a szorasa,
a masodik esetben szignifikdnsan kisebb szamot kaptam (koriilbeliil 20 szazalékkal
kisebb). Azért valasztottam az aranyat, mert egy kifejezetten alacsony béta érték-
kel rendelkezik, és nem igazan korrelal a portf6lio tobbi részével, vagyis egy nagy
bizonytalansigu eszkozrél van szo.

A kovarianciamatrix kivalasztasara kiilonféle heurisztikdk léteznek, amelyek a
felhasznalo céljatol is fiiggnek, de ezek feltarasa tovabbi kutatéast igényel, amely

nem része a dolgozatnak.



7. Osszefoglalas

A Markowitz-i hozam-variancia optimalizilas utani portfoliok empirikus tesztelése-
kor kiilonb6z6 problémakat figyelhetiink meg. Az egyik legnagyobb probléma, hogy
az optimalizalas nem vélaszt ki elég eszkozt, és amiket kivalaszt, tdl nagy stllyal
teszi. Az inputokként megadott hozamokat kicsit megvaltoztatva, teljesen mas ered-
ményeket kapunk. A portfoliok robusztussagéanak igénye egy teljesen természetes
elvaras, mivel a hozamokat valdjaban nem ismerjiik, csak hibaval tudjuk becsiilni.

Ezeket a problémakat probaljuk megoldani két masik portfélidoptimalizalési el-
jaras felhasznalasaval. Az elsé modszer a bayesi statisztikai modszertanon alapul,
apriori kvalitativ informéciokat épitiink be a dontésiinkbe. A modszertan konkrét
implementalésa a Black-Litterman modellen keresztiil torténik, amely egy egyensu-
lyi modellt és a nézeteinket keveri 6ssze a benniik valé bizonyossagunk mértékével.

A miésik moédszertan a robusztus portfoliGoptimalizalas. Ebben az eljarasban a
hozamokat nem pontbecsléseknek kezeljiik, hanem konfidenciaintervallumot adunk
meg, melyek nagysaga a hozamok torténelmi fluktuédciojatol fiigg. Ezen intervallu-
mok minimumat hasznéaljuk bemenetként, és ezeken optimalizalunk a tovabbiakban.
A modszer szorosan kapcsolodik a CVaR optimalizélashoz.

A szakdolgozatomban ezt a harom modszert implementaltam és valodi piaci id6-
sorokon teszteltem. Az eredmények kiértékelése a hatodik fejezetben lathato. A ko-
dok itt érhetdk el: https://github.com/gyuszad6/master thesis

A szakdolgozat egy lehetséges folytatasa mas kockézati mérészamok valasztésa az
optimalizalashoz, tébbek kozott a [15] cikkben leirtak szerint két 1épésben, els6ként
egy score-t adni a kiilonbo6z6 részvényeknek, majd ezeknek az EVaR-jan optimalizal-
ni. Ezzel valojaban a fenti két modszert egyesitjiik, azzal, hogy a hozambecslésiinket
és az optimalizalast is egyszerre megvaltoztatjuk. Egy masik lehetséges folytatas a
robusztussag vizsgalatnal mér emlitett méasodik kovarianciamatrix létrehozasa, hogy

a bizonytalansagi biintetétag ne fiiggjon a szorastol.


https://github.com/gyusza46/master_thesis
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