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El6sz6

A spread és basket opcidk olyan pénziigyi szarmaztatott termékek, amelyek tobb
eszkOz aranak linearis kombinacioja alapjan biztositanak kifizetéseket. A spread op-
ciok lehetdséget adnak az arkiilonbozetekre vonatkozo opcids ligyletek kotésére, mig
a basket opciok esetében egy meghatérozott elemszamu eszkézkosar, vagyis az alap-
termékek silyozott ardsszege képezi az opci6é alapjat. Ezen egzotikus derivativak
kiemelt szerepet toltenek be a pénziigyi piacokon, mivel lehet&séget nytjtanak a
tobb eszkoz kozotti arelmozdulasokbol fakadd kockazatok kezelésére, valamint az
ezekre épiilé spekulaciora. A spread opciok elsGsorban az arupiacokon, azokon be-
lil is az energiaderivativak piacédn népszeriiek, mig a basket opciok széles korben
eléfordulnak részvények és devizak esetén is.

A szakdolgozat célja, hogy részletesen bemutassa a spread és basket opciok éara-
zasi modszereit. Ezen termékek értékelése komoly kihivast jelent a Black—Scholes-
piacon, mivel a legtébb esetben nem lehetséges analitikusan megadni az arat. Ennek
oka, hogy a Kkifizetésfiiggvényben lognormalis valtozok Osszege szerepel, ami azon-
ban altalaban nem lognormalis eloszlast eredményez. Igy kozelits eljaras alkalmazasa
sziikséges, a dolgozat keretein beliil egy Gauss—Hermite-kvadratirat alkalmazo éra-
zasi modszert ismertetiink.

Mint emlitettiik, mindkét szarmaztatott termék gyakran arucikkekre vonatkozik,
igy elsfordulhat, hogy az alaptermékek ara negativra fordul. Ilyen helyzetekben a
Bachelier-modell jelenthet megoldést, amelyben az arfolyamokat aritmetikai Brown-
mozgasként kezeljiik. Ebben a kornyezetben az egzotikus opcidk arazasa egyszertibbé
valik, mivel az arak linearis kombinécidja normalis eloszlasi. Ezzel a kérdéssel is
foglalkozunk a dolgozatban.

Az 1. fejezetben részletesen bemutatjuk a két szarmaztatott terméket, kiilonos
figyelmet forditva alkalmazasi teriileteikre. Ezt kdvet&en ismertetjiik a sziikséges ma-

tematikai alapokat, valamint attekintjiik a Black—Scholes- és Bachelier-modelleket,
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amelyek keretrendszerként szolgélnak a késébbi fejezetekben.

A Black—Scholes-modellel kezdiink, a 2. fejezet a Gauss—Hermite-kvadraturat
alkalmazo6 arazasi modszerre Osszpontosit lognormaélis eloszlésok feltételezése esetén.
A moédszer bemutatasa mellett kiilonb6z6 numerikus megfontolasokra is kitériink,
amelyek javitjak az eljaras hatékonysagat és gyorsitjak a konvergenciat. Ezt kovetGen
a 3. fejezetben zart képletet adunk a Bachelier-modellben egy egyszerti call opcid
értékére, majd ezt kiterjesztjiik a spread és basket opciok arazaséara. A 4. fejezetben
bevezetjiik a vegyes modellt, amely lehet6vé teszi olyan spread opcidk arazasat,
ahol a két alaptermék dinamikéja eltérs. Ebben a részben ismét a Gauss—Hermite-
kvadratira technikajat alkalmazzuk a numerikus kozelitéshez. Ez tudoméasom szerint
sajat munkam eredménye.

A modszerek értékeléséhez az 5. fejezetben numerikus teszteket végziink mind-
hérom modell implementaciojaval. Megvizsgaljuk a kozelité modszerek pontosségét,
és Osszehasonlitjuk a kiilonb6z6 modellekben fennallo arakat. A dolgozat utolséd ré-
szében Osszefoglaljuk az eredményeket, és javaslatokat tesziink a modszerek tovabbi

finomitasara, kiterjesztésére.



1. fejezet

Matematikal és pénziigyi attekintés

1.1. Derivativak bemutatasa

A fejezet célja a spread és basket opcidk részletes bemutatésa, beleértve azok
jellemz6 alkalmazési teriileteit is. A fejezethez felhasznalt szakirodalom [7], [29],

[31], [13].

1.1.1. Spread opcidk

Spread opci6 alatt egy olyan egzotikus opciot értiink, melynek kifizetésfiiggvé-
nye két alaptermék értékének kiilonbségétsl fiigg. Eurdpai tipust termék esetén csak
lejaratkori értékek szerepelnek a payoff formulaban. A spread opciét meghatarozza
a két alaptermék, az opcio tipusa (call vagy put), T lejarata, illetve K kotési arfo-
lyama. A klasszikus opcidkkal szemben eltérés, hogy esetiinkben K nincs a pozitiv
félegyenesre korlatozva, hiszen két eszkozar kiilonbsége negativ is lehet.

Jeloljiik c(t)-vel és p(t)-vel a call, illetve put opci6 arat ¢ idépontban. Ahol sziik-
ségesnek érezziik, az alaptermékeket, illetve a kotési arfolyamot alsé indexben tiin-
tetjiik fel.

Call opci6 esetén a kifizetéstiiggvény a kovetkezs:

o(T) = (Si(T) = $o(T) — K)*. (L1)

Egy put spread opci6 értéke T-ben ezzel szemben:

p(T) = (K — S1(T) + S2(T))™". (1.2)
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A put-call paritas a klasszikus opcidkhoz hasonloan felirhato. Indoklasként hasz-
nalhatjuk ugyanazt az érvelést, S; — So-re cserélve az alapterméket. A kockazatmen-

tes kamatlabat r-rel jelolve

c(0) = p(0) = S1(0) = S(0) — e K, (1.3)

igy a késGbbi arazasi modszerek esetén elegendé call opcidkkal foglalkoznunk.
Erdemes észrevenni, hogy valojaban a negativ kitési arfolyam sem ad 1j esetet.
Amennyiben K < 0,
Cs1,50,k(0) = Psy.50,-(0), (1.4)

hiszen a kifizetésfiiggvényeik megegyeznek,

(SUT) = 52(T) = K)* = (=K = 5(T) + Si(T)) " (1.5)

Hasonléan
Ps1,55,k(0) = €55.5,,-1(0). (1.6)

A valo életben leggyakrabban az arucikkek piacén talalkozhatunk spread opcidk-
kal, azonban nem kizérélag. Mivel a modellkornyezet kialakitdsahoz feltételezéseket
kell tenniink az alaptermékek dinamikajat illetGen, igy nélkiilozhetetlen a gyakran
eléfordulo esetek ismerete.

Spread opcidkat gyakran kétnek egyazon termék kiilonbozd elGfordulasi helyei-
re, ezek az ugynevezett location spreadek. Arucikkeknél a kezelési, szallitasi, taro-
lasi koltségek nem elhanyagolhatoak, igy arbitrdzsmentes piacon sem varhatjuk el,
hogy kiilonb6z6 piacokon egyezzenek az drak. A calendar spreadek adott alaptermék
kiilénb6z6 idSpontra vonatkozo arainak kiilonbségére vonatkoznak. Amennyiben
az egyik alaptermék nyersanyag, a masik egy késztermék, tigynevezett processing
spreadként hivatkozunk az opciéra. Ekkor az elGallitasi koltségekre spekulalunk az
opcié megkotésével. Szolhat a spread opcié egyazon arucikk kiilonb6zé mindségi
osztalyaira is, ezek a quality spreadek.

A kovetkezGkben konkrét, gyakran kereskedett spread opcidkra néziink példakat.
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Energiapiac

Crack spread A crack spread a nyersolaj egyidejt vasarlasa vagy eladasa a finomi-
tott kéolajtermékek eladaséval vagy vasarlasdval szemben. Valojaban a nyersolajra,
flitGolajra, illetve 6lmozatlan benzinre vonatkozo napi futures arak alapjan szamit-
jak a kiilonbozetet. A spreadre vonatkozo opcié a New York-i arutézsdén is elérhetd.
Spekuléacié mellett olajfinomitok kockazatkezelésére is alkalmas termék. Gyakori ti-

pusai:

e 1:1:0 benzin spread: egy egység 6lmozatlan benzin és nyersolaj kiilonbozetére

sz0l6 opcio,

e 1:0:1 fiitGolaj spread: egy egység flitGolaj és nyersolaj kiillonbozetére szolo op-

cio,

e 3:2:1 crack spread: harom egység nyersolaj értékébdl vonjuk ki egy egység
ftitGolaj és két egység 6lmozatlan benzin arat. Valojaban itt harom alaptermék
jelenik meg, igy formailag nem spread opciérél van sz6. Azonban, mint basket

opcid, tudjuk majd arazni ezt az esetet is.

Spark spread Itt is egy ipari folyamatot szeretnénk modellezni, a f6ldgaz elektro-
mos arammé alakitdsdnak koltségét. Ezt tgy érjiik el, hogy egy gazerémi iizemelte-
téséhez sziikséges mennyiségi iizemanyag, illetve a miikodtetéssel elérheté mennyi-
ségl aram kiilonbségére kotjlik az opcidt. Mivel arucikkekrdl van szo, igy altalaban

hataridés arakrol beszéliink. Ilyen példaul a

e 4:3 vagy 5:3 spark spread, ahol négy vagy ot egység aram, illetve harom egység
foldgaz kiillonbsége érdekel minket.

Valojaban tokéletes hedge-hez az sziikséges, hogy a két termék aranya, az igyneve-
zett heat rate legyen, ez az er6mi hatékonysagat fejezi ki.

Az opcio6 eggyel fejlettebb formajat képezik a tolling agreementek. Ez egy olyan
derivativa, mely tulajdonosanak egy meghatarozott idészakban azt a jogot biztosit-
ja, hogy egy erémivet iizemeltessen. Azaz kifizetésfiiggvénye a spark spread opcio
payoffjanak integralja az tigylet id6tartaméra nézve. Az Furépai Unio teriiletén gaz-,
illetve szénerém tizemeltetésehez tantsitvannyal (EECS) kell rendelkezni, ezekkel a

piacon is kereskednek. Gyakran ezek koltségét is figyelembe veszi a kifizetésfiiggvény.
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Dark spread Hasonlit a spark spreadre, azonban itt egy szénerémi profitjara

szeretnénk opciot kotni. Azaz a két alaptermék a készén és az elektromos dram.

Mezdgazdasagi hataridSs piacok

Leginkabb agrarcikkre vonatkozé processing spread opciokrol beszélhetiink. Ilyen
példaul a Chicagdi Kereskedelmi Igazgatosag (CBOT) t6zsdéjén kereskedhetd crush
spread. Az alapanyag a feldolgozatlan sz6jabab, a feldolgozott termékek a szdjaolaj
és a takarmanyként hasznalt szojaliszt. A név eredete a feldolgozis modjara, a prése-
lésre utal. A feldolgozas soran keletkezd aranyok alapjéan gyakori a 10:11:9 aranyban

valo tlizletkotés. Valojaban ez is egy basket opcio.

Deviza- és fixed income piacok

Gyakoriak a kiilonb6z6 orszagok eltéré devizaban megadott swap ratajara vo-
natkozé spread opcidk (quanto-swaptions). Az Amerikai Egyesiilt Allamok kot-
vénypiacan ismertek az tgynevezett NOB (Notes-Bonds), TED (Treasury Bills-
EuroDollars), illetve MOB (Municipal-Treasury) spreadek. Az elsg eltérd lejarati
idépontokhoz tartoz6 hozamgorbepontokra valé spekulacio eszkoze. A TED-nél pe-
dig a két eszkdz kibocsatoja kiilonbozik, igy az allampapirok altal nyujtott, illetve
a bankkozi kamatok (LIBOR) egyméshoz viszonyitott véaltozasara tudunk fogadni.
A MOB is hasonlo célt szolgal, azonban itt az allami és 6nkorményzati hozamokat

hasonlitjuk Ossze.

1.1.2. Basket opcidk

A basket opciok, mint ahogyan a név is jelzi, tobb eszkozbdl allo portféliora
szolnak. A szakdolgozat keretein beliil ugyanigy csak eurdpai tipusa opcidkkal fog-
lalkozunk, ahol a kifizetés csak a lejarat idépontjaban fennallo draktol fiigg. A spread
opciok egy specidlis esetét képzik a basket opcidknak. Az egyértelmid megadashoz
tudnunk kell az opci6 tipusat (call vagy put), T" lejaratat, a kosarat alkoté eszkozoket

és w; sulyaikat, valamint a K kotési arfolyamot. A kifizetésfiiggvény call esetén

o(T) = <iwk Si(T) —K>+, (1.7)
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putnél N
p(1) = (K= SuT)) (1.8)

Gyakran kikotik, hogy w; stlyok pozitivak legyenek, mi nem fogunk ezzel élni.
Egyrészt ekkor nem fednénk le az 6sszes piacon elGforduld basket opciot, masrészt a
tovabbi fejezetekben bemutatott drazasi eljarasok negativ sulyok el6fordulasa esetén
is mtikodnek. Gyakori valasztés szokott lenni az egyenld silyozas.

Fontos kiilonbséget tenni az index opciok és a basket opcidok kozott. Mig az
index opcidk esetén az eszkozok listaja, stulya, szama véaltozhat a lejarati idén beliil,
a basket opcidknal ezek rogzitett értékek. Egy mésik kiilonbség, hogy az index opciok
gyakran t6zsdén kereskedett termékek, ezzel szemben a gyakran teljesen személyre
szabott basket opcidkkal szinte csak OTC piacokon talalkozhatunk.

Természetesen tovabbra is igaz marad a put-call parités,

c(0) = p(0) = > wy Si(T) — e K, (1.9)

illetve a negativ K-t6l ugyanugy megszabadulhatunk. Ehhez egyszertien cseréljiik
le K és az 6sszes w; suly elGjelét, valamint call helyett put, put helyett call opciot

arazzunk.

A kosér Osszetevéire nincs kikotésiink, alabb atvessziik a leggyakrabban el&for-
dul6 tipusokat. Ettdl eltérd, példaul kétvényeket tartalmazo, vagy multi-asset basket

opciok is elképzelhetdek.

Részvények Gyakoriak a részvénykosarak, ilyenkor altalaban egy-egy szektorba
vagy orszagba tartozd cégek az Osszetevék. Lehetnek akéar részvényindexek is az

alkotoelemek.

Arucikkek Arucikkekre vonatkozo, tobb mint kételemi basketokat mar az el6z6
fejezetben is lattunk. Ezek altalaban processing spread opcidk, mint példaul a crack
vagy crush opcidk, a silyok gyakran a gyartéasi folyamatban megjelen ardnyok sze-
rint alakulnak. De elképzelhet§ olyan kosar is, ahol minden stly pozitiv, ezzel példaul

az energiaarak altalanos emelkedésére vagy gyengiilésére lehet spekulalni.
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Deviza Elterjedtek a valutakosarakra vonatkozd opciok. A basket tobb devizat
tartalmaz, dltalaban valamilyen régiora, vagy fejlett/fejlsds piacokra fokuszal a ter-
mék.

A szakirodalomban a kévetkezd érvek jelennek meg a basket opcidok mellett:

e Olcsobb megvenni egy basket opciot, mint a kosarba tartozé egyszert opciokat.
Hacsak nem tokéletesen korreldltak az eszkozok, akkor a koséar volatilitasa
kisebb lesz, mint a megfelels silyokkal ellatott egyedi szorasnégyzetek Gsszege.
Természetesen az is igaz, hogy mig az egyedi, példaul ATM opcioknél egy-egy
kivant eszkozarelmozdulas esetén is jar kifizetés, addig a basket opcidoknal csak

akkor torténik lehivas, hogyha ez a stlyozott atlagra is igaz.

e Ezen kiviil tranzakzios koltségek terén is jobban jarunk, ha csak egy, tobbféle
eszkozt lefedd tigyletet kotiink. Igy hatékony és koltségkiméls eszkoz lehet

portfoliok kockazatkezelésekor.

e JO valasztas lehet olyan befektetSknek is, akiknek nem egyes eszkozokrél, ha-
nem bizonyos szektorokrol, régiokrol, iparagakrol van hatarozott elképzelé-
siik. Az index opciokkal szemben ezek a termékek teljesen testreszabhatoak és
ugyanugy alkalmasak az egyedi kockézatok diverzifikacidéjara. Azonban ennek

ara van, a korlatozott likviditas.

1.2. Modellkornyezet

A szakdolgozat egyik célja, hogy a Black—Scholes-modell mellett bemutassa a
Bachelier-modellt, mint alternativ arazasi megkozelitést. A két modell eltérs felté-
telezéseket tesz a piac miikddésérsl és az alaptermékek arfolyamdinamikajarol. A
Black—Scholes-modell a hozamok lognormalis eloszlasat feltételezi, mig a Bachelier-

modell az arfolyamok normaélis eloszlasan alapul. Segitségiinkre lesz [26] és [9].

1.2.1. Black—Scholes-modell

A Black—Scholes-modell feltételezései a piacrol a kovetkezGek:

e Nincs arbitrazslehetdség.

e A piaci szereplSk barmilyen 6sszegben, akar tort egységekben is kolesonozhet-

nek és hitelezhetnek ugyanazzal a konstans kockazatmentes kamatlabbal.

10
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o A befekteték barmilyen mennyiségben, akar tort egységekben is vaséarolhatnak

és eladhatnak kockazatos eszkdzoket, azaz a shortolés is lehetséges.

e A kereskedésnek nincsenek tranzakcios koltségei, adoi vagy egyéb dijai, és a

likviditas tokéletes.

Altalaban kétvény-részvény piacként emlegetik a Black-Scholes-modell piacét,
azonban a kockazatos eszkozokre nem feltétleniil kell részvényként tekinteniink. A
lényeg, hogy harom kategoériaba soroljuk az elérhetd termékeket: szarmaztatott esz-
koz, kockézatos alaptermék és kockazatmentes befektetési lehetéség. Ahhoz, hogy
a derivativ terméket arazni tudjuk, a kockézatos alaptermék dinamikajarol is felté-
telezniink kell valamit. A Black—Scholes-modellben a kockazatos alaptermékek geo-
metriai Brown-mozgast kévetnek.

A kockazatmentes bankbetétre egy determinisztikus

dB(t) = rB(t) dt, (1.10)

mig a kockadzatos eszkozokre sztochasztikus differencidlegyenleteket irhatunk fel.

Minden 2 =1,..., N-re:
dS;(t) = 11;S;(t) dt + S;(t Zade (1.11)

Itt Hn = (/Li)izl,m,]\/ € RN, o = (Ui,j)z‘:l,...,N j=1,...d € RN*? ¢g W<t) = (V[/j(t))jzlwwd
egy d-dimenzios Wiener-folyamat értéke t-ben. Definialjuk a market price of risk

(MPR) fogalmat. A v € RY MPR, amennyiben

oc-v=r-1—p. (1.12)

Itt 1 € RV, minden koordinatéja 1. Belathato, hogy amennyiben nem létezik MPR,
a piac nem arbitrazsmentes. Tegyiik fel tehat, hogy nem ez a helyzet, valamint a
Novikov-feltétel teljesiil v-re és o + diag[v]-re. Ekkor B korlatos variacioja armeérce,
a részvényarak lokalis martingal komponense pedig rendelkezik a martingalreprezen-

tacios tulajdonsaggal. A

1 [T
dQ = exp (—5 > v dt+/ Zude ) (1.13)
0
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definicioval élve, (B(t), Q) rmérce pér lesz. Igy a Black-Scholes-piac teljes. Minden
derivativ termékhez létezik Onfinanszirozo stratégia, mely elGéllitja a kifizetésfiigg-
vény értékét. Erdemes még megemliteni az arazasi formulat, mely B(t) = e™ vélasz-
tassal

Ci(X) = e "I IDEYX|F) (1.14)
alakra egyszertisodik egy X kifizetés esetén.

Amennyiben az eszk6zok széma megegyezik a meghajté Wiener-folyamatok sza-
méval, valamint o invertalhato, akkor létezik az MPR. Ebben az esetben attérhe-
tiink egy jobban kezelhet§ jel6lésre, mely a késébbiekben praktikusabb lesz. Legyen
a tovabbiakban

dSk(t) = Sk (t) dt + o Sk(t) dWi(1). (1.15)
Itt Wi(t) a k. terméket meghajté Brown-mozgas. Ezek egy tobbdimenziés Brown-
mozgés linedris transzforméciojaval szarmaztathatoak, paronkeénti korreléciojuk py;,
lprj| # 1. Vegyiik be az osztalékfizetés lehetSségét is, legyen ¢; az i. alaptermék
osztalékfizetési rataja.

A megfelels Q kockdzatsemleges mérték alatt megvaltoznak a drift egyiitthatok:

1.2.2. Bachelier-modell

A Bachelier-modell piacrol alkotott feltételezései megegyeznek a Black—Scholes-

modellével a dinamikat kivéve:

e A kockazatos alaptermékekre sz6l6 hataridGs termékek arfolyama aritmetikai

Brown-mozgést végez konstans volatilitassal.

Torténelmileg megel6zi a Black—Scholes-modellt, mivel a matematikai alapt esz-
kozarazas elsé példajat Bachelier 1900-ban, Ph.D. munkajaban (|2|) mutatta be, mig
a Black—Scholes-formularol publikacio ([4]) 1973-ban jelent meg elészor. A modell
hosszu ideig elfeledésbe meriilt, mivel a normélis eloszlasbol addéd6 nem kivanatos
tulajdonsaga, miszerint negativ arakat is generalhatott, problémat jelentett a piaci
alkalmazésokban. Emellett empirikusan igazolhatd volt a Black-Scholes-modell {6
feltételezése, miszerint a napi hozamok aranyosnak tekinthet&ek a részvényar adott

szintjével.
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A Bachelier-modell a 21. szdazadban nyert Gjra népszeriiséget, amikor a piacon
korabban lehetetlennek gondolt negativ drak jelentek meg. A 2008-as vélsag utan
néhany fejlett orszdgban a kamatlabak negativba fordultak, igy a kereskedéshez
hasznalt opcidarazéasi modelleket &t kellett alakitani az 0j kornyezethez. A Covid-19
miatti lezarasok hirtelen visszavetették az olaj iranti keresletet, igy a torténelemben
el6szor 2020 aprilisaban az olaj futures drak egy napra negativba fordultak. Fzeknél
a helyzeteknél a kordbban limitacioként kezelt negativitas pont hogy elény lett és
sok helyen ideiglenesen atalltak a Bachelier-modell alkalmazasara.

Az arupiacokon a szerzddések jellemzGen a forward arakra vonatkoznak. A Black—

Scholes-modellben az alaptermékek arfolyama geometriai Brown-mozgast kovet
dS;(t) = 11;Ss(t) dt + S;(t Za” AW (t (1.17)

emiatt a hataridés arfolyam dinamikaja is geometriai Brown-mozgas a kovetkezd

paraméterekkel
dF;(t) = (u; — r)Fy(t) dt + Fi(t Za”dW (1.18)

mivel S;(t) = e ") Fy(t). Ezt az Ito-formula alkalmazaséval kénnyedén ellenériz-
hetjiik. Igy a hataridés arfolyam lognormalis eloszlsti.
A Bachelier-modellben aritmetikai Brown-mozgast feltételeziink a hataridés ar-

folyamokrol. Legyen a T-ben lejaré forward vektor dinamikaja
d
dF;(t) = (i —r)dt + Y 055 AW,(t). (1.19)
j=1

Ez nem jar egyiitt azzal, hogy az alaptermékek is aritmetikai Brown-mozgést végez-

nek. A dinamika az osztalékmentes esetben megadhaté mint
dS;(t) = [rSs(t) + e T (p; — )] dt + e T Z 0 AW;(t). (1.20)
Jj=1

Gyakran tigy definialjak a Bachelier-modellt, hogy nem a hataridgs, hanem a spot
arfolyamokrol teszik fel, hogy aritmetikai Brown-mozgast kivetnek. A {6 kiilénbség a

volatilitas dinamikajaban lesz. Azonban az alternativ felirasban is fennall a forward
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arfolyamok normalis eloszlésa, igy a forward szorasanak kiszamolasaval ugyanugy
alkalmazhatoak a késébbiekben levezetett formulak.
Térjlink azonban vissza (1.20) egyenlethez, az Ito-formula segitségével szamoljuk
ki a diszkontalt részvényarfolyamok dinamikajat is:
d
dS(t) = e (p; —r)dt + ey iy dW(1). (1.21)
j=1
Szinte ugyanazt az érvelést hasznélva elmondhatjuk, hogy az MPR feltétel sziik-
séges az arbitrazsmentességhez. Amennyiben g — r - 1 nem tartozna bele o kép-
terébe, el6 tudnank allitani egy olyan portféliot, melynek kezdGosszege 0, érték-
folyamata determinisztikus és nemnegativ. S6t, ugyanazt a v altal meghatarozott
Radon—Nikodym-derivéltat kell hasznalnunk a driftek eltiintetésére is. Az ezzel de-

finidlt Q alatt az alaptermékek dinamikaja

d
dSi(t) = rSi(t)dt + 70N "o 5 dW(t) (1.22)

J=1

lesz, a kockazatsemleges forward dinamika pedig megadhatd, mint

AFi(t) = 3 iy AW (2). (1.23)

Természetesen amennyiben megegyezik az alaptermékek és a meghajtéo Wiener-
folyamatok szama, itt is atirhatjuk a vektoros jelolést tigy, hogy minden alapterméket
egy-egy o6nall6 Wiener-folyamat hajtson meg. Ekkor meg kell adnunk a koztiik 1évé
pi; € (—1,1) korrelaciokat.

A Bachelier-modell is teljes lesz, hiszen (B(t), Q) &rmércepar, valamint tovabbra
is fennall a martingalreprezentacio. Igy az ar egyértelm, tovabbra is hasznalhato
az altalanos arazasi formula.

A call opci6 arara zart képlet adhato a Bachelier-modellben is. Ezt a 3. fejezet-
ben vezetjiik le. Spread és basket opcidk drazasanél tovabba rendkiviil szerencsések
vagyunk, hiszen normalis valtozok Osszege is normalis eloszlasi, igy ezen, tobb esz-

koztol fiiggs opcidk arara is tudunk formulat szolgaltatni.
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1.3. Spread és basket opcidk arazasi modszerei

Az eszkOzok arazasara kiilonboz6 modszerek allnak rendelkezésre, melyek va-
lasztésa elsGsorban a modell bonyolultsagatol, a kivant eredmény pontossigéatol és
a szamitéasi koltségektdl fligg. A legelénydsebb, ha analitikus formulank van az arra,
azonban ez a Black—Scholes-piac mellett nem all fenn altalanosan spread és basket
opcidknal. Amennyiben megelégsziink kozelité eredménnyel is, gyors megoldast je-
lenthetnek a kiilonb6z6 zart képlettel megadhaté approximaciok. Hatranyuk, hogy
pontossaguk nagyban fligg a megadott paraméterektdl, igy nehéz kontrollalni az el-
kovetett hibat. Konvergens arazési moédszernek nevezziik azokat a determinisztikus
eljarasokat, amelyek a 1épésszam novelésével minden paraméterkombinécié esetén a
pontos arhoz konvergalnak. Ilyenek példaul bizonyos numerikus integralast hasznalo
modszerek. Kiilon szokas emliteni a szimulécidval torténé arazast, mely az el6z6 ka-
tegoriaval ellentétben ismételt futtatas esetén nem feltétlen ugyanazt az eredményt
adja, azonban a szimulaciok szamat novelve az eredmény egy valoszintiséggel tart a

pontos arhoz.

Tekintsiik 4t elszor spread opcidk Black—Scholes-piac alatti arazésat. Analitikus
formula csak csereopciokra létezik, vagyis olyan spread opciokra, ahol K = 0. Ez
a Margrabe-képlet [25]. Legyen két kockazatos eszkoz kezdeti ara S;(0), volatilitasa
0;, osztalékfizetési rataja ¢; (i = 1,2 esetén), a koztiik fennallo korrelacié pedig
p1a. A kifizetésfiiggvény T -ben (S1(T") — So(T))*". Ekkor az opci6 ara ¢ = 0 -ban

megadhato, mint

e~ T8 (0)®(dy) — e 2T 5,(0)®(dy) ahol, (1.24)

S
log S;Eg§+(qz—q1+02/2)T

dlz e , d2:d1—0'ﬁ, 0':\/0'%—{—0%—20'102p12.

Altalanos esetben a legismertebb modell Kirk approximacidja. Kirk a masodik
eszkoz aranak és a kotési arfolyamnak az 6sszegét egy lognormalis valtozoval kozeliti,
majd erre alkalmazza a Margrabe-képletet. Kirk otletét viszi tovabb Carmona és
Durrenman [7], valamint Bjerksund és Stensland [3] publikicioja. Viszonylag pontos
also korlatot vezetnek le a spread opcidk arara, amely még mindig zart képletként
adhato meg.

Megjelentek Fourier-transzformaciot felhasznald modszerek is, elGszor Dempster
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és Hong alkalmazta két dimenzioban [12]-ben. Késébb Hurd és Zhou [17]|, majd
Caldana és Fusai [6] ugyantugy Fourier-transzformaciot hasznalnak az arazashoz.
Elmondhato, hogy a Black—Scholes-modellen kiviil mar sztochasztikus volatilitas és
ugr6 folyamatok esetén is ismertek Fourier-transzformaciot alkalmazo arazasi mod-
szerek.

Erdemes szot ejteni a numerikus integralast alkalmazé modszerekrdl is. Pearson
[28] méar 1999-ben irt ilyen modszerrsl. Joshi és Yang [20]-ben publikalt CMS spread
opciok arazéasarol, amelyhez Gauss-Hermite- és Gauss—Legendre-kvadraturat alkal-
maztak. Van Belle, Vanduffel és Yao ugyantugy Gauss-kvadratarakat hasznal [32]-
ben, sikeriil hatékonyan szamolhato eljarast adniuk a Black—Scholes-modell, illetve
Variance Gamma és Normal Inverse Gaussian folyamatok mellett is. Meg kell még
emliteniink Choi cikkeét, [8]-t, mely kozos keretben vizsgélja azsiai, basket és spread
opciok arazasat. A 2. fejezet f6ként ezt a cikket dolgozza fel.

Emellett természetesen alkalmazhatunk Monte Carlo szimulaciot is az arazas-
hoz, tetszéleges szorascsokkentd modszerrel kiegészitve. Ez féleg akkor lehet hasz-
nos, hogyha a feltételezett dinamika bonyolult. Illik megemliteniink a momentum
modszereket is, egy ilyen otletet mutat be Deelstra, Petkovic és Vanmaele cikke,
[11]. Alternativa lehet még a termékektdl fiiggéen a Bachelier-modellben, vagy en-
nek valamilyen tovabbfejlesztésében valé arazas is, ahol zart képlet adhato. Ezt a 3.

fejezetben ismertetjiik.

Basket opciok esetén az analitikus kozelitések 1ényege altalaban megegyezik, meg-
probaljak a valtozok Osszegének eloszlasat valamilyen ismert eloszlassal kozeliteni.
Altalaban a modszerek megegyeznek az azsiai opcioknal hasznalhato eljarasokkal.
Levy [23]-ben lognormalis eloszlast, Milevsky és Posner [27|-ben a gamma eloszlés
reciprokat, Borovkova téarsaival [5]-ban eltolt lognormalis eloszlast, Zhou és Wang is
transzformalt lognormalis eloszlast alkalmaz [33]-ban. A médszerek soran a kozelits
eloszlasok paramétereit tgy valasztjak meg altalaban, hogy a momentumok meg-
egyezzenek az elméleti eloszlasokéval. Altalaban igaz, hogy ezek a modszerek csak
bizonyos paraméterhatarok kozt szerepelnek jol, példaul a negativ silyok rendszerint
rontjék a teljesitményt.

Mas eredmények azt hasznaljak ki, hogy a geometriai kozép jo kozelitése az arit-
metikai atlagnak. Igy Monte Carlo szimulaci6 soran jol alkalmazhato kontrollvalto-

zoként, ezt példaul Krekelék [21] cikke taglalja. A geometriai kbzepet méasféleképpen
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is alkalmaztak, Curran [10]-ben feltételes varhato értéket vesz erre nézve. Li és tarsa-
inak [24] irasa is felhasznélja a geometriai kozepet, a pozitiv sulyt eszkozok Gsszegét
helyettesitik a geometriai atlaggal. Ezutan Taylor-sorba fejtéssel adnak meg zart
alaku kozelité formulat.

Ko6z6s modszer a spread opciokkal Carmona és Durrleman |7| approximacios el-
jarast bemutato cikke, illetve a szakdolgozat egyik {6 forrasa, Choi [8] publikacioja.
Choi Gauss-Hermite-kvadraturat alkalmaz tébbdimenziéban, a konvergencia gyorsi-
tasa érdekében f6komponens-analizis segitségével valasztja meg a tengelyiranyokat,
illetve végez dimenzidcsokkentést.

Erdekes alternativa lehet a basketeknél ritkabban hasznalt Fourier-
transzformécio, mely példaul Leentvaar és Oosterlee [22] irasaban jelenik meg
parhuzamos formaban, vagy Alexander és Venkatramanan cikke [1], mely Ossze-
tett csereopciokra bontja fel a basket arazasat. Ne feledkezziink meg emellett a
Bachelier-modellrél sem, mely piaci kornyezettsl és alaptermékektdl fliggGen jo

illeszkedést szolgaltathat, és ami mellett zart képlet adhatd a basket opcidk aréra.

A szakdolgozat keretén beliil ezek koziil bévebben két, merében eltéré modelle-
zést, illetve drazast vizsgalunk meg. A 2. fejezetben a Gauss—Hermite-kvadratiran
alapuld modszert tekintjiikk at részletesen, mig a 3. fejezet témaja a Bachelier-
modellben alkalmazhat6 analitikus formula. Ezutan egy vegyes modellt néziink meg,
melyben az eszkozok eltérd dinamikat kovetnek, az arazéshoz itt is Gauss—Hermite-

kvadratirat hasznalunk.

1.4. Gauss-kvadraturak

A 2. fejezetben bemutatandé modszer sikere a Gauss-kvadrattira nevi integral-
kozelités rendkiviili pontossagan mulik. A kapcsolodd elméletet réviden [14], [15] és
[19] alapjan tekintjiik at.

A Gauss-kvadraturakkal az a célunk, hogy egy f € Cla, b] fliggvényre a képletben

szerepld integralt egy véges Osszeggel kozelitsiik:
M

/ g@)f(x)dr =S sif () (1.25)

=1
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Feltessziik, hogy ¢ € Cla,b], illetve ¢ > 0 (a,b)-n. Bevezetjik (hy,ho) =
ffg(x)hl(x)hQ(x) dx skalarszorzast. Nevezzilk M-et a kvadratira rendjének, ezt
adottnak tekintjiik. Az s; salyok, illetve z; osztopontok fliggenek M megvalasztasa-
tol, azonban f-t6l nem.

Célunk, hogy ne kozelitést, hanem pontos eredményt kapjunk minden f € P,[z]
polinomra, ahol d a lehet§ legnagyobb. Konnyen belathato, hogy d = 2M nem
elérhet6, ehhez vélasszuk f(z) =[], (z — )2 € Pay[z] polinomot. A kiszamitando
integral mindenképp szigortian pozitiv lesz, azonban a kozelits osszeg 0, hiszen f-be
csak a zérushelyein helyettesitiink be.

Legyenek ezentul pg, pi1,... az el6bb definialt skalarszorzatra nézve ortogonélis
polinomok, melyek féegyiitthatoja 1. Egyszertien belathatod, hogy p,-nek (a,b)-n
beliil n egyszeres zérushelye van. Ehhez definialjuk u(z) = Ll(x —&)-t, ahol &-k
a p, olyan (a,b)-beli gyokei, ahol a polinom elgjelet valt (tehat ahol a multiplicités
paratlan). Ekkor p,(x)u(x) nem valt elGjelet, igy |(p;, u)| > 0. Mivel p,, ortogonalis
minden n-nél kisebb foki polinomra, igy u fokszama n. Azaz n darab egyszeres gyok
van (a,b)-ben. Igy értelmes a kovetkezs definicio: adott M mellett legyen z; a pys

polinom :. zérushelye, tovabbé a hozza tartozé suly

S = T | | Z. .
a g TR TR
J=1,j#1

Ez a valasztas garantalja, hogy minden f € Poy,i[x]-re a kvadratira formula
pontos eredményt szolgaltat. Ha f € Py, [x], észrevehetjiik, hogy a kozelits Gsszeg-

ben a szummét és az integralést felcserélve

b M M T — 2
[o@>re) [ =2 (1.27)
a i=1 g=1,j5#i " J

a szumma épp az f Lagrange-féle interpolaciojat adja, mely mivel f foka M-nél
kisebb, igy pontosan visszaadja f-et. Igy itt tényleg teljesiil az allitas.

Amennyiben f foka magasabb, egyértelmien felbonthaté f = up,s + v alakban,
ahol u,v € Py;_1[z]. Az ortogonalitasbol kiovetkezik, hogy

b b
/ﬁ@mmwzfﬂmwmw@+wmmz
b b
= <U,PM>+/ g(z)v(x) da::/ g(z)v(x)dx.
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Mivel osztopontoknak py; gyokeit valasztottuk, igy kozelits dsszegnek Zf\il s;v(z;)-
t kapunk. Igy az integralkozelités pontos, hiszen v € Pjy;_;[x]-re mar lattuk, hogy
egyezik az integral és a kvadratura eredménye.

Természetesen a kozelitést elsGsorban nem polinomokon szeretnénk alkalmazni.

Altalanosabban, f € C?M|a,b] esetén

M f2M)

’ (&)

/a g9(x) f(z) dz — ; sif(zi) = W(pM;pM> (1.29)
fennall valamely £ € [a,b]-re. A gyakorlatban ez a hibabecslés azonban nehezen
hasznalhato.

Bar eddig egy dimenziorol beszéltiink, a modszer tobbdimenziés integralok ko-
zelitésére is alkalmas. Példaul kétdimenzidéban M; és M, rendeket alkalmazva a

kozelités a kovetkezs alakot veszi fel:

My M>

/b1 /bQQ(:B)f(:B) derd Y sttt f(z", "), (1.30)

i=1 j=1
Gauss—Hermite-kvadratiara

Amennyiben az integréalasi tartoméanyt az egész szamegyenesnek valasztjuk, és

T

—a? o : . A .
g(x) = e~ az eljaras Gauss—Hermite-kvadratira néven ismert. Az elnevezés onnan

ered, hogy az ortogonalis polinomok éppen a Hermite-polinomok lesznek, azaz
pi(r) = (=1)'e" (e7) . (1.31)

Ekkor a stlyok megadhatok, mint

M-I N /7
M2[par—1(z)]*

5 = (1.32)

Mind a felosztopontok, mind a silyok numerikusan szdmolhatoak, illetve sok
programcsomagban megtalalhatéak. Az implementéacié sordn a Numpy Python

konyvtar polynomial.hermite.hermgauss fiiggvényét hasznaltuk.

19



1. Matematikai és pénziigyi attekintés

1.5. Monte Carlo szimulacié

Hogy a Gauss-Hermite-kvadraturat hasznalo arazasi modszerek implementéci-
6janak helyességérsl megbizonyosodjunk, a 5. fejezetben 0Osszehasonlito teszteket
végziink Monte Carlo szimulacio segitségével. Ehhez tekintsiik at réviden a Monte
Carlo szimulacio modszerét [16] segitségével, illetve nézziik meg, hogyan alkalmaz-
hat6 az elmélet a mi feladatunkra. Adottak Sy, ..., Sy folyamatok, illetve g mérheté
fiiggvénytink. Szeretnénk E[g(S1, ..., Sy)]-t meghatarozni. Esetiinkben a folyamatok
az alaptermékek aralakulésai, a g fiiggvény pedig a kifizetésfiiggvény diszkontéltja.
A varhato értéket a kockazatsemleges mérték, Q alatt kell meghataroznunk.

Szimulaljunk egymastol fiiggetleniill R realizéciot a folyamatok alakulasara.

Ekkor a nagy szamok erds térvénye szerint

R
%Zg( L S) — E[g(Sts ey Sy)) (1.33)

egy valoszintséggel, amennyiben R — oo.

Amennyiben a derivativa utvonalfiiggs, az egész [0, T intervallumra sziikséges
szimulalnunk az alaptermékek aralakulasat. Ekkor valamilyen diszkretizacios elja-
rast, példaul az Euler-Maruyama vagy a Milstein-eljarast alkalmazhatjuk. Akkor
is sziikség lehet felosztani az id6tengelyt és kozelitést alkalmazni a névekményekre,
amennyiben a g fiiggvény csak T-beli értékektsl fiigg, azonban nem tudjuk Sy, ..., Sy
egylittes eloszlasat T-ben.

A mi esetiink szerencsés, hiszen a Black—Scholes-modellben a [0, 7]-re szamolt
loghozamok tobbdimenzios normalis eloszlast kovetnek. Igy elég R-szer ebbél az N-
dimenzids eloszlasbol, a Cholesky-faktorizacio segitségével értékeket generalnunk.
Azaz, legyen X' egy N-dimenziés standard normalis eloszlasbol generalt vektor,
ezt hasznaljuk az i. realizacidhoz. Jeloljik »-val az alaptermékek logaritmusanak
T id6ponthoz tartozd kovarianciamatrixat. Végezziik el a Cholesky-faktorizaciot,

legyen ¥ = C'CT. Ekkor ebben a realizdcioban a j. termék ara T-ben:

S;(T) = 8;(0)el =) T—1/205+C; X" (1.34)

Bachelier-modell szerint megadott dinamika esetén nincs nagy eltérés, hiszen itt

maguk a forward arak normaélis eloszlastuak.

S]<T) = Sj(())e(rqu)T + Cj*Xl (135)
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1. Matematikai és pénziigyi attekintés

Ezt kell kiszamolnunk mindegyik alaptermékre, illetve megismételniink R-szer
mindig 14j, az el6z6ektdl fliggetlen standard normalis vektort felhasznélva. Ezutén
behelyettesitjik a kifizetésfiiggvény diszkontaltjaba az S;(T") értékeket, ezt p;-vel
jeloljiik. A végss becslésiink E[g(Si, ..., Sy)]-re £ o8 p;.

A becslés pontossaga az iteraciok szamanak novelésével javithato. Ehhez sza-
moljuk ki a kapott realizaciok atlagat és szorasat. Ennek segitségével felirhato a

becslésiink standard hibaja:

(1.36)

R
mRZE Pi, SR =
i=1

A standard hiba segitségével konfidenciaintervallumot is készithetiink a becslésre.

Az 1 — a megbizhatosagi konfidencia-intervallum megadhaté mint:

[mr — @ (1 — a/2) - seg,mr + P (1 —a/2) - sex]. (1.37)

Tovabb noévelhetjiik a konvergencia sebességét kiilonbozs szorascsokkenté mod-
szerek alkalmazasaval. A legismertebb az antitetikus valtozok modszere, illetve a
kontrollvaltozok hasznalata. A kovetkezSkben az antitetikus valtozok elényét mu-
tatjuk be. Ennek soran a generalt X valtozok mellett ezek ellentettjére, —X‘-re
is kiszamoljuk a g fiiggvény értékét. Legyen az igy kapott két realizacio p; és p; .

_ pitri

Hasznéljuk ezutan p; = =——-t p; helyett. Mivel

2(p) <T@+ ) + 20&19*)0(19)007’7"(19*,19)7 (1.38)

igy a modszer akkor eredményez jelentSs javulast, amennyiben p* és p~ negativan
korrelaltak. Az elGjel megcserélése valojaban a hattérben a Brown-mozgas trajekto-
riajanak tiitkrozését okozza. Igy egy monoton kifizetésfiiggvény esetén elmondhatjuk,
hogy valoszintileg p; és p; koziil az egyik esetben az opci6 joval értékesebb lesz, mint
a masikban. Ezen kiviil a standard normalis valtozok ellentettjének bevételével azt
is elérjiik, hogy a véletlen értékek szimmetridja fennalljon és a varhato érték feltétlen
0 legyen. Igy altalaban az antitetikus valtozokkal szamolt standard hiba kisebb lesz,

mint a kétszer annyi trajektoriat felhasznéld becslés hibaja.
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2. fejezet

Arazas Gauss—Hermite-kvadraturaval

a Black—Scholes-modellben

El6szor a Black—Scholes-piacon szeretnénk hatékonyan kiszdmolni a spread és
basket opcidk arat. Mint ahogy a 1.3. fejezetben emlitettiik, nincs zart képletiink, igy
numerikus modszert keresiink. A fejezet [8]-t dolgozza fel, annak jeldléseit is felhasz-
nalva. A bemutatott drazas spread opciokra nagyrészt megegyezik [32] Black—Scholes
modellre adott megoldasaval, azonban az optimalis els6 dimenzi6 megvalasztasa mi-

att, melyet az 2.3.1. fejezetben mutatunk majd be, tilmutat annak hatékonysagéan.

2.1. Az integrandus

A Black—Scholes-piacon, melyet 1.2.1. fejezetben érintettiink, szeretnénk beéraz-

ni a spread, illetve basket opcidkat. Induljunk ki a @ alatti dinamikabdl,

dSi(t) = (r — qi)Sk(t) dt + ok Sk(t) dWi(t), (2.1)

ahol Wy(t) a k. terméket meghajté Brown-mozgas, melyekrdl feltételezziik, hogy
paronkénti korrelaciojuk py;.

Irjuk fel az arfolyamok logaritmuséanak dinamikajat:
1
dlog(Sk(t)) = (r — qr — 50,%) dt + oy, dW(t). (2.2)
Ezek egyiittesen egy tobbdimenzios Gauss-folyamatot kovetnek, log(S;(s)) és

log(S;(t)) kovarianciaja p;;or0o; min(s,t). Jelolje ¥ a T-beli arfolyamok kovarian-
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2. Arazas Gauss—Hermite-kvadratiraval a Black—Scholes-modellben

claméatrixat. Mivel ¥ pozitiv definit matrix, igy alkalmazhatjuk ra a Cholesky-
felbontast: VVT = ¥. A felbontds nem egyértelmd, V-t barmilyen ortogonalis mat-
rixszal megszorozva tovabbra is fennéll az egyenl@ség. Az arfolyamok T-beli QQ alatti

eloszlasat felirhatjuk V segitségével, mint
1
Sk(T) g Sk(O) exp ((T — qk)T — szk + Vk*Z> s (23)

ahol Z egy N dimenzios standard normélis valtozokbol all6 vektor és Vi, a V
méatrix k indexszel jelolt sora.
A kifejezés elején felfedezhetjiikk a hatarids arfolyamot, ezt Fj-val jelolve és

behelyettesitve:
1
Sp(T) 2 F, exp(—5 Sk + Vi Z). (2.4)

A call opci6 kifizetése T' id6pontban az arfolyamok linearis kombinéci6janak és

a kotési arfolyam kiilonbségének pozitivrésze, azaz

<Z]j:wk Sy(T) — K>+. (2.5)

Jelolje pn(2z) az N dimenzios normaélis eloszlas strtiségfiiggvényét. A kifizetésfiigg-
vény segitségével felirhatjuk a call arat, mint
N 1 N
c = eTT/ (Zkak eXp(——Ekk +Vk*Z) —K) QON(Z) dz. (26)
zeRN 2

k=1

Mig spread opciok esetén K = 0 kotési arfolyam mellett a fenti kifejezésnek van
zart alakja, ez a Margrabe-képlet, addig altalanos esetben sajnos nem fejezhetd ki
elemi fiiggvényekkel az integralds eredménye. Igy numerikus megoldasok utan kell

néznink.

2.2. Integralas analitikusan, majd numerikusan

2.2.1. Els8 dimenzié mentén

El6szor szeretnénk beliil z; szerint elvégezni az integralést, hogy egy dimenzidval

kisebb problémat kapjunk. Azaz keressiik Cgs-t, hogy
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2. Arazas Gauss—Hermite-kvadratiraval a Black—Scholes-modellben

c= eTT/C'BS dz, ahol %= (0,29, --,2n)". (2.7)

Ez a lépés még analitikusan elvégezhets, ehhez elGszor vegylik észre, hogy Y, =
ijzl ij2. Véalasszuk ketté az exponensben szerepl$ kifejezést aszerint, hogy fligg-e

az els¢ dimenziotol vagy sem:

N N
1 1 . 1
exp (—5 g V,fj 4+ Viez ) = exp <—§ E Vk2j + V52 > exp (—5‘/131 + Vklzl) :
j=1 Jj=2
(2.8)

Jeloljiik ezentil az els6 exponenst fi(2)-vel.
1, +
Cps(2 (Z wi Fy fe(2) exp ((— 5Vi Viazi) — K) pi(z1)dz (2.9)

Probéljuk meg meghatarozni, hol pozitiv a kifizetésfiiggvény. Tegyiik fel, hogy

V mellett egyértelmien 1étezik z; minden z-re, hogy

Z’kak fk €Xp < ‘/;cl + Vk121> =K. (210)

Ehhez azt fogjuk megkovetelni, hogy a kifizetésfiiggvény z;-ben szigortian mono-
ton ngjon. Legyen a nullhely —d(2). A zérushely meghatarozasahoz példaul Newton-
modszert hasznélhatunk. A feltevés nem minden V-re igaz, azonban egy megfelels
ortogonalis transzformacioval elérhets, hogy fennélljon ez a tulajdonsag. Ezt 2.3.1.

fejezetben ismertetjiik majd. Tehat

Cps(2 Zkak fe(z / exp (__Vm + Vklzl) ©01(21) dzl—K/ w1(21) dz.
d(#)

(2.11)
Az els6 integrandusban teljes négyzetet képezhetiink, igy
/m =oxp (5l -Vl ) da = 0E) V) & (212
) \/ﬁ exXp 5 21 k1 21 = z k1 €S .
Chps(2 Z W Fy fr(2)®(d(2) + Via) — KO(d(2)). (2.13)
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2. Arazas Gauss—Hermite-kvadratiraval a Black—Scholes-modellben

2.2.2. Tobbi dimenzié mentén

Sajnos a tovabbi dimenziok mentén mar csak numerikusan tudunk integralt szé-
molni. Erre a célra a Gauss—Hermite-kvadraturat fogjuk felhasznéalni, melyet az 1.4.
fejezetben ismertettiink. Az N — 1 dimenzi6s téren kell kivalasztanunk a récsponto-

kat, illetve megallapitanunk a hozzé tartozo stlyokat.

Jelolje M; a j. dimenzioban a pontok szamat, legyenek ziw T ,zﬁj az 0Szto-
pontok, sjle . s%j pedig a pontokhoz tartozo silyok. Mivel az elsé dimenziéban

mar elvégeztiik az integralast, ezért M;=1, z; helyére mindig 0-t irunk be, a suly is
természetesen 1. Osszesen M = HjVZQ M; racsponton kell behelyettesiteniink. Egy
pont stlyat a koordinataihoz tartozo silyok Osszeszorzaséaval kapjuk meg. A call ara

tehét

Mo My

—rT : N PR y M M M M

c=e /C’Bs(z)ale(z)dzNe E E Sz S -Cps(0, 2502,y 2 Y ).
z mao=1 my=1

(2.14)

2.3. Numerikus megfontolasok

2.3.1. Els6 dimenzi6é megvalasztasa

Az els6 dimenzi6 analitikus integralasa tobb, mint dimenziocsokkentés. Habar
sziikségiink van egy zérushely meghatarozasara, viszont el kivanjuk keriilni a K ko-
riili toréspont numerikus integralasat. Ennek a pontnak a kornyezetében stirt diszk-
retizaciora lenne sziikségiink a pontos eredmény eléréséhez. Ezutan Cgg mar sima,
igy a legszamitéasigényesebb dimenziot sikeriil kihagynunk az analitikus formula se-
gitségével.

Szeretnénk V' iigyes megvélasztasaval a legjobban kihasznalni ezt a lehetGséget.
Két kritériumnak kell eleget tennie V'-nek amellett, hogy a kovarianciaméatrix négy-

zetgyoke.

1. A (2.10) egyenletben minden K-ra és z-re egyértelmii megoldéasnak kell 1étez-

nie.

Ehhez elegendd megkovetelniink, hogy wy Vi1 > 0 fennalljon minden k-ra. Az
egyértelmiiséghez sziikséges, hogy (2.10) bal oldala monoton legyen minden

zi-ben. Amennyiben Vj; < 0, az exponens csokkend, a hozzéa tartozo sulynak
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2. Arazas Gauss—Hermite-kvadratiraval a Black—Scholes-modellben

negativnak kell lennie, hogy monoton névé tagot kapjunk. Forditott esetben,
ha az elem pozitiv, akkor az exponenciélis rész monoton né, ha megkoveteljiik
wy, > 0-t, akkor az egész tag is novekedni fog. Igy ha van pozitiv wy, akkor
(0,00) az értékkészlet része lesz, ha pedig van negativ wy is , (—00, 00)-t is

mind felveszi a fiiggvény. Spread opcidknal tehat negativ K-ra is van megoldas.
. Minimalizalni szeretnénk |0d(2)/0z;|-t, j > 2-re. Emogott az az intuici6, hogy
ha d(%) lassan valtozik Z-ben, akkor numerikusan pontosabban integralhato.

Legyen C' a Cholesky-faktorizacioval kapott méatrix, keressiink egy () valos
maétrixot ugy, hogy V = C'(Q megfeleljen a feltételnek.

Hasznéljunk linearis kozelitést: exp(—%V,fj + Vijz;) = 1+ Vjjz;, amennyiben
|V ||r < 1. Ezt visszahelyettesitve (2.10) egyenletbe, majd elhagyva a méasod-

rendd tagokat,

k k

Fejezziik ki ebbdl z1-et, majd derivaljuk le a kifejezést z; szerint.

ad(z2) g'V., 9'CQ,
0z; 9 V. g°CQ,’

(w1 Fy, -+ ywn )T

hol =
MO I T L, - wn Fn)T|

(2.16)

Valasszuk Q,,-et gy, hogy C”g-vel egyiranyt legyen. Ekkor maximalizaljuk
a nevezGt és egyben Q,, tobbi oszlopra valé merélegessége miatt j > 2-re
g'CQ,; =0 is fennall. Azaz

C'g Xg

Q.= NGoT, ésigy Vau=0CQ, = N (2.17)

Sajnos ez a valasztas nem feltétlen elégiti ki az 1. pontnal megfogalmazott

kritériumot. Emiatt Vji-et modositani kell, ha wyVj; > 0 nem teljesiil.

(2.18)

o Vkl ha kakl >0
| esign(wp)vZe ha wpVig <0,

ahol £ > 0 kicsi. Igy elérjiik, hogy a feltételiink teljesiiljon, Vi, pozitiv lesz,

emellett kell6en kicsi. Ezutdn norméaljuk ngimd)—et egységhosszira, hogy az

ortonormaltsag kés6bb teljesiilhessen és szamoljuk ki Q,; = C”lV*TOd)—t djra.
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2. Arazas Gauss—Hermite-kvadratiraval a Black—Scholes-modellben

Ezaltal sikeresen meghatéaroztuk @Q,;-t, most egy olyan ortogonéalis matrixot kell
alkotnunk, melynek ez az els6 oszlopa. Valasszuk a megfelel6 Householder-matrixot,
R-t, mely az e; = (1,0,0,---)T € RY vektort a Q elss oszlopéba tiikrozi. Ehhez
normalvektorként v = (Q,; — €1)/|Q,, — e1|-t kell hasznalnunk. Igy

R=1-2vv", mellyel R, ,=Q, ¢é CR, =V, (2.19)

V' tovabbi oszlopait |V ,;| szerint szeretnénk sorba rendezni. Ez a numerikus
integralas szempontjabol lényegtelen, hiszen a tobbi dimenzién mér ugyanazt az el-
jarast alkalmazzuk, azonban a 2.3.3. fejezetben bemutatott dimenzidcsokkentésnél
sziikségiink lesz ra. Ehhez C' R tovabbi oszlopainak szinguléris érték szerinti felbon-
tasat fogjuk felhasznalni. Legyen C (R, --- R,y) = U D L”, ahol U € RV*(N-1),
D € RN=Dx(N-1) diagonalis atlojaban csokkend sajatértékekkel, L € RIN-Dx(N-1)
és UTU = LTL = I. Valasszuk

10"
QzR(0 L) -t, (2.20)

ekkor @ valoban ortogonalis. Innen adodik V' = (V,; UD), melynek els6 oszlopa
teljesiti a két megfogalmazott feltételt, és a tovabbi oszlopok norma szerint vannak
rendezve D f6atloja miatt.

V megallapitasa soran sehol nem hasznaltuk fel K-t, igy ha az opciot tobb kotési
arfolyamra is be szeretnénk arazni, csak egyszer sziikséges elvégezniink a fejezetben

leirtakat.

2.3.2. M;-k megvalasztasa

Az egyes dimenziokban a racspontok szdméanak meghatarozasa (M;, j =
2,...,N) kulcsfontossagu 1épés a becslés sordn. A pontossag novelése érdekében
a minél nagyobb M, értékekben vagyunk érdekeltek, azonban a szamitési kapacitas
korlatait is figyelembe kell venni.

Tipikus valasztés, amikor minden dimenzidéban ugyanakkora felosztast vesziink.
Azonban okosabban jarunk el, ha kihasznéljuk, hogy az egyes dimenziok mentén
Cps nem ugyanolyan gyorsan valtozik, és tobb pontot helyezhetiink a kritikusabb

tertiletekre. Az el6z6 alfejezetben méar becslést adtunk |0d(2)/0z;|-ra. A Cauchy-
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2. Arazas Gauss—Hermite-kvadratiraval a Black—Scholes-modellben

Schwarz-egyenl6tlenséget a szdmlalora hasznalva feliilrsl tudjuk becsiilni:

dd(2)
8Zj

gTv*j
gTV*l

\1

. 2.21
g™V | (2:21)

Vegyiik tehat ilyen ardnyban az egyes dimenziok felosztépontjainak szamét.
Jelolje [z] az egészre valo kerekitést, és legyen A a felhasznalt pontok szamara vonat-
koz6 paraméteriink. Ezt a kivant pontossag szerint valasztjuk meg. Ekkor definialjuk

M;-t 4gy, mint

V.l

M, = | 12l
! g™V .l

A+ 1| minden j>2 -re. (2.22)

2.3.3. Dimenzi6csokkentés

Az éarazési modszer legf6bb gyengesége, hogy az alaptermékek sziamanak no-
velésével exponencialisan né a sziikséges pontok szama, hiszen egyre tébb dimenzi6
mentén kell integralnunk. A f6komponens-analizis ebben nytjthat segitséget. A 2.3.1.
fejezetben bemutatott eljaras eredményeképp V' métrix oszlopai a masodik oszloptoél
kezdve csokkend sulyok szerint vannak rendezve. N’ dimenziot szeretnénk meghagy-
ni, ahol a varianciahanyad értéke miatt agy gondoljuk, hogy N’ < j < N-re |V |
kicsi. Emiatt ezeknek a dimenzioknak a hatasa d(Z)-re nézve elhanyagolhato.

Legyen 2 = (0, z9,--+ , 2y, 0,--+,0)", ahol méar nemcsak az els§, hanem az
utols6 N — N’ dimenziot is kinullazzuk. Feltételezésiink szerint tehat d(2) ~ d(2).
Emiatt Cgs(2) mér csak fi(2)-n keresztiil fligg az elhagyni kivant dimenzioktol.
Legyen

/

fo(%) = exp ( Z V24 Vii). (2.23)

Ennek segitségével a kozelité ar megadhato, elgszor Cpg(Z)-t definidlva, majd

csak az els§ N’ dimenzi6 mentén numerikusan integralva. Legyen

Cps (% Zkakfk (d(2) + Via) — K®(d(2)), ekkor (2.24)
My

c~ —TTZ Z 3 .. MN/ C’Bs( , mz,...7z%]1v\r//’07...,()). (2.25)
ma=1 myr= 1

Igy Gsszesen M’ = Hj\; M; ponton kell behelyettesiteniink.
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3. fejezet

Arazas a Bachelier-modellben

Az 1.2.2. fejezetben mér roviden bemutattunk a Bachelier-modell mogott al-
16 feltételezéseket és motivaciot. ElGfordulnak olyan spread opciok, amelyeknél az
alaptermék ara negativ is lehet, illetve léteznek olyan konstrukciok is, ahol ma-
ga az alaptermék egy arkiilonbség (példaul olajpiaci spread opciok, melyeket az
alaptermékek aranak kiilonbsége alapjan jegyeznek). Ilyen esetekben a geometri-
al Brown-mozgéas nem toltheti be az arfolyamat szerepét, viszont egy megfelelGen
skalazott Brown-mozgéas mar alkalmas lehet erre. A kovetkezSkben levezetjiik az
arazéasra vonatkozo parciélis differencidlegyenletet, illetve a call opcié arat megadd
zart formulat. Megnézziik, hogyan szamithatjuk at a Black—Scholes-modell volatili-
tasat a képlet alkalmazasahoz. Végezetiil megadjuk a spread és basket opcidk arara

vonatkozo formulat. A fejezethez felhasznalt szakirodalom [9], [30] és [18].

3.1. Zart képlet egy opcié arara

Vegyiink el6szor egy olyan piacot, ahol egy kockazatos alaptermék van csak jelen.
A Bachelier-modellben a hatéaridés arfolyamokra normalis eloszlasat feltételeziink,

azaz, hogy F' aritmetikai Brown-mozgast kovet,

dF(t) = (u—r)dt + o dW (), (3.1)

ahol p és o paraméterek ugyanigy a driftért és a volatilitasért felelnek, azonban
értékeik nem feltétlen egyeznek a Black—Scholes-modellbeli értékekkel.

Az 1.2.2. fejezetben mér meghataroztuk a kockézatsemleges mértéket. Nézziik a
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3. Arazas a Bachelier-modellben

dinamikat a Q alatt, ezt (1.23) egyenletben méar ismertettiik:

dF(t) = o dW(t). (3.2)
Azaz a forward 4ra a t pillanatban éppen N (F(t),0?(T —t)) normalis eloszlasu. Igy
e " T=OEQ((F(T) — K)*|F(t))-t felirva a kévetkezd integralt kell kiszamolnunk:

e—r(T—t)

V2r

c(t, F(t)) = /_ h (F(t) +oVT —ty — K>+e_y22 dy. (3.3)

o0

Tovabb szamolva és a d = % jelolést hasznalva,

daFﬁnzeﬂuq) N (F©)+ VT =y - K)e % dy -

2 0)/oVT—E

ﬁ

i (F(t) ~ K)o
= F(t)— K)e 2 dy+
V2T (K— F(t /a\/ﬁ
T t /T 2
+ U ye_% dy —
(K—F(t))/o/T—

) [(F(t) ~K)®(d) + 2V T ”\/TQ_; te—dﬂ .

Hasonléan adodik a put opcid ara is, ami a kovetkezs:

Pt F(£)) = T | (K = F(£))®(~d) + o

3.2. Alkalmazas spread és basket opciokra
Vegyiink most egy spread vagy basket opciot a Bachelier-modellben. Adottak

hataridésarfolyam-dinamikak, az eszkozok kezdsértékei Sy (0). Wi(t) a k. terméket

meghajté Brown-mozgas, paronkénti korreldciojuk py;. A kifizetésfiiggvényiink

N N
(P(T) - K) . abol  P(T) =Y wy Su(T). (3.7)

k=1
Spread opcioknal két termékiink van, w; = 1 és wy = —1. Basket opcidknal

altalaban feltessziik, hogy a silyok pozitivak, de ez matematikai szempontbdl nem
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3. Arazas a Bachelier-modellben

sziikséges.

A Black—Scholes-modellnél problémank adddott abbol, hogy lognormalis valto-
zok linedris kombinacidja nem lognormalis, igy nem tudtuk alkalmazni a klasszikus
call opciok arat megadd Black—Scholes-képletet. A Bachelier-modell alatt viszont
az alaptermékek tetszdleges id6pontbeli dra normalis eloszlasi, szinttgy, mint ezek
linearis kombinacioja. Igy tudjuk a spread és basket opciok arazasahoz az elbb
kiszamolt zart képletet hasznalni, ezt [9] részletezi.

Allapitsuk meg a paramétereket:

N N

N N
fp = Zwk e, qp = Zwk Gy, Op= Z Zwkwjpkjakaj. (3.8)
k=1 k=1

k=1 j=1

Amennyiben t id6pillanatban vagyunk, a P(t) kezdeti érték S | wy, Si(t), a P-re
vett hataridss arfolyam P(t)el"—ar)(T=1),
A (3.4) képletbe beirva a spread/basket call ara

UP\/T — te_d2/2

—r(T—t) (r—qp)T
e P(t)e — K)®(d) + , 3.9
(P() () + Y 3:9)
P(t)er—ap)(T—t) _ |
ahol d = L1 . (3.10)

O'p\/T—t

3.3. Volatilitasok megfeleltetése

Fontos, hogy a Bachelier-modell szérasa nem ugyanazzal a jelentéssel bir, mint
a Black—Scholes-modellben. Itt F'(t) valtozasanak szorasat nem relativ, hanem ab-
szolut értelemben adjuk meg, igy nem hasznalhatjuk ugyanazt az értéket. Ha az a
célunk, hogy pontosan egyezzen a két modell altal adott ar, kiszdmolhatjuk az impli-
kalt volatilitast. Most nem erre koncentralunk, kozelit6 képletet szeretnénk megadni
a szoréasra ugy, hogy ehhez ne legyen sziikség a Black—Scholes-modellbeli ar kisza-
molaséra.

Amennyiben adott ¢2° Black-Scholes-modellbeli volatilitas, akkor a leggyako-
ribb valasztds a Bachelier-modellben o029 F;(0) hasznédlata. Ezzel rovid lejaratokra
ATM opcidk esetén egész kozeli eredményeket kapunk. Schachermayer és Teichmann
[30]-ben vizsgélta az eltérés mértékét, arra jutottak, hogy O((025v/T)?) a nagysag-

rendje.
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3. Arazas a Bachelier-modellben

Mi egy mésik modszert valositunk meg. Azt szeretnénk elérni, hogy a két mo-
dell esetén az opci6 ardban szereplé véletlen tag azonos szoérassal rendelkezzen.
Ehhez spread opci6 esetén a két eszkoz kiilonbségét, basket esetén a silyozott
kosar értékét tekintjiikk, majd analitikusan, a Black—Scholes-modellben megadott
volatilitasok segitségével kiszdmoljuk a T-beli szérast. Ugyanezt megismételjiik a
Bachelier-modellben megadott dinamikak segitségével is, a volatilitasokra paramé-

terként tekintve. Ezutan egyenlévé tessziik a két oldalt, majd megoldjuk az egyen-
BAC

letet o;”“%-okra. Mivel tobb ismeretleniink van, ezért azzal a megszoritassal éliink,
hogy minden értéket voP9 F;(0) alakban keressiik, igy igazabol v-t szeretnénk meg-

hatarozni. Ez numerikusan megtehetd.
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4. fejezet

Vegyes modell

(Gauss—Hermite-kvadratiaraval

A kovetkezSkben szeretnénk megvizsgalni azt az esetet, ahol az alaptermékekrsl
bizonyos okokbdl eltérd dinamikét feltételeziink. Ez a fejezet teljes egészében 6nallo
munka eredménye. Példaul érdemes lehet ezt a tipust modellt megfontolni, ha a spre-
ad opci6 egy energiahordozo és a bel6le elGallithato energia arara vonatkozik. Ekkor
a spread opcio felfoghat6 gy, mint egy hedge az erémii miikddtetésére. Az energia-
hordozo (példaul uranium, szén) ara feltételezhetGen nem lesz negativ, igy szivesen
maradnank a geometriai Brown-mozgas feltételezésénél. Azonban az aram kereslete
valtozékony, tarolasa nehézkes, a termelés pedig sok esetben nem kapcsolhato le egy
pillanat alatt. Igy ennél az alapterméknél érdemes lehet normalis eloszlast feltenni.

Szeretnénk tehat bearazni egy olyan spread opciot, ahol az egyik termék arfolya-
ma geometriai Brown-mozgast kovet, a mésik termék pedig a Bachelier-modellben
megkovetelt dinamikanak tesz eleget. Vegyiik észre, hogy elegendd azzal az esettel
foglalkoznunk, ahol az els§ valtozo lognormaélis, hiszen amennyiben ez nem allna
fenn, (1.4) és (1.6) segitségével a megfelels alakra hozhato a feladat.

A lognormélis eszkoz dinamikéja

Ahhoz, hogy a diszkontalt részvényarfolyam martingal legyen, a forward arnak is

martingalnak kell lennie, {gy keressiik W, (t)-t, hogy

dFy(t) = oy Fy (1) AW (). (4.2)
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4. Vegyes modell Gauss—Hermite-kvadratiraval

Ez ugyanaz a feladat, mint amit a Black-Scholes-modellnél néztiink, dWy(t) =
dWi(t) + = dt = dWi(t) + A\ dt j6 valasztas.

Vegyiik Wy (t) fiiggetlen Brown-mozgast és legyen a két eszkozt meghajto folya-
matok korrelacioja p € (—1,1). Ekkor a méasodik eszkoz dinamikaja megadhato,
mint

dFs(t) = (e — r) dt + poy dWi(t) + /1 — p2os dWs(t). (4.3)

Valasszuk meg Wg(t)—t a kovetkezé modon:

d%(t):d%(tH( poor P

1
V1= pPoy /1 —pPoy

Atirva (4.3) egyenletet W, (t)-re és Wg(t)—re

) dt = dWs(t) + Nodt.  (4.4)

dFy(t) = pos dWy(t) + /1 — pPos dWs(t)  adodik. (4.5)

Ez pont az, amit szerettiink volna elérni, hiszen amennyiben taldlunk olyan mérték-
véltast, amely utén W, (t) és Wg(t) fiiggetlen Wiener-folyamatok, akkor ez alatt a
mérték alatt mindkét forward arfolyam martingal lesz. Alkalmazzuk a tobbdimenzios

Girszanov-tételt. Eszerint

Z% = exp (— /OT A dWi(s) — /OT A2 dWa(s) — g()\% + A%)) (4.6)

Radon-Nikodym-derivalt altal meghatérozott Q mérték alatt W, (t) és Wg(t) fiigget-
len Wiener-folyamatok lesznek, igy ez lesz a megfelel6 kockazatsemleges mértékiink.
Vizsgaljuk most a T-beli eloszlasokat Q alatt. Ehhez vegyiik 7, illetve Y N(0, 1)

eloszlasu fiiggetlen valtozokat. Ekkor

(Fl (T)) 4 Fy(0) - e 20t THo1VTZ (@7
Fy(T))  \ F(0) 4 pooV/'TZ 4 /1 — p20oVTY '

A 2. fejezetben végzett szamolashoz hasonloan irjuk fel a kifizetésfiiggvény koc-

kazatsemleges mérték alatti varhato értékének diszkontaltjat.

c=eT / / (Fl(o) e 21 TTOVTE B (0) — poa/Tz— (4.8)
- - + ]_ 1,2 2
—\/1—/)202\/?3/—[() ~2—e’§(z ) dy dz. (4.9)
T
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4. Vegyes modell Gauss—Hermite-kvadratiraval

Jeloljiik a zarojelen beliil az y-t6l nem fiiggs tagokat f(z)-vel. Legyen tehat
f(z) = F1(0) - e 2ot THonVTs _ F5(0) — pag\/Tz - K. (4.10)

Keressiik meg azt a tartoméanyt, ahol a kifizetés nemnegativ. Mivel a payoff y-nak
lineéris fiiggvénye, rogzitett z mellett keressiik tehat y azon értékét, ahol a kifizetés

éppen 0. Legyen ez a hatar d(z).

B f(2)
d(z) = Vi (4.11)

Igy mar az integralasi hatarok modositasaval megsziintethetjiik a pozitivrész-vételt:

z) "
= ’"T/ / 1—p 02\/_y)—e’§ 24 dy dz. (4.12)

Végezziik el az y valtozo szerinti integralast. Az eredmény

—%d(Z)2> 1 e_%dez. (4.13)

c=e " /_Z (f(z)(b(d(z)) + /1= p2ooVT NGr:

1
—
V2

Ez az alak mar alkalmas arra, hogy a megmaradd dimenzioban Gauss—Hermite-
kvadrattra segitségével elvégezziik az integralast. Jelolje M a pontok szamat, legye-
nek zi, ..., z) a felosztépontok, sq,.. ., sy pedig a pontokhoz tartozé sulyok. A call

opci6 ara kozelithets a kovetkezs alakban:

~ —TTZ Sm.< 2m)P(d(zm)) + /1 — 1W€_§d(zm)2>- (4.14)

A volatilitdsok konverziojaval ennél a modellnél is foglalkoznunk kell. A 3.3.

fejezetben ismertetett megoldasok tovabbra is alkalmazhatoak.
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5. fejezet

Numerikus eredmények

Ebben a fejezetben a kordbban bemutatott arazasi modszerek pontossagat fogjuk
megvizsgalni. Az implementacié6 Python programnyelven toértént. A tesztek soréan
T =1,r=5%, ¢; = 0 értékeket hasznalunk, amennyiben ezt masképp nem jelezziik.

Elgszor a Black—Scholes-modell alatti Gauss—Hermite-kvadratarat alkalmazo
arazassal foglalkozunk. Megvizsgaljuk, milyen mértékben javitjdk a pontossidgot a
2.3. fejezetben bemutatott kiegészitések. Megnézziik az els6 dimenzid ligyes megva-
lasztédsanak hatésat egy szemléletes példan, majd egy konvergenciatesztben. Ezutan
azt teszteljiik, hogy az egyes dimenziok mentén, ha 2.3.2. fejezet szerint vélasztjuk
meg az M; értékeket, milyen javulast érhetiink el az egyenletes verziohoz képest.
Ezt kovetSen a dimenziocsokkentés hibéit probaljuk megbecsiilni.

Ezutan 6sszehasonlito teszteket végziink. Monte Carlo szimulaciéval is imple-
mentaltuk az arazast, ehhez szeretnénk hasonlitani a Gauss—Hermite-kvadratirat
felhasznalo szamolas eredményét. Az Gsszehasonlitas el6tt egy kiilon tesztben vizs-
galjuk a modszer konvergencidjat, illetve az antitetikus valtozok hasznélatanak eld-
nyét. A Monte Carlo szimulacion kiviil a Margrabe-képlet eredményeit is Osszevetjiik
ezzel az arazasi modszerrel.

Attérve a vegyes modellben megvalositott kvadratiras arazasra, ugyanigy meg-
vizsgaljuk a konvergencia gyorsasagat, illetve 6sszemérjiik a Monte Carlo szimulécio
eredményeivel. Végezetiil a Black—Scholes-, Bachelier- és vegyes modellekben kapott

arak viszonyat vizsgéljuk.
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5. Numerikus eredmények

5.1. Kvadraturaarazas a Black—Scholes-modellben

5.1.1. Els6 dimenzi6é megvalasztasanak hatasa
Elméleti példa

2.3.1. fejezetben megnéztiik, miként érdemes megvélasztani az els§ dimenziot,
azaz elforgatni a koordinatarendszert, hogy a leginkabb szamitasigényes integralast
analitikusan végezhessiik. Nézziik meg egy szemléletes példan, melyet [8] cikk ins-
piralt. Egy kételemt basket put opciot arazunk be r = 0% mellett, a paraméterek
tgy vannak megvalasztva, hogy a kifizetésfiiggvény (4 — e¥ — e*)™, ahol y és z stan-

dard normalis eloszlasiak. A numerikus integralas lépéseit a [—3, 2] intervallumon

vizsgaljuk.
5 Ervényességi tartomany 3E1S6 dimenzié mentén integralds utan
.................. R ———
1< ........ S N N
2<
0 ’N\ T .
= o
=l 1 o, 1 X
_ s X
i 01 Forgatés nélkiil: 1.06%
5 Forgatédssal: 0.69%
-3 —2 —1 0 1 2 -3 —2 —1 0 1 2
Z Z

1. abra. Els6 dimenzié megvalasztédsanak hatasa

1. abra bal oldala mutatja az érvényességi tartomanyt. A z — d(z) gorbe alatti
teriileten all fenn 4 — e¥ — e¢* > 0, hiszen pont igy definialtuk d(z)-t (2.10)-ben.
Ezt a teriiletet szeretnénk meghatérozni. A sarokban jeloltiik az eredeti (kék), illet-
ve az optimalisan elforgatott (zold) koordinatarendszer els6 egységvektorat. Mivel
a kifizetésfiiggvény szimmetrikus a két eszkozben, igy ez a koordinatarendszer az
eredeti 45°-os elforgatottja lesz. Az elsé dimenzié szerinti integralas eredménye egy
fiiggvény, PB(z). Ezt mutatja be a jobb oldali dbra a két kiillonb6z6 koordinatarend-
szer esetén. Ez az elvégzett integralas analitikusan tortént, viszont PB(z)-t mar a
Gauss—Hermite-kvadratura segitségével kozelitjiik. Ennek kijelolt pontjait zold és
kék X-ekkel jeloltiik n = 6 rend esetén. A vizsgalt intervallumba 4 pont esik, ezen
fliggvényértékek sulyozott Gsszegeként becsiiljiik a teriiletet. Az eredmények relativ

eltérése a pontos értéktdl forgatas nélkil 1,06%, forgatassal 0,69%. A masodik ver-
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5. Numerikus eredmények

zi6 el6nyének oka az abran is latszik. Az eljaras soréan ugy valasztjuk meg az elsé
dimenziot, hogy az integralas utan kapott eredmény a leheté legsimabb legyen, ez-
altal konnyebben kozelithetd legyen egy polinommal. Ezzel szemben az eredeti, kék

gorbe log 4-ben torik, igy a numerikus integralas nagyobb hibat eredményez.

Hatasa a konvergenciara

A kovetkezSkben egy-egy spread, illetve basket opcion nézziik meg a Gauss-

Hermine-kvadratira integralkozelités konvergenciajat. A spread opcional S;(0)
120, S3(0) = 100, K = 20, 01 = 09 = 20%, p = 0,5 értékeket valasztottuk. A

héromelemt, egyenls (w; = 1/3) stlyozasi basket opci6 arazéasi paraméterei: Sy (0)

120, S5(0) = 80, S3(0) = 100, K = 100, o; = 20%, illetve az egyes alaptermékek

korrelacidja paroként 0,5. A kozelités rendjét 1 és 20 kozott vizsgéljuk, a basket
opcional az My = M3 megszoritast tessziik. A dimenzionként eltérd felosztaspontok
hatasat a kdvetkezs tesztben probaljuk megallapitani. Két esetet vizsgalunk, amikor
alkalmazzuk 2.3.1. fejezetben leirtakat, illetve amikor az eredeti dimenzi6 szerint
integralunk. A 2. abra y tengelyén logaritmikus skalan jelenitjiik meg a teljesen
konvergalt (n = 300) eredménytsl szamolt relativ hiba abszolut értékét, azaz a
kisebb rend segitségével és n = 300-zal vett ar abszolut kiillonbségét vessziik, majd

elosztjuk a teljesen konvergalt eredménnyel.

Spread opcid

Basket opcid

1072’ % -1 x
% 10 x  Forgatas nélkiil
x x Forgatéssal

1075 X —4
_ . 10 .
2 2 x
— X
= o107 z 107 x
b= x 5 1077 *
< < x
glo’“' X \gl()’m* X ox 5
= x =

x X
10714’ x 10713, x x
X
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Pontok szdma

Pontok szama

2. abra. Kvadraturads numerikus integralas konvergenciaja

A két példaban azt tapasztaljuk, hogy a forgatas nélkiili esetben 16, a fejlettebb
modszernél pedig 10 felosztopont utan mar nem javul jelentésen a kozelités. Ennél

kevesebb osztopont valasztésa esetén is sokkal jobban teljesit a forgatdsos modszer.
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5. Numerikus eredmények

A konvergencia rettentGen gyors, a hiba exponencialisan javul a pontok szaménak

novelésével, 20 rendnél elérjiik a 107 mértékd pontossagot.

5.1.2. M;-k megvalasztasanak hatasa

2.3.2. fejezetben megvizsgaltuk, hogyan érdemes megvélasztani a racspontok szé-
mat az egyes dimenzidkban. Most megnézziik, mennyivel lesz gyorsabb a konver-
gencia, ha eszerint jarunk el, és nem ugyanannyi felosztopontot hasznalunk a ma-
sodik és harmadik dimenzié mentén egy haromelemi basket opcional. Ugyanazt
a példat hasznaljuk, mint az el6z6 tesztnél, csak a szoérdsokat modositjuk, legyen
o1 = 50%, 09 = 30%, 03 = 10%. Az els6 dimenziot optimalisan valasztjuk meg. A 3.

abran az = tengelyen most Ms - M-t jelenitjiik meg.

107 «
x  Dimenzionként egyenld
X
— 104 Dimenziénként eltérd
@
e}
= e
% 10771 %
7 10714 x
m X 5
107134 X x
% X sk XXy
0 100 200 300 400

Récspontok szama

3. dbra. Racspontrendek megvélasztasanak hatésa a konvergenciara

Az optimélisan megvélasztott raccsal gyorsabb konvergenciat értiink el, a pél-
dankban A = 33 utan mar nem valtozott jelentSsen az ar, ugyanigy 1071 nagysag-
rend kozelében maradt a hiba a teljesen konvergalt eredményhez képest. Ez 152 racs-
pontnak felelt meg. Ezzel szemben az egyenl§ felosztast hasznalé modszer n = 20-ra

400 racspontot hasznalva is "csak" 10711 kozelséget volt képes elérni.

5.1.3. Arazas dimenzi6écsokkentéssel
Varianciahanyad szerepe

A kovetkezSkben a 2.3.3. fejezetben leirt f6komponens-analizist hasznalé dimen-
zibesokkentést teszteljiik. A f6komponens-analizisben fontos mutato a kumulalt vari-
anciahanyad, mely azt fejezi ki, hogy az els6 néhany kivalasztott f6komponens a tel-

jes adathalmaz varianciajanak mekkora részét magyarazza. Kiszamitasdhoz a meg-
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5. Numerikus eredmények

tartando f6komponensekhez tartozo sajatértékek osszegét kell osztanunk az Gsszes
sajatérték osszegével.

A kovetkez példaban egy héromelemt, egyenls silyozast basketet néziink,
ahol S;(0) = 100, K = 100, az egyes alaptermékek korrelalatlanok. Tovabba
o1 = 50%, 09 = 50%, a harmadik eszkoz szorasat pedig 0,5% és 50% kozott val-
toztatjuk. Ahogy a szoras 0-ba tart, Ggy a kovarianciamétrix sajatértékei [1,1,0]-
hoz tartanak. Igy ha egy dimenziét hagyunk el, a kumulalt varianciahanyad 1-hez
tart. A maésik szélsGérték, ha mindharom szoéras megegyezik, ekkor a sajatértékek is
egyenldek, és a megmaradé varianciahényad 2/3.

A kiilonboz6 volatilitdsokra A = 4 mellett meghataroztuk az arat egy fékom-
ponens elhagyaséaval, illetve a teljes modellel is. A relativ hibdk abszolutértékét a

kumulalt varianciahényad fliggvényében 4. abra mutatja.

10724 %% x
X x x " 5

— x x
Z 1073 o
= X
N= x
=104 *
Eﬁ/ X
w2 X
m X
< 107°

1076 , , , *

0.7 0.8 0.9 1.0

Varianciahanyad

4. dbra. Kumulalt varianciahdnyad és relativ hiba kapcsolata

A varakozasunknak megfelel6en a kumulalt varianciahanyadban csokkend a hi-
bafiiggvény, azonban még a 2/3-os esetben is csak alig 1%-os eltérés keletkezett a

harmadik f6komponens elhagyaséaval.

Tovabbi példak dimenziécsokkentésre

Dimenzidcsokkentést sokelemti basketeknél érdemes alkalmazni, igy most egy
nyolc eszkozbdl allo, egyenls silyozasiu koséart valasztunk tesztesetnek. Az opcid at-
the-money, az eszkozok kozti korrelacié mindenhol 0,5, a szorasok értéke 20%. A
nagy szamitasigény miatt A = 3-ra vizsgaljuk az eredményeket, melyeket 1. tablazat
tartalmaz.

Mivel a termékek egyezdek, igy egy kivételével a kovarianciamatrix mindegyik sa-

jatértéke megegyezett. Emiatt egy tjabb f6komponenst bevéve mindig ugyanannyi-
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5. Numerikus eredmények

Fékomponensek szama l Kumulalt varianciahanyad L Relativ hiba
1 0,5625 0,0061%
2 0,6250 0,0053%
3 0,6875 0,0041%
4 0,7500 0,0036%
5 0,8125 0,0028%
6 0,8750 0,0023%
7 0,9375 0,0009%

1. tablazat. Relativ hibak kiilonbo6zd f6komponensekre - nyolcelemti basket

val né a varianciahanyadok Osszege. A relativ hibak 0,01% alatt maradnak, még az
egykomponenst modellnél is.

A 2.3.3. fejezetben leirtuk, hogy mindig a legkisebb siilyt komponenseket hagyjuk
el, kihasznaljuk, hogy a 2.3.1. részben alkalmazott szingularis érték szerinti felbontas
rendezi is sajatérték szerint az oszlopokat. Azonban amennyiben korrekciéra van
szitkség, mert wi Vi1 > 0 nem all fenn, nem biztos, hogy az els6 dimenziénak lesz a
legnagyobb sajatértéke. Ekkor a varianciahdnyadok 0sszege kisebb lehet, mint amire
szamitanank, illetve a hibak is megn&hetnek. Erre néziink egy példat.

Egy haromelemi, egyenls stilyozési és szorasi, at-the-money basketet vesziink.
Legyen p1o = p13 = —0,5 és pa3 = —0,3. Nem teljesiil a feltétel, igy korrekciot kell

alkalmazni. Ennek eredményeképp az els6é f6komponens silya csak 6, 5% lesz.

Komponensek szama L Kumulalt varianciahanyad L Relativ hiba

1 0,065 1,2486%
2 0,567 0,5050%

2. tablazat. Relativ hibak kiilonb6z6 f6komponensekre - haromelemit basket
negativ korrelaciokkal

A 2. tablazat mutatja be eredményeinket. Egy komponens esetén 1, 25% a relativ
hiba, amennyiben csak egy komponenst hagyunk el, még mindig csak 57% koriili
osszes varianciahanyadot és 0,51% eltérést tapasztalunk.

Természetesen a példaban fennélld eset nem egy tipikus kosar. Ameddig a sulyok
és a korrelaciok pozitivak, nem érhet minket ilyen meglepetés, igy a leggyakrabban

el6fordul6 esetekben nyugodtan alkalmazhat6é a dimenziocsokkentés.
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5.1.4. Osszehasonlitas a Margrabe-formulaval

A Margrabe-formula [25] zart képletet ad egy csereopcié arazasara a Black—
Scholes-modell keretei kozott. Mivel a csereopciok specidlis spread opcidk, igy K =
0 esetén pontos eredményt kaphatunk a Margrabe-képlettel. Ezt hasznéljuk ki az
S1(0) = 120, S2(0) = 100, K = 0, 01 = 02 = 20% adatokkal meghatérozott spread

opci6 aranak vizsgalatahoz. A korrelaciot —0,99 és 0,99 kozott valtoztatjuk.

Margrabe «10~° Pontok szdma: 5 %x10~9 Pontok szama: 10

281

|
—
|
—

261

Ar

24

Relativ hiba
L

Relativ hiba
:

221

201

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
Korrelacio Korrelacié Korreldcio

5. abra. Osszehasonlitas K = 0 mellett a Margrabe-formulaval

A 5. abra bal oldali része mutatja az ar alakulasit, mint latjuk, a derivativa
értéke a korrelaci6 monoton csokkend fiiggvénye. A kozépss grafikonon az 5 fel-
osztasponttal kiszamolt arakat hasonlitottuk a Margrabe-formula eredményéhez. A
relativ hibak 107 nagysigrend alatt maradnak mindvégig. Egy szingularitast ta-
pasztalunk 0, 83 kérnyékén. Ez az a pont, ahol sziikségessé valik a 2.3.1. fejezetben
bemutatott korrekcid, ugyanis wy Vi1 > 0 nem teljesiil. A jobb oldali abra 10 felosz-
topont segitségével torténd arazés hibait mutatja be. Ezzel méar nem tapasztalunk
kiemelt jelentéségtd pontot, a médszer egyenletesen 10~1° nagysagrendii hiba mellett

arazza a call opciot.

5.1.5. EllenSrzés Monte Carlo szimulacioval

Konvergencia vizsgalata

A kvadratiras arazasi modszer ellenérzéséhez Monte Carlo szimulaciot fogunk al-
kalmazni. Az antitetikus valtozok modszerét is implementaltuk a szoras csokkentése
érdekében, valamint 95%-os konfidenciaintervallumot készitiink. A basket opcidknél
a 1.5. fejezetben leirtak szerint implementaltuk az antitetikus valtozok modszerét.

A spread opcioknal még tovabb mentiink, X? = [X?, X:]T-b6l négy esetet készitiink
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és ezen kiértékelt kifizetésfiiggvények atlagaval szamolunk tovabb. A négy véletlen
par: [ X7, Xo]T, [Xi, = X437, [ X1, X347, [—Xi, —Xi]7. Ebben a tesztben szeretnénk
megbizonyosodni réla, hogy a szimulacié megfelel§ 1épésszam esetén konvergal.

A konvergencia sebességét egy-egy spread, illetve basket opcion néztiik meg. A
spread opcional S;(0) = 120, S2(0) = 100, K = 20, 01 = 09 = 20%, p = 0,5.
A héaromelemt, egyenls (w; = 1/3) stlyozast basket opcié paraméterei: S;(0) =
120, S3(0) = 80, S3(0) = 100, K = 100, o; = 20%, illetve az egyes alaptermékek

korrelacioja paroként 0,5. Az eredményeket a 6. 4bra mutatja be.

Spread opcid Basket opcid
- 10757
10.09 ™. x  Antitetikus
10501 = x  Hagyomanyos
05 10.251
= “ £10007 ;
9.01 ~ 9.751
x
____________ W
9.507 e I
8.51
. 9.251 .
10° 10* 10° 108 107 10° 10* 10° 108 107
[teraciok szama [teraciok szama

6. abra. Monte Carlo szimulacié konvergencidja

A futtatas soran 107-szer generaltunk T-beli eszkozarakat, majd az elsé n =
103,...,107 értéket hasznalva allapitottuk meg a derivativa arat. Lathatjuk, hogy a
modszer konvergél, az antitetikus valtozokat hasznéld verzid gyorsabban, sziikebb
konfidenciaintervallumokkal. 107 iteracio esetén mindkét esetben az antitetikus mod-
szernél a konfidenciaintervallumok hossza 0,01 alatti, igy tgy itéljiik meg, hogy ez
az ismétlésszam elegendd lesz a késébbi tesztek soran a Gauss—Hermite-kvadrattras

arazas ellendrzéséhez.

Osszehasonlitas

Mind spread, mind basket opciokbol tiz tesztesetet valasztunk ki, amelyeket
Gauss-Hermite-kvadraturaval és Monte Carlo szimulécioval is bearazunk. A szimu-
laciohoz antitetikus valtozokat és 107 1épést fogunk hasznalni. A mésik modszernél

spread opcioknal n = 10, basket opcidknél A = 4 beallitasokat alkalmazunk. Célunk,
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hogy minél valtozatosabb esetekben Osszevessiik az eredményeket a 95%-0s meghiz-
hatoséagi szintt konfidenciaintervallummal.

A vizsgélt spread opcidk adatait a 3. tablazat tartalmazza. Az a) eset mér ismerds
lehet a fejezet korabbi tesztjeibdl, egy ATM call opciérol van szo. A b), illetve ¢) elem
ennek modositottja, egy I'TM, illetve OTM opcié. Ezutan a korrelaciot valtoztatjuk,
d)-nél erds pozitiv, e)-nél 0, f)-nél negativ linearis kapcsolat van a két alaptermék
kozott. A kovetkezs két esetben a volatilitast noveljiik, g)-ben mindkét, h)-nal csak
az egyik terméknél. Ezutan megnéziink egy put opciot i)-ben, majd egy olyan esetet,

ahol az osztalékfizetési rata nem nulla j)-ben. Itt ¢; = 3% és ¢u = 2%.

L S1, S L K L o1, 09 L p
a) | 120, 100 | 20 | 20%, 20% | 0,5
b) | 120, 100 | -20 | 20%, 20% | 0,5
c) | 120, 100 | 60 | 20%, 20% | 0,5
d) | 120, 100 | 20 | 20%, 20% | 0,95
e) | 120, 100 | 20 | 20%, 20% | O
f) | 120, 100 | 20 | 20%), 20% | -0,5
g) | 120, 100 | 20 | 90%, 90% | 0,5
h) | 120, 100 | -20 | 90%, 5% | 0,5
i) | 120, 100 | 20 | 20%, 20% | 0,5
j) | 120, 100 | 20 | 20%, 20% | 0,5

3. tablazat. Spread opci6 tesztesetek adatai

A 4. tablazat tartalmazza az eredményeket, mindegyik esetben a konfidenciain-

tervallumba esett a kvadraturas arazas eredménye.

L Monte Carlo L Als6 hatar L Fels6 hatar L Kvadratara J Benne?
a) 9,3546 9,3515 9,3578 9,3566 Igen
b) 39,3706 39,3687 39,3725 39,3716 Igen
c) 0,6482 0,6470 0,6494 0,6478 Igen
d) 3,6717 3,6705 3,6729 3,6725 Igen
e) 12,9093 12,9045 12,9141 12,9097 Igen
f) 15,6351 15,6285 15,6416 15,6355 Igen
g) 39,3331 39,2991 39,3670 39,3160 Igen
h) 33,4016 33,3633 33,4399 33,3890 Igen
i) 39,3713 39,3691 39,3736 39,3716 Igen
j) 8,3508 8,3478 8,3539 8,3529 Igen

4. tablazat. Monte Carlo konfidenciaintervallumok spread opciokra

Minél valtozatosabb eseteket szerettiink volna a basket opcidknal is hasznalni.

A részletes paramétereket az 5. tablazat tartalmazza. Az a) eset egy ATM, a b)
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egy ITM, a ¢) egy OTM haromelemi basketre vonatkozo call opcio. A d), illetve
e) eseteknél a korrelaciokra fokuszaltunk, az egyiknél az alaptermékek kozott ma-
gas, a masiknal negativ korrelacios értékeket adtunk meg. Az f) esetben egy magas
szorasokkal rendelkez6 put opciot vizsgaltunk. A g), illetve h) esetek egy négy- és
hatelemi basketre vonatkoznak. Erre az utolsé két esetre a dimenzidcsokkentést is
teszteltiik, g)-nél 3, h)-nal 4 f6komponenst tartottunk meg. Ezekre a tovabbiakban
i) és j) esetként fogunk hivatkozni. Figyeltiink arra, hogy negativ stlyok is eléfor-

duljanak, mint a b) illetve a h) és j) basketnél.

N Si [ w; | K| oi L p

a) | 3| 120,80, 100 mind 1/3 ] 100] mind 20% mind 0,5
b) | 3 | 180,40,50 | 2/3,1/2,-1/6 | 100 | mind 20% mind 0,5
o) | 3| 180,40,50 | 1/12,1/4,2/3 100 | mind 20% mind 0,5
d) | 3| 120, 80, 100 mind 1/3 | 100 | mind 20% 0,7, 0,8, 0,9
e) | 3 | 120,80, 100 mind 1/3 | 100 | mind 20% | -0,5, 0,5, -0,3
fy | 3| 120, 80, 100 mind 1/3 | 100 | 90%, 70%, 80% | mind 0,5
g) | 4 | 120, 80, 100, 70 | mind 1/4 | 100 10%- mind 0,5
oo 0 TR T T e | ok 01

5. tablazat. Basket opcio tesztesetek adatai

Az eredményeket a 6. tablazatban kozoljiik. Egyediil az utolsé basketnal nem kap-
tunk a konfidenciaintervallumba esé arat. [tt a hatelemi basketet négy f6komponens
segitségével kozelitettiik, igy —0,21%-os hibat ejtettiink a Monte Carlo szimulécio
eredményéhez képest. Tekintve, hogy egy 6tdimenzids racs helyett csak egy harom-
dimenziés mentén szamoltuk ki az integralandé fiiggvény értékeit, ez még mindig

kis eltérésnek tekinthetd.

L Monte Carlo L Also6 hatar L Fels6 hatar L Kvadratura J Benne?
a) 9,1046 9,1011 9,1082 9,1066 Igen
b) 36,9483 36,9452 36,9513 36,9480 Igen
c) 0,0070 0,0069 0,0072 0,0071 Igen
d) 9,9261 9,9219 9,9302 9,9260 Igen
e) 5,1988 5,1976 5,2001 5,1990 Igen
f) 23,4238 23,4189 23,4287 23,4243 Igen
g) 5,7471 5,7431 5,7511 5,7433 Igen
h) 7,2700 7,2667 7,2732 7,2687 Igen
i) 5,7471 5,7431 5,7511 5,7433 Igen
j) 7,2700 7,2667 7,2732 7,2547 Nem

6. tablazat. Monte Carlo konfidenciaintervallumok basket opcidkra
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Osszességében elmondhato, hogy a Gauss-Hermite kvadratiran alapuld modszer
spread és basket opcidk arazasara egy gyors és a legtobb esetben nagyon pontos arat

szolgaltat.

5.2. Kvadratiraarazas a vegyes modellben

5.2.1. Konvergencia sebessége

Az integralkozelités konvergencidjanak sebességét szeretnénk felmérni a megfe-
lel rend megvélasztasdhoz. Az Gsszehasonlithatosag érdekében az 5.1.1. fejezetben
megvalasztott spread opcidra ismételjiilk meg a tesztet. A masodik termék arfolya-
mat fogjuk normalis valtozoként kezelni, a szorasat ugyanigy 20%-on hagyjuk. Az

eredményeket a 7. dAbra mutatja be.
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7. abra. Kvadraturas numerikus integralas konvergenciaja

A modszer konvergél, azonban a Black—Scholes-modellben tapasztalt sebesség-
hez képest joval lassabban. Mivel a kvadratira integralas modszerének sikere azon
miulik, hogy az integralandé fiiggvény mennyire kozelithet§ egy polinommal, igy a
teljesitmény nagyban fligg Cps-t6l. A modellkérnyezet valtasakor ez természetesen
megvaltozott, igy n = 100 felosztasponttal is 1073 nagysagrendd hibéat vétiink az

n = 300 esethez képest.

5.2.2. Ellen6rzés Monte Carlo szimulacioval

A vegyes modellben is implementaltuk a kvadratiraarazast, illetve Monte Carlo
szimulacioval is meghataroztuk néhany esetben az arat. Ugyanazokat a tesztesete-

ket vélasztottuk, mint 5.1.5. fejezetben. Mindig a mésodik terméket fogjuk normalis
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eloszlasunak vélasztani. A szimulaciok szdméat nem modositottuk, a kvadratiaradra-

zashoz n = 300 rendet hasznaltunk a tapasztalt lassi konvergencia miatt.

L Monte Carlo L Als6 hatar L Fels6 hatar L Kvadratara J Benne?
a) 9,9754 9,9655 9,9854 9,9738 Igen
b) 39,1879 39,1731 39,2026 39,1996 Igen
0) 1,1120 1,1086 1,1154 1,1212 Nem
d) 9,9425 9,9326 9,9524 9,9395 Igen
e) 10,0175 10,0075 10,0275 10,0118 Igen
f) 10,0543 10,0443 10,0643 10,0498 Igen
g) 41,8258 41,7550 41,8966 41,7677 Igen
h) 34,3584 34,2995 34,4172 34,3367 Igen
i) 39,5012 39,4895 39,5129 39,5029 Igen
j) 8,9742 8,9649 8,9836 8,9680 Igen

7. tablazat. Monte Carlo konfidenciaintervallumok spread opciokra

A 7. tablazat tartalmazza az eredményeket, egy eset kivételével a konfidenciain-
tervallumba esett a kvadratiras arazéas eredménye. A c) sorban az eltérés az inter-
vallum fels§ hataratol kevesebb, mint egy ezred. Ez az eset egy OTM opcid volt.

Osszességében elmondhatjuk, hogy a vegyes modellre adott eljarasunk képes
bearazni a spread opcidkat, azonban magasabb rend sziikséges a konvergencidhoz.
Sajnos az altalunk hasznalt Numpy kényvtar polynomial.hermite.hermgauss fiigg-
vénye csak n = 300-ig tartalmazza a sziikséges stlyokat és osztopontokat, igy maga-
sabb rendnél nem tudtuk tesztelni a modellt. Az viszont latszik, hogy érdemes lenne
az 2.3.1. fejezethez hasonldéan az els6 dimenzié optimalis kivalasztasaval javitani a

pontossagon.

5.3. Modellkornyezetek Osszevetése

Szeretnénk megvizsgéalni, hogyan viszonyulnak egymaéashoz a kiilonb6z6 model-
lekben fennall6 arak. Ehhez az 5.1.1. fejezetben hasznalt spread és basket opciot
vizsgaljuk kiilonbozd kotési arfolyamok és korrelaciok esetén. A Bachelier-, illetve
vegyes modell esetén az alaptermékek volatilitdsat természetesen megvaltoztatjuk. A
3.3. fejezetben emlitett modszert alkalmazzuk, azaz tgy allitjuk be a normalis elosz-
last eszk6zokhoz tartozo szorésokat, hogy a spread vagy basket szérasa megegyezzen

a modellek kozott.
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A 8. abréan a Bachelier-modell araibol vontuk ki a Black—Scholes-modellbeli ér-
tékeket. A szinskalat ugy allitottuk be, hogy a 0 értékeknél fehér szint alkalmazunk.
A z06ld teriileteken a Bachelier-modell ad nagyobb arat, a kék részen ellenkezd ira-
nya a relacié. Spread opcioknél azt tapasztaljuk, hogy a kiilonbségek a korrelacio
emelésével nének. Amennyiben K szerint abréazoljuk az eltéréseket, a hiba abszolut
értékben annal nagyobb lesz, minél kozelebb vagyunk az ATM esethez.

A basket opcional az eltérés abszolut értéke a korrelacioval egyiitt novekszik. Az
ATM kotési arfolyamhoz kozel, kissé felette megegyezik a két modell altal adott ar,
fiiggetleniil a korrelaciotol. Ennél nagyobb K-kra a Black—Scholes-, kisebb K-kra
a Bachelier-kornyezetben lesz magasabb az opcios dij. Az eltérések nagysagrendje

sokkal kisebb, mint ahogy azt a spread opcioknal tapasztaltuk.

Bachelier - Black-Scholes (Spread Opciok) — Bachelier - Black-Scholes (Basket Opcidk)

_—— 0.75 v 1
0.5

450 0501 0.45
. 3.00 0.30
& 150 0.251 0.15
T 0.0 0.00 0.00
5 -1.50 0.15
= -300 0007 -0.30

-4.50 045

—0.51 —0.251
0 20 40 80 90 100 110 120
K K

8. dbra. Black—Scholes-modell és Bachelier-modell

A spread opci6 esetén a differenciat felbontottuk a vegyes modellel valo elté-
rések Osszegére, ezt a 9. dbra mutatja be. Eszerint a vegyes modell szinte min-
den korrelacio-kotési arfolyam par esetén kevesebbre arazta be a terméket, mint a
Black—Scholes-modell, kivétel a nagyon magas K és erGsen negativ korrelacio esete.
A kiilonbség abszolut értéke ATM &r koriil, enyhén pozitiv korrelaciot feltételezve
a legnagyobb. A Bachelier-modellel vett eltérések feliilete a 8. abran latottakhoz

hasonlé dinamikat mutat.
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Vegyes - Black-Scholes (Spread Opcidk) Bachelier - Vegyes (Spread Opcidk)
- 0.75v
0.501
1.20 6.00
2 0.80 4.00
5 040  0.25- 2.00
S 0.00 0.00
3 -0.40 _
2 080 0.001 20
1.20 -4.00
: ’ -6.00
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9. abra. Eltérések a vegyes modellhez képest

Azt tapasztaltuk, hogy az arak a kotési arfolyam és a korrelacio széles skalan
torténd valtoztatasa esetén is kozel maradnak egymashoz a volatilitdsok megfelelé

konverzidja esetén.
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Osszefoglalas

A szakdolgozat a spread és basket opciok arazéasi modszereit vizsgalta, hangsi-
lyozva a pénziigyi derivativak ezen tipusainak alkalmazasi lehetGségeit is. A dolgozat
sorén el@szor részletesen bemutattuk a termékeket és a sziikséges matematikai hatte-
ret. A dolgozat két fontos modellt vizsgalt: a Black—Scholes- és Bachelier-modelleket.

El6bbi esetén nem alkalmazhatok egyszert analitikus képletek, kozelité megol-
dasok utan kellett nézniink. A dolgozat keretein beliil Gauss—Hermite-kvadraturaval
torténd arazasi eljarast vizsgaltunk. Emellett azt is bemutattuk, hogyan alkalmaz-
hato a Bachelier-modell akkor, amikor az alaptermékek arfolyama negativ értékeket
is felvehet. Itt zart képlettel adtuk meg az arat. A szakdolgozatban ismertetett ve-
gyes modell, amelyet sajat otletként dolgoztam ki, lehet&séget biztositott arra, hogy
olyan spread opcidkat is bearazzunk Gauss—Hermite-kvadratira segitségével, ahol a
két alaptermék eltéré dinamikaval rendelkezett.

A dolgozat végén a kiilonb6z6 modszerek hatékonysagat és pontossiagat numeri-
kus tesztekkel értékeltiik, és Osszevetettiik az egyes modellek altal adott eredménye-
ket. Osszességében a tesztek sikeresnek mondhatok, az dsszehasonlité tesztek soran
kideriilt, hogy az implementaciok helyesek, illetve rendkiviil gyorsan konvergalnak.

A szakdolgozatomat egy révid kitekintéssel szeretném zarni, amelyben ismerte-
tem a felmeriilt lehetséges tovabbi kutatasi iranyokat. Egyrészt a kvadraturaintegra-
last alkalmaz6 modszert a Black—Scholes-modellen tul mas modellkérnyezetekben is
érdemes lenne alkalmazni. Van Belle, Vanduffel és Yao [32]-ben Variance Gamma és
Normal Inverse Gaussian kornyezetben ad kozelitést spread opcidk esetén, eredmé-
nyeiket esetlegesen altalanosithatnank basket opcidkra is. Tovabba, a 4. fejezetben a
vegyes modellt csupan két eszkozre és spread opcidkra vizsgaltuk, igy a konvergencia
gyorsitasan kiviil egy lehetséges kiterjesztés lehetne, hogy minden alaptermék eseté-
ben szabadon meghatérozhassuk, hogy aritmetikai vagy geometriai Brown-mozgéssal

modellezziik a forward arfolyamot.
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MlI-eszk6zhasznalati nyilatkozat

Alulirott, Takacs Lili, nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alédbb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI-alapt eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt Felhasznalas | Megjegyzés
eszko6z helye
Nyelvhelyesség | GPT Teljes dolgozat | Helyesiras-ellendrzés, egyes mon-

datok stilisztikai atnézése, esetle-

ges ujrafogalmazasa

A felsoroltakon tul mas MI-alapa eszkozt nem hasznaltam.
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