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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretném kifejezni haldmat témavezetomnek, Kovacs Laszlonak, aki szakmai
tamogatasaval, utmutatasaval és a belém fektetett munkajaval jelentésen hozzajarult
a kutatasom sikeréhez. Kiilon koészonom, hogy a felmertilé kérdésekre, problémakra
mindig magas szintli szakértelemmel adott valaszt, ezzel is emelve a szakdolgozat
mindségét. Szintén halds vagyok a munkahelyi vezetémnek, Dord Attilanak a szak-
dolgozatirassal kapcsolatos tanacsaiért és batoritasaért, amely nélkiil ez a kutatas

nem val6sulhatott volna meg.
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1. fejezet

Bevezetés

A globélis éghajlatvaltozas egyik legjelentésebb hatasa a szélsOséges idéjarasi esemé-
nyek gyakorisaganak és intenzitasanak a novekedése. FEzek koziil is kiemelt figyel-
met érdemelnek a hohullamok, amelyek nem csak az emberi egészséget és kornye-
zetet veszélyeztetik, hanem jelentds hatdssal vannak a mezdgazdasagi termelésre is.
Hohullamnak neveziink egy olyan természeti katasztréfat, ami meleg napok soro-
zatdbol all (meleg napnak minésiil egy nap, ha a maximum hémérséklet meghalad
egy kiiszobértéket), tébb tanulményban is dltaldban 3 nap a minimum (Fenner et.
al, 2018, Campbell és Diebold, 2005). 2003 és 2018 kozott a héhullamok hosszénak
medidnja 5-6 nap volt, az atlag az ennél t6bb, kb. 8 nap (Garcia Leon et. al, 2021).
Ezek az események jelentés gazdasagi és tarsadalmi karokat okozhatnak, kiilonosen
az id6jarastol erésen fiiggd mezogazdasagban. A mezdgazdasigi termelés szoros kap-
csolatban all az idéjarasi koriilményekkel és a magas hémérséklet a terméshozam
csokkenésével jar. A szélsOséges homérséklet negativ hatdst gyakorol a novények fo-
toszintézisére, csokkenti a termékek mindségét és mennyiségét és ezek a hatasok az
élelmiszer arak alakuldsaban is megjelenhetnek. Szakdolgozatom célja, Osszefliggést

talaljak a héhullamok és mezégazdasagi karok egy részhalmaza kozott (nem terjeszt-



het6 ki ez a teljes orszagra, mivel egy nagyobb magyar biztosité adataival fogok
dolgozni, ami persze nem fedi le az egész piacot, illetve olyan kéarok is lehetnek, amit
az allam fedez, vagy olyan is el6fordulhat, hogy a gazddknak kell maguknak). Ehhez
els6 sorban hémérsékleti idésoros adatokat hasznalok, amit két részben fogok meg-
vizsgédlni: egy determinisztikus, illetve egy sztochasztikus rész. A modell determinisz-
tikus részében az idosorban rejlo trendet, illetve szezonalis hatasokat szeretném meg-
ragadni, a sztochasztikus részében, pedig az idésorban fennmaradé autokorrelaciot
és szorast szeretném modellezni, majd ezen informécidk segitségével elorejelezni a
kovetkezd 1 évre. A homérséklet valtozason tul mezdgazdasagi aszalykar-adatokat is
belevonok a kutatdsomba, hogy Osszefiiggéseket allitsak fel a hémérséklet-valtozasok
és a gazdasagi veszteségek kozott. A mezogazdasagi karok esetében extrémérték-
elméleti modell segitségével szeretném megbecsiilni a nagyobb mezdgazdasigi karok
bekovetkezési valdszintiségét. Az extrémérték-elméleti modellek alkalmazasa indo-
kolt, mivel az aszalykarok viszonylag ritkan bekovetkezd események, emiatt a ha-
gyomanyos statisztikai modszerek, amelyek a multbeli megfigyelések gyakorisagan ala-
pulnak, nem nytjtanak kelléen megbizhato alapot a jovobeli kockazatok becslésére.
Ez a modszertan kifejezetten a ritka, de potencidlisan jelentés hatdsi események
modellezésére szolgal, igy lehetdséget ad arra, hogy a szélsGséges aszalyesemények
valoszintiségérol és varhatd hatasairdl megalapozottabb kovetkeztetéseket vonjunk le.
Az elemzés részeként részletesen bemutatom a késobbi fejezetekben a hasznalt model-
lek matematikai hatterét, amelyek koziil kiemelt szerepet kapnak az id6soros modellek
(ezen belil is foként az ARMA és ARCH/GARCH modellek, amiket a késébbiekben
részletesen kifejtek) és az extrémérték-eloszlasok (blokk maximum, illetve kiiszobérték
moédszerek) vizsgdlatai. Ezek a technikdk segitenek pontosabban felmérni a héhulla-
mok id6beli hatasait, valamint lehet6séget nytjtanak arra, hogy elérejelzéseket készit-
sek a jovobeli esetleges karokrol. Az eredményeim hozzajarulhatnak a karcsokkentési

stratégiak és biztositasi modellek kidolgozasahoz, amelyek a fenntarthatd mezdégazda-



sagi termelést tamogatjak, illetve reményeim szerint hozzajarulhat az éghajlatvaltozas
kovetkezményeinek jobb megértéséhez és a mezogazdasagi alkalmazkodasi stratégiak

fejlesztéséhez.



2. fejezet

Szakirodalmi attekintés

A homérséklet alakulasanak vizsgalata kiilonosen fontos a biztositasi piacon, nagy re-
levancidja van a mezégazdasagi karok kialakuldsaban. Karl Larsson (2023) szot ejt a
héhulldmok vizsgalatanak fontossagardl: halalt (2010-ben 55 ezer halottat eredménye-
zett Eur6paban), kérhézi apolast okoz, ezen kiviil a vasutak ideiglenesen hasznalhatat-
lanna valhatnak, valamint az aramfelhasznalas is megno, ami aramsziinethez vezethet
(Karl Larsson, 2023). A h6hullamokhoz kothetd karok jelentések, (a 2003, 2010, 2015
és 2018-as éveket vizsgalva) az eurépai GDP 0,3-0,5%-4at teszi ki (Garcia Leon et. al.,
2021). Tovabba a munkaerore is hatdssal van, sokkal kevésbé lesz hatékony a gazdasig
és ez akadalyozza a novekedést. Szintén Garcia Leon (2021) szemlélteti, hogy 1960 és
2019 kozott a meleg napok szama duplajara nétt (meleg napok esetén a kiiszobértéket
az 1970 és 2000 kozti idGszak hémérsékletének a 90. percentilisét vette). A WMO
(World Meteorological Organization) (2021) jelentése szerint a szélséséges idéjaras
tobb szdz millidrd dollaros veszteséget okozott, ezeknek a 4%-a a nagy melegnek tud-
haté be. A cikk arra is kitért, hogy az elmult hét év volt a valaha legmelegebb hét
év (2015-2021). A 2021-es globdlis atlaghémérséklet 1,11 °C-kal volt magasabb az

iparosodas el6tti idoszakhoz képest.



A héhullam definidlasa probléméat vethet fel, mivel kérdés lehet az hogy hany
egymast koveto meleg nap esetén, illetve milyen kiiszobérték esetén mondhatjuk azt,
hogy héhulldm kévetkezett be. Egy kordbbi tanulmény (Fenner et. al, 2019) tébb de-
van sz6 hohullamrol, illetve az egyik esetben 6 nap volt ez az id6. Azonban ha bekdvet-
keznek ilyen események, legtobb esetben csak rovid ideig lesz magas a homérséklet
(egymadst kovetd napokat tekintve) (Perkins és Alezander, 2013), ezért nem érdemes
6 napos idéintervallumot hasznalni. Fenner et. al (2019) ezt meger&sitik, cikkiik
szerint a rovidebb de melegebb héhulldmok sokkal gyakoribbak, mint a hosszabb
de kevésbé meleg héhullam. Ezen kiviil szintén kérdés lehet, hogy napi maximum
hémérsékletet hasznaljunk, vagy napi atlag hémérsékletet. A kutatdasom céljat te-
kintve érdemesebb lenne napi maximumot hasznalni, mivel ha az atlaghomérsékletet
vessziik az nem szemlélteti annyira jol, hogy milyen meleg elérése esetén fog bekovet-
kezni valamilyen kér (mezdgazdasagi karokat tekintve jelentds kiilonbség lehet, ha a
homérséklet szérasa nagyobb egy adott napon, igy talan tobbet mondé az, ha a maxi-
mumot haszndlom az elemzésben és nem az atlagot). Emellett érvelnek Fenner et. al
(2019), illetve Smoyer, Tomic (2003). Vannak korabbi cikkek (Cao és Wei 2001, Tor-
ro Meneu és Valor 2001), amikben az atlagh6mérsékletet hasznaljék, viszont ezek a
modellek sokkal korldtozottabbak voltak (pl. az atlaghémérséklet kisimitja az extrém
értékeket, egy 40 fokos délutdn mar nagy kart okozhat), illetve tobb feltevéssel éltek
a szerzok.

Az igy definialt biztositdsi szerz6déseket (ahol egy elére meghatarozott kifizetés
torténik egy adott szélséséges id6jarasi korilmény bekovetkezése esetén) a pénziigyi
vildgban "id6jarasi derivativiknak” nevezziik. Ebben az esetben az alaptermék (ami-
nek az alakuldsa hatdrozza meg a kifizetést) lehet barmilyen idéjarashoz kothetd

mérhetd dolog, ilyen lehet példdul a homérséklet, csapadék vagy a havazés is (Camp-

bell és Diebold, 2005).



A kutatdsban fontos lehet az is hogy a fentebb meghatarozott paramétereket
(h&hulldm hossza, hdmérsékletre vonatkozo kiiszobérték, napi maximum hémérséklet)
tobb esetben is megvizsgaljuk. Karl Larsson (2023) esettanulmanydban megvizsgélja
(Berlinben) a 3-t61 11 nap hosszig tarté héhullamokat, illetve a szamuknak az alakula-
sat kulonféle kiiszobértékek esetén (ez 30 °C és 36 °C kozott 1 fokos novekményekkel
minden lehetséges kombinaci6). Ezen tanulmény is alatdmasztja, hogy jellemz6bb a
rovidebb de melegebb idoszak.

Kérdést vethet fel az is, hogy az orszdgon belil a hémérséklet nem mindenhol
ugyanakkora, illetve hogy ez esetben melyik tertiileten mért hémérséklettel dolgoz-
zunk. A véarosokban jellemz&en magasabb a hémérséklet (Fenner et. al, 2014), vi-
szont a mezogazdasagi tertiletek pedig mashol helyezkednek el jellemzoen. A térbeliség
hatésat is figyelembe kell venni (spatial variation), igy a kutatdsomban Magyarorszag
3 kiilonbozé pontjaban mért maximum hémérsékleteknek a minimumat fogom ven-
ni ennek a problémanak a kikiiszobolésére. Ez a harom varos Budapest, Debrecen,
illetve Nagykanizsa. Ezt a térbeli hatdst Karl Larsson (2023) szintén igy vonja be
az elemzésébe (& is 3 kilon varosban mért maximum hémérsékletet hasznél), igy azt

gondolom, hogy indokolt a szakdolgozatomban is ezt a médszert alkalmazni.



3. fejezet

Matematikai modszertan

3.1. Biztositasi szerzodés felépitése

Az alabbi matematikai modellt Karl Larsson (2023), Parametric Heatwave Insurance
cimi tanulmanya alapjan allitottam fel. A korabbi fejezetben meghatarozott hohullam

definiciéja szerint fogom felépiteni a modellt.

3.1.1. Hohullam definiadlasa

Definicié. Legyen A(n,a,7,7Z) ={Z; > a legaldbb n eqymdast kévetd napon keresztiil,
t €1}, ahol:

n = napok szdma

a = homérséklet kiiszobértéke

T = mérési iddszak (pl. nydri honapok)

Zy = napt mazimum hémérséklet t idében (°C)

Tehat azokat az eseményeket nézziik ahol a napi hémérséklet meghalad egy elore
rogzitett kuszobértéket. Az elézd fejezetben emlitett térbeliség bevonasa miatt Z;

helyett Z, = min(Z}, Z2, Z}), ahol a fels6 index a 3 kiilon helyen mért napi maximum
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hémérsékletet indikalja. Az a kiiszobértéket pedig kétféleképpen lehet meghatarozni,
statikusan és dinamikusan. A statikus modszernél csak elére meghatérozzuk az egyes
kiiszobértékeket (pl. 28, 30, 32, 34, 36), a dinamikus médszernél pedig az elmult
évek tapasztalataira tdmaszkodunk: P(Z; < a) = 0,9, azaz az idésor 90. percentilisét
hatarozzuk meg, kiillonboz6 idészakokra visszanyulva (pl. 2000-2024-ig vett idsor
90. percentilise, 2010-2024-ig vett idésor 90. percentilise és igy tovéabb). Tovabba a
napok szama meghatarozasahoz is tobb értéket fogok hasznalni. A korabban emlitett
tanulmanyokra hivatkozva 3 napra veszem a legrévidebb hohullamot, majd meg-
vizsgélok itt is kiilonféle értékeket. A 7 esetén pedig a méjus-szeptember idoszakot
fogom megvizsgalni. Fontos megemliteni, hogy diszjunkt és kiilonallé hchullamokat
vizsgalok (ez annyit jelent hogy példaul egy 6 napos hoéhulldimot nem szedhetek
szét két 3 naposra, ez a biztositasi szerzédés kifizetésénél jatszik fontos szerepet).

A szerz6dés kifizetéséhez meg kell hatarozni a bekovetkezett biztositasi események

« sz

3.1.2. Szerzodés definialasa

Definicid. Legyen I'(n,a,7,7) az A(n,a, 7, Z) események szama a T mérési iddszak-

ban.

Ezek utan tudjuk egy adott biztositasi szerzodés kifizetés fiiggvényét felirni:

Definicié. Legyen ®(T, K, n,a,7,7Z) = K - 1y a,r2)>1, ahol
= az esemény indikdtorfiigguénye
K = kifizetés mértéke kar bekovetkezése esetén

T = szerzddés lejarati datuma

A definiciéban fontos megemliteni, hogy itt tobb karesemény bekovetkezése esetén
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is csak egy kifizetést feltételez a modell. A lejarati datumot azért hasznalom a kifi-
zetésfiiggvényben, hogy kikiiszoboljem azokat az eseteket, amikor a karesemény nem
tehat T = 7, ha 7 = [7,, 7). Ez a biztositasi szerzédés azonban egy leegyszertisitett
feltételezéssel él, miszerint tobb karesemény esetén is csak egy kifizetés van, igy de-
finialok egy masik kifizetésfiiggvényt, ami mar més kifizetést eredményez, ha tobb

karesemény kovetkezik be.

Definicié. Legyen ®,,(T, Ky, n,a,7,7Z) = Ky - Irgmarz)y=m, m = 0,1,..., N(n,7),
ahol

m = kdresemény szdma

K,, = kifizetés mértéke m kdresemény esetén

N(n,7) = a mérési iddszakban a maximdlis lehetséges héhullamok szama (ez szerzddés-

ben elére meghatdrozott paraméter)

Trivialis hogy a mérési idészakban lehetséges maximalis héhullamok szama fiigg

az n és 7 paraméterektol.

3.1.3. Szerzodés kiértékelése

Ahogy a korabbi fejezetben is emlitésre kerilt (Campbell és Diebold (2005)), egy
ilyen biztositasi szerzodés tekintheto egy idéjarasi derivativanak, ahol a homérséklet
az alaptermék. Ahhoz hogy ki tudjuk értékelni a fent definidlt szerzédéseket, abbol
kell kiindulnunk, hogy Z; egy valésziniiségi véltozo6 az (§2, F;, P) filtralt valoszintiségi
mez6n, ahol F; = o(Zs,s < t) a Z természetes filtracidja, és P egy val6sziniiségi
mérték. Ahhoz hogy meghatarozzuk a szerzédés arat a ®(T, K, n,a, T, Z) varhaté je-
lenértékét egy masik ekvivalens mérték alatt kell meghatérozni, azaz EQ(®(T, K, n, a,

7,7)), ahol Q ~ P. Ezt nevezziikk kockdzatsemleges mértéknek. Ez a modell akkor
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hasznalando, ha azt feltételezziik, hogy a homérséklet ingadozasabdl fakadd kockazat-
nak van ara a piacon. Mivel a homérséklet nem egy altalanos pénziigyi termék,
amivel kereskednek a piacon, igy ezt az ekvivalens mértéket nagyon nehéz lenne meg-
hatarozni. Az egyszeriiség kedvéért feltesszik, hogy P = Q. Ezt tobb maésik ku-
tatasban is feltételként szerepel (Campbell és Diebold 2005, Karl Larsson 2023), igy

én is ezzel fogok tovabb dolgozni.

Definicié. Legyen V(t,T) = e T . E(K - Irpmarzy>1 | Fi), ahol folytonos kama-

tozast feltételeziink és r ennek megfeleloen valamilyen log hozam és T a lejdrat.

Ekkor V(t, T) a varhatoé kifizetés diszkontalt jelenértéke lesz. Fontos megemliteni,
hogy itt azzal a feltételezéssel él a modell, hogy a szerzédés lejaratakor torténik a
kifizetés. Kihasznalva azt, hogy K ~ F; (mérhetd), és hogy indikator varhaté értéke
megegyezik az esemény valdszintiségével, ezt tovabb tudjuk irni:

V(t,T)=e T Y. K.P(T(n,a,7,2) > 1| F) (3.1)

A masik szerzédés tipusnél anal6ég mdédon:
Vi (t,T) = e TV . K, - P(I'(n,a,7,Z) = m | F), m=0,1,...,N(n,7) (3.2)

A kutatasom masodik felében a kifizetés becslésére fogok fékuszalni és egy valtozdként
fogok ra tekinteni. Ez azonban annyi modositast igényel a modellben, hogy K helyett
E(K) fog szerepelni az egyenletben, ez persze konstans lesz, igy szintén kiemelhetd a

mérhetdség miatt:

V(t,T)=e T . R(K) -P(T(n,a,7,2) > 1| F) (3.3)

13



A szakdolgozatom célja els6sorban az, hogy megbecsiiljem a jovébeli karokat, ezzel
a modellel viszont a jovobeli karok ismeretében a szerzodés arat lehet meghatarozni.
Kérdés, hogy K értéke mekkora lehet, azaz ha bekovetkezik egy kiresemény, akkor
mekkora veszteséget okoz a mezégazdasagban. Tehat a K-ra adott becslés eredménye
fogja kiegésziteni ezt a modellt, és akkor kapjuk meg, hogy mekkora lesz a varhato
kar. Ennek meghatarozasa elétt a homérsékletet szeretném elorejelezni, hogy egy

pontos becslést kapjak a kovetkezo karvaloszintiségre vonatkozoan.

3.2. Homérséklet elorejelzése sztochasztikusan

A homérséklet fiigg a véletlentol, igy ahhoz hogy elore tudjuk jelezni a hémérsékletet,
fel kell irjuk a folyamatot egy determinisztikus, illetve egy sztochasztikus rész 6sszege-
ként:

Zy =8+ X, (3.4)

ahol S; az idosor determinisztikus része, és X; az idosor sztochasztikus része. Karl
Larsson (2023)-ban additiv modellt feltételez a berlini hémérsékletre, igy az idésorban
én is ilyen modellel fogok dolgozni, ami annyit jelent, hogy az idésor determinisztikus

része a trend és szezondlis hatasok Osszegeként all elo:

ahol T a trendhatds, G pedig a szezonalis hatds. Az utébbi 50 évben nem mutat-
hato ki szignifikans gyorsulds a globalis felmelegedésben (Communications Earth and
Environment, 2024), igy a T folyamatra egy linedris modellt fogok illeszteni a trend

megragadasdhoz. A szezonalitast Fourier sorokkal fogom kozeliteni, mivel minden
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periodikus fiiggvény felirhaté szinusz/koszinusz fliggvények Osszegeként:

Ty = fo + it (3.6)

N 2mnt 2mnt
Gy = n — | + Yy sin (| —=— 3.7
;::1(04 cos( 2 ) o sm( 2 )) (3.7)

ahol P az id6sor periodicitdsa, az én esetemben 365, o, és 7, pedig a szinusz és ko-
szinusz tagok sulyai. Az id6sor sztochasztikus része pedig X; = Z; — S; lesz és az X
folyamatrol azt feltételezem hogy egy AR(p) folyamat, Karl Larsson, (2023)-ra hivat-
kozva (azaz fiigg a sajat multjatol p késleltetésig), igy felirhaté a kovetkezSképpen:

4
Xt = Z )\Z Xt—i + Ut (38)
i=1

ahol u; = o.6; és ¢; 0 varhato értéki, fliggetlen azonos eloszlasi valtozé. Ezt az X
folyamatot nevezziik p-rendli autoregressziv folyamatnak. Fel tudjuk irni Z; folyama-

tot a kovetkezoképpen:

Zt =T —+ O¢€¢ (39)

ahol n; és o, F;_1 mérhetoek, €, ~ N(0,1) és fuggetlenek egyméstol és a multtol.
Ekkor n; lesz Z, feltételes varhato értéke, o, pedig a feltételes szorasnégyzete F;_i-re

nézve. A fentiekbdl kovetkezik az alabbi:

P
=S+ N(Zii — Si4) (3.10)

i=1

A az u; hibatag szorasa idoben nem allandé. FEzeknek a hatasoknak a kezelésére
szolgdlnak az ARCH folyamatok. A modellben az ARCH hatas feltételezése nem

trivialis, viszont korabbi tanulmanyra tamaszkodva (Ahcan, 2012) a hémérsékletben
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van ARCH hatas, igy azt gondolom, hogy jogos lehet ennek a modellnek az illesz-

kedését is megvizsgalni.

3.2.1. Az ARCH folyamatok

A fentebb emlitett idében nem alland6 szoras kezelésére alkalmasak az ARCH fo-
lyamatok. Az aldbbi modellt Robert F. Engle, (1982) alapjan &llitottam ossze. Te-
kintstik a (3.9)-es egyenletet, ahol az 7, folyamattal megragadtuk az idésorban a tren-
det, szezonalis hatést, illetve maradéktagban 1évo AR hatédst. Ennek a modellnek a
hibatagjairdl feltételezziik, hogy idében nem &lland6 a szérasa (més széval heterosz-

kedasztikus), azaz o, idéfiiggd valtozo. Induljunk ki egy egyszerti AR(1) folyamatbol:
Up = Aup—1 + € e ~ WN(0,0?) (3.11)

Az id6soros modellekben az elorejelzések a feltételes varhato értékek illetve feltételes

varianciak:
]E(Ut ‘ Utfl) = E()\Ut,1 + € ’ Utfl) = E()\ut,1 ’ ut,l) + E(Gt ’ Utfl) = )\ut,1 (312)

A masodik 1épésnél azt hasznaltuk fel, hogy a Au;_; mérhetd a feltételre nézve, il-
letve, hogy az ¢, figgetlen a feltételtol. A feltételes szérdsnégyzetre is hasonléan a

mérhetdséget és fiiggetlenséget felhasznalva:
D?(uy | us—1) = D*(Aug_y + € | ug_1) = D*(Mug_q | ug_1) + 0% = o (3.13)

Engle (1982) a heteroszkedaszticitas megragaddsahoz bevezet egy exogén valtozot

(¢¢), ami megbecsiili a varianciat azzal a feltétellel, hogy E(¢;) = 0. Ebben az
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esetben a modell igy fog kinézni:
U = €11 (3.14)

Ebbél kovetkezik, hogy az u; szérdsnégyzete D?(u;) = ¢? 07 lesz. Az elérejelzés
hibaja egy exogén valtoz6tol fog fiiggeni. Ezzel a megkozelitéssel az a probléma,
hogy megkdveteli a valtozékony variancia okainak a meghatarozasat, ahelyett hogy
ugy kezelné a feltételes varhaté értéket és feltételes szérasnégyzetet, mint egy idében

valtozo értéket. Ennek a probléménak a kikiiszobolésére alkalmas az alabbi modell:
U = O€¢ € ~ N(O, 1) (315)

ol = ap + au? (3.16)

ahol, ek fiiggetlenek egyméstol. A (3.15)-0s egyenlettel leirjuk az iddsort, gyakor-
latilag egy standard normaélis eloszlast valtozot szorzunk meg minden idépontban a
oy valtozéval (ami megadja az idsor volatilitasat), és a oZre frunk fel egy egyen-
letet, amivel megragadjuk az idében nem allandé szorést. FEz az ARCH(1) modell,

altalanossagban az ARCH(p) modell pedig igy néz ki:

p
af :a0+2aiut_i a; >0, i=0,1,...,p (3.17)
i=1

Ennek a tovabbfejlesztett verzidja a GARCH(p, q), amit Bollersev (1986) irt le. Ez a
modell annyiban kiilonbozik az ARCH-t6l, hogy a varianciat 6nmagénak a multjaval

is magyarazzuk:

p q
U§:W+Zaiut—i+25j0-t—j Oéi,ﬁj > 0, 1=0,....,.p 7=0,....q (318)
i=1 j=1
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A (3.17) és (3.18) egyenletek az idGsor szérasat kezelik (és az idésor trendjének id6beli
valtozasat, illetve az autokorrelaciét nem kezeli), igy ezt olyan véltozdkra szeretnénk

railleszteni, amiben mar nincsen semmilyen trend, illetve szezondlis hatas.

Definicié. Az X, X, ... iddsor gyengén staciondrius, ha E(X;) = konstans és
Cov(Xy, Xivn) = Cov(Xo, Xp), tehdt csak a két idépont kilonbségétdl figg, azaz el-

tolds invariansak.

A GARCH(p, q) egyenlet megoldasara Bollersev feltételt is adott, hogy mikor lesz

gyengén staciondrius:

Tétel. A GARCH(p, q) egyenlet megolddsa gyengén staciondrius, ha:
>+ Z?:l B <1
Ekkor u; fehérzaj és D*(uy) =

N (SIS B

Ha nem staciondrius idésorra illesztink ARCH/GARCH modellt, akkor a mo-
dellfeltételek sériilnek és nem lesz pontos az elérejelzés. A tovabbiakban az egy-
szeriiség kedvéért az ARCH modellel fogok dolgozni. A korabban bevezetett F;
filtraciora tekinthetiink dgy is, mint a t idépontig rendelkezésre allé informéacié.
Itt o, értéke kiszamithaté a multbeli értékekbdl és €, pedig standard normalis el-
oszlasi, valamint fliggetlen a multtél, azaz F;_1-t6l. A modellben feltessziik, hogy
2

az u; | Fr_1 ~ N(0,0?), azaz a miltra vett feltételes eloszlasa norméalis. Ekkor a o?

felirhaté az alabbi valtozok fliggvényeként:
0F = 0 (Up_1, Up_g, oo, Up_p, ) (3.19)

ahol, p az ARCH modell rendje, illetve o az ismeretlen paraméter vektor. Altalanos-

sdgban azt feltételezziik, hogy E(u;) = ¢, azaz késleltetett endogén és exogén
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valtozék linedris kombinécidjaként all elo, amik benne vannak az F;_; o-algebraban.
Ebben az esetben persze u; | Fi_1 ~ N(¢¢f;,04) lenne, azonban a mi esetiinkben
az AR(p) modellbél kapott hibatagnak az id6fiiggd varianciajat szeretnénk vizsgalni,
a hibatagnak a varhat6 értéke pedig 0, ezért elegend6 a (3.15)-es egyenletben felirt

esetet vizsgalni, ahol a varhato érték 0.

3.2.2. A Likelihood fiiggvény
Tekintsiik a kordbban mér definidlt ARCH(1) folyamatot:

1

U = 02 € (3.20)

Az egyszertiség kedvéért hasznaltam itt at% , hogy késébb a szdamolasnal o;-vel tudjak
szamolni a variancia esetében. Itt azt feltételeztiik, hogy az u; F;_i-re vett feltételes
eloszlasa normalis, azonban ebbdl nem kovetkezik az, hogy az u; vektor egyiittesen
normélis eloszlasi. Az ARCH(p) modellben a paramétereket maximum likelihood
modszerrel becsiiljilk, igy ahhoz, hogy a likelihood fiiggvényt meg tudjuk hatarozni
sziikségiink van az egytttes strlségfiiggvényre. Mivel az u; hibatagok egymastol
fiiggetlenek, igy az egyiittes stirtiségfliiggvényt a feltételes stirtiségfiiggvények szorzata-
ként kapjuk meg. A log-likelihood fiiggvényt pedig a feltételes log-liklihoodok Gsszege-
ként kapjuk meg. Legyen [ az atlagos log-likelihood, I; pedig a t. elem log-likelihoodja
feltéve, hogy T elem van. Az wu, feltételes stirtiségfiiggvényét ismerjiik, ebbdl persze

az egylttes siriségfiiggvényt ezeknek a produktumabdl kaphatjuk meg:

e (3.21)

T
fu1,...,ut - H



Itt egyébként lehetne feltételezni t eloszlast is az u; hibatagokra, természetesen akkor
annak megfeleloen kellene valtoztatni a feltételes stirtiségfiiggvényeket. A tovabbiakban
én normalis eloszlast fogok feltételezni a hibatagokra. A log-likelihood fliggvény pedig

a kovetkezoképpen fog kinézni:

1 1 u?
l(ug, ... = ——log2m — =1 — 3.22
(uh 7uT) ;( 9 0g 47 2 0g o 20t> ( )
Ebbol:
1 1 u?

Iy = —3 log 2m — 5 log oy — Q—Utt (3.23)

1 T
= — th (3.24)

T

Az ismeretlen o paramétervektor megbecsléséhez maximalizalnunk kell a likelihoodo-
kat (a konstansoknak nincs relevancidjuk ebben az esetben, igy azt mér el is hagy-

hatjuk). Nézzik az elsérendli derivéltat:

O _ 1 00y widoy _ 1 0oy (uf (3.25)
doo 20, 0a  2020a 20, 0a \ oy ’
A masodrendii derivalt pedig pont a Hesse méatrixot fogja megadni nekiink:
0%l _ _%% 0oy uf + ui 1 0 (1 9oy (3.26)
Jdada™ 207 da da’ oy o oa’ \ 20, 0o

Ha a masodik tagnak a feltételes varhato értékét vessziik F;_q-re, akkor az 0 lesz:

U? uf 1 2
E|l—=—-1|F_1)=E - | Fici | = 1= —E(u; | Fieq) — 1 (3.27)
t

O
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Itt felhasznaltuk, hogy o, ~ F;_1. Ha u? elallitasat behelyettesitjiik:

1 1
;E(atef | Fi1) — 1= ;atE(e?) —1=D*e) +E*e)—1=0 (3.28)
t

t

Itt szintén felhasznaltuk o; mérhetoségét, illetve azt is hogy ¢, fliggetlen az F;_; o—al-

gebratol . Ugyan ezzel a gondolatmenettel az Z—? feltételes varhato értéke pedig 1
t

lesz. Mivel a Fischer-féle informécids matrix a Hesse matrix negativ varhatd értéke

az Osszes megfigyelésre vonatkozodan, igy a kovetkezoképpen fog kinézni ebben az

B Plla) ) 1 Odo; doy
l(a) = -E (aaacn) -k (zaaaaa (3.29)

A varhaté érték ML becslése az atlag lesz, igy az informéciés matrix konzisztens

esetben:

becslése pedig:

A 1 1 aO't aO't
() = — —— 3.30
(o) 2T 4 <at2 O 804T> (3.30)
Ha egy p-rendii ARCH folyamatroél van szé, akkor a varianciat fel tudjuk irni vekto-

rokkal is:
Oy = 21X (331)

Oo —

ahol 2z, = (1,u? 4, ...,u?_p) és o = (g, ...,a,)". Ttt egybél latszik, hogy St =z,

amib6l a (3.25)-es egyenletbe behelyettesitve kovetkezik, hogy % =1z (u—? — )

Ot (<47

Ekkor a Fischer-féle informécios métrix igy fog kinézni:

I(a) :21T t (12zj zt) (3.32)

O

Az informéciés matrix a hibatagok eloszlasdban jatszik fontos szerepet. Az & becstilt

paramétervektor aszimptotikusan normalis (ha T' — 00):

VT(a—a) L NO,IT a) T—oo (3.33)



3.3. Extrémérték-elmeélet

A kovetkezé modszer abban fogja kiegésziteni a modellemet, hogy becslést ad az eset-
leges extrém karok nagysagara. Az extrémértékek statisztikai modellezésének elméleti

hatterét Embrechts, Klippelberg és Mikosch 1997-ben irt konyve alapjan mutatom be.

3.3.1. A maximum hatareloszlasa

Kiindulasként legyenek X7, X, ... fiiggetlen azonos eloszlast valészintiségi valtozok, és
legyen F a a kozos eloszlasfiiggvény. Tovabba legyen My = X, és M,, = max (X7, ..., X,,),
n > 2. Fontos megemliteni, hogy ez az elmélet miikodhet extrém kicsi értékek mo-

dellezésére is, abban az esetben a valtozék minimumét at tudjuk irni:

min(Xy, ..., X;,) = —max(—Xy, ..., —X,) (3.34)

Az extrém értékek az eloszlas fels6 végpontjahoz "kozel” vannak, igy M, aszimptoti-
kus viselkedése is az eloszlas széléhez kothetd. M, eloszlasa pedig a kovetkezoképpen

irhat6 fel:

P(M, <z)=PX, <z,..,X,<z)=F(x)- ... - F(z) = F"(2) (3.35)

Definicié. Legyen zp = sup{z € R : F(x) < 1}. Ezt nevezzik az eloszlds felsd

végpontjanak.

Kénnyen lathat6, hogy minden x < xp-re P(M, < x) = F"(x) — 0 és min-
den z > zpre P(M,, < z) = F"(z) — 1. Ezen felil M, hatéreloszlasira va-
gyunk kivancsiak. A hatareloszlas megallapitasahoz Fischer és Tippet adott sziikséges

feltételt. Ehhez viszont el6bb be kell vezetniink egy fogalmat:
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Definicid. F eloszlds maz-stabilis, ha minden n-hez létezik c,,d,, hogy F™(x) =

F(epx + dy).

Tétel. Legyenek X, Xo, ... fliggetlen azonos eloszlasi valtozék, M, = max (X, ..., X,,).
Léteznek ¢, > 0 és d, € R sorozatok, hogy: P (M"ci;d” < :c) — H(z) <= H maa-

stabilis eloszldasu

Tétel. Legyenek X1, X, ... figgetlen azonos eloszldasi valtozok, M, = max(X;, ..., X,).
Ha léteznek ¢, > 0 és d,, € R sorozatok, hogy: M"Ci;d” 4 H (eloszldsbeli konvergen-

cia), ahol H nem elfajuld eloszlds, akkor H biztosan dltaldnositott extrémérték eloszlds

(tovabbiakban GEV).

Az altalanositott extrém érték eloszlasok eloszlasfiiggvénye a kovetkezoképpen néz

ki:

1
S E e
e ) _
He po() = N LER, 0>0,6€R, 1+62—H <y
eI o
e 7 £=0
(3.36)
Az eloszlas & paraméter fiiggvényében 3 kiilonbozo esetre bonthat6 szét:
1. Fréchet, ha £ = é > 0:
0, z <0
o, (x) = a>0 (3.37)
e >0
2. Weibull, ha £ = —é <0
e~ 2% 2 <0
U, (z) = a>0 (3.38)
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3. Gumbel, ha & = 0:
Az)=e* ", z€R (3.39)

Az utobbi felsoroldsban elhagytam a normald tényezoket, mert az eloszlasok bemu-
tatdsa szempontjabdél nem volt relevans (ezek a paraméterek csak az eloszlas varhaté
értékét és szorasat allitjak a kivant értékekre, viszont az eloszlés stirtiségfiiggvényének
alakjat nem valtoztatjak), a gyakorlatban persze ugyan tgy ki kell vonni a p-t és osz-
tani kell a o-val, hogy a megfelel6 eloszlasfiiggvénnyel tudjunk szamolni. Fontos
megemliteni, hogy a 3 eloszlas kozott természetesen van kapcsolat: X ~ &, <«—

InX*~A < —X"'~ ¥, Tekintsiik azt az esetet, amikor X Fréchet eloszlasu:

o

PX<z)=e" ", 2>0 (3.40)

—x

P(InX® < z) =P(X* <e®) =P(X < ea)=¢° (3.41)

A maésik ekvivalencia ugyan ilyen gondolatmenettel kiszamithato. Az eloszlas varhato

értéke £ < 1-re lesz csak véges:

pot HEEEEL 0, <
E(X) =+ oy, £=0 (3.42)

0, £=>1

Itt v az Euler-Macheroni konstansot, a I' pedig a gamma fiiggvényt jeloli. A variancia

pedig ¢ < % esetén lesz véges:

96V _T2(1—
U2F(1 2§)£2F ¢! 5)’ €40, §<%

D*(X) = { g2= 0 (3.43)

6

2 A

0,@)

vV
N =
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3.3.2. Kiiszob feletti meghaladasok modszere

Az extrém karok modellezésére létezik egy masik megkozelités is, ahol nem a ma-
ximum eloszlasat keressitk meg, hanem definidlunk egy megfelel6 kiiszobértéket, és
az afeletti értékeket tekintjik extrém értékeknek. Tekintsiik egy X valtozot F el-

oszlasfiiggvénnyel, xr felsé végponttal, valamint legyen u a kiiszobérték.

Definicié. Valamilyen fix uw < xp kiiszobre legyen
Fz)=P(X —u<z|X >u), 0<x<o0 akiszib feletti rész feltételes eloszlisa

e(u) =E(X —u| X > u) a vdrhatd kiszob tullépés
A feltételes valoszintliség tovabb bonthato:

Pm—u<ﬂx>mzpwaii;+@:F@iﬁ@?@ (3.44)

Hasonlban a 3.3.1. fejezethez F), hatareloszlasat szeretnénk megkeresni u — oo esetén.

Tétel. A fenti feltételek mellett, ha léteznek a(u) > 0 és b(u) sorozatok, hogy
Fu(a(u)z+b(u)) — G(x) u — o0, ahol G nem elfajulo eloszlds, akkor G dltaldnositott

Pareto eloszldscsalddba tartozik (tovdbbiakban GPD).

G eloszlasfiiggvénye a kovetkezdképpen néz ki:

1
x>0 ha £€>0, OSxS—E ha & <0

(3.45)

A varhato érték ebben az esetben is csak £ < 1 esetén, a variancia pedig £ < % esetén

lesz véges.

E(X)=u+-——, <1 (3.46)



o? 1

1_er1-2) <2

Hasonléan a GEV eloszlasoknal itt is a & paraméter alapjan tudjuk meghatarozni a

D?(X) = (3.47)

konkrét eloszlast:
1. £ > 0= X ~ Pareto, ahol ¢ = é és a az eloszlas skalaparamétere
2. {=0= X ~ Exp(2)
3. £ < 0= X ~ Béta

Pareto eloszlds esetén egy vastag farki eloszlasrél beszéliink (farok eloszlasfiiggvénye
polinomidlis sebességgel tart a nulldba), nagyobb valésziniiséggel kévetkeznek be
értékek az eloszlas jobb szélérél (nem gy mint pl. egy lognormalis eloszlasi valtozd
esetén), mig a Béta eloszlds a jobb szélen gyorsabban lecseng, ami azt jelenti, hogy
kisebb eséllyel kovetkeznek be a nagyobb értékek. Az exponencidlis eloszlas pedig

orokifju tulajdonsaga szerint:

P(X > —Au+z)
P(X>u+z|X>u)= <P(X zz)”c) = ¢ = =P >a)  (348)

3.3.2.1. Kiiszo6b megvalasztasa

A kiiszob megvalasztasahoz tobb javasolt moddszert is ki fogok prébalni, a kovet-
kez6ket Maz Rydan (2018) alapjan dolgoztam fel. Tébb megkozelitést is emlit a cikk,
ebbdl az egyik lehet az, ha a megfigyelések 90. percentilisét valasztjuk meg kiiszobnek.
Ezen kiviil azt is jonak tartja a cikk, ha k extrém megfigyelés és n mintaelemszam

2
n3

Tog(logn) teljesiil. Egy masik modszer esetében az

esetén a k = /n, vagy a k =

atlagos kiiszObmeghaladas alapjan dontiink. Integrélassal beldthato, hogy alkalmas
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u kiiszobértékre az atlagos kiiszobmeghaladési fiiggvény linearis (u-ban):

E(X—u|X>u):Ulti“=1i€+1f€(u—u) (3.49)

Ehhez azonban sziikségiink van a GPD eloszlas stirliségfliggvényére, ami a kovetkezo:

1(1 T—p 717%, 0
flx) = ‘I(_Jrg(")) 7 (3.50)

Lathato, hogy € > 0 esetén p < x < o00. 0 < & < 1-re és u > p-re

/‘n\)—l

(3.51)

E(X —u) J@—wi(1+¢(* o))

e(u):E(X—u|X>u):P(X>U)— = 1(1+§(w “>) %dx

Legyen y = 14+£(*5F), ekkor dv = ¢dy és x = pu—g+7¢, tovdbba legyen w = 14 “7-.
A helyettesitést elvégezve

11
() = Joe(Ftn—g—u)y edy o [y Edy
Jo by edy §Jy iy ¢

Innen az integralok konnyen kiszamolhatoak, igy ebbdl azt kapjuk, hogy:

(u— p) (3.53)

Ebbdl pedig latszik, hogy kiiszob feletti értékek linearisak (a kapott egyenlet u-ban
linedris), igy ennek megfeleléen is tudunk valasztani megfelel§ kiiszobot (dgy kell
megvalasztani, hogy az e(u) fiiggvény lineéris legyen u-ban). Ezt azonban inkabb

csak vizualisan lehet a gyakorlatban.
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3.3.3. Paraméterek becslése

A paraméterek becslése alapvetéen nem extrémérték elméleti téma, de a modellem-
ben fontosnak tartom ennek a meghatarozasat. Mivel csak korlatozott szamban van-
nak adataim a karkifizetésekrol, igy nem maximum-likelihood médszerrel becsiiltem
meg a modell paramétereit, hanem L-momentumok moddszerével. Ez a modszer nem
valészintiségi alapon szamolja ki az optimélis paramétereket, igy konfidenciainterval-
lumot sem tudunk ebbdl szamolni, viszont kevés megfigyelés esetén sokkal robusz-
tusabb ez a médszer, mint a maximum-likelihood (Ulrych (2000)). Legyen X,., az
n elemi mintabdl a r. legkisebb elem (az én esetemben az n — r + 1. legnagyobb

kérkifizetés). Ekkor az r. L-momentum a kovetkezo:

_ lf(_mk‘ (T . 1>E(er:r) (3.54)

Ly

A

A varhato érték pedig a kovetkezod képlet alapjan szamolhaté ki:

n
r

E(X,..) = 7~< ) / (w1 — )T du (3.55)

u = F(x) helyettesitéssel, ahol z(u) az X kvantilisfiiggvénye:

z(u) =inf{r e R: F(z) >u}, O<u<l (3.56)
Legyenek tovabba 7 = :\\—f, és T, = ’A\—;, r > 3. Ebben az esetben 7 az eloszlas

volatilitasat, 73 a ferdeségét és 14 a cstucsossagat irja le. A )\, értékek segitségével

fogjuk megbecsiilni az eloszlasoknak a paramétereit:

__ 313—1
1. ¢ = 3

2. 0=(1=8)2=&A
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3. u=A— (2=

A kiiszobmeghaladdsok modszerénél p ismert, megegyezik az alkalmasan megvalasztott

kiiszob értékével (u). Ebben az esetben:

(3.57)

o= (1=&M—n) (3.58)

Az én esetemben a A\;, Ay és A3 értékekre lesz csak sziikség. Feltéve, hogy van

egy m elemd minta a 3.54 egyenletben leirt paraméterek a kovetkezo formulaval

becsiilhetoek:
A = by (3.59)
Ao = 2by — by (3.60)
A3 = 6by — 6by — by (3.61)
ahol,
1 & (-10)-G—2) (-
be=— > G- =2 G=r) Xjm, 721 (3.62)
m ;55 (m—=1)-(m—2)-..-(m—r)
1 m
b() = — Zlem7 r=20 (363)
m j=1

A kutatdasom soran heti, illetve havi bontasu adattal is dolgoztam, el6bbinél volt
sok megfigyelésem, igy ott alkalmazhaté volt a maximum-likelihood becslés, a havi
adatoknal viszont jobbnak gondoltam, ha az L-momentumok moddszerével becstilom
meg a paramétereket. Delicado és Goria (2008) részletesen kifejtette, hogy kisebb
mintak esetén (n < 100) miért érdemesebb az L-momentumok maddszerét alkalmazni

a maximume-likelihood helyett.
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3.4. Karkifizetés becslése

A 3.2 és 3.3 fejezetekben részletesen targyalt modszereket fogom most egyben fel-
haszndalni, hogy egy becslést kapjak a héhullamok altal okozott karokra. Ahogy
korabban is felirtam, a homérséklet idosorat fel lehet bontani egy determinisztikus,
illetve egy sztochasztikus rész dsszegeként: 7, = S;+ X;, ahol S; tartalmazza a idGsor
determinisztikus trend és szezonalis hatasat, mig X, pedig az id6sorban rejl6 AR
és ARCH hatést, valamint a mar nem modellezhet$ fehérzaj hibatagot. A modell
elorejelzésében szimulaciot hasznalok a sztochasztikus részhez és megvizsgalom, hogy
az Osszes esetben hényszor fordult el egy adott héhullam (pl. eldrejelzek a model-
lel 10000-szer, és megnézem, hogy hany elorejelzésben fordult el6, hogy legalabb n
egymast koveté napon a hémérséklet elért egy kiiszobértéket). A vizsgalt idészakot
leszlikitem a méjus-szeptember idGintervallumra. Az igy el6éallitott szimuldcidval ka-
pok egy becslést egy adott héhullam bekovetkezésének valoszintiségére. A karkifizetés

becslésére, pedig az extrém-érték elmélettel felallitott modellbol becsiillom meg:

P(X > 2)
PX>z|X>u) = ———= 3.64
(X > 2] X >u)= o (360
Ebbol atrendezéssel megkapjuk, hogy:
PX>z2)=P(X >z2|X>uP(X >u) (3.65)

ahol a feltételes valésziniiség az pont 1 — F,(x), ahol z = z — u, mert eredetileg
az F, figgvény az X — u feltételes eloszlasat adja meg. A P(X > wu) altaldban
historikus adatok alapjan becsiilik meg, de az én esetemben ez a megkozelités nem
alkalmazhato, mivel nem veszi figyelembe az id6t, télen ugyan akkora valdszintiséget

fog becstilni egy extrém kifizetésre, mint nyaron, ami persze nem igaz. Ehelyett
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a kiiszobtullépési valésziniiséget azzal fogom becstilni, hogy a vizsgalt idészakban
mekkora eséllyel fog bekovetkezni egy héhullam. Ez azt jelenti, hogy multbeli ada-
tok alapjan megvizsgalom, hogy az egyes extrém kifizetéseknél milyen héhullam volt
az azt megel6z6 idészakban (pl. egy honapra visszamenéleg), és az alapjan meg-
hatarozom, hogy milyen héhulldm paraméterek esetén (azaz milyen hosszi és milyen
meleg) haladja meg a kifizetés a kiiszobértéket. Ennek segitségére szolgél a fentebb

emlitett szimulacios elorejelzés.
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4. fejezet

Modellezési eredmények

4.1. Adatok bemutatasa

A kutatasomban kétféle adatot hasznaltam, homérsékleti, illetve mezégazdasagi aszaly-
kar-kifizetési adatokat. Ezek mind idésoros adatok voltak, a homérsékletrol 2002 ja-
nuartol 2024 augusztusig, a karkifizetésekrdl pedig 2013 jaliusatol 2020 novemberéig.
A karkifizetési adatok egy nagyobb biztositétol szarmaznak, igy adatvédelmi okokbol
nem forintban fogom értelmezni az eredményeket, hanem egy altalam definialt fiktiv
pénznemben (petdk). Fontos megemliteni, hogy az adatok nem tartalmazzik az
aszalykarokat orszagos szinten, ezért nem is lehet ezt az elemzést kiterjeszteni egész
Magyarorszagra, viszont az adatot szolgaltato intézmény nagy piaci részesedéssel ren-
delkezik, igy reprezentativ lehet a kutatasban. A bevezetésben emlitett térbeliség

bevonéasa miatt 3 helyrdl gytjtottem ki a homérsékleti adatokat:

71 : Budapest napi maximum hémérséklete
Z5 : Nagykanizsa napi maximum homérséklete

Z3 : Debrecen napi maximum hoémérséklete
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Az elemzéshez a 3.1.1 fejezetben targyalt Z = min(Zy, Zs, Z3) fogom hasznalni.
Tovabba az adatokat a European Climate Assessment & Dataset (ECAD) oldalarél
toltottem le. A karkifizetési adatok pedig havi, illetve heti bontdsban vannak, mindkét

esetben meg fogom vizsgéalni, hogy milyen eloszlas illeszkedik az adatokra.

4.2. Homérséklet modellezése és elGrejelzése

4.2.1. Determinisztikus modellezés

A modellem célja az lenne, hogy elére tudjam jelezni a 2025 méjus - szeptemberi
idoszakra a hohullamokat, vagy legalabb is valészinliséget adni az egyes héhullamok
bekovetkezésére. Ehhez elsésorban vizsgaljuk meg, hogy a multban milyen hosszu,

illetve meleg események kovetkeztek be.

4.1. tablazat. Hohullamok szama az egész idoszakra tekintve

Hossz\Kiiszobérték | 28 °C | 30 °C | 32 °C | 34 °C | 36 °C
3 95 47 18 4 1
4 66 31 11 1 1
5 52 23 7 1 0
6 41 16 ) 0 0
7 32 10 5 0 0
8 22 7 3 0 0
9 17 6 3 0 0
10 13 4 2 0 0
11 9 3 2 0 0

A 4.1 tablazat kiillonb6z6 hossz és kiiszobértékekre mutatja meg, hogy a miltban
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adott paraméterek mellett hényszor fordult els az az esemény. PL: Osszesen otszor
fordult el olyan, hogy legalabb 6 egymast kdveté napon volt 32 fok vagy anndl tobb.
A kiiszobértékeket a teljes idésor 90. percentilisétdl vettem 2 fokonként névelve.

A modellezéshez eloszor tekintsitk meg a homérséklet idobeli alakulasat:

Homeérséklet idobeli alakulasa
40

30
20

10

Hémeérséklet (°C)

-10

2005 2010 2015 2020 2025
Id6

4.1. Abra. A hémérséklet id6beli alakulasa

Tisztan latszodnak a szezonalis hatasok a modellben, a nyari honapokban ma-
gasabb téli honapokban pedig alacsonyabb, illetve egy nagyon enyhe pozitiv trend
is megfigyelhet6 az adatokban. Utébbit egy egyszerii linearis regresszidéval fogom
kiszlirni, a szezonalitdst pedig Fourier egytitthatés moddszerrel szlirom ki, a (3.7)
egyenlet alapjan. A linearis regresszié esetében az egyutthaté szignifikansan eltért
nullatol, igy valoban megfigyelhetiink egy ndvekvo trendet az idésorban, évente atlago-
san 0.125 fokot emelkedik a homérséklet. A szezonalitas sziirése esetén pedig N = 3-at
véalasztottam (Campbell és Diebold 2005). «, jeloli a koszinusz tagok sulyait, illetve

v, jeloli a szinusz tagok stlyait:
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4.2. tablazat. Fourier egyiitthatok

aq | —12.29%
ag | —1.13
Qs —0.08
yo| =347
vy | 0.24%
Y3 | —0.48"**
t | 0.00034***

kokk

Megjegyzés: A * a 10%-on , a ** az 5%-on, mig a az 1%-on

szignifikdns egyiitthatékat mutatja. A t egyiitthatdja az atlagos napi

hoémérséklet valtozast mutatja cp.

A determinisztikus részt S; = T; + G + u; egyenlettel irtuk le, ahol T; az idGsor
linearis trendje és G a Fouries sor, és u; egy véletlentdl fiigg6 hibatag. Mivel additiv
modellt feltételezek, igy az eredeti id6ésorbdl kivonva a trend és szezondlis hatast, meg-
kapjuk ezt a 4.2 dbran lathaté hibatagot. Az igy ad6doé idésorra elvégeztem egy staci-
onaritas vizsgalatot. ADF (Augmented Dickey-Fuller) tesztet és KPSS (Kwiatkowski-
Phillips-Schmidt-Schin) tesztet hasznéltam ehhez. Az ADF teszt 1ényegében az id6sor
megvaltozasara felirt egyenlet egyik egyiitthatdjanak nullatol vald eltérését teszteli:
AY, = a+0Y 1 + X8 3 AY,; + uy egyenletben a § = 0 voltat teszteli. Ha az
egyiitthaté 0, abban az esetben van egységgyok az idésorban, igy nem lesz staci-
ondrius (ez az allitds a teszt nullhipotézise). A KPSS teszt esetében az idGsorra az
Y; = p+ 0t + 3t mi + uy, ahol p konstans, 6t irja le az id6sor trendjét, u; a sta-
cionarius komponens és n;-k irjak le a sztochasztikus trendet (7;-k fiiggetlen azonos
eloszlasu valtozok 0 varhaté értékkel és 0727 varianciaval). A teszt Hy-ja azt mondja

ki, hogy af] = 0, azaz trend mentén stacionarius. Mindkét esetben azt mutatta a
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hipotézisvizsgalat, hogy stacionariusnak tekinthet6 az idésor (az ADF teszt p-értéke
1075 nagysdgrendli) még 1%-os szignifikancia szinten is. Ezzel ellentétben a KPSS
teszt Hy-ja az, hogy stacionarius és ez esetben is stacionariusnak tekinthet6 az idésor

5%-os szignifikancia szinten (a KPSS teszt p-értéke 31.28%).

Hiba

2005 2010 2015 2020 2025

4.2. Abra. Determinisztikus modell hibatagja

4.2.2. AR(p) modell megvalasztasa

A stacionaritéds vizsgalata utan egy fehérzaj tesztet is elvégeztem, ehhez BG (Breusch-
Godfrey) tesztet haszndltam, aminek a nullhipotézise az, hogy fehérzaj az iddsor,
tehat nincsen benne autokorrelacio. A tesztet 200 késleltetésig néztem, és a p-értéke
1071 nagysdgrendii lett, igy az 4llithat6, hogy van szignifikdns autokorreldcié a folya-
matban 5%-os szignifikancia szinten. A maddszertani részben részletesebben targyalt
ARMA folyamattal fogom modellezni a hibatagban megmaradé autokorrelaciot, eh-
hez azonban nézziik meg el6szor egy korrelogramon, hogy hogyan viszonyul az idésor

a késleltetett értékekhez. A 4.3 és 4.4 abrakbol tisztan latszik, hogy az ACF szépen
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lassan lecseng a 0-ba, a PACF esetében pedig az elsé és méasodik késleltetés ki-
metsz a 95%-os konfidenciaintervallumbdél (tehdt szignifikinsan eltér 0-t6l 95%-os
megbizhat6siggal) és utdna a tobbi érték mar mind 0-nak tekinthetd. Ez pont egy AR
hatésra utal az id6ésorban, ahogyan Karl Larsson (2023)-ban is lathatjuk. Az &dbrak
alapjan els6sorban egy AR(3) modellt illesztenék, de annak érdekében, hogy biztos
ne maradjon benne semmi autokorrelaci6, megvizsgaltam az AR(1), AR(2), AR(3),
illetve AR(4) modelleket, majd az egyttthaték empirikus szignifikancia-szintje és az
informacios kritériumok alapjan dontottem. Magasabb rend modellt mar nem tar-
tottam célszerlinek megvizsgalni, mivel ugy komplexebb lesz a modell és kénnyen

beleeshetiink a tulillesztés hibajaba.

ACF
o
[=s]
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4.3. Abra. Napi hémérséklet autokorrelécitja (ACF)
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PACF

0.8
|

0.4

Parcialis Autokorrelacio

Késleltetés

4.4. Abra. Napi hémérséklet parcilis autokorrelacisja (PACF)

Az Akaike és Bayes-i informacios kritériumok egy olyan mérdszamot adnak, ami
figyelembe veszi a modell illeszkedését és a komplexitasat. Ezen mutatok segitségével

kénnyen tudunk modellszelekciot elvégezni.

A~

AIC = 2k — 21n(L) (4.1)

A

BIC = k1n(l) — 2In(L) (4.2)

ahol k a becsiilt paraméterek szama és L a likelihood figgvény maximuma. Akkor
lesz preferaltabb egy modell ha ennek a mutaténak az értéke kisebb. Az egyenletekbdl
latszik, hogy a BIC jobban biinteti a felesleges magyarazovaltozokat.
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4.3. tablazat. AR(p) modellek egyiitthat6i és AIC/BIC értékei

Egyiitthatok | AR(1) | AR(2) | AR(3) | AR(4)
A 0.788 | 0.884* | 0.891"* | 0.889"
Ao - | —01227 | —0.167% | —0.163*
s . ; 0.05* | 0.03"
A . ; . 0.0002
AIC 30849 | 39726 39707 39705
BIC 30870 | 39754 30742 39747

Megjegyzés: Az * a 10%-on , a ** az 5%-on, mig a *** az 1%-on szigni-
fikans egyiitthatékat mutatja, illetve a tengelymetszetek egyik esetben

sem voltak szignifikdnsak.

A BIC az AR(3) modellt preferdlja, mig az AIC az AR(4) nagyon kicsivel job-
ban mint AR(3)-at, viszont feleslegesnek tartom belevonni a 4. késleltetettet, mivel
amuigy sem tér el szignifikdnsan 0-tél a 4.4 dbra alapjan. A tovdbbiakban az AR(3)
modellel fogok dolgozni, és az igy keletkezo hibatagban vélhetéen mar nem lesz auto-
korrelacio. Utébbi allitast az tjra elvégzett BG-teszt is alatamasztja, a Hy-t el tud-
tuk fogadni 95%-os p-érték mellett. A modellben erre a hibatagra normélis eloszlast
feltételeztem, igy annak a tesztelése sem elhanyagolhato, erre a Kolmogorov-Szmirnov
probat hasznaltam, aminek a nullhipotézise az, hogy normaélisnak tekintheté a hiba-
tag. A p-érték alapjan (0.055) épp hogy el tudjuk fogadni a Hoy-t 5%-o0s szignifikancia

szinten.
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Hibatagok eloszlasa

AN

0.025

0.000

Hiba
4.5. Abra. Hibatagok eloszlasa

A piros vonal mutatja a normalis eloszlas stirtiségfiiggvényét, latszik, hogy 0-nél
talan nem koveti le annyira az elméleti eloszlast, de mindent Osszevetve a normalis

eloszlas nem egy rossz kozelités.

4.2.3. ARCH modell

Az eredeti idosorban kezeltiik a trendet, szezondalis hatast, illetve autokorrelaciot,
viszont a szérds esetleges idofiiggését még nem. Emlékeztetésképpen, u; = o6, € ~

N(0,1), és a o?-re irtunk fel egy egyenletet:
p
o? =g+ Z%‘Ut—z‘ a; >0 (4.3)
i=1

Tehat az idésorban nem allando kilengéseket szeretnénk kezelni ezzel az egyenlettel.
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AR(3) modell hibatagjai

[4:}

Hibatag

in

2005 2010 2015 2020 2025

Datum
4.6. Abra. AR(3)modell hibatagja

Nem egyértelmi az ARCH hatés (azaz id6fiiggd szoras) jelenléte, viszont ha a hi-
batagok négyzetére vizsgaljuk meg a PACF értékeket, akkor vannak késleltetések,
amik szignifikdnsan eltérnek 0-t6l. FEz alatamasztja azt, hogy van ARCH hatas
az id6sorban. Konkrét hipotézisvizsgalattal alatamasztva, Engle-féle ARCH tesztet

hasznaltam, ami felépit egy segédregresszidt a hibatagok négyzetére:

p
up =ap+ Y g (4.4)

=1

A teszt nullhipotézise az, hogy a;-k egyiittesen 0-nak tekintheték, azaz nincs benne
ARCH hatds. A tesztstatisztika értéke N-R* ~ x2 Ho mellett, ahol N az idésor hossza
és R? a segédregresszié magyarazoereje. A teszt p-értéke 0.28% lett, ami azt jelenti,
hogy el kell vetniink a HO-t 5%-os szignifikancia szinten, van jelen ARCH hatéds. Ez

a teszt a GARCH hatéas voltarél nem allit semmit, igy az el6z6 részhez hasonléan
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fogom kivéalasztani a legjobban illeszked6 modellt: az egyiitthatok szignifikancidja és

informacios kritériumok alapjan.

4.4. tablazat. ARCH(p)/GARCH(p,q) modellek egyiitthatéi és AIC/BIC értékei

Egyttthatok o o) o b1 Ba Bs AIC | BIC
ARCH(1) | 0.061** - - - - - 4.792 | 4.795
ARCH(2) | 0.061** | 0.017 - - - - 4.792 | 4.796
ARCH(3) | 0.061** | 0.014 | 0.042*** - - - 4.791 | 4.795

GARCH(1,1) | 0.031** - - 0.907** - - 4.788 | 4.791

GARCH(1,2) | 0.048"* - - 0.262"* | 0.603** - 4.787 | 4.791

GARCH(2,2) | 0.048** | 1078 - 0.262 | 0.603*** - 4.788 | 4.793

GARCH(3,1) | 0.031™* | 10710 | 1078 | 0.907*** - - 4.788 | 4.794

GARCH(1,3) | 0.057*** - - 0.082 0.428* | 0.336 | 4.787 | 4.792

Megjeqyzés: Az * a 10%-on , a ** az 5%-on, mig a *** az 1%-on szignifikins egyiitthatékat mutatja,

illetve a tengelymetszetek egyik esetben sem voltak szignifikdnsak.

A modellek koziil szamomra a GARCH(1, 2) bizonyult a legjobbnak, igy egy
kombinalt modellel (AR(3) + GARCH(1, 2) fogok tudni elérejelezni.

4.2.4. Elorejelzés

365 napos dinamikus elérejelzést végeztem (2024 szeptembertsl 2025 szeptemberig
1évé idészakra), ami azt jelenti, hogy mindig csak 1 napra jelzek elére a modellel,
majd a becsiilt értéket figyelembe véve tjraillesztem a modellt és gy szamolom ki a
kovetkez6 napi hémérsékletet. A sztochasztikus rész elorejelzéséhez a varhaté értéket
fogom venni, majd ehhez hozzdadva a trendet és a szezondlis hatast kapom meg

a becsiilt homérsékletet. A szoras becsléséhez az GARCH modellt hasznédltam, az
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aldbbi dbra mutatja, hogy varhatéan melyik id6szakokban lesz nagyobb a kilengés a

kovetkezo 1 évben.

4.0

Szoras

3.0

Oct 2024 Jan 2025 Apr 2025 Jul 2025
ldé

4.7. Abra. Szérés elérejelzése GARCH modellbél

Redlisnak tartom az eredményt, a legnagyobb szérast az oktéber-novemberi idoszak-
ra mutatja, amikor kezd nagyon lehtlni az ido, illetve tavasszal aprilis kornyékére is
becsiil a modell egy nagyobb szérast. Az elmult évek tapasztalatai alapjan volt, hogy
ho is esett aprilisban, igy abszolut indokoltnak tartom a nagyobb szérast abban az

idészakban. A napi maximumok elérejelzése igen csak jol illeszkedett az el6z6 évihez:

43
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4.8. Abra. Hémérséklet elérejelzése GARCH modellbol

A 4.8 abra alapjan eléggé egybeesik az el6z6 éves homérséklettel. Az AR modell
hossziatavon bekonvergal a varhatd értékhez, viszont a dinamikus elérejelzési tech-
nikaval ez kikiiszobolhetd. Attol fuggetlentil, hogy ilyen jol illeszkedett az elOrejelzés
az elozo évihez, fontosnak tartom hogy validadljam a modell josagat, igy szamoltam
egy 99%-os VaR (Value at Risk) értéket (az az érték ami f6lé az adatok 99%-a esik) a
modellbdl és megnéztem, hogy a valdés adatok hany szazaléka esik ezen érték folé. A
varhaté érték elérejelzésénél eddig csak az AR(3) modellt hasznaltam, viszont szamolt
VaR értékhez mar a GARCH modellel megbecsiilt szorast is belevontam. A modell
konfidenciaintervallumat a valés adatok 1.6%-a hagyta el (az 1% helyett). Emellé
még elvégeztem egy Kupiec tesztet, ami azt teszteli, hogy a modell altal rosszul
becstilt megfigyelések (amik a konfidenciaintervallumon kiviil estek) elfogadhaténak

tekinthetoek-e. A teszt p-értéke 0.22 lett, ami azt jelenti, hogy elfogadjuk a Hy-t,
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hibahataron beliillinek tekinthetd ez az eltérés.

4.2.5. Hohullamok bekovetkezési valoszintiisége

Az eredeti célom az volt, hogy megadjam egy valamilyen paraméterekkel rendelkez6
hohullam bekovetkezési valoszintiségét. Egy ilyen sztochasztikus modell esetében ele-
gend6 szimuldcioval kozelitheté az elméleti valészintiség. A modellben a 3.15 egyen-
letben az ¢; tag az egyetlen olyan ami a véletlentol fiigg. Erre standard normalis el-
oszlast feltételeztem, igy az eldrejelzésben csak ezeket a tagokat szimuldlom le, majd
raszorozva a GARCH modellbél becsiilt szérassal, illetve hozzdadva az AR(3), trend
és szezonalis komponenseket megkapjuk az elorejelzést. 10000 szimuldcidt végeztem
el 365 napra, igy ezekbol mar kénnyen ki lehet szamolni, hogy héany esetben kovet-
kezett be az adott hohullam. Mérési idoszaknak a majus-szeptemberi intervallumot
vettem. A modellt természetesen tovabb lehet bonyolitani, agy is hogy kiilon vessziik
va az egyes héonapokra, de engem most kifejezetten a melegebb honapok érdekelnek,
igy nem szedtem azokat kilon. Az egyes valészintliségek azt mutatjak, hogy mek-
kora eséllyel fog bekovetkezni egy olyan esemény majus és szeptember kozott, ahol
legalabb n egymast kévetd napon a kiiszobértéket meghaladja a homérséklet, azaz a
3. fejezetben hasznalt jelolésekkel: P(I'(n,a,7,2Z) > 1 | F;). A 4.1 tablazat alapjan
34°C-os kiiszobértéknél nem volt megfigyelheté hohulldm, ami legalabb 6 napig tar-
tott volna, viszont a szimulaci6 alapjan P(I'(7,34,7,2) > 1| F;) = 10.57%, ami egy
viszonylag magas érték, ahhoz képest, hogy az utébbi 22 évben nem volt ilyen meg-
figyelhetd esemény. Osszességében ezzel a modellel tudunk egy becslést adni, hogy
mekkora valoszintiséggel kovetkezik be egy hohullam, ami gyakorlatilag azt jelenti,
hogy mekkora eséllyel fog kar bekdvetkezni. Ezen kiviil mar csak a kar nagysagara

kell adnunk egy becslést.
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4.5. tablazat. Hohullamok bekovetkezési valoszintisége a 2025 majus-szeptemberi

idoszakra nézve

n\a| 28C 30°C 32°C 34°C 36°C
3 99.95% | 98.17% | 84.56 % | 54.99% | 26.95%
) 99.12% | 88.02% | 56.09% | 25.41% | 8.12%
7 94.21% | 69.03% | 32.2% | 10.57% | 2.58%
9 83.5% | 48.52% | 16.73 % | 4.19% | 0.87%
11 169.98% | 32.37% | 9.25% | 1.81% | 0.25%

Megjegyzés: Az n az egymast koveté napok szaméat, mig a a

kiiszobértéket jelzi.

4.3. Extrémérték-modellek

Az elemzésem célja, hogy extrémérték-modellek segitségével irjam le a homérsékleti
adatokhoz kapcsolodoé szélsoséges eseményeket. Két, a szakirodalomban széles korben
alkalmazott megkozelitést vizsgalok meg: a kiiszob feletti meghaladédsok modszerét,
valamint a blokkmaximumok moddszerét. Mindkét eljaras célja a ritka, de jelentos
mértéki kilengések statisztikai modellezése, amelyek kiillonosen fontosak a kockazatke-

zelés és elorejelzés szempontjabol.

4.3.1. Kiiszob feletti meghaladasok

Az aszalykar-kifizetési adatokat havi bontasban hasznaltam fel a modellemhez, elsosor-
ban megvizsgaltam, hogy stacionariusnak tekintheto-e az iddsor, és mind az ADF

teszt és a KPSS teszt is a stacionaritds mellett volt (5%-os szignifikancia szinten).

46



c /e

kimetsz a nullara épitett 95%-os konfidenciaintervallumbdl, de a legtobb esetben 0-nak
mondhatd. A BG tesztet itt is elvégeztem, a p-érték 0.96 lett, igy 5%-os szignifikan-
cia szinten el tudom fogadni a Hy-t, autokorrelalatlannak tekintheté az idésor, ami
alatamasztja az elozd allitdsomat. Szamomra ez azért fontos, mert fiiggetlenséget
feltételezek a modellben, persze a korrelalatlansagbdl nem koévetkezik a fiiggetlenség,
de ha méar a gyengébbik feltétel sem teljesiilne, gy nem lenne alkalmas az idésor az

extrémérték modellhez.
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4.9. Abra. Aszalykar-kifizetések autokorrelacidja

Kiilonbozo kiiszobértékekre fogok illeszteni eloszlast, majd a becsiilt paraméterek
alapjan ki fog dertilni, hogy val6jaban melyik extrém eloszlas illeszkedik az idésorra.
Az els6 esetben vizudlisan hataroztam meg a kiiszobértéket, azt felhasznalva, hogy
a meghaladasok varhaté értéke linedrisak u-ban. 91000-nél huztam meg a hatart,
bar nem latszik egyértelmiien a 4.10-es abran a kevés megfigyelés miatt. Ebben az

esetben 9 extrém megfigyelés van. A tobbi esetben a 3. fejezetben targyalt képletekkel
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dolgoztam és az aldbbi dbra mutatja az alkalmas kiiszobértékeket:

4.6. tablazat. Kiszobértékek kiillonbozo modszerek esetén

Feltétel Kiiszobérték | Extrém megfigyelések szama
1. | Abra alapjan 91000 8
2. 1 90. percentilis TTATT 9
3. k=+n 76000 10
2
— n3
4. | k= Toa{loa(m)) 33670 14

Itt k az extrém megfigyelések szamat, n pedig az 0sszes megfigyelt értékek szama.

6e+05
|

Mean Excess
4e+05
| |

2e+05
L

Oe+00
|

| I | | |
0e+00 2e+05 4e+05 6e+05 8e+05

Kiszobérték

4.10. Abra. Atlagos kiiszob meghaladasok

A kevés megfigyelés miatt a mar kordabban targyalt L-momentumok modszerével

becsiiltem meg a paramétereket:
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4.7. tablazat. Becsiilt paraméterek

u o ¢ Hatareloszlas
1. | 91000 | 328065.6 | 0.04813 Pareto
2. 77ATT | 257715.7 | 0.1922 Pareto
3.1 76000 | 261593.83 | 0.18383 Pareto
4. | 33670 | 154528.3 | 0.400332 Pareto

A kiiszob feletti meghaladasok modszerével t6bb kiillonb6z6 kiiszobértéken is illesz-
tettem extrémérték-eloszlasokat az adatokra. Az eredmények alapjan minden vizsgalt
kiiszob esetén Pareto eloszlas volt a hatareloszlas. Ez azt mutatja, hogy a modell
robusztus a kiiszobérték megvalasztasaval szemben, vagyis nem érzékeny a pontos
kiiszobszintre. A Pareto eloszlas illeszkedése arra utal, hogy az extrém karkifizetések
eloszlasa vastag farki, vagyis a kiugréan nagy kifizetések nem gyorsan csengenek le,
hanem a nagy karok bekdvetkezése is realisan szamottevd valdszintiséggel bir, ami
kiilonosen fontos szempont a biztositoi kockazatkezelés és tokekovetelmény szamités
szempontjabdl. Egy hatranya az L-momentum modszernek, hogy nem valdszin{iségi
alapu, igy konfidenciaintervallumot nem lehet meghatarozni beléle igy, mint a maxi-
mum-likelihood médszernél. A modellek 6sszehasonlitasa soran a farokeloszlas fiiggvé-
nyek viselkedését vizsgaltam az extrém értékek tartomanyaban. A négy modell
kozill harom nagyon hasonlé eredményt adott, mig a negyedik esetében, ahol je-
lentosen alacsonyabb kiiszobértéket hasznaltam, a valdszintiségek végig kisebbek vol-
tak a tobbinél. Fontos megjegyezni, hogy mind a négy esetben véges varhaté értéke

és szorasa lesz az eloszlasnak, mivel a £ paraméterek minden esetben kisebbek %—nél.
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4.11. Abra. Kiilénbozé modellek farokeloszlésa

Megjegyzés: A piros szaggatott vonalak az egyes modellek kiiszobértékeit

mutatjak.

4.3.2. Blokkmaximumok

Az elemzés soran két blokkmaximumos modellt is készitettem, az egyik esetben ha-
vi, a masikban éves blokkmaximumokat alkalmazva. Havi blokkmaximumok alatt
az egyes hénapokban a legnagyobb kifizetést értem (heti szinten aggregalt adatok
esetén), ugyan ilyen logika alapjan értendd az éves blokkmaximum (itt havi szinti
aggregacié esetén nézzik a legnagyobb kifizetést az egyes években). Ez a mddszer
a valtozok maximumaéra ad egy hatareloszlast, ebben kiilonbozik a kiiszob megha-

ladasok moédszerétol. A becsiilt paraméterek a kovetkezok lettek:
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4.8. tablazat. Becsiilt paraméterek

Blokkmaximum 1 o 19 Hatareloszlas
1. Eves 199006 | 211429 | -0.4933 Weibull
2. Havi 1367.2 | 5977.55 | 0.8144 Fréchet

Mindkét modellt az L-momentumok modszerével becstiiltem, mivel a rendelkezésre
allo havi adatok szama is mindossze 89 megfigyeléshdl allt, igy a maximum likeliho-
od becslés helyett ezt a megkozelitést indokoltabbnak lattam (Ulrych, 2000). A
két kiillonbozo idébeli aggregicié eredményeként azonban eltéré hatareloszlasok il-
leszkedtek a maximumra: a havi blokkok esetében a Fréchet eloszlashoz, mig az éves
blokkok esetében a Weibull eloszlashoz tart. Ez az eredmény azt mutatja, hogy a
valasztott blokkstruktura jelentos hatassal van a hatareloszlas tipusara, vagyis a mo-
dellérzékenység szempontjabol nem elhanyagolhato, hogy milyen idébeli aggregacioval
dolgozunk. Az eloszlasok azt mutatjak, hogy havi szinten aggregdlva az adatokat
egy vastag farka eloszlashoz tart, tehat havi szinten jellemzébbek a kiugrdéan nagy
értékek, mig éves szinten inkdbb egy gyorsan lecsengd eloszlasrol van szo, azaz az
éves karokra kevésbé jellemzoek az extrém nagy aszalykarok. Mivel az alkalmazott
modell végeredménye ilyen mértékben fiigg a blokkmaximumok megvalasztasatol,
ezt moddszert ebben az esetben nem tartom megbizhaténak. Az ilyen érzékenység
kiilonosen problémas lehet a gyakorlatban, hiszen eltéro idéablakok eltéré kockazati
kovetkeztetésekhez vezethetnek, ami ronthatja az eredmények robusztussagat és gya-

korlati hasznosithatosagat.

4.3.3. Karkifizetés becslése a homérséklet figyelembevételével

A végs6 szamolas sordn a T7477-es kiiszob mellett dontottem, mivel az csak mi-

nimalisan tér el a harmadik modell altal javasolt értéktol. Az elsé modell altal
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hasznalt kiiszobot ugyan szemrevételezéssel valasztottam ki, azonban tgy gondolom,
hogy nagyon nehéz meghatarozni csupan egy abra alapjan a pontos kiiszobot, igy
szerintem nem tekinthetd teljesen megbizhaténak az els6 modell. A negyedik mo-
dell pedig lényegesen eltér az Osszes tobbitol, foként azért, mert joval alacsonyabb
kiiszobértéket alkalmaz. Mindezek alapjan a masodik (u=77477) modell eredményeit
tartom a legmegbizhatébbnak, mivel ez kell6en kozel all a szintén statisztikai modszeren
alapul6 harmadik modellhez, ugyanakkor a kivalasztott kiiszobérték mogott gyakor-
lati érvek is vannak (Maz Rydan, 2018). Az igy adodoé végleges eloszlas (u=77477
mellett illesztett extrémérték eloszlas) illeszkedését Kolmogorov-Szmirnov prébéval
ellendriztem. Létrehoztam a megfelel6 paraméterekkel az eloszlasfiiggvényt, majd a
teszt segitségével megvizsgaltam, hogy az adatok illeszkednek-e ra. A teszt p-értéke
0.6656 lett, igy 5%-os szignifikancia szinten elfogadjuk a nullhipotézist, tehat az ada-
tok illeszkednek a becsiilt eloszlasra. A karkifizetések becsléséhez azt a megkozelitést
alkalmaztam, hogy kivalasztottam azokat a hénapokat, amelyekben extrém karkifizetés
tortént (azaz ahol a kifizetés mértéke meghaladta a kiiszébértéket), majd megnéztem,
hogy ezekben a hénapokban fordult-e el valamilyen héhulldm (esetleg az el6z6 hénapot
is), igy létrehozva a karkifizetések és a hémérséklet kozti kapesolatot a modellben. A
4.9 tablazatban Osszeszedtem azokat a hénapokat amikor extrém kifizetés volt (azaz
a kifizetés meghaladta a 77477 petékot), illetve a hozzajuk tartozé kifizetést, valamint
azt, hogy volt-e valamilyen héhullam abban az idészakban, és ha volt akkor milyen
paraméterekkel rendelkezett. 4 olyan héonap volt, amihez nem tartozott semmilyen
hohullam, de még is magas volt a kifizetés, ezek viszont magyarazhatoak azzal, hogy
az el6z6 honapban 1évé meleg volt hatassal ra és elképzelhetd, hogy a karbejelentés
és a kifizetés kozott eltelt egy kis id6. Egyediil a 2020 arilisaban 1év6 extrém karra
nem mondhaté ez, arra sajnos nem talaltam konkrét magyarazatot, hogy az mitdl is

kovetkezhetett be.
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4.9. tablazat. Extrém kifizetésii honapok

Hoénap | Kifizetés Hohullam

1. | 2013-08 | 792420.92 n=>, a=32

2. | 2014-07 | 280000 n="7, a=28

3. | 2014-08 | 137801.8 -

4. | 2015-08 | 670744.9 n=11, a=32

5. | 2015-09 | 83389.84 -

6. | 2018-08 | 792546.2 | n=4, a=32 és n=7, a=30
7.1 2018-09 91140 -

8. | 2020-04 | 186865.54 -

9. | 2020-06 | 533715.76 n=3, a=30

Sutanto és tsai. (2024)-ben cikkében kitértek arra, hogy az aszalykdrok esetében
a hosszabb ideig tartd, de kevésbé meleg hohullamok nagyobb kart okozhatnak, mint
a rovidebb, de extrém forré hohullamok. Erre hivatkozva szeretném megvalasztani
azt a héhulldmot, ami esetén extrém kart varunk (tehat a P(X > 77477)). 2014
juliusdban volt 280 ezer petdknyi kifizetés, ez volt a legalacsonyabb kifizetésti honap,
ahol detektaltam hoéhullamot, igy felteheté hogy mar egy 7 napig tartd, legalabb
28°C-0s héhullam esetén mar bekovetkezik egy extrém kar. Ennek a valészintisége a
4.5 tédblazatbdl kiolvashato: 94.21% eséllyel kovetkezik be egy ilyen héhulldm a 2025

majus-szeptemberi id6szakban. A korabbi jeloléseket hasznalva:

P(C(n,a,7,Z) > 1| F) = 94.21% (4.5)

Mind ezeket hasznalva egy példan szeretném megmutatni, hogyan szamithatjuk annak

a valdszintiségét, hogy pl. lesz egy 200000-nél nagyobb kifizetés a jelenlegi mérési

93



idészakban. A 3.45 eloszlasfiiggvénybe behelyettesitve a megfelel6 paramétereket,
majd ezt kivonva 1-bél kapjuk meg a P(X > 200000 | X > 77477) valészintiséget,
majd ezt megszorozva a 4.5 egyenletben leirt valészintiséggel kapjuk meg annak az

esélyét, hogy 200000 petaknal magasabb lesz a karkifizetés:

P(X > 200000) = P(X > 200000 | X > 77477)P(X > 77477) ~ (4.6)

(1= (1= 1+ )P(T(n,a,7,2) > 1| F) = (4.7)
g
200000 — 77477 1
=(1+0.1922 - 0. -0.9421 = 0.5978 4.8
(1+0.19 sy ) 09 (4.8)

Tehat 59.78% valdszintiséggel fog bekovetkezni egy 200 ezernél nagyobb kar a majus
szeptemberi id6szakban. A karkifizetésre adott becslés (aminek segitségével be tudjuk

arazni a szerzédést) pedig X varhato értéke lesz:

o 257715.7
E(X) = — =774 —_— = 511.04 4.9
(X) =t g = THTT o s =396 (4.9)

Ezt megszorozva a P(I'(n,a,7,7Z) > 1 | F;) mennyiséggel, majd diszkontalva meg-

kaphatjuk a 3.3 egyenletben definidlt szerzédés arat:

V(t,T)=e T . K(K) -P(T(n,a,7,Z) > 1| F) = 373553.05 - e "T=Y  (4.10)
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5. fejezet

o p

Konklazio

A dolgozat célja az volt, hogy a héhullamok altal okozott extrém mezogazdasagi
karokat kvantitativan megbecsiiljem hémérsékleti és karkifizetési adatok elemzése
révén. A kutatas soran két f6 méodszertani iranyt kovettem: egyrészrél a h6hullamok
bekovetkezési valoszintiségének becslését végeztem el homérsékleti idésorok alapjan,
masrészt pedig az extrém karesemények valoszintiségi eloszlasanak modellezését valos
karkifizetési adatok felhasznalasaval. A kutatasom soran egy olyan modellt prébaltam
felépiteni, ami figyelembe veszi az adatok iddsoros szerkezetét, igy képes megbizhatd
valészintiséget adni a vizsgalt idoszakra. Az eredmények alapjan bizonyos esetek-
ben viszonylag magas bekovetkezési valoszintiséget kaptam még olyan héhullamra is,
amelyek az elmilt hiisz év sordn egyaltalan nem fordultak el6. Ez azt jelenti, hogy a
multbeli megfigyelések hidnya nem jelenti azt, hogy a jovében a hasonlé események
kizarhatoak lennének.

A karesemények sulyossaganak modellezésére extrémérték-elméleti modszertant
alkalmaztam, ezen belill is a kiiszob feletti meghaladdasok modszerét. Az alkal-
mazashoz megfeleld kiiszobérték megvalasztasa kulcsfontossagt, mivel ez jelentosen

befolyasolja az eredmények robusztussagat. A dolgozatomban bemutatott elemzések
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alapjan azonban megallapithatd, hogy a modell a kiiszobérték megvalasztasara nem
érzékeny, az eredmények konzisztensnek és stabilnak bizonyultak kiillonb6z6, észszeri-
en megvalasztott kiiszobok esetén is. Ez kiilondsen fontos a gyakorlati alkalmazés
szempontjabol, hiszen noveli a modell prediktiv képességébe vetett bizalmat.

Ez a megkozelités jol alkalmazhaté lehet biztositéi kockazatkezelésben, mezogazda-
sagi biztositasi termékek tervezésében, illetve kockazatalapu tokeallokacié soran is.
Fontos kiemelni, hogy az alkalmazott hémérsékleti modell az idésoros adatok auto-
elérejelzések a leheto legnagyobb mértékben titkrozték a valds folyamatok idobeli di-
namikajat.

Természetesen ennek a modellnek is vannak korlatai, mivel a kiindul6 adatbézis
nem tartalmazza az egész orszagra vonatkozo aszalykarokat. Egy nagyobb magyar
biztositétol szarmaznak az adatok, ahogyan azt a 4.1. fejezetben is emlitettem, vi-
szont a szoban forgd cégnek nincs 100%-os piaci részesedése. Ezen kiviil van sz6 olyan
karokrol is, amit az allam térit, illetve olyanok is, ahol a gazdanak kell viselnie a kart,

igy ezek az esetek sem kertilnek bevonasra az elemzésben.
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