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5.5.3. Eredmények . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Ebben a dolgozatban a bónusz-málusz rendszerek működését és

hatékonyságát vizsgáljuk a gépjármű-felelősségbiztośıtások területén, különös

tekintettel a kockázati tényezők és a múltbeli káradatok figyelembevételére.

Matematikai modellezéssel értékeljük a különféle átsorolási szabályok hatását.

A vizsgálatok során valós adatokon alapuló, szimulációs elemzést is végzünk,

amelyben összehasonĺıtásra kerül többféle bónusz-málusz rendszer. Röviden

áttekintjük a bónusz-málusz rendszerek elméletét, majd a járművel megtett

kilométerek hatását is beéṕıtjük a modellbe, vizsgálva hogyan változtat

ez a besorolásokon. A
”
bónusz-éhség” jelenség tanulmányozása során

kiszámı́tjuk a járművezetők szemszögéből az optimális megtartási szinteket,

ami alatt nem érdemes a károkat bejelenteniük. Végül megvizsgáljuk hogyan

lehet mesterséges múltbeli kártörténetet előálĺıtani és ezt felhasználni a

bónusz-málusz rendszerek esetén. Az eredmények rámutatnak arra, hogy

a jelenlegi rendszerek pontośıtása indokolt lehet a valós kockázati profilokhoz

való jobb illeszkedés érdekében.

1. Bevezetés

A bónusz-málusz rendszerek már az 1960-as évektől a nem-élet

biztośıtásmatematika fontos kutatási területét képezik, a gépjármű

felelősség-biztośıtásban pedig máig megkerülhetetlen fontosságúak. Ezzel a

mechanizmussal külöńıtik el a biztośıtóintézetek a magasabb illetve az alacsonyabb

kockázatú járművezetőket. Egyik előnye, hogy a szerződők a kockázatuknak

jobban megfelelő d́ıjat fizetnek. Azonban a d́ıjak meghatározásánál legalább olyan

fontos szerepet játszanak az egyéb kockázati tényezők. A dolgozatban a két hatást

együttesen modellezzük.

Régóta ismert már a biztośıtótársaságok előtt, hogy azok a biztośıtottak, akik

nyújtottak már be kárigényt hajlamosak lesznek arra, hogy a jövőben ismét károkat

jelentsenek be. Erre több magyarázat is van. Egyes biztośıtottak kockázatosabb

magatartást tanúśıtanak, mint az átlag, mások katasztrófa-érzékenyebb régiókban

élnek, megint mások pedig sérülékenyebb vagyontárgyakkal rendelkeznek. Az

egyes biztośıtottak egyéni jellemzői, amelyeket gyakran használnak szegmentációs

változóként regressziós modellekben, részben magyarázhatják ezt a helyzetet.

Azonban számos meghatározó elem nem mérhető és nem használható fel az

árképzésben. Például egy hanyag vagy gondatlan biztośıtott több kártéŕıtési igényt
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1. Bevezetés

fog benyújtani, mint egy lelkiismeretes és figyelmes biztośıtott. Tehát a múltbeli

káresemények tapasztalatai felhasználhatóak arra, hogy modellezzük ezeknek a nem

mérhető jellemzőknek a d́ıjra gyakorolt hatását.

Az is indokolhatja az ilyen tapasztalati minőśıtési modelleket, hogy egy átlagos

kötvénytulajdonos gyakran fél attól, hogy követeléseket támasszon a biztośıtójával

szemben. Amikor a biztośıtottaknak kárigényt kell benyújtaniuk, gyakran rájönnek,

hogy a károk valódi nagyságának, körülményeinek felmérése, értékelése a biztośıtó

részéről meglehetősen nehéz feladat. Következésképpen ezek a biztośıtottak

a jövőben hajlandóbbak lesznek kárigényt érvényeśıteni, és olyan baleseteket

jelentenek be, amelyekre korábban nem nyújtottak volna be kárigényt, illetve

kevésbé óvatosak, mivel tudják, hogy a biztośıtó jó eséllyel kártalańıtja őket,

és hogy a kárigény benyújtásának következményei nem olyan súlyosak. Ez a

viselkedés tulajdonképpen a morális kockázat. Láthatjuk tehát, hogy a biztośıtó

szempontjából kulcsfontosságú olyan minőśıtési struktúrát bevezetni, amely bünteti

a kárigényt benyújtó biztośıtottakat azáltal, hogy növeli a biztośıtási d́ıjukat, és

jutalmazza azokat, akik nem nyújtanak be kárigényt. Azzal hogy a biztośıtó azt

az üzenetet közvet́ıti, hogy a károk bejelentése hatással lesz a d́ıjra, világossá teszi,

hogy azt szeretné, ha a biztośıtottai óvatosak lennének, és kisebb balesetek esetén

nem igényelnének kártéŕıtést.

Az ilyen, tapasztalaton alapuló d́ıjszabási modellek alapgondolata tehát

meglehetősen egyszerű: a biztośıtó minden egyes biztośıtott d́ıját a korábbi

káreseményei alapján számı́tja ki. Számos megközeĺıtés született e cél elérésére,

kezdve például Bühlmann (1967) [9] vagy Albrecht (1985) [2] egyéni credibility

modelljeivel. Ezeket azonban gyakran nehéz volt a gyakorlatban alkalmazni. A

Lemaire (2012) [15] által is elemzett bónusz-málusz modellek azonban nagyszerű

alternat́ıvának bizonyultak.
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2. Bónusz-málusz rendszerek

A bónusz-málusz rendszer egy olyan, széles körben alkalmazott d́ıjkiigaźıtási

mechanizmus, amely a következő időszakra vonatkozó biztośıtási d́ıjat a korábbi

kártörténet alapján állaṕıtja meg. Ehhez különféle szabályok szerint átsorolási

táblázatok késźıthetők, amik a bejelentett károk száma és a jelenlegi bónusz-málusz

besorolás alapján meghatározzák a szerződő jövőbeli osztályát. Mivel a nem-élet

biztośıtásban jellemzően egy éves tartamúak a szerződések, ezért az átsorolás

legtöbb esetben a szerződés megúj́ıtásakor történik.

2.1. Általános jellemzők

A részleteket meghatározó különbségektől eltekintve minden bónusz-málusz

rendszernek a következő közös jellemzői vannak:

• Minden járművezetőt a korábbi kártörténetétől függően az előre

meghatározott szintek vagy osztályok egyikébe sorolja. Így minden egyes

osztály a járművezetők homogén kockázati profillal rendelkező csoportját

hivatott képviselni, ezért az azonos szinthez tartozó járművezetők azonos

d́ıjat fizetnek.

• A d́ıj közvetlenül kapcsolódik a rendszerben elfoglalt szinthez, ı́gy a magasabb

osztályokban lévő, biztonságosabb járművezetők kisebb d́ıjat fizetnek, az

alacsonyabb szinteken lévő, kockázatosabb vezetők pedig nagyobb d́ıjat

fizetnek. A d́ıj meghatározása kockázati szorzók (rl) seǵıtségével történik, az

l. szinten lévő járművezetőnek az alapd́ıj rl %-át kell fizetnie, hogy a biztośıtó

fedezetet nyújtson. Nyilván rl értéke az osztályok emelkedésével csökken.

• Ahogy a kártörténet az idő előrehaladtával fejlődik, a járművezetők osztályai

megváltozhatnak a szerződés megúj́ıtásakor. A biztośıtó bónuszokat nyújt

azoknak a járművezetőknek, akiknek nem volt kárigényük, ők magasabb

osztályba kerülnek. Hasonlóan büntetést kapnak a sok kárigénnyel rendelkező

járművezetők, ők alacsonyabb osztályba kerülnek. Ennek a rendszernek

előnye, hogy nagyobb óvatosságra kényszeŕıti a szerződőket.

Ezen felül a bónusz-málusz rendszerek könnyen általánośıthatók az osztályok

közötti más átmeneti szabályok hozzáadásával, amihez például az egymást

követő, kárigény nélkül töltött évek száma vagy az egyes kárigények költségei

is felhasználhatók. Az aktuáriusok hagyományosan aggregált adatokat és a

heterogenitás-eloszlásra vonatkozó feltételezéseken alapuló átmenet mátrixokat
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2. Bónusz-málusz rendszerek

használtak a kockázati szorzók meghatározásához [4]. Az utóbbi időben azonban

új tudományos érdeklődés mutatkozik az ilyen t́ıpusú bónusz-málusz rendszerek

optimális átmeneti szabályainak egészértékű programozáson keresztül történő

megtalálása iránt például Tan et al. [24] és Ágoston & Gyetvai [13], [1] munkáiban.

2.2. Magyar bónusz-málusz rendszer

2009. évi LXII. törvény a kötelező gépjármű-felelősségbiztośıtásról

Mivel a közlekedés veszélyes üzem, ezért a legtöbb európai országban az üzemben

tartónak kötelező a járműveire felelősségbiztośıtást kötni. Magyarországon jelenleg

a kötelező gépjármű-felelősségbiztośıtásban személygépkocsik (és motorkerékpárok)

esetén alkalmazott rendszer 15 bónusz-málusz osztályból áll. Négy málusz osztály

(M04 - M01), egy induló osztály (A00) és 10 bónusz osztály (B01 - B10) létezik.

Kezdetben minden szerződő az A00 kiinduló osztályban szerepel, majd a kártörténet

alapján változik a besorolásuk. Az osztályokat sźınskála seǵıtségével szemlélteti az

1. ábra. A piros a magasabb kockázatra, a zöld az alacsonyabb kockázatra utal.
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2. Bónusz-málusz rendszerek

1. ábra. Bónusz-málusz osztályok Magyarországon

Amennyiben egy szerződésnek egy évig nincs bejelentett kára, akkor eggyel jobb

osztályba kerül, de legfeljebb B10-be. Ha van kár, akkor a károk száma alapján

rosszabb osztályba kerül: pontosan a károk számának kétszeresével kerül rosszabb

osztályba. Ha viszont 4 vagy több kár következik be egy év alatt, akkor a szerződés

megúj́ıtásakor azonnal a legrosszabb M04-es osztályba sorolják. A magyar átsorolási

szabályokat mutatja a 2. ábra.
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2. Bónusz-málusz rendszerek

2. ábra. Átsorolási szabályok a magyar bónusz-málusz rendszerben [18]

Sok esetben - főleg a gépjármű felelősségbiztośıtásban - egy központi hatóság

adatokat gyűjt a biztośıtóktól az egyes szerződések korábbi kártörténetéről. Ez

azért hasznos, mert ha egy szerződőnek sok kára volt elképzelhető, hogy a kötelező

szerződését egy másik biztośıtónál új́ıtja meg, itt pedig sokkal alacsonyabb d́ıjat

kaphat, amennyiben nem ismerik a kártörténetét. Ha viszont korábbi kártörténete

rendelkezésre áll, akkor minden biztośıtónál ezzel arányos d́ıjat és bónusz-málusz

besorolást kap.

Matematikailag Markov-láncok seǵıtségével ı́rhatók le a bónusz-málusz

rendszerek. Erről részletes léırést ad Arató Miklós: Nem-életbiztośıtási matematika

egyetemi tankönyve [4]. Az időben egymás utáni osztályok alkotják a valósźınűségi

változók sorozatát. Ezek nem függetlenek egymástól, ám feltételezzük hogy

Markov-tulajdonságúak, vagyis az aktuális állapot mindig csak a közvetlenül előtte

lévő állapoton keresztül függ a múlttól. A továbbiakban feltételezzük, hogy a

stacionárius állapot elérésnek feltételei fennállnak és megfelelő idő után ebbe az

állapotba konvergál a rendszer. Ám valójában a Markov-tulajdonság sem teljesen

áll fenn. A szerződés megúj́ıtásakor a következő időszak d́ıja már pár héttel

korábban kiszámı́tásra kerül, hogy erről még legyen idő az ügyfelet tájékoztatni,

ő pedig döntést hozhasson, hogy melyik biztośıtóval köt szerződést. Ha ebben

az időszakban következik be kár, azt már nem lehet a d́ıj és a bónusz-málusz

besoroláshoz felhasználni. De az időváltozó eltolásával ez a probléma egyszerűen

kiküszöbölhető, hogy a markovitás érvényben maradjon.
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3. Kockázati tényezők hatása a bónusz-málusz

rendszerekre

Nem csak a bónusz-málusz osztályok, hanem sokszor egyéb kockázati tényezők

(kor, nem, jármű t́ıpusa, lakhely, járművel megtett kilométerek, ...) is

használatosak a d́ıjak megállaṕıtásához. A biztośıtott számára leginkább igazságos

d́ıj megállaṕıtásához tehát mind az a priori, mind az a posteriori változókat be kell

éṕıteni a modellbe, ezzel elkerülhető például, hogy a kockázatos vezetők túl magas

d́ıjat fizessenek. Ezzel először Greg Taylor 1997-es munkájában [25] találkozunk, ő

volt talán az első, aki explicit módon modellezte a bónusz-málusz és más kockázati

tényezők közötti kapcsolatot. Egy bayes-i modell seǵıtségével vizsgálta, hogy milyen

d́ıjakat kapunk, ha figyelembe vesszük az a priori változókat, illetve ha figyelmen

ḱıvül hagyjuk a hatásukat. Így az egyes bónusz-málusz osztályokhoz tartozó

d́ıjintervallumok jelentősen csökkenhetnek, vagyis pontosabban határozható meg

a d́ıj. Erre jutottak Taylor módszerével a [23] cikkben is.

3.1. Modell

A modellezést itt Lemaire-hez [17] hasonlóan fogjuk elvégezni. Minden

biztośıtottat t́ız kilométer-osztályba sorolunk a naponta átlagosan megtett

kilométerek száma alapján, majd mindegyik osztályban negat́ıv binomiális eloszlást

alkalmazunk. Ezt úgy kapjuk, hogy az egyes biztośıtottak káreseményeinek számát

Poisson-eloszlásúnak feltételezzük egy gamma-eloszlásból származó paraméterrel.

Taylor [25] momentum módszerrel becsülte meg az egyes negat́ıv binomiális

eloszlások paramétereit, Lemaire [17] azonban két másik becslési technikát alkalmaz:

• Maximum likelihood-módszer.

•
”
Átlag és P(N = 0)” módszer. (megfigyelt és valós átlagok összehasonĺıtása

és a kármentesség valósźınűsége)

A megfigyelt alacsony kárgyakoriságok esetében a bónusz-málusz rendszer

nagyjából 50-60 év elteltével közeĺıti meg a stacionárius eloszlást. Ezért a portfóliót

50 évig szimuláljuk, minden alábbi eredmény az 50. évre vonatkozik.

Ugyan jó h́ır, hogy a legtöbb fejlett országban mára jóval 10% alá csökkent

a kárhányad, ám ennek hátránya, hogy megneheźıti a bónusz-málusz modellek

tervezését.
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3. Kockázati tényezők hatása a bónusz-málusz rendszerekre

3.2. Adatok

Biztośıtási szerződések, portfóliók adataihoz nem egyszerű hozzáférést szerezni,

mivel ezek bizalmas információk. Mivel magyar biztośıtótársaságoktól nem

adtak ki felhasználásra adatokat a dolgozathoz, ezért nyilvános adatok közül

került letöltésre a dolgozatban felhasznált adatsor [14]. A nehezen fellelt

adatok egy etiópiai biztośıtóintézet gépjármű felelősségbiztośıtási szerződéseinek

adatbázisán alapszanak, ezt a hiányos rekordoktól, illetve nem értelmezhető, hibás

bejegyzésektől megszűrve és az oszlopelnevezéseket, különböző gépjárműfajtákat,

felhasználási módokat manuálisan átdolgozva, kibőv́ıtve kaptuk a modellben

felhasznált adatbázist. Ez 149 908 darab szerződést tartalmaz. Természetesen

az európaitól eltérő szabályozás, szokások, jogszabályok miatt az eredmények

értelmezésére különös gondot kell ford́ıtani, de a modellek lényegén ez nem változtat.

Minden szerződést egyedi azonośıtó seǵıtségével tárolunk, ezen túl a gépjármű

márkája, t́ıpusa, gyártási éve, üléseinek száma, használati módja is szerepel az

adatbázisban. Minden szerződéshez ismert az időszak kezdete és vége, a befizetett

d́ıj, a károk száma és nagysága. A d́ıjak és a károk nagysága etióp birrben adott,

ezért ezt a megfelelő árfolyamon magyar forintra váltjuk.

A számı́tások, szimulációk a dolgozatban R programnyelven1 lettek

implementálva. Mivel csak éves kilométeradatok szerepelnek az adatbázisban,

ezért előbb napi átlagot számolunk, majd létrehozzuk a t́ız kilométer-osztályt,

ahol mindegyik osztályba azonos számú szerződés tartozik (decilis osztályok),

vagyis minden szerződő 1
10

valósźınűséggel kerül az adott osztályba. Minden

szerződés kárszámát Poisson eloszlásúnak feltételezzük, a Poisson-paraméter pedig

gamma eloszlásból származik, ami kilométer osztályonként eltérő. Így tehát

negat́ıv binomiális eloszlást kapunk minden decilis kilométer-osztályra különböző

paraméterekkel. Ezek után modellezzük az egyes szerződések kártörténetét

és bónusz-málusz besorolását 50 évre előre, ezt is rögźıtjük az adatbázisban.

Több bónusz-málusz átsorolási szabályt is megvizsgálunk, elsőként a hazánkban

alkalmazott rendszert, majd további eseteket is.

3.3. Eredmények

Először vizsgáljuk meg a t́ız kilométer-osztályt, amit a naponta átlagosan megtett

kilométerek alapján hozunk létre a decilisek kiszámı́tásával! Ehhez az adatokból

számı́tsuk ki minden szerződéshez a napi átlagosan megtett kilométerek számát.

Az 1. táblázatban látható, hogy - amint azt vártuk - a naponta több kilométert

1A kód részben mesterséges intelligencia rendszer által generált.
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3. Kockázati tényezők hatása a bónusz-málusz rendszerekre

Decilis osztály Napi km Kárgyakoriság Kár szórásnégyzet

1 0 - 7.6 0,0847 0,0775
2 7.6 - 11.6 0,1033 0,0926
3 11.6 - 16.1 0,1201 0,1057
4 16.1 - 21.6 0,1302 0,1133
5 21.6 - 28.4 0,1447 0,1195
6 28.4 - 37.1 0,1453 0,1242
7 37.1 - 49.3 0,1524 0,1292
8 49.3 - 67.8 0,1498 0,1273
9 67.8 - 102.8 0,1668 0,1803
10 102.8 - 0,1755 0,3503

1. táblázat. Decilis osztályok

megtevő járművezetők esetén nagyobb átlagos kárgyakoriságokat kapunk az egyes

osztályokban. Egyedüli kivétel a 8. decilis osztály, ott enyhén csökken a károk

átlagos száma a 7. osztályhoz képest. Az 3. ábra mutatja a decilis osztályok

átlagos kárgyakoriságait a napi kilométerek függvényében, a 95%-os konfidencia

intervallumok is szerepelnek a grafikonon. A ritkábban használt járműveknél (1.

- 5. decilis osztály) jelentősen függ a megtett távolságtól a kárszám, ám napi

25 kilométer megtétele felett már kevésbé jelentős a károk számának további

növekedése. A 10. decilis osztály viszont jóval magasabb napi kilométerszámot és

átlagos kárszámot mutat, illetve az osztályon belüli szórás is jelentősen magasabb,

mint a többi osztályban. Hasonló eredményekre jutott Lemaire is [17] .

3. ábra. Átlagos kárszámok osztályonként
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3. Kockázati tényezők hatása a bónusz-málusz rendszerekre

α és β paraméter esetén a következő log-likelihood függvényt kapjuk.

ℓ(α, β) =
n∑

i=1

log Γ(xi + α)− log Γ(α)− log(xi!) + α log(β)− (α + xi) log(β + 1)

A Γ(x) függvény deriváltját d
dx
Γ(x) = ψ(x) -vel jelölve (digamma függvény) a

maximum-likelihood egyenletek:

∂ℓ

∂α
=

n∑
i=1

ψ(xi + α)− ψ(α) + log(β)− log(β + 1) = 0

∂ℓ

∂β
=

n∑
i=1

α

β
− α + xi

β + 1
= 0

Ha numerikusan maximum-likelihood módszerrel rendre megbecsüljük a decilis

osztályok negat́ıv binomiális (α, β) paramétereit, akkor az α esetén növekedést

figyelhetünk meg a napi kilométerek növekedésével együtt. β paraméter nem

változik jelentősen, terjedelme csupán 1
2
, a [0, 78; 1, 28] intervallumon belül vesz

fel értékeket, ezt a 2. táblázat szemlélteti. Ezzel az α és β paraméterezéssel az

átlagos kárgyakoriság α
β
lesz.

Osztály 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

α 0,0772 0,0915 0,1010 0,1111 0,1133 0,1188 0,1199 0,1199 0,2145 0,2233
β 0,9122 0,8863 0,8409 0,8533 0,7798 0,8175 0,7870 0,8012 1,2861 1,2723

2. táblázat. Negat́ıv binomiális eloszlás paraméterei

3.3.1. Magyar bónusz-málusz rendszer

A magyar átsorolási szabályokat (2.2) alkalmazva az 50 évre szimulált portfólióban

a bónusz-málusz osztályok relat́ıv gyakoriságait mutatja a 4. ábra. Nagyon

sokan kerültek a B10 osztályba, mı́g az alacsonyabb málusz osztályokban alig

vannak, illetve nincsenek is szerződések. Ennek oka az alacsony kárhányad,

amit valósźınűleg az okozhat, hogy Etiópiában még manapság is csupán 10

gépjármű jut 1000 emberre, mı́g például Magyarországon ez a szám 492. Ezek

alapján érdemes lehet egy szigorúbb átsorolási szabályokat alkalmazó bónusz-málusz

rendszer megvizsgálása is. A 3. táblázat a szerződések decilis osztályok és a

bónusz-málusz osztályok közötti megoszlását mutatja (csak a nem üres osztályok

szerepelnek). Nem meglepő módon a magasabb napi kilométerszámmal rendelkező

járművezetők közül többen kerülnek M04 vagy alacsonyabb bónusz osztályokba,
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3. Kockázati tényezők hatása a bónusz-málusz rendszerekre

mı́g a járművüket kevésbé használók közül többen érnek el magas bónusz osztályt.

4. ábra. Bónusz-málusz osztályok relat́ıv gyakoriságai

Decilis Bónusz-málusz osztályok

osztályok M04 B03 B04 B05 B06 B07 B08 B09 B10

1 0.0141 0.0000 0.0000 0.0000 0.0097 0.0190 0.0370 0.0658 0.1079

2 0.0141 0.0000 0.0000 0.0328 0.0290 0.0370 0.0504 0.0771 0.1057

3 0.0563 0.0000 0.0000 0.0492 0.0531 0.0591 0.0735 0.0891 0.1029

4 0.0775 0.0000 0.1538 0.0656 0.0628 0.0697 0.0939 0.0970 0.1010

5 0.1056 0.0000 0.2308 0.0820 0.1304 0.0971 0.1120 0.1047 0.0989

6 0.0634 0.3333 0.0000 0.0328 0.0966 0.1172 0.1193 0.1037 0.0988

7 0.1620 0.0000 0.0000 0.1475 0.1063 0.1225 0.1235 0.1104 0.0975

8 0.1620 0.3333 0.1538 0.0656 0.0821 0.1225 0.1118 0.1083 0.0982

9 0.1197 0.0000 0.3077 0.2459 0.1884 0.1753 0.1332 0.1215 0.0950

10 0.2254 0.3333 0.1538 0.2787 0.2415 0.1806 0.1453 0.1224 0.0942

3. táblázat. Szerződések eloszlása a stacionárius állapotban

3.3.2. Szigorúbb rendszer

Mivel a magyar szabályozás szerinti rendszerben túl sokan kerültek a legjobb

osztályba, ezért válasszunk szigorúbb szabályokat és vizsgáljuk ezt a rendszert a
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3. Kockázati tényezők hatása a bónusz-málusz rendszerekre

továbbiakban. Tekintsünk egy olyan rendszert, ahol 10 osztály van. Minden új

szerződés a 3. osztályból indul kezdetben. Ha 1 kár van, akkor 2 osztállyal lejjebb

kerül, 2 kár esetén pedig 4 osztállyal. 3 vagy több kár esetén egyből a legrosszabb,

vagyis az 1-es osztályba kerül. Most szigorúbb szabály alapján lehet csak magasabb

osztályba sorolni egy szerződést: ha egymás után két kármentes év van, akkor

jav́ıthat 1 osztályt. Ha nincs kár, de az előző évben volt, akkor nem változik a

besorolás. Az ezzel a szabállyal kapott stacionárius állapotban a bónusz-málusz

osztályok relat́ıv gyakoriságait mutatja az 5. ábra. Most már többen kerültek

a köztes osztályokba is, de a szerződések több mint fele (56, 53%) még ı́gy is a

legmagasabb osztályban van.

5. ábra. Bónusz-málusz osztályok relat́ıv gyakoriságai

Nézzük meg ebben az esetben is, hogy milyen összefüggés van a decilis és a

bónusz-málusz osztályok között. Ezeket látjuk a 4. táblázatban. Itt már érdemes

vizualizálni az adatokat, egy hőtérképet látunk a 6. ábrán. A magyar besorolási

szabályokhoz hasonlóan itt is jellemzően a több kilométert megtevők kerülnek

rosszabb bónusz-málusz osztályokba.
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3. Kockázati tényezők hatása a bónusz-málusz rendszerekre

Decilis Bónusz-málusz osztályok

osztályok 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0.0074 0.0174 0.0123 0.0284 0.0296 0.0466 0.0542 0.0812 0.0844 0.1291

2 0.0209 0.0305 0.0353 0.0421 0.0448 0.0630 0.0640 0.0908 0.0884 0.1209

3 0.0419 0.0569 0.0520 0.0632 0.0751 0.0823 0.0800 0.1016 0.1001 0.1090

4 0.0568 0.0664 0.0721 0.0879 0.0782 0.0948 0.0940 0.1021 0.0989 0.1043

5 0.0993 0.1059 0.1054 0.1090 0.0994 0.1132 0.1133 0.1042 0.1073 0.0946

6 0.0932 0.1149 0.1108 0.1272 0.1083 0.1118 0.1057 0.1028 0.1044 0.0948

7 0.1331 0.1245 0.1338 0.1181 0.1232 0.1154 0.1145 0.1032 0.1048 0.0917

8 0.1047 0.1155 0.1230 0.1168 0.1214 0.1133 0.1107 0.1027 0.1025 0.0938

9 0.2014 0.1849 0.1667 0.1524 0.1500 0.1242 0.1283 0.1065 0.1045 0.0827

10 0.2412 0.1831 0.1887 0.1548 0.1700 0.1353 0.1353 0.1051 0.1048 0.0790

4. táblázat. Szerződések eloszlása a stacionárius állapotban

6. ábra. Szerződések eloszlása

Vizsgáljuk meg hogyan változnak a besorolások, ha az átsorolásnál figyelembe

vesszük a korábban kiszámı́tott decilis osztályokat is. Az 5. táblázat mutatja a

kárgyakoriságokat a decilis osztályokat is figyelembe véve, illetve anélkül. Látható a

járművezetők aránya az egyes bónusz-málusz osztályokban (mint 5. ábrán), a valós

vagy
”
nyers” kárgyakoriság, amely az egyes bónusz-málusz osztályokban ténylegesen

megfigyelt kárgyakoriságot jelenti, a megtett kilométerek figyelembevétele nélkül.

A decilis alapú vagy várható kárgyakoriság minden egyes biztośıtott esetén a
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3. Kockázati tényezők hatása a bónusz-málusz rendszerekre

saját decilis kilométer-osztálya seǵıtségével megbecsült (a decilis osztály átlaga)

kárgyakoriságot jelenti. A valós / decilis arány a tényleges és az elvárt vezetési

magatartás közötti különbséget méri a decilis besorolás alapján. Az ebbe az

oszlopban látható eltéréseknek az az oka, hogy például a rossz vezetők több balesetet

szenvednek, mint a decilis osztályuk átlaga. Ezért lényegében a decilis osztályok

hatása itt megszűnik.

Bónusz-

málusz osztály

Járművezetők

aránya

(%)

Valós

kárgyakoriság

(%)

Decilis alapú

kárgyakoriság

(%)

Arány:

valós / decilis

(%)

1 0.99 57.55 15.56 369.79

2 1.10 48.84 15.24 320.59

3 1.36 40.78 15.23 267.83

4 2.52 42.88 14.86 288.48

5 2.60 34.58 14.86 232.65

6 6.04 34.12 14.48 235.71

7 5.14 29.34 14.44 203.18

8 15.65 20.74 13.95 148.72

9 8.12 17.95 13.96 128.55

10 56.49 3.29 13.36 24.61

5. táblázat. Kárgyakoriságok a decilis osztályok figyelembe vétele nélkül, illetve figyelembe vételével.

A főbb eredmények a 6. táblázatban szerepelnek. Ez mutatja a bónusz-málusz

osztályokat a jelenlegi állapotukban, majd a szimuláció által javasoltak szerint,

amikor a decilis kilométer-osztályok hatását figyelmen ḱıvül hagyjuk, végül pedig

amikor a decilis osztályokat is felhasználjuk. Az értékeket a valós kárigények

gyakoriságának, illetve az arányoknak a standardizálásával kapjuk, a 3., induló

osztály arányát 100 %-nak véve. Utóbbi a kilométerhatás eltávoĺıtásával seǵıt

elkerülni, hogy kétszer vegyük figyelembe a decilis osztályok hatását. A

decilis osztályok között a kárgyakoriságok alacsony változékonysága (lásd 5.

táblázat decilis alapú kárgyakoriság) és a biztośıtottak decilis kilométer-osztálytól

függetlenül nagy koncentrációja a 10. bónusz-málusz osztályban azt eredményezi,

hogy a napi átlagosan megtett kilométerek figyelembevétele alig módośıtja az

eredetileg javasolt bónusz-málusz osztályokat, látható hogy a 6. táblázatban az

utolsó két oszlopban javasolt bónusz-málusz osztályok szinte azonosak.
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3. Kockázati tényezők hatása a bónusz-málusz rendszerekre

Azt állaṕıthatjuk meg, hogy még egy olyan erős prediktor, mint az éves megtett

kilométerekből számolt napi átlagos kilométerek sem okoznak jelentős változást

a bónusz-málusz besorolásoknál. Természetesen a bónusz-málusz rendszerek

kialaḱıtásakor a biztośıtásmatematikai kárhányadokon ḱıvül számos tényezőt

figyelembe kell venni, mivel a rendszert el kell fogadnia a vezetőségnek, a szabályozó

hatóságoknak és az ügyfeleknek is. Sem a szabályozók, sem a menedzsment

nem szeretne túl szigorú értékelést, mivel a magas málusz d́ıjszintek arra

ösztönöznék a biztośıtottakat, hogy elhagyják a társaságot, és megpróbáljanak egy

másik biztośıtónál az induló osztályból kezdeni, olyan stratégiát találva, amellyel

kijátszhatják a rendszert, és megkerülhetik a társaságok közötti információcserét.

Így, bár biztośıtásmatematikailag indokolt változtatni a rendszeren az 5. és 6.

táblázat utolsó oszlopában javasolt magas szintekkel, ezt a többi érdekelt nem

fogadná el. Mindazonáltal eredményeink azt sugallják, hogy a biztośıtóknak van

némi indoka a bónusz-málusz osztályozás szigorúbbá tételére.

Bónusz-

málusz osztály

Decilis

osztály nélkül

(%)

Decilis

osztállyal

(%)

1 141.12 138.07

2 119.76 119.70

3 100.00 100.00

4 105.14 107.71

5 84.78 86.86

6 83.66 88.01

7 71.93 75.86

8 50.85 55.53

9 44.00 48.00

10 8.06 9.19

6. táblázat. Standardizált kárgyakoriságok a decilis osztályok figyelembe vétele nélkül, illetve
figyelembe vételével.
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4. Bónusz-éhség

4.1. Összefüggőség

Legtöbbször függetlenséget feltételeznek a káresemények gyakorisága és a kár

nagysága között. Ez kényelmes ugyan és egyszerűśıtheti a számı́tásokat, ám a

valóságban nem igazolható és gyakran téves eredményekre vezethet. Több ḱısérletet

is találunk arra, hogyan változtathatunk ezeken a függetlenségi feltételezéseken,

hogy beéṕıtsük az összefüggőséget a d́ıjszabási modellekbe. Alapvetően három

módszer különül el az összefüggőségi struktúra alapján:

• általánośıtott lineáris modellen (GLM) alapuló kárgyakoriság-kárnagyság

modell, amelyben a kárgyakoriság kontroll változóként szerepel a kárnagyság

regressziós modelljében

• kopulán alapuló modell, amelyben a kárnagyság és kárgyakoriság valamilyen

parametrikus kopulával van összekapcsolva

• random effect modell, ahol a paraméterek valósźınűségi változók

A szakirodalomban ezekkel a modellekkel kapott eredmények alátámasztják,

hogy összefüggés van a kárnagyság és kárgyakoriság között, a megközeĺıtéseik

azonban korlátozottak: többnyire állandó függőségi paramétert feltételeznek, ami

nem elég rugalmas. Az pedig némileg ellentmondásos, hogy egyes tanulmányok

gyenge pozit́ıv, mı́g mások negat́ıv összefüggőséget találtak a kárnagyság és

gyakoriság között. A [20] cikkben ezekre keresnek magyarázatot, és az összefüggést

kiváltó folyamatot is vizsgálják egy jobb árképzési modell létrehozása érdekében.

Ehhez használhatjuk a járművezetők viselkedését is figyelembe vevő bónusz-málusz

rendszereket.

Mivel a d́ıj általában nő, ahogy a járművezető több káreseményt jelent, ezért

hajlamosak arra, hogy az alacsony d́ıj fenntartása érdekében a kisebb károkat nem

jelentik be. Ezt a széles körben elterjedt viselkedést bónusz-éhségnek nevezzük [22].

A bónusz-éhség nem csupán torźıtja a káresemények gyakoriságának és nagyságának

eloszlását, hanem a közöttük fennálló függőséget is befolyásoló tényező lehet, még

akkor is, ha az eredeti kár gyakorisága és nagysága független lenne egy adott

bónusz-málusz rendszerben.

Továbbá kiszámı́thatjuk azt az optimális küszöbértéket, ami meghatározza,

hogy egy kárból adódó veszteséget várhatóan be fognak-e jelenteni vagy sem.

Ezt optimális megtartási szintnek nevezzük. Ha egy veszteség meghaladja a

küszöbértéket, akkor a járművezető bejelenti a káreseményt, különben pedig nem.
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4. Bónusz-éhség

21/2011. (VI. 10.) NGM rendelet

Az optimális megtartási szint jelentősége Magyarországon is nagy, hiszen

jogszabály biztośıt lehetőséget arra, hogy a keletkezett kár összegét a biztośıtónak

az üzemben tartó megfizesse és ezzel a káresetet szinte meg nem történtté tegye. Így

az átsoroláskor a megfizetett károkat nem lehet figyelembe venni. Ezzel elkerülhető

az alacsonyabb osztályba sorolás a szerződés következő évfordulóján.

Park [20] azt álĺıtja, hogy magasabb bónusz osztály esetén az optimális

megtartási szint a már bejelentett káresemények számának csökkenő függvénye, mı́g

alacsonyabb osztály esetén növekvő függvénye. Vagyis magasabb bónusz osztály

esetén a biztośıtottak eleinte csak a nagy károkat jelentik be, de ha több kár is

van, akkor már a kisebb kárral járó baleseteket is bejelentik, mı́g ez a mintázat

alacsonyabb osztályoknál ford́ıtott. Ez a viselkedésmintázat viszont arra utal, hogy

alacsonyabb bónusz-málusz osztályok esetén pozit́ıv vagy semmilyen függőség nincs,

magasabb osztályoknál pedig negat́ıv összefüggésre következtethetünk. Ebből is

látszik, hogy a bónusz-éhség miatt az összefüggés a kárgyakoriság és a kárnagyság

között nem állandó minden biztośıtott esetén, hanem a bónusz-málusz osztályok

szerint változhat. A 4.4.2 részben, az önrésztáblázatoknál ismertetjük az erre

vonatkozó numerikus eredményeket. Előbb azonban éṕıtsük fel a modellt a

megtartási szintekhez.

4.2. Összetett kockázat modellje

Tekintsünk egy k járművezetőből álló gépjármű-biztośıtási portfóliót. Feltételezve,

hogy nincsenek szerződésmódośıtások, mint például önrész vagy limitek, az i.

járművezető adott időszak alatti teljes kára az összetett kockázati modellel fejezhető

ki.

Si =

Ni∑
j=1

Yi,j i = 1, ..., k,

ahol Ni a károk száma, Yi,j a k. kár nagysága (Ni = 0 esetén legyen Si = 0).

Az i. járművezető kártörténete ekkor Yi-vel ı́rható le: Yi =

(Yi,1; ...;Yi,Ni
)T , Ni ≥ 1
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4. Bónusz-éhség

Az átlagos kárnagyság az i. szerződőre: Mi =
Si

Ni
, Ni ≥ 1

Hasonlóan [20]-hoz a kárszámra negat́ıv binomiális és Poisson eloszlást feltételezünk,

a kárnagyságra pedig gamma és inverz-Gauss eloszlásokat (mindkettő exponenciális

eloszláscsaládbeli).

Tegyük fel, hogy az i. járművezető esetében rendelkezésre áll egy xi =

(x1,i, ..., xp,i) vektor, amely magyarázza a kárgyakoriságot és a kárnagyságot. Mivel

a vektor minden egyes eleme releváns lehet a kárgyakoriság, a kárnagyság vagy

mindkettő szempontjából, ezért jobb ha két vektort hozunk létre, x1,i és x2,i, úgy,

hogy az előbbi a kárgyakorisághoz, az utóbbi pedig a kárnagysághoz kapcsolódjon.

A vektorok első elemét 1-nek választjuk (x1,1 = x2,1 = 1). A két vektor egyes elemei

akár át is fedhetik egymást, ha a megfelelő xj,i együtthatók mindkét változóra

hatással vannak.

4.2.1. Kárgyakoriság

Ezzel a struktúrával az i. járművezető kárgyakorisági modellje Poisson-regresszióval

feĺırva:

Ni ∼ Poisson(λiΘ), ahol log(λi) = αTx1,i

Itt λi az i. biztośıtott a priori várható kárgyakorisága, Θ = θi jelenti azon reziduális

hatásokat, amelyek nem szerepelnek az a priori d́ıjszámı́tásban. A logaritmikus

kapcsolat miatt a Poisson-paraméter mindig pozit́ıv lesz. Θ-t gamma eloszlásúnak

feltételezzük ξ várható értékkel és ξ2

v
szórásnégyzettel:

f(y ; ξ, v) =
1

Γ(v)

(
v

ξ

)v

yv−1e−
yv
ξ , y > 0

Ezzel a paraméterezéssel 1
v
a skálaparaméter. Esetünkben ξ = 1, ı́gy Θ ∼ Γ(1, ν)

eloszlást követ. E(Θ) = 1
ν
; D2(Θ) = 1

ν2
.

Ekkor Ni feltétel nélküli eloszlása negat́ıv binomiális, Ni ∼ NB(λi, ν), ezen

paraméterezés mellett ennek sűrűségfüggvénye:

f(n ; λi, ν) =
Γ(ν + n)

Γ(ν) Γ(n+ 1)

(
λi

ν + λi

)n(
ν

ν + λi

)ν

E(Ni) = λi; D2(Ni) = λi +
λ2i
ν
.
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4.2.2. Kárnagyság

A kárnagyságok esetén vagy a fentebb látott gamma vagy az inverz Gauss eloszlást

feltételezzük, aminek sűrűségfüggvénye:

f(y ; µ, ϱ) =
ϱ√
2πy3

e
− ϱ(y−µ)2

2µ2y .

Ennek várható értéke µ, szórásnégyzete pedig µ3

ϱ
.

A gamma regressziós modell:

Yi,j ∼ Γ(µi, v); , ahol log(µi) = βTx2,i

E(Yi,j) = µi D2(Yi,j) =
µ2
i

v

Az inverz Gauss regressziós modell:

Yi,j ∼ IG(µi, ϱ), ahol log(µi) = βTx2,i

E(Yi,j) = µi; D2(Yi,j) =
µ3
i

ϱ

Az eddigiekben feltételeztük, hogy Yi,1; ...;Yi,Ni
egymástól független, azonos

eloszlásúak és Ni-től is függetlenek. Most viszont figyelembe szeretnénk venni Yi,j

és Ni közötti összefüggést, ezért feltételes eloszlásokkal kell a modellt feĺırnunk. Az

Ni = ni > 0 feltételre nézve a kárnagyság modellek:

Mi|ni ∼ Γ(µi;niv) illetve Mi|ni ∼ IG(µi;niϱ), ahol log(µi) = βTx2,i+β
∗ζ(ni)

Itt ζ(ni) a megfigyelt kárgyakoriság függvénye, β∗ a hozzá tartozó együttható. Az

egyszerűség kedvéért most ζ függvénynek az identitásfüggvényt fogjuk választani.

4.3. Bónusz-málusz osztályok a modellben

Egy s + 1 osztállyal rendelkező bónusz-málusz rendszerben a kármentes évet 1

osztállyal feljebb sorolással jutalmazzák, illetve káreseményenként h osztállyal

lejjebb sorolással büntetik (+1/ − h rendszer). Ez a rendszer matematikailag egy

olyan mennyiséggel ı́rható le, ami a járművezető egyik szintről a másikra történő

átmenetéhez kapcsolódik. Tegyük fel, hogy a járművezető jelenleg az l ∈ {0; ...; s}
osztályban van. Ha a bejelentett károk száma z, akkor az új szint a szerződés

20



4. Bónusz-éhség

megúj́ıtásakor az idei kártörténet alapján, Tz(l) lesz:

Tz(l) =

min {l + 1; s} , ha z = 0;

max {l − hz; 0} , ha z > 0.

Az rl kockázati szorzó seǵıtségével egy bayesi relat́ıv modellt fogalmazunk meg

[19] modelljét követve. Ebben a modellben Λ a járművezető a priori várható

kárgyakorisága, ez független Θ-tól, amely az a priori d́ıjszámı́tásban nem szereplő

reziduális hatás. A járművezető valódi, ám ismeretlen kárgyakorisága ekkor Λ · Θ.

Feltételezzük, hogy Λ diszkrét eloszlású valósźınűségi változó, a lehetséges értékei

λk-k.

P(Λ = λk) = wk

Itt wk a k. osztály súlya, λk pedig a k. osztály éves kárgyakorisága. L jelöli azt a

bónusz-málusz osztályt, amelyben a járművezető van, miután elértük a stacionárius

állapotot. Ekkor rl a feltételes várható értékkel egyezik meg.

rl = E(Θ|L = l)

4.3.1. Optimális megtartási szint

Azt feltételezzük, hogy a járművezető ki tudja számı́tani az optimális megtartási

szintet, vagyis hogy érdemes-e az adott káreseményt bejelentenie vagy sem. Ennek

fényében racionális döntést hoz, tehát csak akkor jelent kárigényt a biztośıtónak,

ha a kár összege meghalad egy optimális megtartási szintet. Ezzel tulajdonképpen

feltételezzük, hogy a biztośıtottnak teljes szabadsága van eldönteni, hogy bejelenti-e

a balesetet, ami nem biztos, hogy megfelel a valóságnak, főleg ha egy másik fél is

érintett a balesetben.

Az optimális megtartási szintet két jelenérték összehasonĺıtásával határozhatjuk

meg:

1. azon veszteség jelenértéke, amely a következő évek d́ıjemelkedéseinek

összegéből származik, ha a kár be lesz jelentve a biztośıtónak

2. azon veszteség jelenértéke, amely a kárból származik, ha a balesetet nem

jelentik be

Az optimális megtartás szintje tehát az az összeg, amely esetén a járművezető

közömbös a két alternat́ıva között.

A következőkben áttekintjük, hogyan formalizálható a bónusz-éhség [16].

Most is feltesszük, hogy a kárnagyság és a kárgyakoriság egymástól függetlenek.
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Szeretnénk meghatározni egy l osztályban lévő, λ várható kárgyakoriságú

járművezető optimális megtartási szintjét, η(l, λ)-t. Annak valósźınűsége, hogy a

járművezető nem jelenti be a kárt η(l, λ) megtartási szint esetén

pl(λ) =

∫ η(l,λ)

0

f(y;µ, v)dy,

ahol f(y;µ, v) a kárnagyság sűrűségfüggvénye. A be nem jelentett kár várható

nagysága pedig

µl(λ) =
1

pl(λ)

∫ η(l,λ)

0

f(y;µ, v)dy.

Annak a valósźınűsége, hogy a járművezető az év során z kárigényt nyújt be a

biztośıtóhoz, a következőképpen adódik:

ql(z|λ) =
∞∑
y=z

P(N = y)

(
y

z

)
(1− pl(λ))

z(pl(λ))
y−z, z = 0; 1; 2; . . .

Ezeknek az átlaga adja a bejelentett károk számának várható gyakoriságát

λ∗l =
∞∑
z=0

zql(z|λ).

Tegyük fel, hogy a károk egyenletesen oszlanak el a biztośıtási év során, ekkor a

járművezető átlagos éves összköltségének (TC - Total Cost) jelenértéke a biztośıtási

év kezdetén (t = 0) a következőképpen alakul:

TC0(η(l, λ), λ) =

b(l) + v
1
2µl(λ)(λ− λ∗l ), ha η(l, λ) > 0;

b(l), ha η(l, λ) = 0,

ahol v a diszkontfaktor, b(l) pedig a biztośıtott által az l. bónusz-málusz osztályban

év elején fizetett d́ıj, amit az alapd́ıjból az rl kockázati szorzóval kapunk. Amikor

η(l, λ) = 0, akkor a TC b(l)-re egyszerűsödik, mivel ilyenkor µl(λ) = 0, vagyis

hogy ha egy l osztályba tartozó járművezető minden kárt bejelent, függetlenül

azok nagyságától, akkor a költséget csak az adott l osztály d́ıja határozza meg. A

µl(λ)(λ−λ∗l ) tag a be nem jelentett balesetekből származó átlagos éves költségként

értelmezhető.

Most vegyük figyelembe a bejelentett káresemények miatt a következő évben

bekövetkező bónusz-málusz osztály-átsorolásból eredő költségeket is. Így egy

jelenleg l osztályban lévő, λ várható kárgyakoriságú járművezető összes költségének
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jelenértéke (Vl) rekurźıv módon határozható meg:

Vl(λ) = TC0(η(l, λ), λ) + v
∞∑
z=0

ql(z|λ)VTz(l)(λ),

ahol Tz(l) az átsorolás utáni bónusz-málusz osztály z darab bejelentett kár esetén.

Az eddigi jelenértékek mind a t = 0 időpontra, vagyis év elejére vonatkoznak. Ha

t ∈]0; 1] időpontot tekintünk, akkor az év [t; 1] fennmaradó részében az átlagos

összköltség jelenértéke

TCt(η(l, λ), λ) =

v
1−t
2 µl(λ)(λ− λ∗l ), ha η(l, λ) > 0;

0, ha η(l, λ) = 0.

Az optimális megtartási szint kiszámı́tásához tegyük fel, hogy az l osztályú

járművezető balesetet okoz x kárnagysággal a t ∈ [0; 1] időintervallumban, és hogy

korábban a [0; t] időintervallumban már g darab balesetet bejelentett a biztośıtónak.

• Ha a járművezető bejelenti ezt az új kárt, akkor a következő években a t

időpontban várható költségek jelenértéke

TCt(η(l, λ), λ) + v1−t

∞∑
z=0

ql(z|λ(1− t))VTg+z+1(l)(λ).

A ql-en belül szereplő várható kárgyakoriságot arányosan kiigaźıtottuk, hogy

tükrözze a kötvény megúj́ıtásáig hátralévő időt.

• Ha úgy dönt, hogy nem tesz bejelentést, akkor a költségek várható jelenértéke

a későbbi években a t időpontban

TCt(η(l, λ), λ) + x+ v1−t

∞∑
z=0

ql(z|λ(1− t))VTg+z(l)(λ).

Mivel az optimális megtartási szint η(l, λ), az az x∗ kárnagyság, amelynél a

járművezető közömbös a két jelenérték között, ezért egyenlővé tesszük ezt a két

kifejezést.

x∗ = η(l, λ) = v1−t

∞∑
z=0

ql(z|λ(1− t))(VTg+z+1(l)(λ)− VTg+z(l)(λ))

Az ı́gy meghatározott η(l, λ) g-től és t-től is függ, [20] alapján az időváltozót

azonban lerögźıtjük, hogy méltányosan tudjuk összehasonĺıtani a már korábban
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bejelentett károk számának hatását (g). [11] szerint t különböző értékei a többi

változóhoz képest kevéssé vannak hatással az optimális megtartás szintjére. A t = 1

időpontot választva — vagyis amikor a járművezető azt feltételezi, hogy a jelenlegi

az utolsó kára a szerződés évfordulója előtt — jelentősen egyszerűsödik az η-ra

kapott kifejezés.

η(l, λ) = VTg+1(l)(λ)− VTg(l)(λ)

A t = 1 választás a további elemzést nem befolyásolja, az bármely rögźıtett t ∈ [0; 1]

mellett érvényes marad.

4.3.2. Lemaire algoritmusa

η(l, λ) értékére nincs zárt képlet, mivel a fenti rekurźıv összefüggés közel sem

lineáris, ezért Lemaire algoritmusát alkalmazzuk [21], amely a megoldást iterációk

seǵıtségével adja meg. Az algoritmus egy l osztályba tartozó, fix rl d́ıjszorzójú

biztośıtott esetében a következő lépésekkel számı́tja ki az optimális megtartási

szintet:

I. A kezdeti megtartási szint értékek: η[0](l, λ) = 0, l = 0; 1; ...; s

Ilyenkor TC0(η
[0](l, λ), λ) = b(l), valamint

Vl(λ) = b(l) + v
∞∑
z=0

ql(z|λ)VTz(l)(λ), l = 0; 1; ...; s

Ezt az egyenletrendszert a bónusz-málusz átsorolási szabályok seǵıtségével

megoldhatjuk, ı́gy megkapjuk V0(λ), ..., Vs(λ)-t. Ezek seǵıtségével pedig η(l, λ)

már adódik l = 0; ...; s-re. Ezek lesznek η[1](l, λ)-k, az első iteráció utáni

értékek.

II. Adott η[j](l, λ)-ra (j ≥ 1) kiszámı́tjuk TC0(η
[j](l, λ), λ)-t, majd a Vl(λ)

értékeket. Ezekből pedig megkapjuk a következő iteráció utáni η[j+1](l, λ)-kat.

III. Végül a II. lépést ismételjük, ı́gy egy η(l, λ) optimális megtartáshoz konvergáló

sorozatot kapunk.

4.4. Szintetikus bónusz-málusz rendszerek

Vizsgáljuk meg, hogy a bónusz-éhség hogyan okozhat összefüggőséget a bejelentett

károk gyakorisága és nagysága között, még abban az esetben is, ha az eredeti

kárgyakoriság és kárnagyság független. Ezért egy szintetikus bónusz-málusz

rendszert hozunk létre, amelyben a járművezetők a kis károkat nem jelentik be (ha
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a kár kisebb, mint az optimális megtartási szint, ami függ az aktuális bónusz-málusz

besorolástól is). Minden járművezető szekvenciális, egymást követő döntéseket

hoz a kárbejelentésről a Lemaire-algoritmus által kiszámı́tott optimális megtartási

szint alapján. Ebben a bónusz-málusz rendszerben optimális önrész-táblázatokat

késźıtünk, ahol az optimális megtartási szintek az aktuális l osztály és a már

bejelentett károk g számának függvényében jelennek meg.

4.4.1. Paraméterek

A 4.2 részben léırt összetett kockázati modell alapján a log(λi)-re feĺırt két faktoros

regresszióból λi-re a következőt kapjuk:

λi = eα0+α1x1,i+α2x2,i .

Itt x1,i, x2,i ∈ {0; 1} bináris változók.

4.4.2. Optimális önrész-táblázatok

Itt most 20 bónusz-málusz osztályt hozunk létre, ahol minden kár után 2 osztállyal

romlik a besorolás, kármentes év esetén pedig 1 osztállyal javul. Az 1. a legjobb,

a 20. a legrosszabb osztály. 4 kárig vizsgáljuk az optimális megtartásokat.

Ahhoz, hogy a megtartási szinteket kiszámoljuk, szükség van egy diszkontfaktorra

és az egyes bónusz-málusz osztályok rl d́ıjszorzóinak megadására. Legyen a

diszkontfaktor v = 1
1.05

, vagyis 5% -os várható hozammal számolunk. Használjuk

most a 7. táblázatban szereplő értékeket.

ℓ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

rl 0.40 0.42 0.45 0.48 0.51 0.54 0.58 0.61 0.65 0.69

ℓ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

rl 0.74 0.83 0.90 0.95 1.00 1.08 1.15 1.23 1.35 1.50

7. táblázat. rl -ek értékei

Ha Lemaire algoritmusával (4.3.2 rész) kiszámı́tjuk a már ismertetett adatokra

(3.2 rész) az optimális megtartási szinteket, akkor az 8. táblázatban látható

eredményre jutunk. Látható, hogy kármentesség esetén még minden osztálynál

van olyan összeg, amit nem érdemes bejelenteni, mı́g 1, 2 vagy több korábban

bejelentett kár esetén már előfordul, hogy bármilyen alacsony értékű kárt érdemes

lesz bejelenteni.

25



4. Bónusz-éhség

Bónusz-málusz osztály 0 kár 1 kár 2 kár 3 kár 4 kár

1 65.9471 161.3232 253.1681 344.4292 455.7421

2 135.2178 205.3965 299.2271 397.0783 538.5095

3 206.9789 253.1681 344.4292 455.7421 622.2346

4 274.6672 299.2271 397.0783 538.5095 673.7595

5 345.2206 344.4292 455.7421 622.2346 709.3689

6 412.5711 397.0783 538.5095 673.7595 758.9110

7 484.2534 455.7421 622.2346 709.3689 808.4514

8 556.4813 538.5095 673.7595 758.9110 845.0906

9 640.7683 622.2346 709.3689 808.4514 855.4867

10 750.5616 673.7595 758.9110 845.0906 855.6710

11 865.9246 709.3689 808.4514 855.4867 432.7100

12 968.5790 758.9110 845.0906 855.6710 0.0000

13 1036.7839 808.4514 855.4867 432.7100 0.0000

14 1105.2554 845.0906 855.6710 0.0000 0.0000

15 1171.4759 855.4867 432.7100 0.0000 0.0000

16 1240.9771 855.6710 0.0000 0.0000 0.0000

17 1268.0516 432.7100 0.0000 0.0000 0.0000

18 1288.1967 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

19 855.6710 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

20 432.7100 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

8. táblázat. Optimális önrész táblázat (ezer Ft)

Tekintsük most a magyar bónusz-málusz rendszerre is az optimális megtartási

szinteket. v most is 1
1.05

. Itt a felhasznált d́ıjszorzók (9. táblázat) egy

magyar biztośıtótársaság nyilvános, a gyakorlatban is alkalmazott KGFB tarifájából

származnak.

ℓ B10 B09 B08 B07 B06 B05 B04 B03 B02 B01 A00 M01 M02 M03 M04

rl 0.45 0.50 0.55 0.60 0.63 0.64 0.65 0.70 0.80 0.85 0.94 2.00 2.50 3.00 4.00

9. táblázat. rl -ek értékei

A 10. táblázat mutatja az optimális megtartási szinteket. Csak 3 kárig

vizsgáljuk a megtartási értékeket, mivel 4 kár esetén már azonnal M04-be jut a

biztośıtott. Itt már van olyan osztály (M03 és M04), ahol minden kárt érdemes
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bejelenteni a kárnagyságtól függetlenül, viszont a magasabb osztályokban még a

nagy károkat sem feltétlenül érdemes bejelenteni.

bónusz-málus osztály 0 kár 1 kár 2 kár 3 kár

B10 994.85732 1288.88481 390.85330 636.40774

B09 931.97514 1022.72714 335.27949 526.16408

B08 806.90967 390.85330 271.51767 414.89007

B07 215.81747 335.27949 198.33486 327.82922

B06 175.03583 271.51767 172.76888 242.12119

B05 160.24366 198.33486 171.43265 156.39658

B04 111.27401 172.76888 161.10481 81.01638

B03 87.06085 171.43265 127.76962 28.62695

B02 85.70804 161.10481 81.01638 0.00000

B01 85.72461 127.76962 28.62695 0.00000

A00 75.38020 81.01638 0.00000 0.00000

M01 52.38943 28.62695 0.00000 0.00000

M02 28.62695 0.00000 0.00000 0.00000

M03 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

M04 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

10. táblázat. Optimális önrész táblázat (ezer Ft)

Az előálĺıtott táblázatok nem csak azt mutatják meg, hogy az optimális

megtartási szint hogyan okoz összefüggőséget a bejelentett káresemények

gyakorisága és nagysága között, hanem - ami talán még fontosabb - azt

is bizonýıtják, hogy ez a függőség nem állandó, a bónusz-málusz osztályok

függvényében változik.
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Sok biztośıtó esetében a tapasztalati minőśıtési rendszerekkel kapcsolatban

visszatérő gyakorlati probléma a kárelőzmények hiánya. Megmutatjuk, hogy a

mesterséges múltbeli kártörténet létrehozása átmeneti megoldás lehet, addig amı́g

elegendő múltbeli információ gyűlik össze a modell kiszámı́tásához. A mesterséges

múltbeli kártörténetet [5] cikkhez hasonlóan paneladat-modellek és bónusz-málusz

rendszerek kombinálásával hozzuk létre. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy

a bónusz-málusz rendszerek ezen általánośıtása jelentősen növeli az előrejelzés

pontosságát.

5.1. Tapasztalati minőśıtési rendszerek

A tapasztalati minőśıtés és az utólagos d́ıjszabás olyan d́ıjszabási modellekre utal,

amelyek a múltbeli kárigények információit használják fel a jövőbeli kárigények

összegének előrejelzésére. Vagyis a tapasztalati minőśıtés lényege, hogy az i.

biztośıtott számára egy T időtartamú szerződésre vonatkozóan úgy számı́tjuk ki

a d́ıjat, hogy figyelembe vesszük a biztośıtott összes korábbi biztośıtási szerződését

illetve a korábbi kárigényeit. Formálisan feltételezhetjük, hogy a várható érték

megfelel a d́ıjnak (várható érték elv [12]), tehát a következőt szeretnénk kiszámı́tani:

E(Si,T |Si,1, Si,2, ..., Si,T−1, Xi,1, Xi,2, ..., Xi,T ),

ahol Si,T valósźınűségi változó, amely a kárigénylés költségeivel kapcsolatos.

Általában megfelel a káresemények számának, a károk nagyságának vagy az

i. biztośıtott T idejű szerződésének teljes kárköltségének. Si,1, ..., Si,T−1 az

i. biztośıtott részletes múltbeli káresemény-tapasztalatait tartalmazza, az 1.

időszaktól a (T − 1).-ig. Ezek tartalmazhatják például az egyes káresemények

költségét, a káresemények t́ıpusát vagy időpontját is. Xi,1, ..., Xi,T−1 vektorértékű

változók tartalmazzák a d́ıjszabás során használt összes magyarázó változót, az 1.

időszaktól a (T − 1).-ig. Ez általában a biztośıtott életkorára, családi állapotára

vonatkozó információknak felel meg. Xi,T is szerepel a feltételek között, ami az i.

biztośıtott tényleges magyarázó változóit tartalmazza a T . időszakra vonatkozóan.

5.2. Kártörténet beéṕıtése a modellbe

Megpróbáljuk megbecsülni Si,t együttes eloszlását minden t = 1, ..., T -re. Ezt

a fajta modellezési megközeĺıtést paneladat-modellezésnek vagy longitudinális

modellezésnek nevezik, amely sokkal összetettebb, mint az egyváltozós modellezés.
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5. Mesterséges múltbeli kártörténet

A nem normális eloszlású valósźınűségi változók illetve különösen számlálási adatok

esetében háromféle modell-osztályt javasolnak a paneladatokra [6]:

• Szerződő-specifikus modellek, amelyek ugyanazon biztośıtott összes

szerződésére hatással vannak. Ide sorolható például Bühlmann klasszikus

credibility modellje.

• Marginális modellek, amelyekben olyan többváltozós eloszlásokat

alkalmaznak, amelyek egyetlen biztośıtott összes szerződésére illeszkednek.

Ide tartoznak például a kopulákat használó modellek vagy bizonyos

sokk-modellek.

• Feltételes modellek, ahol a modellezendő valósźınűségi változók múltbeli

realizációinak értékei közvetlenül felhasználhatók. A bónusz-málusz modellek,

mint amit a következőkben vizsgálunk is ebbe a kategóriába tartoznak.

A regressziós modellekben a kockázati jellemzőket magyarázó változóként

használjuk, ı́gy az egyes biztośıtottak d́ıja akár nemtől, életkortól vagy a biztośıtott

javak értékétől függően eltérő lehet. Ugyańıgy a biztośıtási d́ıj kiszámı́tásához

magyarázó változóként felhasználhatjuk a múltbéli biztośıtotti tapasztalatokat is.

A T − 1 éves tapasztalattal rendelkező i. biztośıtott esetében a keresett várható

értékre a következő képletet ı́rhatjuk fel:

µi,T = E(Si,T |Si,1, Si,2, ..., Si,T−1, Xi,1, Xi,2, ..., Xi,T ) = g(XT
i,T β +W T

i,T γ)

Itt g(x) egy megfelelő kapocsfüggvény, β és γ pedig a megbecsülendő együtthatók.

Legyen mostW T
i,T = (ni,T−1;ni,T−2; ...;ni,1), ahol ni,t a t. évi szerződés kárszáma.

Ekkor exponenciális kapocsfüggvényt használva

µi,T = e(X
T
i,T β+ γ1ni,T−1 + γ2ni,T−2 + ...+ γT−1ni,1).

Ez a megközeĺıtés azonban nagy T esetén sok paramétert használna. Ennél jobb

megoldás lehet az információ összegzése, vagyis tekintsük a korábbi évek kárainak

összegét. Az i. biztośıtottra ni =
∑T−1

t=1 ni,t. Így

µi,T = e(X
T
i,T β+ γ ni).

Itt abba a problémába ütközünk, hogy nem tudjuk megkülönböztetni az új és

a sokéves tapasztalattal rendelkező biztośıtottakat egymástól. Egy hosszú ideje
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5. Mesterséges múltbeli kártörténet

kárigény nélküli biztośıtott és egy új biztośıtott esetén is lehet ni = 0, azonban

a két eset jelentősen eltér egymástól. Általában az új biztośıtottak az átlagosnál

jóval több kárigényt jelentenek be. Éppen ezért nem szabad őket összetéveszteni

a tapasztalt, régóta kárigény nélküli biztośıtottakkal. Ezért vezessünk be egy

indikátor változót, κi,t = χ{ni,t=0}. Ekkor κi =
∑T−1

t=1 κi,t =
∑T−1

t=1 χ{ni,t=0} a

kármentes évek száma az i. biztośıtott számára. Ezekkel a jelölésekkel

µi,T = e(X
T
i,T β+ γ0 (−κi) + γ1 ni).

Így már megkülönböztethetők az új biztośıtottak, mert esetükben nem csak ni = 0,

hanem κ1 = 0.

5.3. Kappa-N modell

Fentebb a κi előtt szereplő negat́ıv előjel oka, hogy itt a modellt átalaḱıtjuk, egy

konstans 100 értéket is beéṕıtünk:

µi,T = g(XT
i,T β + γ0 (−κi) + γ1 ni) =

= g(XT
i,T β∗ + γ0 (100− κi) + γ1 ni) =

= g(XT
i,T β∗ + γ0 (100− κi +

γ1
γ0
ni)) =

= g(XT
i,T β∗ + γ0 ℓi,t), ahol ℓi,t = (100− κi +

γ1
γ0
ni).

Ez érdemben nem változtat a modellen, csupán a β együttható helyett β∗

fog szerepelni a továbbiakban, az értelmezést viszont nagyban előseǵıti. ℓi,t

tulajdonképpen egy kár-pontszámként fogható fel, vagyis a magas ℓi,t értékkel

rendelkező biztośıtottak sok korábbi kárigénnyel rendelkeznek, mı́g az alacsony ℓi,t

értékkel rendelkező biztośıtottak kevés korábbi kárigénnyel rendelkeznek. A modell

főbb tulajdonságai tehát:

• Egy újonnan érkező biztośıtott esetén κi = 0 és ni = 0 lesz, ezért ℓi,t = 100,

ez tekinthető a kezdeti pontszámnak.

• Minden kármentes évben a pontszám eggyel csökkenni fog.

• A bekövetkezett károk pedig Ψ = γ1
γ0
-val növelik a pontszámot, Ψ-t ugrási

paraméternek is nevezik, ami akár egész értékre is kereḱıthető, hogy a modell

egyszerűbben átlátható, jobban értelmezhető legyen.
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• Egy kár hatása a d́ıjra megközeĺıtőleg Ψ kármentes évvel egyezik meg, vagyis

egy kár után Ψ évbe telik újra elérni a korábbi pontszámot.

• Egy kár (eΨγ0 − 1) % d́ıjemelkedést von maga után.

• Minden kármentes év (1− e−γ0) % d́ıjcsökkenést jelent.

5.4. A kárpontszám határai

Problémát jelenthet, hogy a Kappa-N modellben ℓi,t-nek nincs minimális és

maximális értéke, bármekkora lehet. Így irreálisan nagy d́ıjnövekmények illetve

d́ıjkedvezmények is elképzelhetőek. Ezért korlátozzuk ℓi,t értékét. Az ı́gy módośıtott

pontszám legyen ℓ∗i,t.

ℓmin ≥ ℓ∗i,t ≥ ℓmax.

Ezeket a korlátokat minden korábbi évre, kezdettől fogva kell tekinteni, különben

visszásságok alakulhatnak ki a d́ıj változásával kapcsolatban. Tehát ℓmin és ℓmax

értékeket egyetlen időpontban sem lépheti át a kárpontszám.

Ezzel tulajdonképpen egy bónusz-málusz rendszert hoztunk létre, amennyiben

Ψ paraméter egészértékű. Az ℓi,t értékei tekinthetők az egyes bónusz málusz

osztályoknak. (ℓ0; Ψ; ℓmin; ℓmax) négyes egyértelműen meghatározza a rendszert.

Egy adott i. biztośıtottra formálisan a következőképpen definiálhatjuk a

kárpontszámot [8], ami tulajdonképpen a bónusz-málusz osztály:

ℓi,t+1 = ℓi,t − κi,t +Ψ · ni,t

Ekkor ábrázolhatjuk is az egyes bónusz-málusz osztályokhoz tartozó µi,t

értékeket. A 7. ábra mutatja a hazánkban alkalmazott bónusz-málusz rendszer

esetén az osztályon belüli relat́ıv kárgyakoriságot a kiinduló osztályhoz képest. Itt

ℓ0 = A00, ℓmin = M04, ℓmax = B10. eγ0(ℓ−100) függvény látható, γ0 = 0.0426 érték

mellett, amit a később bemutatott becslésekből kapunk (13).
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7. ábra. Relat́ıv kárgyakoriságok az osztályokban

5.5. Modellek összehasonĺıtása

Az adatokban a sorok között függetlenséget feltételezünk, ı́gy hagyományos GLM

modell használható a károk számának modellezésére. Ha rendelkezésre áll hosszú

időre visszamenőleg a kártörténet, akkor könnyen alkalmazható a Kappa-N modell

vagy akár bónusz-málusz rendszerek is. Ám pont ezen korábbi adatok azok, amik

gyakran hiányoznak a biztośıtóknak.

A múltbeli kártörténet figyelembe vétele esetén sokszor normalizálják a károk

számát,
∑T−1

t=1 ni,t∑T−1
t=1 λi,t

-t használva ni helyett. Itt most nem feltételezünk kapcsolatot a

múltbeli károk és a múltbeli magyarázó változók között, ı́gy csak a károk számát

vesszük figyelembe. Most az összes biztośıtott, valamint az összes szerződés között

függetlenséget feltételezünk, ami azt jelenti, hogy

P(Ni,t+1 = n | Ni,t;Xi,1; . . . ;Xi,t+1) = P(Ni,t+1 = n |Xi,t+1),

E(Ni,t+1 = n | Ni,t;Xi,1; . . . ;Xi,t+1) = E(Ni,t+1 = n |Xi,t+1) = λi,t+1 = eX
T
i,t+1β.

5.5.1. Eloszlások

Először modellezzük a kártörténetet egyszerűen egy diszkrét eloszlással, ennek

választható Poisson-eloszlás, aminek sűrűségfüggvénye λi,t paraméter esetén

P(Ni,t = n |Xi,t) = (λi,t)
n · e

−λi,t

n!
.
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Ezen ḱıvül vizsgáljuk meg még a negat́ıv binomiális eloszlást is, ennek [5] két

alt́ıpusát is emĺıti. Az első változat sűrűségfüggvénye τ és λi,t paraméterek esetén

P(Ni,t+1 = n |Xi,t+1) =
Γ(n+ 1

τ
)

Γ(n+ 1) · Γ( 1
τ
)

(
λi,t

1
τ
+ λi,t

)n( 1
τ

1
τ
+ λi,t

) 1
τ

, n = 0, 1, 2, . . .

és 0 máshol. A második változat sűrűségfüggvénye ugyanezen paraméterekkel

P(Ni,t+1 = n |Xi,t+1) =
Γ(n+

λi,t

τ
)

Γ(n+ 1) · Γ(λi,t

τ
)
(1 + τ)

−λi,t
τ

(
1 +

1

τ

)−n

, n = 0, 1, 2, . . .

és nulla máshol. A szakirodalomban még különféle Poisson-inverz Gauss és

hurdle-modellen alapuló eloszlásokat is vizsgálnak [10].

Ezen eloszlásokkal alkalmazzuk a korábbi módszereket, úgymint:

• Standard modell: csak az eloszlást alkalmazzuk, nem használunk magyarázó

változókat

• Kappa-N modell: itt a kárpontszámot használjuk, vagyis κi és ni kerülnek be

a modellbe

• Bónusz-málusz rendszer: a kappa-N modellhez hasonló, de itt alulról (ℓmin)

és felülről is (ℓmax) korlátozzuk a kárpontszám értékét.

5.5.2. Algoritmus

Ahhoz, hogy megtaláljuk az optimális paramétereket - amiket itt egészértékűnek

feltételezünk - egy iterat́ıv eljárást alkalmazunk [5] nyomán. Persze lehetne minden

lehetséges érték kipróbálásával is számolni, ám ez jelentősen hosszabb futási időket

eredményezne, főleg sok szerződés esetén. Az iteráció lépései a következők:

1. Standard modellel (κi és ni felhasználásával) megbecsüljük Ψ-t.

2. Evvel a Ψ értékkel és ℓmin = 0-ra megkeressük ℓmax legjobb értékét.

3. Ezen ℓmax és ℓmin értékek mellett keressük Ψ optimumát.

4. ℓmax és az új Ψ érték mellett keressük ℓmin optimumát.

5. Addig ismételjük a fenti lépéseket, mı́g nem konvergál az iteráció.
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5.5.3. Eredmények

Végül a kapott értékekre ellenőriznünk kell, hogy nem csupán lokális maximumot

találtunk-e. Rendre kiszámı́tottuk minden modellre, illetve eloszlásra a

loglikelihood értékeket, Akaike- illetve Bayesi-információs kritériumokat. Az egyes

eloszlásokra és modellekre kapott eredmények a 11. táblázatban láthatók.

Eloszlás
Standard modell Kappa-N modell Bónusz-málusz rendszer

Loglik. AIC BIC Loglik. AIC BIC Loglik. AIC BIC

Poisson -50095 100231 100437 -19900 39845 40071 -19899 39843 40059

NB1 -50089 100218 100438 -19898 39843 40076 -19897 39840 40060

NB2 -50107 100259 100475 -19904 39853 40089 -19902 39851 40077

11. táblázat. Modellek eredményei

A legjobb illeszkedést az eloszlások tekintetében a negat́ıv binomiális 1-es

változata és a Poisson esetében kaptuk, nagyon kis eltérés tapasztalható csupán.

A modellek közül pedig a bónusz-málusz rendszerek a jobbak, itt a legmagasabb

a loglikelihood érték és a legalacsonyabb mind AIC, mind BIC. Kiszámı́thatunk

egy logaritmikus összehasonĺıtó értéket [3] is, ennek képlete:
∑n

i=1−log(Pλ̂i
(ni)).

Ezeket a 12. táblázat tartalmazza. Látható, hogy ezen szempont szerint is az 1-es

t́ıpusú negat́ıv binomiális eloszlás a legjobb, és hogy a bónusz-málusz rendszerek

esetén kapjuk a legkisebb értékeket, tehát ezt érdemes a leginkább használni.

Eloszlás Standard modell Kappa-N modell Bónusz-málusz rendszer

Poisson 46438 41590 41596

NB1 46435 40238 41172

NB2 46439 46424 43871

12. táblázat. Logaritmikus score értékek eloszlások és modellek szerint

A becsült paraméter értékek a 13. táblázatban láthatók.

Eloszlás
Kappa-N modell Bónusz-málusz rendszer

Ψ̂ γ̂0 ℓmin ℓmax Ψ̂ γ̂0

Poisson 3.94 0.0401 85 118 5 0.0472

NB1 4.18 0.0388 85 116 6 0.0426

NB2 4.33 0.0395 85 115 6 0.0451

13. táblázat. Paraméterbecslések
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Ezzel a módszerrel gyorsan meghatározhatók az optimális strukturális

paraméterek. Jelentős különbség a kappa-N modell és a bónusz-málusz rendszerek

között, ahogy a régi károkat kezelik. Az ℓmax felső korlát azt eredményezi, hogy

idővel a biztośıtottak jav́ıthatnak besorolásukon, a régi károk szinte
”
feledésbe

merülnek“, azokat nem minden esetben veszik figyelembe a d́ıjszámı́táshoz. Ez

megoldást jelenthet arra a problémára, hogy a kárral rendelkező biztośıtottak túl

nagy büntetést kapnak, nagyon magas lesz a d́ıjuk [5].

Negat́ıv binomiális 1-es esetben a Ψ = 6 azt jelenti, hogy 6 osztállyal romlik

a besorolás minden kár után. Ez magasnak tűnhet, ám ebben a rendszerben

116 − 85 = 31 osztály van. γ0 = 0.0426 seǵıtségével meghatározható az egy kárra

jutó d́ıjemelkedés, ami e0.0426 · 6 = 29.1%. Hasonlóan kiszámı́tható egy kármentes

év d́ıjcsökkentő hatása is, ez 1 − e−0.0426 = 4.2%. A maximális d́ıjtöbblet ℓmax

értékéből számolható, e0.0426 · 16−1 = 97.7%, ami majdnem kétszerese az alapd́ıjnak.

Hasonlóan a minimális d́ıj: e−0.0426 · 15 = 52.8%, ez pedig csaknem fele az alapd́ıjnak.

A d́ıj változásának ez az áttekinthető, viszonylag egyszerű számı́tási módja nagy

előnye ennek a modellnek és akár a biztośıtottak, ügynökök számára is érthetővé

teszi.

5.6. Kártörténet

A múltbeli kártörténet szempontjából minden biztośıtott esetén két időszakot (8.

ábra) különböztetünk meg,

1. ahol rendelkezésre áll múltbeli információ a károkról τ
(1)
i -től τ

(2)
i -ig, és

2. ahol nem. Ez τ
(0)
i időponttól τ

(1)
i -ig tart.

8. ábra. A mesterséges és a valódi kártörténet időbeli elhelyezkedése

Amennyiben τ
(2)
i −τ (1)i kicsi, vagyis kevés információ áll rendelkezésre a múltbeli

kártörténetről, akkor nehezen lehet a modelleket alkalmazni. Erre a problémára

jelenthet megoldást a mesterséges múltbeli kártörténet generálása, ı́gy több év

kártörténetét használhatjuk fel a modellezéshez. Ennek megvalóśıtása két módon

is történhet [5].
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5. Mesterséges múltbeli kártörténet

I. A nem megfigyelt éveket tekintsük mind kármentes éveknek, ez a

legvalósźınűbb eset, mert alacsony kárgyakoriság mellett a biztośıtottak

túlnyomó többsége egyetlen év alatt nem fog kárigényt benyújtani [7].

Ebben a konstrukcióban n∗
i = ni és κ∗i = κi + (τ

(1)
i − τ

(0)
i ), hiszen a

kármentes évek száma megnő κi + (τ
(1)
i − τ

(0)
i )-vel, vagyis a mesterségesen

hozzáadott kártörténettel. A bónusz-málusz rendszerek esetében ez azt

jelentené, hogy minden mesterségesen hozzáadott évben eggyel jobb osztályba

kerülnek a biztośıtottak. Noha a mesterséges múltbeli káreseménytörténet

létrehozásának ez a módszere gyors és hatékony, átlagosan alulbecsüli az

általános káresemény-gyakoriságot, mivel szinte biztos, hogy a biztośıtottak

között a múltban is volt olyan, aki kárigényt nyújtott be.

II. A másik - ebben a dolgozatban is alkalmazott - megközeĺıtés, hogy a nem

megfigyelt években egy átlagos várható µ̃ kárszámot alkalmazunk [6]. Ekkor

a következők változnak:

n∗
i = ni +

τ
(1)
i −1∑
t=τ

(0)
i

µ̃ = ni + (τ
(1)
i − τ

(0)
i ) · µ̃

κ∗i = κi +

τ
(1)
i −1∑
t=τ

(0)
i

Pµ̃(N = 0) = κi + (τ
(1)
i − τ

(0)
i ) · Pµ̃(N = 0),

ahol Pµ̃(N = 0) annak valósźınűségét jelöli, hogy nem lesz kár az adott évben. (Ez

µ̃ paramétertől függ, például Poisson eloszlást feltételezve Pµ̃(N = 0) = e−µ̃.) A

bónusz-málusz osztályok tekintetében ekkor a következő álĺıtható:

ℓi,t = ℓi,t−1 + Pµ̃(N = 0)−Ψ · µ̃.

Egy paneladat-modell seǵıtségével adunk becslést minden µ̃i esetében, hogy

aztán mesterséges kártörténeteket konstruáljunk a portfólió összes biztośıtottjára.

Modellezzük a rendelkezésre álló múltbeli kártörténet együttes eloszlását ∀ i

biztośıtottra vonatkozóan. Szeretnénk kiszámı́tani (i indexet elhagyva)

P(Nτ (1) = nτ (1) ; . . . ;Nτ (2)−1 = nτ (2)−1)

valósźınűséget.

Számos együttes eloszlás használható, most egy nem megfigyelt, véletlen hatás

hozzáadásával konstruáljuk meg, ami az i. biztośıtotthoz tartozó minden Ni,t

valósźınűségi változóra hatással van. Tegyük fel, hogy erre a Θ véletlen hatásra
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5. Mesterséges múltbeli kártörténet

nézve Ni,t-k feltételesen függetlenek ∀ t-re. Ekkor

P(Nτ (1) ; . . . ;Nτ (2)−1) =

∫ ∞

−∞

τ (2)−1∏
k=τ (1)

P(Ni,k = ni,k | θi) dG(θi),

ahol G(θi) a véletlen hatás eloszlásfüggvénye. Válasszuk [5] alapján a következő

eloszlásokat:

(Ni,k | Θi = θi) ∼ Poisson(θiλi,k) és Θi ∼ Γ(α = ν, γ = ν).

Ezeket behelyetteśıtve

P(Nτ (1) ; . . . ;Nτ (2)−1) =

τ (2)−1∏
k=τ (1)

(λi,k)
ni,k

ni,k!

 Γ(n∗
i + ν)

Γ(ν)

(
ν

λ∗i + ν

)ν

(λ∗i + ν)−n∗
i ,

ahol n∗
i =

∑τ (2)−1
k=τ (1) ni,k és hasonlóan λ∗i =

∑τ (2)−1
k=τ (1) λi,k. Ez a Poisson - Gamma

kombináció többváltozós negat́ıv binomiális eloszláshoz vezet.

A jövőbeli, T évre vonatkozó várható károk előrejelzését szokás

E(Ni,T | ni,1; . . . ;ni,T−1) = λi,T

(
ν +

∑T−1
k=1 ni,k

ν +
∑T−1

k=1 λi,k

)

képlettel feĺırni. Most azonban pont ellenkezőleg, nem előrejelezni szeretnénk,

hanem utólag létrehozni mesterségesen a kártörténetet. Így a korábbi jelöléseket

használva feĺırhatjuk µ̃i-ra ugyanezt:

µ̃i = E(Ni,t | ni,τ (2)−1; . . . ;ni,τ (1)) = λi,τ (1)

(
ν + n∗

i

ν + λ∗i

)
∀ t < τ (1).

Tulajdonképpen λi,k = λi,τ (1)-vel számolunk az összes múltbeli időpontban. Ezért

akár egyszerűśıthetünk: λ∗i = (τ (2) − τ (1) + 1) · λi,τ (1) . µ̃ létrehozásának ez a

módja jav́ıtja a mesterséges múltbeli kártörténet minőségét, mivel minden egyes

i biztośıtottnak saját mesterséges kárelőzménye lesz, amely a saját megfigyelt

kártörténetén alapul.

37
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formájához. Külön köszönettel tartozom azért is, hogy felh́ıvta figyelmemet erre az
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3. Átlagos kárszámok osztályonként . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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14. Mesterséges intelligencia eszközök használata a dolgozat során . . . 44

43



Nyilatkozat

Aluĺırott Horváth Boldizsár nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkésźıtése során az

alább felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat
Felhasznált

eszköz

Felhasználás

helye
Megjegyzés

Irodalomkeresés Scite assistant 2., 4. fejezet

Adatfeldolgozás GPT-4o 3.-5. fejezet
R kód generálás,

futásidő optimalizálás

Szövegvázlat

késźıtés
Perplexity 5. fejezet

angol szakkifejezések

értelmezése

Nyelvhelyesség

ellenőrzése
Writefull Teljes dolgozat

14. táblázat. Mesterséges intelligencia eszközök használata a dolgozat során

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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