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Bevezetés

Osszenyomhatatlan folyadékok staciondrius dramldsdnak egyik alapvetd modelljét a Navier—
Stokes-egyenletek irjak le, melyek linearizalt véltozataként tekinthetiink a Stokes-feladatra és
az Oseen-egyenletre. Utobbi a folyadék viszkozitdsat és az aramlés sordn fellépd konvekcids
folyamatok lefrdsat is magdban foglalja. Ezek olyan elliptikus masodrendd parciélis differenci-
alegyenletek, melyek ismeretlen fiiggvényként a folyadék sebességét €s a nyomast tartalmaz-
zak. Ebben a dolgozatban kétdimenziés korlatos tartomdnyon homogén Dirichlet peremfeltétel
mellett vizsgaljuk a Stokes-feladat és az Oseen-egyenlet elméleti tulajdonsédgait és numerikus
megoldasi mddszereit, illetve ezen beliil 4ttekintjiik az Uzawa-tipusu iteraciokat és a végeselem-
modszerrel kapott linedris egyenletrendszer iterativ megolddsanak lehetdségeit, és az egyenlet
paramétereinek fliggvényében elméleti szamitdsokkal és numerikus tesztek segitségével 0ssze-
hasonlitjuk az egyes megoldasi médszerek hatékonysagat. A szakdolgozat elkészitésének szer-
ves részét képezte a modszerek MATLAB programnyelven val6 implementalasa is.

A szakdolgozat elsé fejezetében absztrakt nyeregpont-feladatok megoldhatdsagat targyaljuk az
altalanosabb nem szimmetrikus esetben korlatos linedris operatorokkal €s bilinedris forméakkal
megadott feladatokra egyardnt. Meghatdrozzuk az tn. Schur-féle komplementeroperator koer-
civitasi és korldtossagi egyiitthatdjat, mely alapvetd fontossagu lesz késébb az iterativ modsze-
rek elméleti vizsgalata sordn. A fejezet végén kitériink a nyeregpont-feladatokra alkalmazott
Galjorkin-mddszer tulajdonségaira is.

A masodik fejezetben attekintjiik a Schur-féle komplementeroperatorra vonatkoz6 Uzawa-tipu-
su iterativ médszereket a szimmetrikus és a nem szimmetrikus esetben egyardnt, majd meg-
vizsgaljuk a szimmetrikus esetben a végeselemes nagy egyenletrendszerre alkalmazhat6 itera-
tiv médszereket is. Az egyenletesen pozitiv esetben az egyszer( iterdcio, a konjugalt gradiens-
modszer és a MINRES algoritmus leirdsét €s ismert konvergenciabecsléseit, illetve ezek nyereg-
pont-feladatra alkalmazott valtozatat mutatjuk be. A nem szimmetrikus esetben a prekondici-
onélt CGN- és GCR-mddszert tekintjiik 4t hasonl6 keretek kozott, és 6sszehasonlitjuk a linea-
ris becsléseiket. A végeselem-mddszeres diszkretizacid esetében a szimmetrikus indefinit méat-
rixszal felirt nagy egyenletrendszerre alkalmazott prekondiciondlt MINRES- és CGN-md&dszer
konvergencidjdnak tulajdonsagait vizsgéljuk, ahol a prekondiciondldsban a diszkrét Laplace- és
tomegmatrixot hasznéljuk. Ezzel a prekondiciondl6é métrixszal kiszamitjuk nyeregpont-felada-
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tokra a konvergenciabecsléseket az el6z0 fejezet eredményeit felhasznalva.

Az els6 két fejezetben targyalt elméleti eredmények alkalmazasaként a harmadik fejezetben a
Stokes-feladatot, a negyedik fejezetben pedig az Oseen-egyenletet tanulmanyozzuk részlete-
sen. Eloszor felirjuk 6ket nyeregpont-feladatként, majd a megoldhatosdgukat vizsgéljuk. Ez-
utdn a Stokes-feladatndl az Uzawa- és a Krylov—Uzawa-algoritmus konvergencidjat vizsgéljuk,
az Oseen-egyenletnél pedig levezetjiik a CGN- €s a GCR-Uzawa-algoritmust, majd kiilon meg-
nézziik a konvekci6 nélkiili €s a konvekciot tartalmazo esetet is. Hasonldan vizsgdljuk a nagy
rendszer esetét is, ahol a viszkozitdsi paraméter kiilonboz6 konkrét és aszimptotikus értéke-
ire megadjuk, hogy a CGN-moédszer vagy a MINRES linedris becslése a jobb. Végiil mind-
két fejezetet numerikus tesztekkel zarjuk. Ismertetjiik a végeselem-moddszer implementacidjat,
tesztfeladatokat dolgozunk ki, elemezziik a mdodszerek konvergencidjat, dbrdkat készitiink a
numerikus megoldasrdl, és Osszehasonlitjuk a kordbban bemutatott megoldasi médszerek ha-
tékonysagat konkrét feladatok esetén. A numerikus tesztek alapjan feldllitunk egy sorrendet
a megolddsi mddszerek kozott. Ezt utdna osszevetjiik az elméleti becslésekkel, mely részben
megmagyarazza a numerikus tesztek eredményeit.



1. Absztrakt nyeregpont-feladatok

Ez a fejezet az [1] konyv 12.1.1. fejezetének a felépitését koveti, €s dltalanositja a nyeregpont-
feladatok megoldhatésagaval kapcsolatos eredményeket a nem szimmetrikus operatorok esetére
is. Ez kés6bb alkalmazhat6 lesz a Stokes-feladatra és az Oseen-egyenletre egyarant. Az 1.2. alli-
szerek konvergencidjanak vizsgélatakor. A megoldhat6sag utdn kiilon alfejezetben vizsgéljuk a
nyeregpont-feladatokra alkalmazott Galjorkin-mddszert és a diszkretizalt feladat megoldhat6-
sagat.

1.1. Nyeregpont-feladatok megoldhatdésaga

Legyen H, K valds Hilbert-tér, f € H adott fiiggvény, illetve A : H — H és B : K — H korlatos
linedris operdtor, ahol az A egyenletes pozitivitdsa helyett most csak a koercivitasit koveteljiik
meg, tehat az A lehet nem szimmetrikus operator is. A koercivitds szerint 1étezik olyan my > 0
konstans, melyre

(Au,u) > my ||u? (Vu e H).

Tekintsiik az aldbbi nyeregpont-feladatot:

ey

Au+Bp=f
B*u =0

Mivel az A operitor egy koerciv korlatos linedris operdtor, ezért bijekcid, igy létezik A~!. Ennek
segitségével u kifejezhetd az els6 egyenletbdl:

u=A"Y(f-Bp), )
és ez behelyettesithetd a masodik egyenletbe:
B*A™! (f-Bp)=0 < Sp ::B*A_pr = B*A_]f —- ]?“’

ahol §: K — K a Schur-féle komplementeroperator. Mivel a (2) egyenletbdl p ismeretében u
egyértelmiien meghatarozhat6, ezért elég az Sp = f egyenlet megoldhatdsagat vizsgélni. Ha
megmutatjuk, hogy az S linedris operator korlatos és koerciv, akkor S bijekcid, tehat 1étezik
egyértelmien p € K, amely teljesiti az operatoregyenletet. Az S operator koercivitasdhoz sziik-
séges az un. inf-sup-feltétel teljesiilése:

1.1. Definicié. Az (1) altalanos nyeregpont-feladatra teljesiil az inf-sup-feltétel, ha 1étezik olyan
Y > 0 konstans, melyre
(Bp,u)

inf =
Pek\(0}uemfoy [Pl [[u]

y>0

1.2. Allitas. Az S := B*A~'B operdtor korldtos és koerctv a K Hilbert-térben az m := mA—y; és

Al
_ BIP . ; I . . e
M = e konstansokkal, ha az inf-sup-feltétel teljesiil y-val, és my az A operdtor koercivitdsi
konstansa.
Bizonyitas.



(1) Korldtossdg.

Az A operator koercivitdsa és a Cauchy—Schwarz-egyenl&tlenség szerint
1
2
mallull” < (Au,u) < [[Aullllu] = mallul] < JAul = ful| < o Al
Az u := A~ v helyettesitéssel kapjuk, hogy
1

1

-1 —1

[A™ [ < —[p] = [A7<—.
ma ma

Ezt felhasznélva az S operatorra adddik, hogy

2

1 1 1 2 _ |I1B]
ISI] = [1B*A~"B|| < [[B[[|A~[[[|BI] = [A " |1B]I” < ——.

(i) Koercivitas.
Az A operator korldtossdga miatt
1

—1 -1 —1

]| = [AA=v]| < JIA[[[A= V] = WIIVHSIIA vll.

Az u := A~ v helyettesitéssel kapjuk az A koercivitdsabol és az el6z6 becslésbdl, hogy

(Auy) = mallul® = (A" vv) 2 mal AP = s VPR

N HAII2

Ezt felhaszndlva az S operatorra adddik, hogy

(Sp,p) = (B*A™'Bp,p) = (A~'Bp,Bp) > IAHZH pl* > ”PH2 (VpeK). O

N HAH2

1.3. Allitas. Ha A egyenletesen pozitiv operdtor, akkor az 1.2. dllitasban az S operdtor also

b
All*

hatdra m =

Bizonyités. Azt kell megmutatni, hogy ebben az esetben (A~ v, v> > m v[[> (Vv e H).

(A7) = (A7 A7) = A3 = P,
HAH
ahol az utolsé becslés azért teljesiil, mert az u := A2y jeloléssel
IVI? = lAzul® < |42 |2[lu]® = A]|[]A=2v]% O

1.4. Kovetkezmény. Legyen H, K valos Hilbert-tér, illetve A : H — H és B : K — H korldtos
linedris operdtor, emellett legyen A koerciv is. Ha az inf-sup-feltétel teljesiil, akkor bdrmely
f € H fiiggvény esetén létezik egyértelmiien (u,p) € H X K megolddsa az (1) feladatnak.

Ezek az eredmények kozvetleniil atvihetSk bilinedris formakkal megadott feladatokra is:

{(Au,v>+(Bp,v>:(f,v> (YWweH)

(Ba.u) 0 (Vg € K) )



Legyen a: HxH — R és b : K x H— R az a bilinedris forma, melyre a(u,v) := (Au,v) és

b(p,v) := (Bp,v). A ¢ : H— R, ¢v := (f,v) korlatos linedris funkciondlt bevezetve az (1)

feladat atirhat6

“)
b(q,u) =0 (VgeK)

alakra. A korlétos bilinearis formak Riesz-reprezenticidjaval pedig egy ilyen feladat dtirhat6

az (1) alakba. Az inf-sup-feltétel ezzel a felirdssal

_b(p,u) =:7>0.

mn -
pek\{0} e\ qoy [P II][ul]

{a(u,v) +Db(p,v) = ¢v (VWweH)

Mivel az A, B operatorok korlatossdga €s koercivitasa érvényes lesz az a, b bilinedris formakra
is, ezért az 1.4. megoldhatdsagi tétel atvihetd.

1.5. Kovetkezmény. Legyen H, K valos Hilbert-tér, illetve a: H xH - R ésb: K xH — R
korldtos bilinedris forma, emellett legyen a koerciv is. Ha az inf-sup-feltétel teljesiil, akkor
bdrmely ¢ : H — R korldtos linedris funkciondl esetén létezik egyértelmiien (u,p) € H x K
megolddsa a (4) feladatnak.

1.2. Galjorkin-mdédszer nyeregpont-feladatokra

Tekintsiink egy (1) alaku altalanos nyeregpont-feladatot, €s irjuk fel az ehhez tartoz6 varidcids
problémat bilinedris formak segitségével, ami a (4)-nél megadott feladatot eredményezi. Le-
gyenek V,, C H és P, C K adott véges dimenzids alterek, €s keressiik azon (uh, ph) eV x Py
fliggvénypart, amelyre

{a(uh,vh) +b(p" V) = ¢! (W e V) 5)

b(q",u") =0 (Vq" € Py)

A diszkretizélt feladat megoldhatésdgat az 1.5. allitds szerint vizsgélhatjuk. Az a €s b bilineé-
ris formak korldtosak lesznek az A és B operdtor korldtossdga miatt, és hasonlé okokbdl az a
koerciv is. Azonban az inf-sup-feltétel csak akkor fog teljesiilni, ha a V}, és P, alterekre tovabbi
feltételeket tesziink.

1.6. Definicié. A V), és P, altér teljesiti az LBB-feltételt vagy a diszkrét inf-sup-feltételt, ha a h
racsparamétertdl fliggetleniil 1étezik olyan 7y > 0 dlland6, amelyre

b h h
inf sup % > Y.
P'eP\{0} ey, oy 17" kel ||
Ekkor a V), és P, altér LBB-stabil part alkot.
1.7. Allitas. Ha az LBB-feltétel teljesiil, akkor létezik egyértelmiien (u, p) € Vj, x P, megoldd-
sa az (5) feladatnak.

A Galjorkin-mddszerrel kapott linedris egyenletrendszer

Ay By [c"] [f

S =15
alakban frhat6 fel, ahol ¢ és s" a bazisfiiggvények egyiitthat6it adja meg az u-t és p'-t elallit6
linedris kombindciéban. A mddszer konvergencidjiat a Céa-lemmahoz hasonlé tétel biztositja,

melynek részletei a Stokes-feladatra kidolgozva megtaldlhat6 a [2] konyv 3.4. fejezetében.
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2. Iterativ mdédszerek nyeregpont-feladatok megoldasara

Az iterativ modszerek alapgondolata az, hogy a feladat nehézsége miatt a pontos megoldas
kiszdmitdsa helyett a megoldast egy fiiggvénysorozat szerint kozelitjiik, melyet rekurzivan sza-
molunk, és az egyes iterdcios 1épések sordn az eredetinél konnyebb feladatokat oldunk meg.
Ezek a mddszerek alkalmazhatdak kozvetleniil az operdtorokkal megadott feladatokra, illetve
hasznélhat6ak a Galjorkin-mddszerrel kapott diszkretizalt feladatra és az ebbdl szdrmaztatott
linedris egyenletrendszer megoldasara is. Ebben a fejezetben attekintjiik a dolgozatban hasz-
nalt szimmetrikus €s nem szimmetrikus iterativ modszerek algoritmusat, a konvergencidjukkal

kapcsolatos eredményeket, €s alkalmazhatdsagukat az el6z6 fejezetben ismertetett nyeregpont-
feladatra felirt Sp = f operdtoregyenlet megolddsara.

2.1. A Schur-féle komplementeroperatorra vonatkozé moédszerek
2.1.1. Szimmetrikus operatorokra alkalmazhaté médszerek

Ebben az alfejezetben feltessziik, hogy a nyeregpont-feladatban szerepld A operator szimmetri-
kus, ezért az S := B*A~! B operitor is szimmetrikus, és igy ha A koerciv, akkor S egyenletesen
pozitiv operator.

Legyen K valos Hilbert-tér, S : K — K egyenletesen pozitiv korlatos linedris operéator, tehat
vannak olyan M > m > 0 dllandok, melyekre

m||pl* < (Sp.p) <Ml|pl|>  (Vp€K).
2.1. Algoritmus. Egyszerii iterdcio.

* Legyen pg € K tetsz8leges kezdofiiggvény, o > 0 adott paraméter.

* Minden k € N-re, ha mér py-t ismerjiik:

Pik+1 =Pk —0(Sp,— f)

2.2. Allitas. Ha 0 < o < % akkor a 2.1. algoritmus linedrisan konvergdl az Sp = fegyenlet

p* megolddsdhoz. Az optimdlis o paraméter mi 5 melyre
1 ~ (M—m\*
—pl < —||Spo— — .
lpx =PIl = —ISpo f”(M-|—m)

2.3. Kovetkezmény. Szimmetrikus Schur-féle komplementeroperdtor esetén az egyszerii iterd-
cio optimdlis o paramétere

o 2lAlPmy
0 T 1
o mi 4 (A2 B2
a konvergenciabecslés pedig
k
lA]? =1 (AP ]BI? — m3y?
1px—P*ll < = ISpo — £l :
maY? IAIIZ(1BI| + m3 v*



2.4. Algoritmus. Konjugdlt gradiens-modszer (CG).

* Legyen pg € K tetszbleges kezdodfiiggvény és dy :=ro = Spo — f.
* Minden k € N-re, ha mar py, di, ri-t ismerjiik:

(

7]l
(Sdy., dy.)
Pk+1 = Pr+ Ody
Tyl =T+ oy Sdj,

By = 71|l
7l

(i1 := Th1 + Brdk

O .= —

2.5. Allitas. A 2.4. algoritmus linedrisan konvergdl az Sp = fegyenlet p* megolddsdhoz, és
k
VM — i
VM+/m )

2.6. Kovetkezmény. Szimmetrikus Schur-féle komplementeroperdtor esetén a konjugdlt gradi-
ens-maodszer konvergenciabecslése:

Il —p"|ls < 2|lpo—pls (

A8 —mA}')k

1o — *lls < 2llpo— p*is (
JATIB] + may

2.7. Algoritmus. MINRES
« Legyen py € K tetszdleges kezd6fiiggvény, vo :=wo = wi =0, vi := f —Spo, 1 := vill,
n:=m,sy:=3s1 :O,éSC()izcl =1.
* Minden k € N-re, ha mar p;_1, vk, Wi, Y, Sk» Ci-t 1smerjiik:

(vk = ;—]]z; 6k = <Svk,vk>

Vi1 1= SV — OV — YiVi—15 Yier1 = ||Vt

0 1= & — Cho1SK Vs O = () OF + Ve

oy .= Sk6k +Ccr—1Ck Vi OB = Sk—1%

Chp1 = g3 Sip1 = Tt
Wig1 1= Vk—aswl(;l—azwk
Dk = Pk—1 1 Cik1MWi+1
(M= —Sk+1M

2.8. Allitas. A 2.7. algoritmus linedrisan konvergdl az Sp = fegyenlet p* megolddsdhoz, és
k
Vi — i
M)

2.9. Kovetkezmény. Szimmetrikus Schur-féle komplementeroperdtor esetén a MINRES konver-
genciabecslése:

7l < 2{[roll ( Q)

k
A8 —mAY>
IATHIBI +may

el < 2l (
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2.1.2. Nem szimmetrikus operatorokra alkalmazhaté moédszerek

Amennyiben az A operdtor nem szimmetrikus, az S operator sem szimmetrikus, ezért nem szim-
metrikus iterativ médszerekre is sziikség lesz a nyeregpont-feladatok megoldasahoz. A dolgo-
zatban az egyszer( iterdcidé nem szimmetrikus véltozata mellett két dltalanosan elterjedt mod-
szert fogunk vizsgélni: az egyik a CGN-modszer, mely a konjugalt gradiens modszer alkalma-
zdsa a szimmetrizalt normalegyenletre, a masik pedig a GCR-mddszer, amely a rezidudlis hibat
minimalizalja. Az alapvetd algoritmusok megtaldlhat6ak a [3] konyvben.

Legyen K val6s Hilbert-tér, S : K — K koerciv korlatos linedris operator, tehdt vannak olyan
M > m > 0 dllanddk, melyekre

m|pl* < (Sp,p) és |ISpl <M|p|l  (VpEK).

2.10. Allitas. Ha 0 < a < n, akkora 2.1. algorltmus linedrisan konvergdl az Sp = f egyenlet
p* megolddsdhoz. Az optlmalls Qo paraméter M2’ melyre

k
1 » m2 2
—p* < —||Spo— l-— | .
o=l < - lispo— Il (1= 77
2.11. Kovetkezmény. Nem szimmetrikus Schur-féle komplementeroperdtor esetén az egyszerii
iterdcio optimdlis o paramétere
3,2
myy
A
Oopr =

a konvergenciabecslés pedig

k

< Il (YY)

pe—p Il = Spo—f :
=l < S = U= e

Amennyiben az iterativ médszereket kozvetleniil alkalmazzuk a megoldandé egyenletre, a kon-
vergencia lassu lehet, ezért dltaldban az egyenletet prekondicionéljuk egy egyenletesen pozitiv
P operitor segitségével, és az eredeti helyett a P~'Sp = P~! f egyenletet oldjuk meg. Ebben a
forméban lett megadva a CGN-moddszer 2.12. és a GCR-mddszer 2.13. algoritmusa.

Legyen a P éltal indukdlt energia-skaldrszorzat (x,y)p := (Px,y), és az ehhez tartoz6 P-norma
|x||p ==/ {x,x)p, amely megjelenik az algoritmusokban és a konvergenciabecslésekben egy-
arant. Prekondiciondlds esetén az algoritmusokban az x = P~y alaki 1épéseknél P! meghata-
rozésa helyett a Px =y alaku egyszer(ibb segédfeladatot oldjuk meg.

Az ry = P_lS Pk~ _1]7reziduélis hibavektor P- norméja a k iteratl’v lépésben linedrisan be-

.....

= inf {(P'Sp,p)p: Ipllp =1} =int{(Sp,p): [Ipllp =1} >0

(8)
= |P7'S||p = sup{(Sp.q) : |Ipllp = llgllr =1}



2.12. Algoritmus. Prekondiciondlt CGN 2.13. Algoritmus. Prekondiciondlt GCR

po:=0; po:=10;

ro:=P 'Spo— P~ f; ro:=P 'Spo— P f;

50 := P~ 'S*ro; do := ro;

do = s0; X0 := P~ 1Sdy;

k:=0; k:=0;

while ||rk||p > TOL do while ’rkHP > TOL do

Xi = P”Sdk; — _ <rk’xk>P-

_ lsll? el
I Piey1 i= P+ Ogdy;

Pi+1 := Pr+ 04dy;
Tk+1 := Ik + OGXgs

Ti41 = g + OgXg;
Sk 1= Pilsrk_H;

Sk41 ::P715*Fk+1; fOl’i:O,l,...,kd;)
ﬁ _ ”Sk+1H123_ Bi,k — <Sk’Xz p;
©T el il
" nd
div1 = Sk + Brdis e )
k:k+1, dk+l ::rk+1+2ﬂi,kdi;
end i=0

k
Xyl = Sk + .ZOBi,kxiQ
=

k:=k+1,

end

2.14. Allitas. A 2.12. és 2.13. algoritmus linedrisan konvergdl az Sp = fegyenlet p* megoldd-
sahoz, és

k
M—
a CGN-mddszer linedris becslése: lrellp < 2rol|p ( m) ; )
M+m
m2 2
a GCR-mddszer linedris becslése: lrelle < ||rollp (1 - ]\7) : (10)

2.15. Kovetkezmény. Nem szimmetrikus Schur-féle komplementeroperdtor esetén a CGN-mdd-
szer konvergenciabecslése:

k
\|A||2\|BII2—Mi72>

el < 2HroHP(
JARIBIR m2

2.16. Kovetkezmény. Nem szimmetrikus Schur-féle komplementeroperdtor esetén a GCR-maod-

szer konvergenciabecslése:
4\
may
Il <l (1= (42
All[|B]

2.17. Megjegyzés. A 2.16. kovetkezményben szerepl becslés nagysdgrendileg ugyanaz, mint a
nem szimmetrikus egyszer( iterdci6 2.11. kovetkezménybeli konvergenciabecslése. A gyakor-
lati alkalmazdsokndl azonban a GCR-mddszer jellemz&en ennél 1ényegesen gyorsabban kon-
vergdl, tehét ez az elméleti becslés pesszimista a tapasztalt konvergencidhoz képest.



A két médszer linedris becslését 6sszehasonlithatjuk aszerint, hogy mely m és M szdmok esetén
lesz a GCR-mddszer (10) becslésében szerepld felsd korlat kisebb a CGN-mddszer (9) becslé-
sében taldlhatondl. Ezzel kapcsolatban idézem egy kordbbi eredményemet a [4] TDK dolgoza-
tombol:

2.18. Tétel. Legyen k € {1,...,N} egy tetszdleges index. A GCR-mddszer linedris becslése a
k. iterativ lépésben pontosan akkor lesz jobb a CGN-modszer linedris becslésénél, ha % > Ly,
ahol m és M a (8) szerint értendd, és Ly az egyértelmiien létezd valos gyoke az

fild) = (1—40) + (3441 +3x+ 1

harmadfokii polinomnak.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ly || 2.7423 | 5.5708 | 8.4388 | 11.3158 | 14.1962 | 17.0783 | 19.9614 | 22.8450 | 25.7291 | 28.6134

1. tdblazat. Az L; sorozat elsé tiz tagja.

Az L sorozat szigori monoton ndvekedésébdl kovetkezik az aldbbi allitas:

2.19. Allitas. Ha a CGN-médszer linedris becslése jobb a GCR-mddszer becslésénél egy adott
kK € {l1,...,N} indexre, akkor bdrmely késébbi k € {k',... ,N} index esetén is jobb lesz.

2.20. Megjegyzés. Amennyiben a Schur-féle komplementeroperator szimmetrikus, a 2.7. MIN-
RES és a 2.13. GCR-mddszer (prekondiciondlds nélkiil, azaz a P := I esetben) reziduélis hiba-
vektorai megegyeznek (lasd [5], p. 244), ezért a rezidudlis norma (7) és (10) linedris becslése
egyszerre teljesiil, tehat vehetjiik a (7) és (10)-ben szerepld becslések minimumat, és ezt Gssze-
hasonlithatjuk a CGN-md&dszer (9) becslésével.

2.21. Allitas. Legyen K valds Hilbert tér és S : K — K egyenletesen pozitiv korldtos lined-
ris operdtor. Ekkor barmely f € K esetén az Sp = f operdtoregyenletre alkalmazott CGN- és
MINRES-modszer linedris konvergenciabecslése koziil mindig a MINRES becslése az élesebb.
A két konvergenciabecslés pontosan akkor esik egybe, ha az S hatdrai egybeesnek, azaz m = M.
Ez csak akkor lehetséges, ha S = ml alaku, ahol m > 0.

Bizonyitas. A 2.20. megjegyzés szerint a (7) és (10)-ben szerepld becslések minimumat kell
Osszehasonlitani a (9) becsléssel. Megmutatjuk, hogy a becslések minimuma helyett 5nmagaban
csak a (7) becslés is élesebb a CGN-mddszer becslésénél. A Kk := % > 1 alland6 bevezetésével
a vizsgalando egyenlGtlenség:

ViE—1 K- 1

VK+1 7 k41

Az f(x) = ;%} =1- )% fliggvény szigortian monoton novd a pozitiv félegyenesen. Ha k¥ > 1,

akkor \/k < K, tehat f(1/K) < f(K), ezért az egyenlStlenség szigordan teljesiil. Ha k = 1, akkor
VK = K, vagyis a két becslés megegyezik. Egyenl&ség tehat pontosan akkor teljesiil, ha

K:—:l = m:M.
m

Ha m = M, akkor az S hatarai egybeesnek, igy
m||p|* < (Sp,p) <mlpll> = mllp||* =m(p,p) = (mlp,p) = (Sp.p) (Vp€K).

Ez pedig az S 6nadjungéltsaga miatt pontosan akkor teljesiil, ha § = ml. [
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2.22. Megjegyzés. Ha a GCR-mddszerrel oldunk meg egy egyenletesen pozitiv operatorra felirt
operatoregyenletet, akkor a GCR-mddszer (10) konvergenciabecslése helyett a szimmetria miatt
attérhetiink a MINRES 2.8. 4llitdsban megadott becslésére a 2.20. megjegyzés szerint. A CGN-
modszerrel Osszevetve tehat a 2.21. allitds szerint a GCR-moddszer konvergenciabecslése mindig
jobb lesz (vagy esetleg azonos) a szimmetrikus esetben.

2.23. Kovetkezmény. Szimmetrikus Schur-féle komplementeroperdtor esetén a CGN-mddszer
és a MINRES konvergenciabecslése pontosan akkor esik egybe, ha

,_ VIATIB]
Vi

ésy=|B

Ez csak akkor lehetséges, ha my = ||A , ami miatt A = myl alaki.

Bizonyitas. A 2.21. 4llitas szerint azt kell megvizsgalni, hogy m = M mikor teljesiil, ahol az 1.2.
2

és 1.3. dllitds szerint m = [y és M = 121,

2 2
2 _|IBl VIATIBI
- & mP=[AllB]? = y= -

Al ma NG

Mivel 1 < % és 1 < @, ezért 1 < VAN ami csak akkor teljesiilhet egyenldséggel, ha

NV
kiilon-kiilon my = ||A|| és v = ||B||. Az A Onadjungaltsaga miatt a hatdrok egybeesése a 2.21.
allitas bizonyitdsahoz hasonldan itt is magaval vonja az A = ms 1 feltételt. [

2.2. Az operatormatrixszal felirt nagy rendszerre vonatkoz6 modszerek
2.2.1. Szimmetrikus indefinit matrixokra alkalmazhaté moédszerek

Az Sp= foperétoregyenletet megoldé Uzawa-tipusu algoritmusok helyett a nyeregpont-feladat
specidlis alakjdnak kihasznaldsa nélkiil kozvetleniil megoldhatjuk az alabbi nagy egyenletrend-

szert is: A o
L Ah Bh C - L
ovi= gt 3] [o] = [o] =+

ahol az Ay, Bj, métrix az A és B operitor, az f* vektor pedig az f fiiggvény megfelel§ végeselem-
modszerrel kapott diszkretizaltjai. A linedris egyenletrendszer G métrixa pontosan akkor szim-
metrikus, ha Aj; szimmetrikus, azonban ettdl nem lesz G pozitiv definit, s6t igazolhatd, hogy
G indefinit. A koercivitds hidnyaban az el6z0 alfejezetekben bemutatott egyszer( iterdcio és a
konjugalt gradiens-mddszer (kozvetleniil) nem hasznalhaté. A szimmetrikus esetben a bemu-
tatott iterativ mddszerek koziil a MINRES, a nem szimmetrikus esetben pedig a CGN- és a
GCR-médszer alkalmazhaté a prekondiciondlt P~'Gv = P~!g egyenletre, ahol P szimmetrikus
pozitiv definit matrix.

A tovébbiakban ezen alfejezeten beliil feltessziik, hogy az A, métrix szimmetrikus.

Ha Aj, szimmetrikus és M}, a nyomdshoz tartozé tomegmatrix, akkor a

5. |Ap O
P'_[o M}J

prekondiciondl6é matrix j6 vélasztds lehet, lasd [2] 4.2.1. fejezetét.
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2.24. Allitas. Az M W IBZA}TIB;, mdtrix sajdtértékei az [m,M| intervallumban vannak, ahol m és
M az S operdtor hatdrai az 1.6. definicio szerinti diszkrét inf-sup-konstanssal.

Bizonyitas. Lasd [2] 3.22. tételét.
2.25. Allitas. A P~'G madtrix sajdtértékei az

{1—@71—\/@%{1}%

1+ 1+ 4m 1+\/1+4M]
2 2

intervallumokban helyezkednek el.

Bizonyitas. A szamolds menete a [2] 4.2.1. fejezetét koveti. Az aldbbi sajatérték-feladatot kell

megoldani:
Ah Byl (u —2 Ah 0 u
B 0]|p] |0 M |p|

Ez atirhat6 az alabbi alakba:
Apu+B,p = AAu

Bl = AM,,p

A A = 1 biztosan sajatérték azon sajatvektorokkal, ahol p = 0, és u-ra teljesiil az, hogy Bgu =0.
Itt kihaszndljuk, hogy létezik ilyen u # 0 vektor, mert B}{ téglalapmatrix. Tegyiik fel, hogy
A # 1. Ekkor az els6 egyenletbdl kifejezhetjiik az u véltozot:

Bip=A—-1DAum = u=A-1)"4,"Byp
Helyettesitsiik be u-t a masodik egyenletbe:
A—-1)"'BIA, 'Bip=AMyp = B}A,'Byp=A(A—1)Myp =: uMy,p

A 2.24. illitas szerint p € [m,M]. A A> — A — u = 0 mdsodfokd egyenlet megolddsival a u
ismeretében kifejezhetSek a A sajatértékek:

1—+/1+4u
2

1 1+4
<0 b Ao(p)— VT

M) = >

A keresett intervallumok végpontjait ezek sz€lsdértékei hatdrozzak meg:

min Ay (@) = 1-vi+aM V1+4M; max Aj(y) = 1-Vi+am

WE[mM] 2 We[mM] 2
) 1++V1+4m 14++1+4M
min L(H)=———7—; max A(U)=—"———
HE[m,M)| 2 UE[mM)| 2
Ezek ismeretében mar megadhat6 az allitdsban szerepld intervallumok uniéja. [

2.26. Algoritmus. Prekondiciondlt MINRES a P~'Gx = P~'g megolddsdra.

* Legyen xo € R" tetszbleges kezdévektor, ahol N a G métrix oszlopainak szdma.
Legyen tovabbd vo :=wog =w; =0, % :=0, v| := g — Gxo.
Oldjuk meg a Pz; = v; egyenletrendszert, majd legyen y; := +/(z1,v1), N := V1,
so:=81=08&cy:=c1=1.

11



* Minden k € N-re, ha mar xg_1, Vi, Wk, Yi» Zk» Sk Cr-t ismerjiik:

)
2k =555 O = (G, %)

, 5
Vi1 1= G — Jvk — v

PZii1 7= Vi 15 Y1 = /21, Vier1)

o oy o2
oo = kO — Ch—15k Vs @1 = 1/ 05+ Yy

0 1= SkO + Cr—1Ck Y 03 i= Sk—1%

Chk+1 = %; Sk+1 2= %‘a—tl
Wil 1= Zk—aawlglﬁazwk
X 7= Xg—1 + Ck-1MWi+1
LT i= —Sk+1M

2.27. Allitas. Legyenek a,b,c,d € R olyan konstansok, melyekre P~'G negativ sajdtértékei
a [—a,—D)|, pozitiv sajdtértékei a [c,d] intervallumban helyezkednek el, és a két intervallum
hossza megegyezik. Ekkor a 2.26. prekondiciondlt MINRES linedrisan konvergdl, és

k
Vad —/bc

[raxllp-1 < 2||rollp-1 | ——=—7~—=| -
Vad +v/bc

Bizonyitas. Lasd a [2] konyv 4.14. tételét.

2.28. Allitas. A 2.27. dllitds teljesiil a P prekondiciondlé mdtrix esetén az

V1i+4dm++/1+4M b V1+4m—1 . g 1+1+4M
a:= —1; = c:=1; _—
2 2 2

pozitiv szamokkal.

Bizonyitas. A 2.25. éllitdsban megadott két intervallum hossza megegyezik, azonban a maso-
dik intervallumot meg kell novelni annyival, hogy a bal végpontja az 1 legyen. Ezzel megkaptuk
a c és a d szamokat. Az intervallum hossza lﬁ/ﬂ —1= %W—Vel nétt, tehat az elsé in-
tervallum bal végpontjat ennyivel csokkenteni kell, hogy az intervallumok hossza ismét azonos

legyen:
= l—m_—l+m_l+—\/l+4M—\/l+4m
2 2 2
Az a szam ennek az ellentettje lesz, a b pedig az eredeti intervallum jobb végpontjanak az
ellentettje. [

2.29. Kovetkezmény. A P lGy=p! g egyenletre alkalmazott MINRES linedrisan konvergdl,
méghozzd

V-1 (VTH4m+T+4M —2)(1+/1+4M)
HerHﬁfl SZHFQHI,;,I —_— ,aholK: .
VE+1 2(v14+4m—1)
Bizonyitas. Alkalmazzuk a 2.27. dllitasban szerepld konvergenciatételt a 2.28. allitasban kisza-
molt egyiitthatékkal, és bevezetjiik a K := % jelolést. [
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2.30. Allitas. Legyenek a < b < 0 < ¢ < d olyan konstansok, melyekre P~'G negativ sajdtértékei
az a,b], pozitiv sajdtértékei a [c,d] intervallumban helyezkednek el. Ekkor a 2.12. prekondici-
ondlt CGN-mdédszer linedrisan konvergdl, és

I7llp < 2lrolle , (11)
(E+VEE—1F+ (& —/E2— 1)
ahol & = % az i :=min{b?,c*} és M := max{a?,d*} szdmokkal.
Bizonyitas. Lasd [5] 4. fejezetét.
2.31. Allitas. A (11) becsiés dtirhaté az aldbbi alakba:
Il < ot s (12)

Bizonyitas. Vezessiik be az 1 := arch(&) valtozét! Ezt megtehetjiik, hiszen & > 1 biztosan

teljesiil. Ekkor & = ch(n), és igy /&2 — 1 = y/ch?(n) — 1 = sh(n). Ezzel az 4talakitdssal:
2[|rollp _ 2ol lrolle _—lirollp

ch(m) + sh() + (ch(m) —sh(M)X _ e+ F  ch(kn) _ ch(karch(&))

2.32. Kovetkezmény. Bdrmely k € NT index esetén a (11)-ben szerepld E-t6l fiiggd felsd becs-
lés szigortiian monoton csokkend fiiggvény.

[7ellp < ( u

Bizonyitas. Tekintsiik a (11)-el ekvivalens (12) alakot! Az arch fiiggvény szigortian monoton
novo, ezért a karch is az, és pozitiv értékeket vesz fel. A ch fiiggvény a pozitiv félegyenesen
szigordan monoton novd, ezért a karch-al vett kompozicidja is az lesz. Mivel a kompozicié-
fliggvény értékkészlete is pozitiv, igy ennek reciproka szigordan monoton csokkend. [

2.33. Allitas. A 2.30. dllitds teljesiil a P prekondiciondlé mdtrix esetén az

1 =V1+4M b‘_l—\/1—|—4m. 1. d._l—i—\/1+4M
= 5 : = 3 ; c:=1; = >
pozitiv szamokkal.
Bizonyitas. A 2.25. dllitas kozvetlen kovetkezménye. ]

2.34. Kovetkezmény. A Ig’lGX =p! g egyenletre alkalmazott CGN-mdédszer linedrisan kon-
vergdl. A becslésben szerepld M és m konstansok:

M_1+2M+\/1+4M‘ o Lam VItm — hg 0 <m <2
2 ’ 1 yha 2<m

Bizonyitas. A 2.33. dllitdsban szerepld szdmokkal kell meghatdrozni a 2.30. dllitds szerint az
m = min{b?,c?} és M := max{a®,d*} szdmokat.

Mivel az a és ad az §-hez képest szimmetrikusan helyezkedik el, ezért |a| < |d| minden esetben,
0 e 24AMA2VTEAM _ 142M/TEAM
tehat a” < d*, ésigyM =d* = a = 5 .

Ha m =0, akkor b =0, m = 2 esetén pedig b = —1. A b az m fliggvényében szigorian monoton
csokkend, ezért pozitiv m szamok esetén b mindig negativ, és ennek megfeleléen b> szigortian
monoton novS pozitiv m szamokra, és pontosan akkor teljesiil b> < ¢ = 1,ham € (0,2). O
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3. A Stokes-feladat

Legyen Q C R? korldtos tartomény szakaszonként sima peremmel, és legyen f: Q — R? egy
adott fiiggvény, mely a tartomanyban fellépd kiils6 er6hatast irja le. Tekintsiik az alabbi mésod-
rendd linedris parcidlis differencidlegyenlet-rendszert homogén Dirichlet peremfeltétel mellett,
ahol az ismeretlen fiiggvények koziil u : Q — R? a stacionarius dramlds sebességvektorit adja
meg, p : Q — R pedig a nyomast irja le.

—Au+Vp=f»
divu=20 (13)
ujyo=0

Ezt az elliptikus PDE-rendszert Stokes-feladatnak nevezziik. A —A operatort és a peremfeltételt
koordinatanként kell értelmezni.

3.1. Megoldhatésag

A kovetkezd allitas segitségével a Stokes-feladat megoldhatdsagat visszavezetjiik dltaldnos nye-
regpont-feladatok megoldhatdsagéra.

3.1. Allitas. A V : H'(Q) — L*(Q)? operdtor adjungdltjdra teljesiil, hogy

Viu = —divu (Vu € H}(Q)?).
Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy [oVp-u = — [ pdivu teljesiil minden u € H}(Q)? és p €
H'(Q) fiiggvényre. Ehhez felhasznaljuk az ismert div(pu) = Vp-u+ pdivu azonossigot. A

bizonyitas befejezéséhez a Gauss—Osztrogradszkij-tételre €s a peremfeltétel felhaszndlasara van
még sziikség:

/Vp-u+/pdivu:/div(pu):/ (pu) i dS = 0. 0
Q Q Q 2Q
Ezek alapjin a Stokes-feladat az alabbi nyeregpont-feladat alakjaban vizsgalhato:
—Au+Vp=f
u+Vp (14)
V*u =0

Mivel tetszSleges ¢ € R konstans esetén Vp = V(p +¢), ezért a (14) nyeregpont-feladat egyér-
telm{i megoldhatésdgahoz sziikséges, hogy bevezessiik a megszoritott

P(@):={pel@: | p=0) (15)

teret. A Green-formula és a 3.1. allit4s felhasznédldsaval a Stokes-feladat gyenge megoldasat az
aldbbi médon definidlhatjuk:

3.2. Definicié. Az (u,p) € H} (Q)? x L*(Q) fiiggvénypért a Stokes-feladat gyenge megolddsd-
nak nevezziik, ha

JoVu:Vv— [opdivv= [of-v (VveH}(Q)?)
Jogdiva=0 (Vg € L2(Q))

ahol Vu : Vv := Vu; - Vv + Vu, - Vvy a Frobenius-skalarszorzat.
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3.3. Megjegyzés. Az altalanos nyeregpont-feladat bilinedris formakkal vett (4) szerinti felira-
sdban a Stokes-feladat esetében a(u,v) = [oVu: Vv, b(p,v) = — [opdivy, v = [f -V, a
megfelels Hilbert-terek pedig H = H} (Q)? és K = L*(Q). Az a szimmetrikus korldtos koerciv
bilinedris forma my = ||a|| = 1 dllandékkal, a b korlétos bilineéris forma ||b|| = 1 dllandéval, a
¢ korlatos linedris funkciondl, 1asd [1] 12.1.2. fejezetét.

3.4. Definicio. A Stokes-feladathoz tartoz6 inf-sup-feltétel az, hogy 1étezik olyan y > 0 kons-
tans, melyre

— diva
inf sup —lePdvu (16)
pel2©@) yetior 1Pl 2 l1uf|
p#0 0 0
uz0
ahol (u,v)1 := |oVu:Vvés |ul|, =, /(u,u),.
H} Q H} H}

3.5. Allitas. Bdrmely f € L (Q)? fiiggvény esetén létezik egyetlen gyenge megolddsa a Stokes-
feladatnak.

Bizonyitas. A bizonyitas a bilinearis formédkkal megadott dltaldnos nyeregpont-feladatok 1.5.
megoldhatdsagi tételén alapul. Megmutathatd, hogy az inf-sup-feltétel a Stokes-feladat esetében
teljesiil. A bizonyitas részletei megtaldlhatoak a [1] konyv 12.1.2. fejezetében. [

Fontos megjegyezni, hogy a ¥ inf-sup-konstans az € tartomanytdl fiigg, és nincs ra dltalanos
képlet, azonban értéke becsiilhetd, és specidlis tartomdnyokon meg is adhatd pontosan. Ennek
vizsgalatdval késobb kiilon foglalkozunk, mert a dolgozatban szerepld iteraciés modszerek kon-
vergencidja erésen fiigg a y értékétol.

3.2. Az Uzawa- és Krylov—-Uzawa-algoritmus

Uzawa-algoritmusnak nevezzilk az Sp = f operatoregyenletre alkalmazott 2.1. egyszerd ite-
raciét, ahol most A = —A és B =V, igy Sp := —div(—A)"'Vp és f := —div(—-A)"!f. Az
S : L2(Q) — L?*(Q) Schur-féle komplementeroperitor egyenletesen pozitiv és korltos, hatarai
pedig az 1.2. és 1.3. 4dllitas illetve a 3.3. megjegyzés szerint:

Ylpls < Sp.p) <lpl. (Vo el*(Q)), (17)

ahol y > 0 az inf-sup-konstans az Q tartomdnyon. Az egyszer( iterdciondl tetszdleges pg €
L?(Q) fiiggvénybél kiindulva az iterdcids 1épés:

Pic+1:= Pk — 0U(Spr— f),
ahol o a 1€péskoz nagysdgat meghatdrozé valaszthaté paraméter. Ha bevezetjiik az

wepr == (—A) " (F—Vpy) (18)

véltozot, akkor az Uzawa-algoritmust operatorszinten a 3.6. algoritmus szerinti alakban frhatjuk
fel.

3.6. Algoritmus. Uzawa-algoritmus operdtorszinten.

* Legyen pg € L*(Q) tetsz6leges kezd6fiiggvény és a > 0 adott paraméter.
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* Minden k € N-re, ha mar py-t ismerjiik:

—Aug )+ Vp =t
Wi1loo =0

Pkl = pr—adivag

A 2.3. kdvetkezmény szerint a 3.3. megjegyzésben szerepld konstansokkal szdmolva az iterd-

2
Ci6 optimélis & paramétere Copy := ﬁ, mely linedris konvergenciat eredményez a g := h—;
konvergenciahdnyadossal, azaz 1étezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy
k
1—v?
*

Pk—Pl2<c : (19)

o=l < (135

Amennyiben 7y értéke 0-hoz kozeli, a konvergenciahanyados 1-hez kozeli értéket vesz fel, ami
lassu konvergenciat eredményez. A konvergencidt gyorsithatjuk, ha az operitoregyenletet ma-
sik iteracids modszer segitségével oldjuk meg. Amennyiben az egyszeri iterdcié helyett a 2.4.
konjugélt gradiens-mddszert haszndljuk, megkapjuk az in. Krylov—Uzawa-algoritmust. A (18)-
ban bevezetett uy_ | és a z; := A~ Vd, viltozé segitségével az algoritmus [6] alapjan az alabbi
formdban irhato fel:

3.7. Algoritmus. Krylov-Uzawa-algoritmus operdtorszinten.
* Legyen pg € L*(Q) tetsz6leges kezddfiiggvény.

—Aug+Vpy =1
uglgo =0
d() =rg = diVllo

* Minden k € N-re, ha mar py, ug, d, ri-t ismerjiik:

—Az, +Vd, =0
Zoq =0
& I7

OCk = <diVZk,dk>L2

Pi+1 = Pr + Odg
Ujp ] = U + OkZg

Tea1 i= Fp+ oy divzy
. Hrk+1H%2
Boim L
772

dit1 := Tiq1 + Brd

Az Uzawa-algoritmussal 0sszevetve a Krylov—Uzawa-algoritmus tobb valtozot hasznal, és az
o, P egyiitthatok meghatarozasa is noveli az iteracionkénti szamitdsi koltséget, azonban a
konvergenciahdnyados ennél a médszernél a 2.6. kovetkezmény szerint %, amely az 1. dbra

szerint tetszSleges ¥ € (0, 1) esetén kisebb az Uzawa-algoritmusnal szerepld hanyadosndl.

3.8. Megjegyzés. A p;-ra vonatkoz6 L>-beli konvergenciabecslés teljesiil az uy-re is a H&—
norméban, azaz |[ug; —u*|| H < l|px — P*||;2- Ez igazolhaté a [6] végén taldlhaté szamoldssal
anal6g médon.
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A konvergenciahanyados valtozasa

Uzawa
= Krylov-Uzawa

081
[7)
]
ke)
©
=
«w 0.6
=
©
©
ol
[
D04r
[
>
=
Q
X

021

0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

A ~ inf-sup-konstans értéke

1. abra. Az Uzawa- és a Krylov—Uzawa-algoritmus konvergenciahdnyadosa a y fiiggvényében.
3.3. A nagy rendszer megoldasa

A 2.2.1. fejezet szerint a nagy linedris egyenletrendszert szimmetrikus esetben megoldhatjuk a
MINRES- vagy a CGN-moddszerrel. A javasolt P prekondiciondlé matrix esetén a két mdodszer
konvergenciabecslése itt is a m = y> és M = 1 allandoktdl fiigg. Ebben az alfejezetben azt
vizsgéljuk, hogy a Stokes-feladat esetén hogyan néznek ki a becslések, és a két becslés hogyan
viszonyul egymadshoz a y fliggvényében.

3.9. Allitas. Stokes-feladat esetén a P lGv=p! g egyenletre alkalmazott MINRES linedrisan
konvergdl, méghozzd pdros k indexekre

m_l)é ahol k _ WIHAP VS - 2) (14 V5) (20)
VK +1 2(\/1+472-1) '

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 2.29. kovetkezményt az m = y*> és M = 1 dllandékkal. [

Irellss < 2liroll s (

3.10. Allitas. Stokes-feladat esetén a P lGy=p"! g egyenletre alkalmazott CGN-modszer li-
nedrisan konvergdl, méghozzd

7ol 5 B 3+4/5

ahol K

Il < , _ .
i Ch(karch(K2+1)) 14272 — /14472

Bizonyitas. A 2.30. és 2.31. 4llitast hasznéljuk a 2.34. kovetkezménnyel és az m = y? ill. M = 1
allanddkkal. Mivel y> < % < 2 (lasd (24)), ezért az m < 2 esetet kell hasznalni m megadasanal.
]

21

3.11. Megjegyzés. A prekondiciondlt esetben a MINRES-el el6dllitott rezidudlis hibavektorok
P! normdja megegyezik a GCR-mddszerrel kapott rezidudlis hibavektorok P- normdjaval, ha
az egyenletrendszer matrixa szimmetrikus.

3.12. Allitas. Legyen 0 < Y < % az Q tartomdny inf-sup-konstansa. Ekkor létezik egyértel-
miien egy Ly > 1 szdm, amire teljesiil, hogy a CGN-mddszer (21) becslése és a MINRES (20)
becslése megegyezik k = Ly esetén (a k € R kiterjesztés mellett), és ak =0,1,. .., |Ly| inde-
xekre a CGN-mddszer becslése jobb a MINRES becslésénél, a k = [Ly|,...,N indexekre pedig
a MINRES becslése a jobb. Ha 'y € [0.26,0.71], akkor Ly € [1.9,2.94].
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Bizonyitas. A vizsgiland¢ fiiggvények komplikaltsdga miatt az allitdst MATLAB-ban igazol-
tam numerikus szamitdsok segitségével. A 2. dbran lathaté néhany 7y értékre a MINRES- és a
CGN-mddszer linedris becslése. Ugyanez lathaté logaritmikus skdldn a 3. dbran. Az dbrakon
jol latszik az Ly metszéspont, és a becslések egymashoz képesti viszonya a metszéspont eldtt és
utdn. Az Ly értékkészlete lathaté a 4. dbrdn a [0.26,0.71] intervallumban.

Az Ly > 1 igazolasidhoz ellendrizhetjiikk, hogy k = 0 €s k = 1 esetén még biztosan a CGN-
modszer becslése a jobb. A k =0 esetben (a kezdeti rezidualis hibétdl eltekintve) a grafikonokon
is latszik, hogy a CGN becslése 1, a MINRES becslése pedig mindig 2. A k = 1 esetben pedig
azt kell ellendrizniink, hogy

K —1 VK —1
<24 —=.
K+ 1 vV K1+ 1
Ennek numerikus ellen6rzése szintén a 4. abran lathato. ]

v=0.3 v =0.42 v =0.71

N
N

—MINRES —MINRES
—CGN —CGN —CGN
315 315 315 1
[%] [7} [%]
[$] (8] [&]
3 3 3
o 1 o 1 o 1
5 & T
2 2 g
£o05 £o05 £o05
0 . . 0 ‘ . 0 .
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
AKk. iterativ 1épés AKk. iterativ 1épés A k. iterativ 1épés
2. dbra. A MINRES- és a CGN-mddszer linedris becslése Yy = 0.3,0.42,0.71 értékekre.
v=0.3 ~v=0.42 v=0.71
— MINRES 1007 —MINRES 10 — MINRES
@ —CGN . —CGN & —CGN ||
© 10 © ©
1] [} i 1]
(&} [$] (&}
Q (9] [}
Q Qo t Q
® ® 102} ®
B 5 | B
g - 2 g
510 3 i
10
. N L 10-4 L L " N " " N R .
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
A k. iterativ 1épés A k. iterativ Iépés A k. iterativ 1épés

3. dbra. A MINRES- és a CGN-moddszer linedris becslése logaritmikus skdlan dbrdzolva y =
0.3,0.42,0.71 értékekre.

3.13. Allitas. Tetszéleges k € N1 indexre a CGN-mddszer (21) becslése és a MINRES (20)
becslése szigoriian monoton csokken a 7y fiiggvényében.

Bizonyitas. A MINRES esetében az f(x) = g; szigord monoton novekedése miatt elég k()

szigord monoton csokkenését megmutatni. Ez rogton latszik a K S ESVA (S I
g g g 1(7) 2 + V1471
atirasbol. A CGN esetében pedig a g(x) = jc%} fliggvény szigoru monoton csokkenése és a 2.32.

kovetkezmény miatt szintén azt kell megmutatni, hogy x»(7y) szigorian monoton csokkend.
£ . _ 1 . . .. Pt
Ehhez elég megmutatni, hogy a h(x) = Tr i Szigortan monoton csokkend. Viszont az
X — 1_41rx szigord monoton csokkenése miatt elég megmutatni a z(x) = x — /1 +2x szigord
1

.. s 2z IS . / . . <z 2
monoton novekedését. Kiszamithatjuk, hogy z/(x) = 1 — iz ami pozitiv, ha x > 0, tehat z a

vizsgélt intervallumon valéban szigordan monoton novd. [
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Metszéspont ) Becslés k = 1 esetén

5 @ = CGN
S 3 = MINRES
=3 3
] a15
E 25 .g
o) C
£ )
_lr' G>J ! _\
< 2 5
¥
- . . ' 0.5 - . .
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
A ~ értéke A ~y értéke

4. dbra. Bal oldalt 1dthat6 a MINRES- és a CGN-mddszer linedris becslésének Ly metszéspontja
a y € [0.26,0.71] intervallumban, jobb oldalt pedig a két médszer linedris becslése a k = 1
esetben 7y fliggvényében.

3.4. Numerikus tesztek

Az 1.2. alfejezetben bemutatott Galjorkin-mddszert hasznélhatjuk a Stokes-feladat numerikus
megolddsdra. Ehhez el§szor olyan Vj, C H (Q)? és P, C L?*(Q) altereket kell keresni, ahol telje-
siil az 1.6. definici6 szerinti LBB-feltétel. Jelolje P, az Q tartomdany egy alkalmas haromszoge-
1ésén azon fiiggvények halmazit, amelyek a haromszogekre megszoritva k-adfokd polinomok.
Legyen tovabba P, a P, megszoritdsa azon fiiggvényekre, melyekre Jo P =0is teljesiil.

Ismert, hogy a (Py, Py) altérparra nem teljesiil az LBB-feltétel, azonban a (P», P| ) parra mér igen,
lasd [2] 3.3. fejezetét. Ebben az esetben tehat V), koordinatanként és haromszdgenként méasodfo-
ki polinomokbdl éll, P, pedig olyan nulla atlagi fiiggvényeket tartalmaz, melyek a hdromszoge-
ken els6fokd polinomok. Ezeket Taylor—Hood-elemeknek nevezziik, és a numerikus teszteknél
ezt az altérpart hasznaljuk. Megmutathatd, hogy ha a megoldés elég sima, akkor ezekkel az
elemekkel a végeselem-mddszer konvergencijanak a sebessége O(h?), ahol h a haromszogelés
finomsdgat meghatdroz6 paraméter. Megjegyzendd, hogy tetsz8leges k € NT esetén a (P ,ﬁk)
alterekre is teljesiil az LBB-feltétel. Ezeket altaldnositott Taylor—Hood-elemeknek nevezziik.

A numerikus megoldashoz a [10] MATLAB programnyelvet haszndltam, a programok alap-
jat pedig a [9] iFEM programcsomag képezte. Ez tartalmazta a Stokes-feladat diszkretizacigjat
Taylor—Hood-elemekkel négyzeten, L-alaki tartomdnyon és koron egyardnt, a linedris egyen-
letrendszer megoldasat néhdny beépitett mddszerrel, és a numerikus megoldas dbrdzolasat a
pl-ra és az u" két komponensére kiilon. Ezeket az alapfunkcidkat kiegészitettem egyrészt a
dolgozatban bemutatott iterativ médszerek programozasaval, masrészt abrazoltam az u-t vek-
tormezdként és dramvonalak segitségével is. Emellett dbrdzoltam az f vektormezét is, hogy

ossze lehessen hasonlitani az u” sebességmezével.

A végeselem-mddszer implementacidjanak els6 1épése, hogy el kell késziteni az € tartomany
haromszogelését. Hirom tartomdny esetében végeztem teszteket:

1. Q; :=[—1,1]? egy négyzet, egyenletes haromszogeléssel.
2. Q;:=[—1,1]>\ [~1,0]? egy L-alakd tartomany, egyenletes hidromszogeléssel.
3. Q3 :=Bj(0) az origé kozepi egységkorlap, a beépitett kozelité haromszogeléssel.

Az n € N paraméter a rdcsfinomsagot adja meg. Négyzet alakud tartomdany esetén ez soronként
és oszloponként 2"+! db négyzet hdromszogekre bontdsit jelenti az atlok mentén a P; altérben,

s

a P, altérben pedig a még eggyel siirtibb 2"+2-es racsfelosztast.
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02 02

-0.2 -0.2

-0.4 -04
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-0.8 -0.8

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

5. édbra. Az Q1, Q) és Q3 tartomédny haromszogelése n = 3 paraméter mellett.

A kovetkez6 1€pés az, hogy el kell késziteni a diszkretizacids matrixokat. Ehhez valasztunk egy
alkalmas {y;} C P és {¢x} C P| bazist mindkét altérben, és a megoldést ezen bazisfiiggvé-
nyek linedris kombindci6jaként keressiik alkalmas ¢ és s” egyiitthatévektorokkal. A megfeleld
bilinedris formdkba a tesztfiiggvény helyére az adott bazisfiiggvényt helyettesitve:

N, Ny
/VuhZVl[/izZCj/Vl[/jZVl[/i:ZZCjaij (i=1,...,N)

Np Np
—/QphdiVl[/l' = Zsj/g—(¢j8xw,-+¢j8ywi) = Zsjbij (iz 1,...,Nu)
j=1 j=1

Ezek meghatdrozzak az Ay, €s By, merevségi matrixokat. A matrix elemeinek meghatarozasidhoz
integrdlokat kell szimolnunk, azonban ezeket nem szdmitjuk ki pontosan, hanem egy alkalmas
masodrendd kvadratira-formula segitségével kozelitjiik. A linedris egyenletrendszert a (6) alak-
ban frhatjuk fel, ahol a jobb oldalra az f; = [o fy; (i =1,...,N,) integralok kozelitése keriil.

A nagy linedris egyenletrendszer megolddsa helyett hasznalhatjuk az Uzawa-algoritmust is vé-
geselemes diszkretizacioval. Ehhez sziikség van még a Pj-beli M) tomegmatrixra, melynek
komponenseit az

mij = /Q¢i¢j (i,j=1,...,Np)
integralok kozelité meghatarozasdval tudjuk megadni.

A programunk teszteléséhez el6szor olyan feladatokat fogunk vizsgdlni, ahol ismerjiik a pon-
tos megoldast, €s ennek segitségével mindhdrom tartomany esetében teszteljilk a végeselem-
modszer konvergencidjat. A linedris egyenletrendszert a 3.3. alfejezetben ismertetett valamelyik
iterativ médszerrel megoldhatjuk, vagy haszndlhatjuk a MATLAB beépitett egyenletmegolddjat
is. A kidolgozott feladatokat a 3.14., 3.15. és 3.16. példa tartalmazza, numerikus megoldasuk
a MATLAB beépitett egyenletmegolddjaval a 6., 7. és 8. dbran lathatd, a konvergencidjukat
jellemz6 adatsorokat pedig a 2., 3. és 4. tdblazat szemlélteti.

A példdk megaddsandl nehézséget jelentett, hogy olyan u fiiggvényt kellett taldlni, ami az adott
tartomany peremén teljesiti a homogén Dirichlet peremfeltételt, €s emellett divergenciamen-
tes is, mig a p fiiggvény megvalasztasanal arra kellett figyelni, hogy az adott tartomanyon vett
integrdlja nulla legyen, amit megfelel$ paratlansagi és antiszimmetrikus tulajdonsdgok biztosi-
tasaval lehetett elérni.
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és p fiiggvényt:

= (u17u2)

abbi u

1

7z

négyzetet, és az a

[_171]2

3.14. Példa. Tekintsiik az Q;

3

X

w(x,y) i=—(F—1)0* =1 px,y):=

i (x,y) = (= 1> = )y;

?.

£1.

=0,hax=+1vagyy=

x,y)

(

, mert u
p fliggvények parcidlis derivaltjait!

A homogén Dirichlet peremfeltétel teljesiil

uz,

ljuk ki az uy,

Szamo

2 1)(y2 . 1)2.

=—(3x
4

8xu2(x,y)
ay”Z(xay)

4(x* = 1)(»* — D)xy;
(= 1)*(3y* —1);

y) =

Y

X

(

oty
e

Xy,

)

—1)(* -1

X

(

axZMZ(x,y) = —6x

)
)
)

y
dp(x,y)

y

Y

uy(x

2.

¥ =1y

3x2—1)
2

(

(O = 1)%
X2 —1)(3y* — x;

(

b

(n/..

_1)

X

(

4
Oy

92u (x
ayzul (xay

ayZMZ(x,y) =—4

=0.

dyp(x,y)

ény:

7z

(f1,f2) fiiggv

—07uy (x,) — OJu1 (x,y) + dxp(x,y) = —4(3x* = 1)(y* — 1)y — 6y(x” — 1)* +x*;

Oxit1 + dyup = 0. A jobb oldalon szerepld f

Megallapithat6, hogy divu

fl(x7Y) :

6x(y* — 1) +4(x*> —1)(3y* — 1)x +0.

_axZMZ(-xay) - ayZMZ(xay) "‘ayp(xa)’)

fz(xay) :

u2 sebesség p nyomas

u1 sebesség

Aramvonalak

0.2

f jobb oldal

o EVEVANNNNSSSe  Lse S
2 £ FVNANN SN Spamaii e T 2

0.5

2 22 N
1l L e S SNNNANA A

P T
A B

-1

(u1,u2) vektormezé

6. dbra. A 3.14. példa numerikus megolddsa n = 2 paraméter mellett.
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3.15. Példa. Tekintsiik az Q, = [—1,1]%\ [~1,0]? L-alakd tartomdnyt, és az alabbi u = (u;,u,)
és p fiiggvényt:

up(x,y) := (1 —cos(2mx)) sin(2mwy); uz(x,y) := —(1 —cos(2xmy)) sin(27x);
p(x,y) := sin(7x) cos(my).
A homogén Dirichlet peremfeltétel teljesiil, mert u(x,y) =0, hax € {0,£+1} vagy y € {0,+1}.

Szamoljuk ki az uy,uy, p fliggvények parcidlis derivaltjait!

dyui(x,y) = 2msin(27x) sin(27y); oz (x,y) = —2m(1 — cos(2my)) cos(2mx);

oyui (x,y) = 2m(1 — cos(27mx)) cos(27my); dyuz(x,y) = —2msin(2my) sin(27x);

92uy (x,y) = 4m? cos(27x) sin(27y); 92uy(x,y) = 4m? (1 — cos(2my)) sin(27x);

8y2u1(x,y) = —47%(1 — cos(27mx)) sin(27y); 8y2u2(x,y) = —47n?cos(2my) sin(27x);
ovp(x,y) = mcos(mx)cos(my); dyp(x,y) = —msin(7mx)sin(my).

Megillapithat6, hogy divu = du; + dyuy = 0. A jobb oldalon szerepld f = (fi, f>) fiiggvény:

fi(x,y) :=4n*(1 —2cos(27x)) sin(27y) + 7w cos(7x) cos(my);
fo(x,y) := —4m?(1 —2cos(2my)) sin(27x) — 7sin(7x) sin(7y).

ul sebesség u2 sebesség p nyomas

"4 w05 0 05 1 4 05 0 05 1 4 05 0 05 1

7. ébra. A 3.15. példa numerikus megolddsa n = 3 paraméter mellett.
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3.16. Példa. Tekintsiik az Q3 = B1(0) egységkorlapot, és az aldbbi u = (u1,u;) és p fuggvényt:
ur(x,y) = —y(1—x>—=y?);  up(x,y) :=x(1—x*—y?); p(x,y) := arctan(x)arctan(y).
A homogén Dirichlet peremfeltétel teljesiil, mert u(x,y) = 0, ha x> +y? = 1.

Szamoljuk ki az uy,u;, p figgvények parcialis derivaltjait!

axul(x’y) :2xy; axu2(x7y) = 1_3x2_y2’
dyuy (x,y) = —1+x>+3y%; dyuz(x,y) = —2xy;
d7u1(x,y) =2y, dgua(x,y) = —6x;
oy uy (x,y) = 6y; dyuz(x,y) = —2x;
arctan(y) _ arctan(x)
hp(x,y) = R dyp(x,y) = Ty

Megillapithat6, hogy divu = diu; + dyup = 0. A jobb oldalon szerepld f = (f1, f>) fiiggvény:

arctan(y) arctan(x)
=—8y+ —5; V) =8+ ————-
fl(xay) Y+ 1_|_x2 fZ(xy) X+ 1+y2
u1 sebesség u2 sebesség p nyomas

8. dbra. A 3.16. példa numerikus megolddsa n = 3 paraméter mellett.
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n 0 1 2 3 4 5 6

o —w[|e || 0.0717 | 0.0118 | 0.00171 | 2.29¢-04 | 2.97e-05 | 3.79¢-06 | 4.78e-07
u’ rendje 260 | 2.80 2.89 2.95 2.97 2.9

Ip" = p*[l;2 || 0.0960 | 0.0147 | 0.00309 | 7.54¢-04 | 1.88¢-04 | 4.70e-05 | 1.17¢-05
p" rendje 271 | 225 2.036 | 2.0038 | 2.00031 | 2.00000

2. tdblazat. A numerikus és a pontos megoldas racspontokon vett kiilonbségének a normdja és
a konvergencia rendje kiillonb6zd n paraméterekre a 3.14. példaban.

n 0 1 2 3 4 5 6

o —w[|e || 3104 | 0783 | 0.131 | 0.0178 | 0.00229 | 2.89¢-04 | 3.63¢-05
u” rendje 199 | 258 | 288 2.96 2.99 2.9

Ip" —p*ll2 || 2.284 | 0.341 | 0.0361 | 0.00657 | 0.00157 | 3.89¢-04 | 9.72¢-05
p" rendje 274 | 324 | 246 2069 | 2.0081 | 2.0010

3. tablazat. A numerikus €s a pontos megoldds racspontokon vett kiillonbségének a normadja és
a konvergencia rendje kiillonboz6 n paraméterekre a 3.15. példdban.

n 0 1 2 3 4 5 6

lu" —u[, || 1446 | 0.608 | 0.185 | 0.0591 | 0.0209 | 0.00737 | 0.00260
u” rendje 125 | 172 | 1.64 1.501 | 1.503 1.502

Ip" = p*ll,2 | 0.00431 | 0.0329 | 0.0159 | 0.00655 | 0.00218 | 7.48¢-04 | 2.64e-04
p" rendje 293 | 1.04 | 1.29 1.59 1.54 1.504

4. tdblazat. A numerikus és a pontos megoldas racspontokon vett kiillonbségének a normdja és
a konvergencia rendje kiillonb6z6 n paraméterekre a 3.16. példaban.
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9. dbra. A Stokes-feladat numerikus megolddsa n = 3 paraméter mellett négyzeten az f(x,y) =
(cos(x),cos(x)) fuggvénnyel.
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10. dbra. A Stokes-feladat numerikus megolddsa n = 3 paraméter mellett L-alaku tartomdnyon
az f(x,y) = (—y,x) fiiggvénnyel.
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11. dbra. A Stokes-feladat numerikus megoldasa n = 3 paraméter mellett korlapon az f(x,y) =
((1 —cos(x))sin(y), (1 —cos(y))sin(x)) fiiggvénnyel.
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A 9., 10. és 11. dbrdn néhany tovabbi feladat megoldasa lathatd, ahol a pontos megoldds nem
ismert, de a végeselem-médszerrel numerikusan kozelithetd. Erdekes megfigyelni egyrészt a ke-
letkez6 orvényeket, melyeket az &ramvonalak szemléltetnek, masrészt azt, hogy az f jobb oldal
€s a sebességkomponensek ill. a nyomads grafikonja nagyon szoros kapcsolatban all egymaéssal.

A téblazatok adataibdl jol 1atszik, hogy mindhdrom tartomanyon konvergdl a pontos megoldas-
hoz a numerikus médszer. Az u”* konvergencidjit H(} -normdban, mig a p" konvergencidjat L>-
normdaban kell mérni. Ezeket a diszkrét esetben az adott vektor A,-normdja illetve Mj-norméja
adja meg. Az elmélet szerint az implementalt médszerek masodrendben konvergédlnak, azonban
a tapasztalt konvergencia harmad- illetve masodrend(i a négyzet és az L-alakud tartomdny eseté-
ben, a korlapndl pedig a rend 1.5-re csokken a sebességnél és a nyomdsndl egyarant. A 8. dbran
a korlap esetében a nyomds grafikonjan megfigyelhetd, hogy a kozelités hibdja els6sorban a
tartomdany pereménél jelentkezik nagyobb mértékben, €s a korlap haromszogelése sem teljesen
egyenletes, de ez nem magyardzza meg teljeskoriien a rendcsokkenést. A négyzet és az L-alaku
tartomdny esetében pedig a vartndl jobb harmadrend szuperkonvergencidt jelent, mely a tar-
tomanyok szabdlyos alakja és egyenletes racsfelosztdsa miatt jelentkezik. Ezzel kapcsolatban
a [7] jegyzet 2.6. fejezete tartalmaz relevans eredményeket.

A 3.2. alfejezetben operatorszinten bemutatott Uzawa- €s Krylov—Uzawa-algoritmust szeret-
nénk a végeselem-modszer segitségével véges dimenzids altérben métrixszinten megvaldsitani.
Ehhez a 3.6. és 3.7. algoritmust szeretnénk atirni végeselemes gyenge alakra. A megvalGsi-
tds modjat az Uzawa-algoritmus esetében részletesen targyaljuk, a tobbi esetben pedig néhany
altalanos megjegyzés mellett nagyon hasonléan elvégezhetd az implementacio.

3.17. Algoritmus. Uzawa-algoritmus gyenge alakban.
* Legyen pg € P, tetszbleges kezdofiiggvény és a > 0 adott paraméter.
e Minden k € N-re, ha mar pf{’—t ismerjiik:
/ VukJrl Vv —/ pl(divv™) / f-v" (W ev,)
= —a [ (divu},,)q" Vq" € P
/ka+1q /kaq /Q( k+1)q (Vq )
3.18. Algoritmus. Uzawa-algoritmus mdtrixszinten.

* Legyen p0 € RV tetszSleges kezdSvektor és o > 0 adott paraméter.

e Minden k € N-re, ha mar pk—t ismerjiik:
Apuiy =1 —Byp}
Mypiyy = Myp+ aBju, |
A konvergencia vizsgdlatdhoz ki kell szdmitani lépésenként az
My = —Bjuj,

rezidudlis hibavektorokat is. A kozelités hibdjat az ||r||,2 := \/(Murl,rl") szdmsorozat adja

meg, ahol a vektorok skaldris szorzata a szokdsos értelemben vett euklideszi skaldrszorzat. Ha
valahol pedig két vektor L2-es skaldrszorzatdt kell kiszamolni, akkor azt (/',z") , := (M, 2")
szerint szamithatjuk ki.
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Rezidualis norma 20 iterativ Iépés utan
T T T

100 revust
=—Neégyzet |
w |_-alak
K orlap
102
£
4| 4
5 10 3
c
L
®©
=)
o
§ 0% E
24
108 ¢
10-10 | 1 1 | J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2
Az « értéke
%108 Négyzet 5 %104 L-alak . %107 Korlap
46 1 | 45
2455 2 [ e |
2 2146 | 235
S 45 E] [ | S |
E -'% t 1 E 3]
& 445 g 144 | & |
[ | 25
44 . 142! . : ! t
1.65 1.66 1.67 1.68 1.69 1.68 1.7 1.72 174 135 1.4 1.45
Az o értéke Az « értéke Az « értéke

12. abra. A Stokes-feladat numerikus megolddsa az Uzawa-algoritmussal n = 3 paraméter mel-
lett 20 iterativ 1épésig az f(x,y) = (cos(x),cos(x)) fiiggvény esetén. A felsd dbran az elért rezi-
duélis norma lathaté nagyobb 1€péskdzzel mindharom tartomany esetén, alul pedig kiilon-kiilon
kinagyitva az optimalis o koriili értékek az egyes tartoméanyokon.
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13. abra. Az Uzawa- és a Krylov—Uzawa-algoritmus konvergencidjanak 0sszehasonlitasa a ki-
mért Ope paraméterre mindhdrom tartomany esetén az f(x,y) = (cos(x),cos(x)) fiiggvényre.

Négyzet L-alak Korla
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14. dbra. A nagy egyenletrendszerre alkalmazott prekondiciondlt CGN- és MINRES-algoritmus
konvergencidjanak 9sszehasonlitdsa mindhdrom tartomdny esetén az f(x,y) = (cos(x),cos(x))
fliggvényre.
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Az Uzawa-algoritmus tartalmaz egy vélaszthatd o paramétert. Az optimdlis paraméter meg-
vélasztdsdhoz egy adott f fiiggvényre futtatjuk az algoritmust kiilonb6z6 o € (0,2) értékekre
mindhdrom tartomédnyon 20 iterativ 1€pésig, és megvizsgéljuk, hogy az utolsé 1épésben mekko-
ra volt a rezidudlis hibavektor normdja. A 12. dbrdn l4thatéak a grafikonok. A numerikus teszt
eredménye szerint az optimdlis O €rt€k négyzeten 1.672, L-alakon 1.715, korlapon pedig

2
Olopt
en Y hozzéavetdlegesen 0.443 négyzeten, 0.408 L-alakon és 0.646 korlapon.

1.411. Ez egyben becslést is ad a y inf-sup-konstansra, mivel y = 1. Ennek megfeleld-

A 7-ra adott tapasztalati becslések nagysagrendileg kozelitik az elmélet szerint vart y értéket.
A 7y néhany specialis €2 tartomany esetén megadhatd, ezzel kapcsolatban a [8] cikk 2.2. feje-
zete tartalmaz eredményeket. Egyrészt az altalunk vizsgalt kétdimenzids esetben altaldnosan
elmondhatd, hogy v < Lz’ madsrészt bizonyithatd, hogy az Q3 korlap esetén y3 = \% ~ 0.707.
Az Q) négyzetre a pontos érték nem ismert, de y; € [0.382,0.427| biztosan teljesiil. Az Q)
L-alaki tartomédnyra nincsenek éles becslések, de 9y € [0.160,0.427] teljesiil.

A 13. dbrdn megfigyelhet6 mindharom tartomédny esetén a mért Ope paraméterrel futtatott
Uzawa-algoritmus és a Krylov—Uzawa-algoritmus futdsa sordn el6éllt rezidudlis normdk kon-
vergencidja. Varakozdsunknak megfeleléen mindharom esetben a Krylov—Uzawa-algoritmus
konvergél gyorsabban. Az 1. dbra szerint varhat6an az L-alakd tartomény esetében lesz a legna-
gyobb a kiilonbség a két algoritmus konvergencidja kozott, a korlapnal a nagy y; konstans miatt
pedig a legkisebb. Ezt lathatjuk a 13. dbra grafikonjain is. Megfigyelhet6 emellett az is, hogy ki-
sebb 1épésszamokat tapasztalunk olyan tartomdnyokon, melyeknek nagyobb a 7y konstansa. Ez
megfelel annak, hogy az 1. dbra szerint Y novelésével mindkét mdodszer konvergenciahdnyadosa
szigorian monoton csokken €s kozelit a nulldhoz.

A 14. dbrdn ugyanazt a feladatot oldjuk meg, csak az Uzawa-algoritmus helyett a (6) nagy
egyenletrendszerre alkalmazott prekondiciondlt CGN- és MINRES-mddszer konvergencidja lat-
hat6. Megfigyelhetd, hogy a MINRES konvergencidja mindhdrom esetben lényegesen jobb, ami
nem vdratlan, hiszen a MINRES kimondottan szimmetrikus métrixokra lett kifejlesztve, mig a
CGN altalanosabb nem szimmetrikus matrixokra is alkalmazhaté, ami megnoveli a szamita-
si komplexitasit. Ugyanakkor érdemes mégis bevenni az dsszehasonlitdsba a CGN-modszert,
mert ha a Stokes-feladat egyenletében a mdsodrendl tagot megszoroznink egy viszkozitast le-
ir6 v > 0 szammal, akkor elegend6en kis v esetén a MINRES konvergencidja lelassul, és a
CGN Iényegesen jobban teljesit. Ennek részletes elméleti €s numerikus elemzése a kovetkezd
fejezetben taldlhato.

A nagy egyenletrendszerre alkalmazott médszerek elméleti konvergencidjat a Stokes-feladatra
(azaz v := 1 viszkozitési paraméter esetén) a 3.3. alfejezetben vizsgédltuk. Megallapithatd, hogy
a numerikus eredmények teljes 0sszhangban vannak az elmélet alapjan vartakkal. A 3.12. al-
litdisban megmutattuk, hogy az elsd par 1épésben a CGN-modszer van eldnydsebb helyzetben,
majd legkésdbb a 3. iterativ 1€péstdl kezdve a MINRES linedris becslése a jobb, tehét azt var-
juk, hogy a numerikus teszteknél is ez fog érvényesiilni. A 14. dbra grafikonjain lathatd, hogy a
k =1 els6 abrazolt iterativ 1€pésnél mindharom esetben a CGN-hez tartozé rezidudlis norma a
kisebb, majd utdna a MINRES ldtvianyosan atveszi a vezetést.

Egy masik fontos tulajdonsiag, ami megfigyelhets a 14. dbra grafikonjain az az, hogy a y nove-
kedésével a konvergencia felgyorsul, azaz egy adott toleranciaszint eléréséhez nagyobb 7y esetén
kevesebb iterativ 1épésre van sziikség. Lathaté az dbrdkon, hogy a legkisebb y-val rendelkezd
L-alaku tartomdny esetén tapasztaljuk a legnagyobb lépésszamokat. A négyzeten méar kevesebb
1épés sziikséges, és végiil a lehetd legnagyobb ¥ inf-sup-konstanssal rendelkezd korlapon a leg-
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gyorsabb a konvergencia. Ezt varjuk a 3.13. 4llitds alapjdn, hiszen a y novelésével a linedris
becslések egyre csokkennek. Emellett nagyobb y-ra az S operdtor hatdrai is egyre kozelebb
keriilnek egymdshoz, ami szintén a gyorsabb konvergencia mellett szdl.

A 15. 4dbran lathat6ak a 13. és 14. dbra k6z0s grafikonjai, melyek segitségével 6sszehasonlithatd
egymads mellett mind a négy iterativ mdédszer konvergencidja. Ezek alapjan megallapithatd, hogy
a vizsgalt Stokes-feladatnal a mddszerek hatékonysaganak sorrendje jellemzden:

1. Krylov—Uzawa-algoritmus.

2. A nagy rendszerre alkalmazott prekondiciondlt MINRES.
3. Uzawa-algoritmus az optimdlis Q¢ paraméterrel.
4.

A nagy rendszerre alkalmazott prekondicionalt CGN-mddszer.

Megjegyzendd azonban egyrészt, hogy a korlapnal példaul 1078 toleranciaszintig a MINRES
és az Uzawa-algoritmus konvergencidja nagyon hasonld. Masrészt pedig fontos szem eldtt tar-
tani, hogy a kiilonb6z6 moédszereknél mas normdban mérjiik a konvergenciat: Uzawa-tipusinal
a természetes norma a fiiggvénytérbeli L?-norma, mig a prekondicionalt nagy rendszernél a
MINRES-nél a P~!-, a CGN-nél pedig a P-norma.

Négyzet L-alak Korlap

= Krylov-Uzawa
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15. dbra. A 13. és 14. abra grafikonjainak egyesitése, mely tartomanyonként szemlélteti mind a
négy iterativ mddszer konvergencidjat a vizsgélt Stokes-feladatra.
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4. Az Oseen-egyenlet

A Stokes-feladat dltalanositasaként irhatjuk fel az Oseen-egyenletet, mely az el6z6ekhez képest
kiegésziil egy v > 0 viszkozitdsi egyiitthatoval, €s a differencidlegyenlethez hozzavessziik a
w - Vu konvekcids tagot, ahol w € C!(Q,R?) egy adott vektormezd, melyre divw = 0.

—VAu+w-Vu+Vp="~
divu=0 (22)
ufpo =0

4.1. Megoldhatésag

A Stokes-feladathoz hasonldan az Oseen-egyenlet is nyeregpont-feladatként vizsgalhatd. Az
Oseen-egyenlet gyenge megoldasat az aldbbi médon definidlhatjuk:

4.1. Definicié. Az (u,p) € H}(Q)? x L?(Q) fiiggvénypart az Oseen-egyenlet gyenge megoldd-
sdnak nevezziik, ha

Jo(VWu:Vv+ (w-Vu)-v) — [opdivv= [of-v (Vv e HI(Q)?)
Jogdiva=0 (Vg € L2(Q))

4.2. Megjegyzés. Az altalanos nyeregpont-feladat bilinedris forméakkal vett (4) szerinti felira-
saban az Oseen-egyenlet esetében

a(u,v):/Q(vVu:VV—k(w-Vu)N); b(p,v):—/gpdivv; q)V:/Qf-V,

a megfeleld Hilbert-terek pedig H = HJ (Q)? és K = L?(Q). A Stokes-feladathoz képest tehdt
csak az a bilineéris forma definici6ja valtozik. Most az a bilinedris forma egyenletes pozitivitdsa
helyett csak a gyengébb koercivitasi feltétel teljesiil, mivel a konvekcids tag nem szimmetrikus.
Az a tehét édltalanosan egy nem szimmetrikus korldtos koerciv bilinedris formamy = v és M =
v+ Cq||w||r~ allanddkkal, ahol Cq a Poincaré—Friedrichs-egyenlGtlenség konstansa, lasd [1]
8.1.2. 4llitasat. Azonban ha a konvekcios tag nélkiil (azaz a w = 0 esetben) nézziik az Oseen-
egyenletet, akkor a szimmetria teljesiil, mert erre a viszkozitdsi paraméter bevezetése nincs
hatdssal. A Stokes-feladathoz hasonléan b korldtos bilinedris forma ||b|| = 1 dllandéval, a ¢
pedig korldtos linearis funkciondl. Mivel a b bilinedris forma és a H, K Hilbert-terek ugyanazok,
mint a Stokes-feladatnal, ezért az inf-sup-konstans 3.4-beli definicidja sem valtozik.

4.3. Allitas. Bdrmely f € L?(Q)? fiiggvény esetén létezik egyetlen gyenge megolddsa az Oseen-
egyenletnek.

Bizonyitas. Az 1.5. kovetkezmény feltételei teljesiilnek a Stokes-feladathoz hasonléan. [
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4.2. A CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus

Szeretnénk a 3.2. alfejezet mintdjara Uzawa-tipusu iterativ médszerrel megoldani az Oseen-
egyenletet. Az Oseen-egyenlet nem szimmetrikus konvekcids tagja miatt az S Schur-féle komp-
lementeroperator nem lesz Onadjungalt, tehdt nem is egyenletesen pozitiv, igy a 2.1.2. alfejezet
modszereit lehet alkalmazni ebben az esetben.

4.4. Allitas. Az Oseen-egyenlethez tartozé S = — div (—VA+w V)~V Schur-féle komplemen-

teroperdtor hatdrai

vy )

1
es .
(v +Callwllz-)* v

Bizonyitas. Formalisan elegendGen sima fiiggvényekre (—Au,v);2 = (u,v) H] teljesiil a Green-
formula és a homogén Dirichlet peremfeltétel miatt, ezért (u,v);> = ((—A)~u,v) #)» melynek
segitségével formalisan ill. gyenge alakban definidlhatok az aldbbi operatorok:

* B:[*(Q) — H}(Q)? legyen az a korldtos linedris operator, melyre gyenge alakban
(Bp,v) / pdivy  (vVpelX(Q), v € HL(Q)?),
azaz formélisan B = (—A)~!

« A: H}(Q)? — H}(Q)? legyen az a korlétos linedris operétor, melyre A = (g%), ahol
gyenge alakban

<;\V0u,v>Hl = /Q(vVu~Vv+ (w-Vu)v) (Vu,v € H}(Q)),

0

azaz formadlisan X(; = (—A)~'Ay, ahol az Ay := —VA +w -V operitor egy konvekci6-
diffizios feladatot ir le. Az Ao operator hatarai (14sd [1], 8.1.2. éllitas):

v||u||12q& = <AN0u,u>HI (Vu € H(; (Q));

0

(Aguv) < v+ Calwlim) gy gy (v € HY(S).

1
0
« B*: H}(Q)? — L[*(Q) legyen az a korldtos linedris operator, melyre gyenge alakban
(Bv,q)2 =~ [ (@ivV)g=(Bavyg  (peLX(Q)W e HY(Q)P),
Q

azaz formdlisan B* = —div.

Vizsgaljuk meg el6szor az S = B*A~! B operitor koercivitdsit! Az ;46 ismert hatdrait és az 1.2.
allitas bizonyitdsaban szerepld eredményt felhasznélva

—~—1 \%
Ag vy > Ivlfy (v e Hi(Q).
< iy~ (v Callwlie=)*
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Ezzel pedig az S operdtor alsé hatdra:

\4
(v+Cal[w]|z-)

(Sp,p)> = <B*A_pr’p>L2 - <A_IBP’BP>H(} =

vy’

>
(v +Cal[wl|z-)

2
1Bl >

slpl. (Vp e LX(Q)).

Ezutén vizsgéljuk meg az S operdtor korldtossagat! A becsléseknél az aldbbi ismert eredmény
hasznalhaté (1asd [1], 12.1.9. tétel):

(BV.q)2 < |IVlgllall . (Vg€ L2(RQ),9v € Hy(Q)%).

Ezzel pedig az S operdétor fels6 hatéra:

(Sp.a) 2 =(A™'Bp.Bq) 1 < [IA™'Bpl s l|Ball g < %HBPHH(}”BC]“H(} <
< el (vpgel?(@),
ahol az utolsé becslés a
I8Pl = (Bp.Bp)uy = (B'Bp.p)ya < Bl ol

Osszefiiggés miatt teljestil. [

A 2.1. egyszert iteracié a nem szimmetrikus esetben is alkalmazhat6 lenne, azonban a linearis
konvergenciahoz sziikséges feltétel a 2.10. és a 4.4. allitas szerint

2\/3')/2

o< ;
(v+Callwllz-)?

amely kis viszkozitasi egyiitthaté esetén csak kis 1épéskozt enged meg, €s jelentdsen lassit-
ja a konvergencia sebességét. Egy lehetséges megoldds lehet, ha a Krylov—Uzawa-algoritmus
mintdjdra az operatoregyenletet a nem szimmetrikus operatorok esetén haszndlhat6 CGN- vagy
GCR-mddszerrel oldjuk meg. Az aldbbiakban ezt a két iterdciés mddszert fogjuk levezetni az
Oseen-egyenlet esetében.

A modszerek alapjat a 2.12. és a 2.13. algoritmus képezi, melyeket most prekondicionélds
nélkiil, azaz P := I vélasztds mellett fogjuk alkalmazni az Sp = f egyenletre, ahol az Oseen-
egyenlet esetében A = —VA+w-Vé B=V, igy

S=—div(—vA+w-V)7'V & f=—div(—vA+w-V)"'f.

Az Uzawa-algoritmushoz hasonlé médszert itt is az wgyq := (—VA+w-V) L (f—Vpy), a
7 := —(—VA+w-V)1Vd;, és a CGN-médszer esetében a vi := —(—VA—w-V) 1Vr,
mig a GCR-médszer esetében a v := —(—VA+w- V)~ 1Vr | viltozé bevezetésével kapjuk a
kordbban latott atirdsok segitségével.

A CGN-médszernél vy egy S*-ra felirt operatoregyenlet megolddsa, ahol $* megadhat6

S* =V ((=vA+w-V) D) (=div)* = —div((—vA+w-V)") "IV = —div(-vA—w-V)"V
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alakban, mivel a konvekcids tag antiszimmetrikus.

Fontos megjegyezni, hogy mig a Stokes-feladatndl az Uzawa-algoritmus iterdcids 1épésenként
1-1 Poisson-egyenlet megoldasat kovetelte meg, ezeknél az algoritmusoknadl iterdcids 1épésen-
ként 2-2 konvekcié-diffuzids egyenletet kell megoldani, ami tovabb noveli a médszerek szdmi-

tasi koltségeit.

4.5. Algoritmus. A CGN-Uzawa-algorit-
mus operdtorszinten.

Legyen po € L*(Q) tetszSleges kezddfiigg-
vény.

{—vAu0+w-Vu0+Vpo —f
Ulgo =0
ro ;= divugy
{—VAVO—W-VV0+Vr0:0
Voloa =0
so := divvy
dy = s9
Minden k € N-re, ha mar py, g, rg, di, Si-t
ismerjiik:
{—vAzk+w-Vzk—|—de =0
Zx|go =0
X = divz
sl
[
Pk+1 = Pk + Ody
Ujp ] 1= Uy + OZg

Th41 = Tk + OheXg
—VAVk—W-VVk+Vrk+1 =0
Vilogg =0

Skl = diVVk
. “SkJrluiz

Bri=——m—

sl 7>

dit1 1= Sk+1 + Brdi
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4.6. Algoritmus. A GCR-Uzawa-algorit-
mus operdtorszinten.

Legyen pg € L*(Q) tetszSleges kezdofiigg-
vény.

{—vAuo+w-Vuo+vp0=f

Uolpo =0
ro ;= divugy
do =r
{—VA20+W~VZO+Vd0 =0
Zol90 =0
X :=divzy

Minden k € N-re, ha mar py, ug, rg, di, Xt
ismerjiik:

—VAz;, +w-Vz;, +Vd;, =0

Zrloo =0

<rk7xk>L2
[

Di+1 = Pk + Oydy

Uy := Uy + O Zg

Oy = —

Tet1 i= Tk + OgXg
—VAVk+W~ VVk—I—VI’k_H =0
Viloa =0

S :=divvy

Sk Xi .
Bix:= et 2>L2 (i=0,...,k)
il 72

k
dis1 = Tkg1 + Z Bi kdi
=0

1=

k
Xk+1 1= Sk + Z Bi xxi
i=0



4.7. Allitas. Legyen w = pwo, ahol p > 0, és wy € C 1(Q,R?) egy adott divergenciamentes
vektormezd. A k. iterativ lépésben a GCR-Uzawa linedris becslése pontosan akkor jobb a CGN-
Uzawa linedris becslésénél, ha

v(vLy—1

p> (VLY ).
Callwol|z~

Bizonyitas. Aztkell vizsgélni a 2.18. tétel szerint, hogy % > L mikor teljesiil. A 4.4. allitasban
kiszdmolt hatdrok szerint

2
M _ v _ (v+Caplwoll=)’ _ (v+Capliwol-)*_
m vy vZy? vy ko
(v+Cap[wollz=)"
ami pedig pontosan akkor teljesiil, ha
v+ Cap||Wol|L=>
ap || wollz > \/L_k
VY

Ezt atrendezve megkapjuk a keresett egyenl6tlenséget. [

4.8. Kovetkezmény. Ha van olyan k' € {1,... N} index, amelyre Ly < #, akkor bdrmely

ke {l1,...,k'} index esetén a GCR-Uzawa linedris becslése jobb a CGN-Uzawa linedris becs-
lésénél fiiggetleniil attol, hogy az Oseen-egyenlet milyen v viszkozitdsi paramétert és w vektor-
mez0t tartalmaz.

Bizonyitas. A 4.7. allitasban szereplG alsé becslésben ezzel a feltétellel /Lyy— 1 < 0, tehat

\% \/L/ —1
P >0> w,
Callwol| =

amely tetszdleges pozitiv p esetén teljesiil. Mivel az L; sorozat a 2.19. allitds szerint szigordan

monoton novekszik, igy
VLy—1<+/Lpyy—1<0
teljesiil barmely k € {1,...,k'} index esetén. O

4.9. Megjegyzés. Néhany konkrét y konstansra érdemes megadni a 4.8. kovetkezményben sze-
replS k' indexet az 1. tdbldzat segitségével:

e y=03= % ~ 11.11 = k' = 3 (de majdnem 4-re is teljesiil).
¢« y=042= %z5.67:>k/:2.
s y=0.71= % ~ 1.98, tehdt nincs ilyen k’.

4.10. Allitas. Ha az Oseen-egyenletben w = 0, akkor az S = —div(—vA) ™'V operdtor hatdrai

2
1 .
Llplt < (sppe < Slpll (vpe LX) 23)

Bizonyitas. Alkalmazzuk az 1.2. és 1.3. dllitdst az my = ||A|| = v konstansokkal. O

4.11. Megjegyzés. Ha az Oseen-egyenletben w = 0, akkor megkapjuk a Stokes-feladatot v =1
vélasztas esetén. A 4.10. allitdsban szerepld eredmény biztositja, hogy tetszdleges v > 0 viszko-
zitasi paraméter valasztasa esetén is a Stokes-feladathoz tartozé konvergenciahdnyadost kapjuk
a (9) és a (10) konvergenciabecslésekbdl, hiszen ezek csak a Kk := % hanyadostol fiiggenek,

ahol most m = % ésM = %, ezért Kk = VLJ/Z = %, amely v értékétdl fiiggetlen.
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4.12. Allitas. Ha az Oseen-egyenletben w = 0, akkor a MINRES algoritmus linedris becslése
jobb a CGN-mdodszer linedris becslésénél barmely k € N index esetén.

Bizonyitas. A 2.21. allitas szerint a MINRES algoritmus becslése mindig jobb a CGN-mddszer
becslésénél, €s ugyanolyan jo csak abban az esetben lehetne, ha a 2.23. kovetkezmény szerint
y = ||B|| = 1. Ez azonban az éltalunk vizsgalt kétdimenzids feladatok esetében nem lehetséges,
mert ismert, hogy

1
<—==0"71<1. 24
r= NG (24)
Ennek az eredménynek a levezetése megtaldlhat6 a [8] cikk 2.2. fejezetében. 0

4.13. Allitas. A p = 0 esetben a GCR-modszer konvergencidja mindig gyorsabb a CGN-mdd-
szerhez képest.

Bizonyitas. A 2.22. megjegyzé€s szerint ilyenkor a GCR és a MINRES konvergencidja meg-
egyezik, a p = 0 paraméter pedig a w = 0 vektormez&t eredményezi, ezért alkalmazhat6 a 4.12.
allitas. O]

4.3. A nagy rendszer megoldasa

A 2.2.1. fejezet szerint a nagy linedris egyenletrendszert szimmetrikus esetben megoldhatjuk
a MINRES- vagy a CGN-mddszerrel. Ezt a Stokes-feladatnal vizsgaltuk a 3.3. fejezetben. Az
Oseen-egyenletnél azonban a nagy rendszer csak akkor lesz szimmetrikus, ha w = 0, és ilyenkor
csak a viszkozitdsi paraméter bevezetése jelenti a valtozast a Stokes-feladathoz képest. Latni
fogjuk azonban, hogy mig a 3.12. 4llitas és a Stokes-feladatra végzett késébbi numerikus tesztek
szerint is a V = 1 esetben a MINRES észszerli y konstansok esetén gyorsabban konvergal a
CGN-mddszernél, addig v < 1 esetén ez megfordulhat.

A javasolt P prekondiciondl6 maétrix esetén a két modszer konvergenciabecslése a 4.10. allitas-

ban megadott hatarok szerint az m = % és M = % allandoktodl fiigg a szimmetrikus esetben. A
kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogy v és ¥ fiiggvényében hogyan néznek ki az egyes modsze-
rek konvergenciabecslései, és hogyan viszonyulnak ezek egymashoz.

egyenletre alkalmazott

4.14. Allitas. Szimmetrikus Oseen-egyenlet esetén a P~'Gv = P~lg
= = bevezetésével

MINRES linedrisan konvergdl, méghozzd pdros k indexekre a | :

N —1)5 e (VTP 4 VTR - 2)(1+ VT 4R)
, 1= . (25)
VK +1 2(y/1+4uy*—1)

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 2.29. kovetkezményt az m = y_v2 ésM = % allanddkkal. ]

1
v

el < 2l (

4.15. Allitas. Szimmetrikus Oseen-egyenlet esetén a PGy = ﬁ_]g egyenletre alkalmazott
CGN-modszer linedrisan konvergdl, méghozzd a U := é bevezetésével

1+2u+/1+4p ha 0 < ,LL}’Z <2

~ 2_ 2’
Il < 7ol 5 ahol Ky = 142uy2—+/1+4py . 26)
ch <karch (Z—ﬂ)) 1+2u+2m, ha2 < uy?

2
Bizonyitas. A 2.30. és 2.31. allitast hasznaljuk a 2.34. kovetkezménnyel és az m = 77 ill. M = %
allandokkal. [
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k
. ki (v,y)—1\°
4.16. Allitas. ‘}EEOZHFOH}?*I <&) = 2”7-0”1371( /'},2_|_ _ ,},)k teljesiil bdrmely

V KI(V7Y) +1

Y > 0 konstans és bdarmely k € N index esetén.

Bizonyitas. Legyen y > 0 tetszbleges rogzitett szam, k € N tetsz6leges rogzitett index. A foly-
tonossdg miatt elég a lim K (v, y) hatarértéket meghatdrozni. Szintén a folytonossag miatt az
V—ro0

n:= % = 4u valtozo bevezetésével vizsgalhatjuk az n — 0 hatarértéket:

(V1+n7+VT+1n1-2)(1+/1T+7)
lim x;(v,y) = lim =
vee =0 2(v1+ny>-1)
- (I+1+1) Vitn—1
= lim 1+
n—0 2 V1i+ny:—1
o gim VAT L
n—0 ’}/2\/1-1—

72
Az utols6 sorban a kritikus hatdrérték kiszamitasara a L’Hopital-szabalyt hasznéltuk.
Ezt felhaszndlva a keresett hatarérték:

k
: J1+5 -1
K1 (v,7) ’ ¥y
11m2r =2rllz | =———
” 0”P1<V +1> Iroll7- ,/1+;+1

k
1
=2{|rol[p-1 (Y( 1+?—1>> =2|rollp1 (/P2 +1—=7)

V1 —1
:1+lim+—n:
-0 \/1+ny2—1

SIS

Ezzel igazoltuk az allitést. 0
. roll5
4.17. Allitas. lim Irollz = ||ro||  teljesiil barmely 'y > O konstans és bdarmely
V7= ch (k arch (%))
2\V 1)~

k € N index esetén.

Bizonyitas. Legyen 7 > 0 tetszbleges rogzitett szam. A folytonossag miatt elég a belso fiigg-
vény hatarértékét kiszamitani. A becslésben a k; elsd esetét kell hasznélni, mert barmely y > 0

esetén elegendGen nagy v-re uy> = g <2.

2 4 2 492
v, p)+1 . +5+ 1+V+1+Ty2—\/1+%_1+0+ﬁ+1+0—\ﬁ

Iim —————— = lim

I T S R S A 2t B ]

Ezt felhasznalva a keresett hatarérték:

lim 7ol 5 ~nllp ol

= _ il
V= ok (karch (%)) ch(karch(1)) — ch(0) 7ol
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4.18. Kovetkezmény. Legyen y > 0 tetszdleges rogzitett szdm. A Vv — oo aszimptotikus esetben
az
Ly .= log %
log(\/y*+1-7)

szdmra teljesiil, hogy a CGN-mddszer (26) becslése és a MINRES (25) becslése megegyezik
k= Ly esetén (a k € R kiterjesztés mellett), és ak =0,1,. .., |Ly| indexekre a CGN-mddszer
becslése jobb a MINRES becslésénél, a k = [Ly|,...,N indexekre pedig a MINRES becslése a
jobb. Ha y € [0.26,0.71], akkor Ly € [1.04,2.70].

Bizonyitas. A 4.16. és a 4.17. allitasban szerepld hatarértékek egyenldségét vizsgaljuk.

1
2P +1-9f=1 &  klog(y/y+1-7) =log;

Ezzel meghatédroztuk az L,-t. A CGN-hez tartozo6 becslés egy k-t0l fiiggetlen pozitiv szam, mig
a MINRES-hez tartoz6 becslés k-tdl fiigg, és tart a 0-hoz, ha k — oo. Nyilvan ez azért teljesiil,
mert a k-adik hatvanyra emelt mennyiség 1-nél kisebb:

VPHl—y<1l & (JPHI<i+y & PHI<pP+I+2y & 0<y

Ebbdl és a folytonossagbol kovetkezik, hogy a k > [L,| indexekre a MINRES becslése a jobb,
a tobbi indexre pedig a CGN becslése a jobb. A numerikus tesztek eredménye a 16. és a 17.
abran lathato. O
=03

v =0.42 v=0.7

== MINRES == MINRES
= CGN = CGN

o S

1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
A k. iterativ 1épés A k. iterativ 1épés A k. iterativ 1épés

N
N

== MINRES
= CGN

-
[}
i
(9]

-
-

Linearis becslés

o
(&)}
Linearis becslés
Linearis becslés

o
3

o
o
o

o
o

16. dbra. A MINRES- és a CGN-mddszer linedris becslése Y =0.3,0.42,0.71 értékekre a v — oo
aszimptotikus esetben.

Metszéspont

pont
N
[&)]

Az L metszés

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
A v értéke

17. dbra. A MINRES- és a CGN-mddszer linedris becslésének L, metsz€spontja a y €
[0.26,0.71] intervallumban a v — o aszimptotikus esetben.
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Kl("?Y) -1

V KI(V7Y) +1

2
4.19. Allitas. lir{)1+2||r0||13,1 < ) = 2||rol|p-1 teljesiil barmely y > 0 konstans
V—

és bdarmely k € N index esetén.

Bizonyitas. Legyen y > 0 tetsz6leges rogzitett szam, k € N tetsz6leges rogzitett index. A foly-

tonossag miatt elég a lim van-l
v—0+ VK1 (V.7)+

az N := < = 4u valtozd bevezetésével vizsgalhatjuk az n — oo hatérértéket:

hatarértéket meghatarozni. Szintén a folytonossag miatt

im \/W?’)_1 lim\/w+m 21+ vT+m) - \/2 1+7772_1)
V0 (vop) £ 1 ”*m¢\ﬁiﬁ?+vTIﬁ 2)(1+ VT +1/2(/ T2 1)

_ 2 1.7 _1
_hm\/\/ +y+\/ +1- 2 (e /4 \/\/2 T-8) AT
N—eo ! VYl
\/\/ P+ [E - B+ fh+ \/ 2=+ L -1
Ezt felhaszndlva a folytonossag miatt:
%
k1 (v,7) k
vll>m 2||r0||P 1 (W—i—l) :2””0”}7*1(1)2 :2Hr0|‘ﬁ*1' =
. rolls
4.20. Allitas. lim Irollz = ||ro|| 5 teljesiil barmely y > 0 konstans és bdarmely
V=07 ch (karch <—’;2§x£+i ))
N X

k € N index esetén.

Bizonyitas. Legyen y > 0 tetsz6leges rogzitett szam. A folytonossdg miatt elég a belsé fiigg-
vény hatdrértékét kiszamitani, €s az eredeti helyett vizsgdlhatjuk a tt — oo hatdrértéket. A becs-
lésben a k> masodik esetét kell haszndlni, mert barmely y > 0 esetén elegendden kicsi v-re

2
uy =% >2

3 1 4
1 2+ T+an P2t 2
lim K(v,y)+ ~ lim 3420+ +/1+ = tim P 2 2521

v—0t K (v, ) — 1 M%“—1+2H+\/1+4 foeo L oy L2_|_
u

Ezt felhaszndlva a folytonossag miatt:

. lrolls 7ol 7ol
1 = = = |Iroll5. 0
Vﬂ%ch(kmch<mwﬁﬂl>> ch(karch (1)) ~ ch(0) ~ I"0l2

KZ(V7Y)_1

4.21. Kovetkezmény. Legyen v > 0 tetszbleges rogzitett szam. A v — 0T aszimptotikus esetben
a CGN-madszer becslése jobb a MINRES becslésénél tetszoleges k € N index esetén.

Bizonyitas. A 4.19. és 4.20. éllitasban szerepld hatarértékek y-tdl és k-tdl fiiggetlenek, és a
kett6 koziil a CGN-mddszer becslésében szerepld konstans szorzo a kisebb. 0

38



4.22. Allitas. Legyen Y > 0 tetszbleges rogzitett szam. A v := % esetben a CGN-mddszer becs-
lése jobb a MINRES becslésénél tetszoleges k € N index esetén.

Bizonyités. A becslésekben i =1 = % A MINRES linedris becslésében:
2
8 8
(V1tduy + I+ —2)(+VIT40) (H 1+7> Tyt

: 2(V/1+4uy —1) 4 via

Ezt felhasznalva a MINRES linearis becslése:

k
8 2
-1\ SLERVA R
2ol 5-1 = = 2rol[ 51 — (27)
VKL 3+, /1+%

}’2

A CGN-modszer linedris becslésében ennél a kritikus v értéknél a Kk, mindkét esetben ugyanazt
az értéket veszi fel, méghozza:
R VAR
2
Ezt felhasznalva a CGN-modszer linearis becslése:

Ky =

roll» rolls
Inlly Iroll o8)

ch (k arch (2%})) ch <karch (L VHYSZ))

—1+5+ /1+%
7 7?

Annak eldontéséhez, hogy melyik becslés ad jobb konvergencidt, a (27) és (28) k-tdl fiiggd
figgvényeket kell dsszehasonlitani tetszOleges y > 0 rogzitett paraméter esetén. Ennek preciz
analitikus vizsgalata a fiiggvények komplikaltsdga miatt nehézkes, ezért helyette MATLAB-ban
numerikus vizsgédlatokat végeztem. Néhany konkrét y értékre a 18. dbra grafikonjain lathatd,
hogy minden iterativ 1épésben a CGN-mddszerhez tartozo6 becslés a kisebb. [

4.23. Megjegyzés. A 4.17.,4.19. és 4.20. allitdsban az aszimptotikus eset konvergenciabecslése
k-tol fiiggetlen, azaz gy tlinhet, hogy a mddszerek nem konvergdlnak. Fontos viszont megje-
gyezni, hogy barmely v > 0 paraméter esetén a konvergenciahdnyados 1-nél kisebb, tehit az
iterativ modszerek konvergalnak, csak esetleg az aszimptotikus értékekhez kozelitve csokken a
konvergencia sebessége.

v=0.71
10°
= MINRES
o o) o
(9] 0 1]
O [$] O
5] 5] @
Qo Qo o
© © ©
@ ) @
c c c
| = |
10750 |
0 50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150
A k. iterativ 1épés A k. iterativ Iépés A k. iterativ 1épés

18. dbra. A MINRES- és a CGN-modszer linedris becslése logaritmikus skdlan a y =
2
0.3,0.42,0.71 értékekre a v = L esetben.
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4.4. Numerikus tesztek

A 3.4. fejezethez hasonléan az Oseen-egyenlet esetén is végeselem-modszer segitségével disz-
kretizaljuk a peremérték-feladatot, és vagy a 4.2. fejezetben bemutatott nem szimmetrikus Uza-
wa-tipust algoritmusokat hasznaljuk, vagy kozvetleniil megoldjuk a 4.3. fejezetben targyalt
nagy linedris egyenletrendszert.

Mivel az Oseen-egyenlet esetén az a bilinedris forma kiegésziilt a konvekcids taggal és a v
paraméterrel, igy az A, merevségi matrix definicidja is valtozik:

Nu Ml
/Q(VVllhivqfl'-l-(W'Vllh)'l[/i):ZCj/Q(VI[/j2Vl[/,'—|-(W'Vl[/j)'l[/,'):§chial‘j (izl,...7Nu)
P =

Az Aj, matrix definicidjan kiviil a numerikus moédszer konstrukcidja és implementacidéja meg-
egyezik a Stokes-feladatnal leirtakkal.

Az Oseen-egyenlet megoldasdra készitett MATLAB programot is érdemes tesztelniink, ezért
a 3.14. példiaban bemutatott tesztfeladatot médositjuk Ggy, hogy a megadott fiiggvények az
Oseen-egyenlet pontos megoldasai legyenek. Az ezzel kapcsolatos szamoldast a 4.24. példiban
részletezziik, a médszer konvergencidjat jellemz$ adatsorokat pedig az 5. tdbldzat szemlélteti. A
tablazat adatai azt mutatjak, hogy az € négyzeten az Oseen-egyenlet esetén is a konvergencia
harmad- illetve masodrenddi.

A 19, 20. és 21. abran néhany tovabbi feladat megolddsa lathatd, ahol a pontos megoldas nem
ismert, de a végeselem-modszerrel numerikusan kozelithetd. A Stokes-feladatnél szerepld ab-
rakkal ellentétben most az f jobb oldal helyett az utolsé grafikonon a w vektormez6t dbrazoltuk.
Erdemes Osszevetni ezeket az dbrakat a 9., 10. és 11. dbrakkal, kiilondsen az sebességmezit
szemléltetd aramvonalakkal, ahol kézvetleniil megfigyelhetd a w vektormezd forgato6 ill. eltold
hatasa.

A 22.,23. és 24. dbran megfigyelhet6 egy v = 1,0.1,0.01 viszkozitdsi paraméterrel és w = 0
vektormezdvel ellatott Oseen-egyenletre alkalmazott CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus konver-
gencidja. A 4.13. allit4s és a4.11. megjegyzés szerint azt varjuk, hogy ilyenkor v-tdl fiiggetleniil
a GCR-Uzawa-algoritmus konvergal gyorsabban. Ezt rendre megfigyelhetjiik mindegyik grafi-
konon. Latszik tovabbd az is, hogy a v csokkentése nem befolydsolja szamottevGen a grafikonok
alakjat és a két gorbe egymashoz képesti viszonydt, azonban kisebb v esetén az iteracids 1€pé-
sek szdma mindhdrom tartomany esetén névekszik. Abranként a hdrom tartomény grafikonjait
Osszevetve megéllapithatd, hogy a Stokes-feladathoz hasonldan itt is egy nagyobb ¥ inf-sup-
konstanshoz kisebb iteracidszadmok mérhetok.

A 25., 26. és 27. abran ugyanazt a feladatot oldjuk meg v = 1,0.1,0.01 viszkozitdsi paramé-
terrel, csak az Uzawa-algoritmus helyett a (6) nagy egyenletrendszerre alkalmazott prekondi-
cionalt CGN- és GCR-mddszer konvergencidja lathatd. Megfigyelhetd, hogy az Uzawa-tipusu
algoritmusokkal ellentétben ezeknél a v paraméter értéke nagy hatdssal van arra, hogy a két
modszer koziil melyik konvergdl gyorsabban. A v = 1 esetben ugyanazokat a grafikonokat lt-
juk, mint a Stokes-feladatndl a 14. dbran, mivel w = 0 esetén a MINRES- és a GCR-mddszer
konvergencidja megegyezik. Ebben az esetben tehat a GCR-mddszer konvergal gyorsabban. A
v =0.11ll. v =0.01 esetben viszont a CGN-modszer konvergél gyorsabban, sot a grafikono-
kon az is latszik, hogy a v csokkentésével egyre nagyobb elényre tesz szert a CGN-moddszer.
Abréanként a hdrom tartomdny grafikonjait Gsszevetve megéllapithatd, hogy itt is nagyobb 7y
inf-sup-konstans esetén kisebb iterdcidszamok mérhetdk.
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4.24. Példa. Tekintsiik az Q| = [—1, 1]? négyzeten a 3.14. példdban megadott u = (u1,uz) és p
fliggvényt:

X3

ui(x,y) = (=107 -y, w(x,y):=—--1D0* 1) plxy):= 3

Emellett legyen v := 1 és w(x,y) := (e*sin(y),e*cos(y)), ami egyrészt folytonosan differenci-
alhat6, masrészt pedig divw = d,(e*sin(y)) + dy(e*cos(y)) = e*sin(y) —e*sin(y) = 0.

Szamoljuk ki az uy,u;, p figgvények parcialis derivaltjait!

Oxtty (x,y) = 4(x* = 1) (y* — Daxy; otir (x,y) = —(3* = 1) (3> — 1)
dyuy (x,y) = (x> = 1)*(3y* — 1); Oy (x,y) = —4(x* — 1)(3* — Dxy;

ogui (x,y) =4(3x* — 1)(»* — 1)y; d7u(x,y) = —6x(y* — 1)%;

dyu(x,y) = 6y(x* —1)%; oyur(x,y) = —4(x* — 1)(3y* — I)x;
ohp(x,y) =% dyp(x,y) = 0.

A jobb oldalon szerepl6 f = (f1, f>) fiiggvény most az aldbbi alakban irhat6 fel:

fi(x,y) :=—Auy(x,y) + w-Vuy(x,y) + dep(x,y)
=—97uy (x,y) — 5y21ft1 (x,y) +wi(x,y) a1 (x,y) +wa(x,y)dyur (x,y) + dhp(x,y)
=—4(3x> = 1)(y? — 1)y —6y(x* — 1)> + & sin(y)4(x* — 1) (y* — 1 )xy+
+e*cos(y)(x* — 1)2(3y* — 1) +x%;

fa(x,y) == Auz(x,y) + W Vup (x,y) + dyp(x, y)
= — dfur(x,y) — OJur(x,y) + wi (x,) etz (x,y) -+ wa (x, ) dyuz (x,y) + Oy p(x,y)
=6x(y*> — 1)2+4(x* = 1)(3y* — Dx—€"sin(y) 3x* — 1) (y* — 1)>—
—e"cos(y)4(x* —1)(y* — Dxy +0.

A numerikus megoldds dbrdi nagyon hasonldak a 6. dbrdhoz az f jobb oldal kivételével, ezért ezt
itt nem 4bréazoltam kiilon. Az 5. és a 2. tdblazat adatai is nagyon hasonldak, ezért a végeselem-
modszer konvergencidjarol ugyanaz mondhat6 el, mint a Stokes-feladat esetében.

n 0 1 2 3 4 5 6

||“h_“*HH(} 0.0714 | 0.0116 | 0.00167 | 2.26e-04 | 2.94e-05 | 3.74e-06 | 4.73e-07

u” rendje 2.62 2.80 2.89 2.94 2.97 2.99

Ip" = p*ll,2 || 0.100 | 0.0151 | 0.00312 | 7.56e-04 | 1.88¢-04 | 4.70e-05 | 1.17e-05

p" rendje 2.73 2.27 2.047 2.0066 2.0010 2.00017

5. tablazat. A numerikus és a pontos megoldds racspontokon vett kiilonbségének a normdja és
a konvergencia rendje kiillonb6z6 n paraméterekre a 4.24. példaban.
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19. 4dbra. Az Oseen-egyenlet numerikus megolddsa n = 3 paraméter mellett négyzeten az
f(x,y) = (cos(x),cos(x)) fiiggvénnyel, v = 1 viszkozitdssal és w(x,y) = 50(e*sin(y), e* cos(y)
vektormezdvel.
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20. dbra. Az Oseen-egyenlet numerikus megolddsa n = 3 paraméter mellett L-alaku tartoma-
nyon az f(x,y) = (—y,x) fiiggvénnyel, v = 1 viszkozitdssal és w(x,y) = (50,50) vektormezdvel.

p nyomas Aramvonalak w vektormezé

0.04

0.02 0.5
0
-0.02 a4
-0.04
1 B -0.5
\/ 1
P 0 A

21. abra. Az Oseen-egyenlet numerikus megolddsa n = 3 paraméter mellett koérlapon az
f(x,y) = ((1 —cos(x))sin(y), (1 —cos(y)) sin(x)) fiiggvénnyel, v = 1 viszkozitdssal és w(x,y) =
50(—y,x) vektormezgvel.

1 -0.5 0 0.5 1
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Négyzet, v =1 L-alak, v =1 Korlap, v =1

=——CGN-Uzawa ——CGN-Uzawa ——CGN-Uzawa
——GCR-Uzawa —GCR-Uzawa —— GCR-Uzawa

104

Rezidualis norma
Rezidualis norma
Rezidualis norma

108 1078 108
5 10 15 20 25 30 10 20 30 40 50 5 10 15

A k-adik iterativ 1épés A k-adik iterativ 1épés A k-adik iterativ 1épés

22. abra. Az Oseen-egyenletre alkalmazott CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus konvergencidja-
nak sszehasonlitdsa n = 3 paraméterrel, f(x,y) = (cos(x),cos(x)) fiiggvénnyel, w = 0 vektor-
mezdvel é€s v = 1 viszkozitdssal mindharom tartomany esetén.

Négyzet, » = 0.1 L-alak, »=0.1 Kérlap, v = 0.1
10° ——CGN-Uzawa 10° ——CGN-Uzawa 10° ——CGN-Uzawa
——GCR-Uzawa — GCR-Uzawa —— GCR-Uzawa

104

Rezidualis norma
N
S
IS
Rezidualis norma
Rezidualis norma
=
o
IS

108 108 108
5 10 15 20 25 30 10 20 30 40 50 5 10 15 20
A k-adik iterativ épés A k-adik iterativ Iépés A k-adik iterativ [épés

23. abra. Az Oseen-egyenletre alkalmazott CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus konvergencidja-
nak 6sszehasonlitdsa n = 3 paraméterrel, f(x,y) = (cos(x),cos(x)) fiiggvénnyel, w = 0 vektor-
mezdvel és v = 0.1 viszkozitassal mindharom tartomény esetén.

Négyzet, » = 0.01 L-alak, v = 0.01 Kérlap, v=0.01
——CGN-Uzawa ——CGN-Uzawa ——CGN-Uzawa
g 10° —GCR-Uzawa © ——GCR-Uzawa o 1007 ——GCR-Uzawa
£ g g
<) S S
c c c
5 b b
310 2 210
3 N N
14 o 14
10° 10°8
10 20 30 10 20 30 40 50 60 5 10 15 20
A k-adik iterativ 16pés A k-adik iterativ Iépés A k-adik iterativ 16pés

24. abra. Az Oseen-egyenletre alkalmazott CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus konvergencidja-
nak Osszehasonlitdsa n = 3 paraméterrel, f(x,y) = (cos(x),cos(x)) figgvénnyel, w = 0 vektor-
mezdvel €s v = 0.01 viszkozitdssal mindhdrom tartomény esetén.
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Négyzet, v =1

—CGN
—GCR
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Rezidualis norma
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25. dbra. A nagy egyenletrendszerre alkalmazott prekondiciondlt CGN- és GCR-algoritmus
konvergencidjanak Gsszehasonlitdsa n = 3 paraméterrel, f(x,y) = (cos(x),cos(x)) fiiggvénnyel,
w = 0 vektormezdvel és v = 1 viszkozitdssal mindhdrom tartomdny esetén.

Négyzet, v = 0.1
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£
o
c
R
5 107
ie
N
[0}
24
108

10 20 30
A k-adik iterativ |épés
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26. abra. A nagy egyenletrendszerre alkalmazott prekondiciondlt CGN- és GCR-algoritmus
konvergencidjanak 0sszehasonlitdsa n = 3 paraméterrel, f(x,y) = (cos(x),cos(x)) fiiggvénnyel,
w = 0 vektormezdvel és v = 0.1 viszkozitdssal mindhdrom tartomany esetén.

Négyzet, » = 0.01

—CGN
—GCR

100

1074}

Rezidualis norma

108 : ‘ ' :
10 20 30 40
A k-adik iterativ |épés

Rezidualis norma
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27. abra. A nagy egyenletrendszerre alkalmazott prekondiciondlt CGN- és GCR-algoritmus
konvergencidjanak 0sszehasonlitdsa n = 3 paraméterrel, f(x,y) = (cos(x),cos(x)) fiiggvénnyel,
w = 0 vektormezdvel és v = 0.01 viszkozitdssal mindhdrom tartomény esetén.
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Négyzet, v =1 L-alak, v =1 Korlap, v =1

——CGN-Uzawa ——CGN-Uzawa
——GCR-Uzawa ——GCR-Uzawa
© © ©
E E —CGN £ —CGN
S e ——GCR e —=GCR
@ 4l D 404 D -4
210 4 = 10 5 10
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) & N
o o 14
108 108 108
10 20 30 40 50 60 20 40 60 80 5 10 15 20 25 30
A k-adik iterativ 1épés A k-adik iterativ 1épés A k-adik iterativ 1épés

28. dbra. A 22. és 25. dbra grafikonjainak egyesitése, mely tartomdnyonként szemlélteti a CGN-
és GCR-Uzawa-algoritmus ill. a prekondiciondlt CGN- és GCR-mddszer konvergencidjat, ami-
kor az Oseen-egyenlet paraméterei v =1 és w = 0.

Négyzet, v = 0.1 L-alak, »=0.1 Kérlap, v = 0.1
10° — CGN-Uzawa 10° —CGN-Uzawa
- ——GCR-Uzawa © ——GCR-Uzawa &
£ E E
e 2 2
T 10 T 10 T
S o k)
P & N
o 14 o
108 108
10 20 30 40 10 20 30 40 50 5 10 15 20 25
A k-adik iterativ Iépés A k-adik iterativ 1épés A k-adik iterativ lépeés

29. dbra. A 23. és 26. dbra grafikonjainak egyesitése, mely tartomanyonként szemlélteti a CGN-
és GCR-Uzawa-algoritmus ill. a prekondicionalt CGN- és GCR-mddszer konvergencidjat, ami-
kor az Oseen-egyenlet paraméterei v = 0.1 és w = 0.

Négyzgt, v=0.01 L-alak, v = 0.01 K6‘rlap, v= 0:01 )
——CGN-Uzawa ——CGN-Uzawa
o 10° —GCR-Uzawa||{ o 10° —GCR-Uzawa
E —CGN £ £ —CGN
2 —GCR 8 g —GCR
© © ©
2 10* 3 210}
3 N N
4 4 4
108 108
10 20 30 40 10 20 30 40 50 60 5 10 15 20 25
A k-adik iterativ [épés A k-adik iterativ Iépés A k-adik iterativ [épés

30. abra. A 24. és 27. abra grafikonjainak egyesitése, mely tartomanyonként szemlélteti a CGN-
és GCR-Uzawa-algoritmus ill. a prekondicionalt CGN- és GCR-mddszer konvergencidjat, ami-
kor az Oseen-egyenlet paraméterei v = 0.01 és w = 0.
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A nagy rendszer megolddsdndl a v = 1 esetet a Stokes-feladatndl részletesen tirgyaltuk a 3.3.
fejezetben. Amennyiben v > 1, a becslések gyorsan kozelitenek a 4.18. kdvetkezményben vizs-
galt v — oo aszimptotikus esethez, ahol szintén a v = 1 esethez hasonl6 konvergenciat varunk,
€s a numerikus tesztek sordn is ezt tapasztaltuk.

A 4.21.és4.22. dllitasban megmutattuk, hogy elegendden kicsi v paraméter esetén a modszerek
linedris becslését alapul véve varhatéan a CGN-mddszer konvergédl gyorsabban. A numerikus
tesztek ezzel 0sszhangban vannak, hiszen a v = 0.1 esetben a 26. dbrdn és a v = (0.01 esetben
a 27. édbran pontosan ez figyelhet6 meg mindhdrom tartomény esetén: mar az elso iterativ 1é-
péstdl kezdve a prekondiciondlt CGN-mddszer éltal eldéllitott rezidudlis hibavektorok normdja
kisebb a prekondiciondlt GCR-mddszer futdsa soran tapasztalt normakhoz képes, ésa v =0.01

esetben ez a kiilonbség egészen szamottevo.

A 28., 29. és 30. 4dbran lathatdak tartomdnyonként egyesitve a kordbban bemutatott grafiko-
nok, melyek egyiittesen szemléltetik a CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus ill. a prekondicionalt
CGN- és GCR-moddszer konvergencidjat. Megéllapithato, hogy a vizsgélt tartomdnyokon és v
paraméterek mellett minden esetben a GCR-Uzawa-algoritmus konvergdl a leggyorsabban. A
tobbi algoritmus sorrendjének feléllitdsdhoz azonban figyelembe kell venni a tartomény alakjat
és a v értékét egyarant. Ennek 4ttekintését a 6., 7. és 8. tdbl4zat adatai szolgéltatjak, ahol v ér-
téke szerinti bontdsban lathaté a mdédszerek sorrendje az egyes tartomdnyokon. Megfigyelhetd,
hogy a GCR-Uzawa-algoritmus egyértelmi f6lénye mellett v = 1 esetén a CGN-modszer kon-
vergencidja a leglassabb, viszont a v = 0.01 esetben mar annyit javul a konvergencidja, hogy a
masodik helyre keriil. A tobbi esetben a sorrend tartomdnyonként nagy véltozatossagot mutat,
foleg a CGN-Uzawa- és a GCR-moédszer kozott.

1. 2. 3. 4.
Négyzet || GCR-Uzawa | CGN-Uzawa GCR CGN
L-alak | GCR-Uzawa GCR CGN-Uzawa | CGN
Korlap || GCR-Uzawa | CGN-Uzawa GCR CGN

6. tablazat. A négy iterativ mddszer hatékonysaganak sorrendje tartomdnyonként a v = 1 és
w = 0 esetben a 28. dbra grafikonjai alapjén.

1. 2. 3. 4.
Négyzet | GCR-Uzawa CGN CGN-Uzawa GCR
L-alak GCR-Uzawa CGN GCR CGN-Uzawa
Korlap || GCR-Uzawa | CGN-Uzawa CGN GCR

7. tablazat. A négy iterativ mddszer hatékonysaganak sorrendje tartomanyonként a v = 0.1 és
w = 0 esetben a 29. dbra grafikonjai alapjan.
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1. 2. 3. 4.

Négyzet || GCR-Uzawa | CGN | CGN-Uzawa GCR
L-alak GCR-Uzawa | CGN GCR CGN-Uzawa
Korlap || GCR-Uzawa | CGN | CGN-Uzawa GCR

8. tdblazat. A négy iterativ modszer hatékonysdgénak sorrendje tartomdnyonként a v = 0.01 és
w = 0 esetben a 30. dbra grafikonjai alapjan.

A 31. és 32. dbra grafikonjain tartomdnyonként az lathatd, hogy a w = (p,0) vektormezs ese-
tén (p € N) hogyan viltozik az iterativ 1épések szdma TOL = 10~® toleranciaszinttel a v = 1
és v = 0.1 értékekre a CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus esetén, ha a p értékét 0-rél elkezd-
jik novelni. A grafikonok legelején a p = 0 esetben w = 0, tehdt a 22. és 23. dbran lathaté
konvergenciat tapasztaljuk itt is, és ennek megfeleléen a grafikonok elején biztosan a GCR-
Uzawa-algoritmus konvergdl gyorsabban. Ezutdn a fekete €s a piros gorbék metszik egymast,
€s a metszéspont utdn a CGN-Uzawa-algoritmus konvergal gyorsabban. A v = 0.1 esetben j6l
lathato, hogy a CGN-Uzawa-algoritmus dominancidja csak egy szakaszon érvényes, és elegen-
déen nagy p esetén a két gorbe ismét metszi egymast, €s utdna megint a GCR-Uzawa-algoritmus
konvergél gyorsabban. Ugyanezt a jelenséget figyeltiik meg a [4] TDK-dolgozatban is, ahol
hasonl6 keretek kozott a prekondiciondlt CGN- és GCR-moédszer konvergencidjat vizsgaltuk
konvekcio-diffuzids egyenletek esetén.

A 33. dbra grafikonjain tartomdnyonként ugyanez az dsszehasonlitds lathaté a prekondicionalt
CGN- és GCR-moddszer esetén. A grafikonok elején a p = 0 esetben itt is a 25. dbran lathato
konvergencia jelenik meg. Mivel itt jelentGsen megnétt az iterativ 1épések szama, ezért csak a
v = 1 eset grafikonjait sikeriilt elkésziteni, mert mar v = 0.1 viszkozitasnal is nehezen konver-
géltak az algoritmusok, és akar az 1000 iterativ 1épést is meghaladtak egyes esetekben. Ezeken
a grafikonokon szintén az Uzawa-tipust algoritmusokndl leirtak figyelhetéek meg: el6szor a
prekondicionalt GCR-mddszer konvergél gyorsabban, majd a CGN-mddszer dtveszi a vezetést,
és elegendden nagy p esetén feltételezhetéen ezeknél is lenne egy masodik metszéspont, ami
utdn ismét a GCR-mddszer konvergdlna gyorsabban. Kisebb v esetén a 26. és 27. dbrak szerint
a p = 0 esetben rogton a CGN-mddszer konvergal gyorsabban, tehat az els6 szakasz kimarad, és
feltehet6en ott is megfigyelhetd lenne egy késdbbi metszéspont, amitdl kezdve a GCR-mdédszer
konvergélna gyorsabban.

A 31. és 33. 4brat Osszehasonlitva a v = 1 esetben megallapithatd, hogy a vizsgalt Oseen-
egyenletre a w = (p,0) vektormezs esetén a nem szimmetrikus esetben nem érdemes a nagy
egyenletrendszert (legaldbbis a vizsgalt prekondiciondlé métrixszal) megoldani, mert mar p =
20 esetén is 200-ndl nagyobb iterdcidszdmokat tapasztalunk, ami p novelésével egyre inkdbb
novekszik. Helyette a CGN-Uzawa- vagy a GCR-Uzawa-algoritmust érdemes hasznalni: a ket-
t6 koziil azt, amelyik p fiiggvényében gyorsabban konvergél. A kordabbi megéllapitdsok szerint
tehat a gorbék két metszéspontja kozti p értékek esetén a CGN-Uzawa-algoritmust, ezen szaka-
szon kiviil pedig a GCR-Uzawa-algoritmust javasolt haszndlni az Oseen-egyenlet megolddsara.

A 34., 35. és 36. dbran lathat6 a négy moddszer konvergencidja a w = (1,0) vektormezére
v = 1,0.1,0.01 viszkozitdssal. Megfigyelhetd, hogy v = 0.01 esetén a CGN-mddszer teljesit
a legjobban mindharom tartomanyon, és a GCR-mddszer jelentdsen lemarad a tobbihez képest.
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Négyzet, v =1 L-alak, v =1 Kérlap, v=1
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31. abra. Az Oseen-egyenletre alkalmazott CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus altal megtett ite-
rativ 1épések szdma TOL = 108 tolerancidval, n = 3 paraméterrel, f(x,y) = (cos(x),cos(x))
fiiggvénnyel, w = (p,0) vektormezdvel és v = 1 viszkozitdssal mindhdrom tartomény esetén.

Négyzet, v = 0.1 L-alak, v =0.1 Koérlap, v =0.1
400
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B 300 1300
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[0] © ©
3 3 B 200
£200 5200 )
= 2 2
® ® ® 100 ¢
E 100 g 100 g

0 0 0

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
p értéke p értéke p értéke

32. dbra. Az Oseen-egyenletre alkalmazott CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus éltal megtett ite-
rativ 1épések szama TOL = 108 tolerancidval, n = 3 paraméterrel, f(x,y) = (cos(x),cos(x))
fiiggvénnyel, w = (p,0) vektormezdvel és v = 0.1 viszkozitdssal mindhdarom tartomany esetén.

Négyzet, v =1 L-alak, v =1 Korlap, v =1
—CGN —CGN —CGN
g 250 ’—GCR‘ % 200 —GCR‘ % 200 —GCR‘
N N N
» 200 ) P
x x ~ 150
% 150 g 190 2
g g g100
5 ko) ©
2100 2 100 E
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& 50 g % g
0 0 0
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
p értéke p értéke p értéke

33. dbra. A nagy egyenletrendszerre alkalmazott prekondiciondlt CGN- és GCR-algoritmus
altal megtett iterativ 1épések szdma TOL = 1078 tolerancidval, n = 3 paraméterrel, f(x,y) =
(cos(x),cos(x)) fiiggvénnyel, w = (p,0) vektormezdvel és v = 1 viszkozitdssal mindhdrom
tartomdny esetén.

48



Négyzet, v =1 L-alak, v =1 Korlap, v =1
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34. abra. A négy iterativ modszer egyesitett grafikonjai, mely tartomdnyonként szemlélteti a
CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus ill. a prekondiciondlt CGN- és GCR-moddszer konvergencia-
jat, amikor az Oseen-egyenlet paraméterei f(x,y) = (cos(x),cos(x)), w=(1,0), v=1,n=3és
TOL =107%.

Négyzet, v = 0.1 L-alak, v = 0.1 Kérlap, v =0.1
10° — CGN-Uzawa 10° —CGN-Uzawa
——GCR-Uzawa ——GCR-Uzawa
© © [
E E —CGN £ —CGN
S S ——GCR S ——GCR
2 2 4 2
3 g 10 T 10
kel b=l il
o S 3
4 4 4
1078 . . . . . 108 . ! ‘ .
20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100
A k-adik iterativ Iépés A k-adik iterativ |épés A k-adik iterativ [épés

35. dbra. A négy iterativ modszer egyesitett grafikonjai, mely tartomédnyonként szemlélteti a
CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus ill. a prekondiciondlt CGN- és GCR-mddszer konvergencia-
jat, amikor az Oseen-egyenlet paraméterei f(x,y) = (cos(x),cos(x)), w=(1,0),v=0.1,n =3
és TOL = 1078,

Négyzet, v = 0.01 L-alak, » = 0.01 Korlap, v = 0.01
= CGN-Uzawa

——CGN-Uzawa
——GCR-Uzawa

Rezidualis norma
N
] =
Rezidualis norma
-
o
Rezidualis norma

100 200 300 50 100 150 200 250 300 50 100 150 200
A k-adik iterativ 1épés A k-adik iterativ |épés A k-adik iterativ 1épés

36. abra. A négy iterativ mddszer egyesitett grafikonjai, mely tartoményonként szemlélteti a
CGN- és GCR-Uzawa-algoritmus ill. a prekondiciondlt CGN- és GCR-moddszer konvergencid-
jat, amikor az Oseen-egyenlet paraméterei f(x,y) = (cos(x),cos(x)), w=(1,0), v=0.01,n=3
és TOL = 1073 ill. 1072,
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